LUENTOS 3.10.

Esim: Harmonisen oskillaattorin ratkaisu eri algoritmeilla

Euler, modifioitu Euler, Verlet, >'nopeus-Verlet’
Yksiaskelmenetelmit vs moniaskelmenetelmit

Ennustus-korjaus —periaate

Animaatio: kultalangan venytyksen simulointi, dynamiikka laskettu nopeus-
Verlet —algoritmilla

Runge — Kutta [Haa02 luku 7]



7.3 Yksiaskelmenetelmat alkuarvotehtaville

Edellé esitetyt Eulerin menetelma ja implisiittinen Eulerin menetelma kuulu-
vat niin sanottuihin yksiaskelmenetelmiin. Samaan luokkaan kuuluvat myés
Rungen ja Kuttan menetelmat.

Yksiaskelmenetelmaét ovat yleisesti muotoa

Vil = Vi + e ®e(te, Vi teet, Vier s Rk 1),
fker = e+ R,
missa funktiosta f ja argumenteista tg, tx 1, Vi, Y1 ja Rk riippuvaa funk-

tiota &y kutsutaan lisavsfunktioksi. Unden approksimaation (fx—1, Yi+1) las-
kemiseen tarvitaan siis vain edellinen piste (fz,yi).

7.3.1 Rungen ja Kuttan menetelmat

Integroimalla (7.1) saadaan

(378
Vilfpe1) = VIl + J fiT,viThdr.
I
Rungen ja Kuttan menetelmiin paadytain korvaamalla edellisen yhtalon in-

tegraali sopivilla approksimaatioilla. Yleinen s-vaiheinen Rungen ja Kuttan
menetelmi on muotoa

v+ h Z bk,
i=1

Vi+1

ki = f(t +cihyye + > agk;),
J=1



missd
5
ci= > a. (7.30)
i=1

Menetelmid karakterisoivat painot by, solmut ¢; ja matriisialkiot a,; madrite-
tadn haluttujen ominaisuuksien, kuten suurimman mahdollisen tarklkuuden,
perusteella.

Jos a;; = 0, kun j = i, menetelmi on eksplisiittinen eli avoin, ja
ki = fltg,vi),
ks
K3

fity +coh,yp + cahky),

£ty +csh, vy +1ic3 —as hky + hasks),

Tassd kayrettiin hvvilksi vhtilod (7.30). Muussa tapauksessa on kyse impli-
siittisestd menetelmaésti.

Varsinkin eksplisiittiset Rungen ja Kuttan menetelmit voidaan tulkita myos
seuraavasti. Otetaan pisteestd (., vy ) vksi Eulerin askel pituudeltaan czh.
Derivaatta saadussa pisteessd on Kp. Palataan alkuun ja otetaan uusi Fule-
rin askel (pituus cgh) kKayitden derivaattojen k; ja ko painotettua keskiar-
voa, jolloin saadaan Ks. Niin lasketaan derivaatalle joukko approksimaatioi-
ta, joiden painotettua keskiarvoa kivietidn viimeisessia Eulerin askeleessa
pisteesti (ty, vi) pisteeseen (fp,1,¥gy1). Voidaan siis sanoa, ettd ennen lo-
pullisen askeleen ottamista Rungen ja Kuttan menetelméat "tunnustelevat”
derivaatan arvoa.

Fsimerkki kaksivaiheisesta Rungen ja Kuttan menetelmistda on Heunin me-
netelmd:

h . _ -
Yisl = Yie + 5 [Fitp, Vi) + F(tppr, v + Wit vy ].

Heunin menetelma on toista kertalukua eli paikallinen virhe on ©(h3).

Tunnetuin Rungen ja Kuttan menetelma on klassinen nelivaiheinen mene-
telma

h .
Vi+l = Vi + Eikl + 2ko + 2k3 + K41,

jonka apuderivaatat ovat

ki = fltg,vi), Ko = F(fp + Q,w +{4—)li,

ks

_ h h . .
Flte + 5. ve + 5ke), ke = Fllge, v + k).

=

Menetelmién kertaluku on nelji eli paikallinen virhe on @(h®).



7.3.3 Yksiaskelmenetelmien vertailu

Seuraavassa kividimme esittelemiimme vksiaskelmenetelmid tehtédviin

¥ _ 2 N I . e
Vo= —5tyvi ==, Vil =1 (7.32)
- - f_ f_z -

ratkaisemiseen vililld (1, 10}, Tarkka ratkaisu on vit) = 1/t, jonka avulla
saamme laskettua menetelmien virheet.

Taulukossa 7.2 on kunkin menetelmin tuottaman ratkaisun maksimipoik-
keama oikeasta vastauksesta eli arvo max(|1/t; — v;|). Taulukossa 7.3 on
annettu virheet villin pddtepisteessd eli arvot [1/10 — v |.

Taulukko 7.2: Yksiaskelmenerelmien maksimivirheet.

h Luler Impl. Fuler  Trapetsi RKZ RK4

0.2 3.33e-2  9.23e-3 1.39e-3 [.39e-3  5.34e-3
0.1 9.09e-3  5.21e-3 2.83e-4 2.83e-4  2.04e-4
0.05 J43e-5 2.80e-3 70le-5 70le-5  9.65e-6
0.02 [.27¢-3  1.17e-3 l.1le-5 [.11e-5  2.09e-7
0.01 6.20e-4  5.97e-4 2.77e-6 2.77e-6  1.23e-8
0.005  3.08e-4 3.0le-4 6.92e-7  6.92¢-7  7.47e-10
0.002 22e-4 2le-4 I.11e-7 [.11e-7 1.88e-11

Taulukko 7.3: Yksiaskelmenerelmien virheet valin padrepisieessd.

h Luler Impl. Fuler  Trapetsi RK?Z2 RK4

0.2 [.13e-2  1.98e-5 1.92e-7 [.56e-2  1.0le-5
0.1 G.90e-6  1.0le-5 5.00e-8 [.Ole-5  3.35e-7
0.05 5.13e-6  5.18e-6 1.30e-8 [.71e-G 1.70e-8
0.02 2.05e-6 2.05e-6 2.07e-9 2.26e-7  3.74e-10
(.01 [.03e-6  1.03e-6 5.19e-10  5.36e-8 2.23e-11
0.005  5.15e-7  5.16e-7 [.30e-10  1.31e-8 1.36Ge-12
0.002  2.06e-7  2.06e-7 2.08e-11  2.07e-H  3.47e-14
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