
LUENTO 4  26.9.     (materiaali lähteestä [Haa02] luku  7) 
 
Tavalliset differentiaaliyhtälöt      

• yksi muuttuja, esim. aika 
 
Yleisesti:               y’(t) = f(t,y(t))    y vektori,  f vektoriarvoinen funktio 
                              y(t0) = y0               alkuarvo 
 
 
Esimerkki alkuarvotehtävästä 
 
 

 
 
 
 
 



Esimerkki reuna-arvotehtävästä 
 

 
 
Differentiaaliyhtälön kertaluku on korkeimman derivaatan kertaluku 
 
Kertalukua n oleva diff.yhtälö voidaan ratkaista n:n 1. kl:n diff.yhtälön 
ryhmänä, esim.  n = 2: 
 



 

 
 
 
 
 
 
Ratkaisujen stabiilisuus 
 
Yhtälön stabiilisuus  vs.  ratkaisumenetelmän stabiilisuus! 
 
Yhtälö on stabiili, jos ”pieni muutos” alkuarvossa aiheuttaa vain ”pienen 
muutoksen” ratkaisussa  t>0. 
 
Esim.  yksinkertainen yhtälö       y’ = λy,   (λ kompleksiluku) 
  
 
jonka ratkaisu on      y(t) = y(0)eλt      (t ≥ 0) 
 
 
on  stabiili, jos     kahden ratkaisun y(t), µ(t) ero mielivaltaisella ajanhetkellä     
 



| y(t) -    µ(t) | = | y(0) -     µ(0) | eRe(λ)t 

ysyy rajoitettuna     Re(λ) ≤ 0                                     

leisesti: 
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Eulerin menetelmä 
 
 
Alkuarvotehtävä 

 
 
Approksimoidaan ratkaisua välillä  [a,b]  hilapisteissä  
 

 

 
Otetaan vain 1. kl term

 

 
Taylor: 

 
 
 

it  Eulerin menetelmä 
 
 



 
 
 
Graafisesti: 

 
 
Lokaali virhe ja kokonaisvirhe 
 

 



 
 
Paikallinen virhe  lk 

on kertalukua 2  Eulerin menetelmän kertaluku = 1 
 
 
Virheen kasautum
 

Virheen vahvistuskerroin  
 

tabiilisuuteen vaaditaan | 1+hfy | ≤ 1 

 
Esimerkki 
 
 
 
 
 
 
 

isarvio  
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Pyöristysvirhe vs. algoritmin stabiilisuus 
 
 

simerkki:  Harmonisen oskillaattorin ja Eulerin menetelmän 
tabiilisuusanalyysi 
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Yhteenveto  
 

• diff.yhtälön kertaluku = korkeimman derivaatan kertaluku 
• n:nnen kl:n yhtälö voidaan muuttaa n:n 1 kl:n yhtälön ryhmäksi 
• alkuarvotehtävä  vs. reuna-arvotehtävä 
• yhtälön stabiilisuus ja ratkaisualgoritmin stabiilisuus ovat eri 

asioita 
• algoritmille voidaan usien tehdä suht. yksinkertainen 

stabiilisuusanalyysi  stabiilisuusalue  (z ∈ C) tai stabiilisuusväli  
(x  ∈ R) 

• algoritmin kertaluku on p, jos paikallinen (katkaisuvirhe) on 
kertalukua p+1 

•  
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