
LUENTO 3  26.9. 
 
[Haa02 ] luku 6 
 
Epälineaariset yhtälöt ja yhtälöryhmät 
 
Esimerkki:  etsi ratkaisu yhtälöparille 
 

raafinen ratkaisu 

* = (4.40061,0.00227)T 
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Käytännön näkökohtia: 

in käyttäytyvä” välillä [a,b] ja f(a), f(b) ovat 

• i aiheuttaa 

• 
 = 1/(x-a)) vaihtaa merkkia 

• ai 

• itushakuun ja Newtonin 

 

• jos funktio on ”hyv
erimerkkiset, on välillä ainakin yksi nollakohta 
funktion käyttäytyminen nollakohdan lähellä vo
numeerisia ongelmia (konetarkkuus) 
singulariteetti  ei ole nollakohta! 

• singulaarinen funktio (esim.  f (x)
singulariteetin x=a ympärillä    algoritmiongelma 
ei yleispätevää menetelmää  epälineaarisen yhtälön t
yhtälöryhmän ratkaisemiseksi 
tällä kurssilla tutustumme puol
menetelmään 
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Puolitushaku   
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Newtonin menetelmä  (myös Newton-Raphson) 
 

• perustuu Taylorin sarjakehitelmän antamaan arvioon funktion 
arvolle pisteen x ympäristössä  (oletus:  x riittävän lähellä 
nollakohtaa) 

 
• f(x+δ) =  f(x) + (df(x)/dx)δ + (1/2)(d2f(x)/dx2)δ 2 + O(δ3) 

 
• asetetaan   f(x+δ) =  0  ja otetaan huomioon vain 1 kl. termi 

 
  hakuaskel    δ  ≈ -f(x) / (df(x)/dx) 

 
• tarvitaan hyvä alkuarvaus  x1 ! 

  
 

 
alla olevassa algoritmissa   d = δ 
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Derivaatan laskeminen pisteessä x: 

• analyyttisesti (jos tunnetaan) 
• differenssilikiarvo 
 
          df(xk)/dx  =  (f(xk + h) – f(xk)) / h 

 
 
Newtonin algoritmi voi ”karata käsistä”  (kuva 6.4. o.p.) 
 
Ratkaisu kannattaa tarkistaa esim. käyttämällä puolitushakua 
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Newtonin menetelmä epälineaariselle yhtälöryhmälle 
 
Taylorin sarja 
 
 

ineaarinen yhtälöryhmä  vektorille s) 
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Yhteenveto 
 

• puolitushaku on yksinkertainen ja varma menetelmä, tarvitaan 
järkevä ratkaisun haun aloitusväli [a,b] 

• Newtonin menetelmä yleensä tehokkaampi, tarvitaan hyvä 
alkuarvaus x1  

• ratkaisu kannattaa varmistaa useammalla kuin yhdellä 
menetelmällä 

• käytössä myös MATLABin optimization toolbox:   
            fsolve (’f’,x)  (Levenberg-Marquardt  tai Gauss-Newton), ks. 
              [Haa02] sivu 355-356 
• graafinen tarkastelu auttaa aloitusvälin tai alkuarvauksen 

etsimisessä ja ratkaisun tarkistamisessa 
• yhtälöiden takana olevan fysiikan ymmärtäminen voi auttaa esim. 

ratkaisujen lukumäärää mietittäessä 
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