LUENTO 2 21.9.2005

[Haa02] luku 3

Lineaariset yhtaloryhmiit
< tavalliset differentiaaliyhtiilosysteemit
< osittaisdifferentiaaliyhtilot
< epilineaariset yhtilot
< optimointi

tiheit ja harvat yhtaloryhmit

suorat menetelmét (Gaussin eliminointi)

epiasuorat menetelmiit (iteratiiviset)

suuret yhtiloryhmit (esim. FEM, miljoonia muuttujia) -
tehokkuus

Esimerkki: yhtiloryhmé - kerroinmatriisi A, Ax=b , x=?

Gaussin eliminointi
e manipuloi kerroinmatriisia A siten etta lavistijan alapuoliset
alkiot =0 > ylikolmiomatriisi U
e ratkaise muuttujien arvot ylikolmiomatriisin alimmalta rivilti
aloittaen

Algoritmi 3.2.1 (Gaussin eliminointi ja takaisinsijoitus)

fork=1,2,...,n—1 (kdydaan kaikki matriisin sarakkeet lapi)
fori=k+1,...,n (nollataan lavistdjan alapuoliset alkiot)
r=ali,k)/a(k, k)
ali,k+1:n)=a(i,k+1:n)—-r*xalk,k+1:n)
b(i) = b(i) —r * b(k) (pdivitetdan oikean puolen vektori)
end
end

(Takaisinsijoitus:)

x(n)="b(n)/a(n,n) (luetaan vilmeisimman muuttujan arvo)

fork=n-1,n-2,...,1 (muut muuttujat)
s=alk,k+1:n)xx(k+1:n)
xX(k)=(b(k)—-s)/a(k,k)

end



LU (Lower — Upper ) hajotelma

Ax=Db > A =LU siten, etti
e L on alakolmiomatriisi jonka diagonaalialkiot ovat ykkosia

e U on yliikolmiomatriisi jonka alkiot ovat samat kuin
kerroinmatriisilla A Gaussin eliminoinnin jilkeen

LU hajoitelmaa kiiytetiin ratkaistaessa perikkaisia lineaarisia
yhtaloryhmii, joilla on sama Kerroinmatriisi A mutta eri tulosvektori b

Algoritmi 3.2.2 (Yhtaloryhman ratkaiseminen LU-hajotelmalla)

1: Ratkaise z yhtalosta Lz = b.
2: Ratkaise x yhtadlosta Ux = z.

Ax = L(Ux) = Lz=b

LU-hajotelman muodostaminen = Gaussin eliminointi ~ n’ operaatiota
Askelten 1 ja 2 ratkaiseminen ~ n’ operaatiota

Kidnteismatriisi A”': Ax=b 2 x=A"p (A'A=AA"=1



3.3 Yhtaloryhman ratkaisemisen teoriaa

Tassd luvussa kerromme milloin lineaarisella vhriloryhmalla on vksikéisit-
teinen ratkaisu. Lisdksi kisittelemme saatavan ratkaisun tarkkuutta.
Matriisi A on sddnndllinen, jos lineaarisella yvhtdaloryhmailla Ax = b on yksika-
sitteinen ratkaisu. Tama toteutuu, jos A on neliomartriisi ja jokin seuraavista
vhiipitivistd ehdoista on voimassa:

Matriisilla A on olemassa kidinteismatriisi A1,

A:n determinantti |A| £ O.

A:n pystyvektorit (sarakkeet) ovat lineaarisesti riippumattomat.

A:n vaakavektorit (rivit) ovat lineaarisesti riippumattomat.

A:n sddnndllisyysaste eli rangi on sama kuin matriisin dimensio (saan-
nollisyysaste on maksimaalinen lineaarisesti riippumattomien pysty- tai
vaakavektorien lukumiira).

Yhtaloryhmian Ax = 0 ainoa ratkaisu on x = 0.

Muussa tapauksessa matriisia kutsutaan singulaariseksi, jolloin vhtiloryh-
mdalld on ddrettdomdan monta ratkaisua tai silld ei ole ratkaisua ollenkaan. Jos
tehtavisi kerroinmatriisi on singulaarinen, on alkuperiinen tehtava luulta-
vasti vidrin maaritelty tai Kyseessid on ohjelmointivirhe.

Jos matriisissa A on enemmin riveji kuin sarakkeita, vhtialoryhmii sano-
taan videterminoiduksi ja silld on ratkaisu pienimmin neliosumman mieles-
sd. Vastaavasli jos matriisissa on enemmain sarakkeita kuin riveja, yvhtalo-
ryvhmaa kutsutaan alideterminoiduksi.

Fris tirked kisite vhidaloryhmien ratkaisussa on matriisin definiittisyys. Mat-
riisi A on positiivisesti definiitt, jos pitee

x! Ax = 0 kaikilla x £ 0. (3.2)

Positiivisesti definiittien matriisien lavistdjaalkiot ovat kaikki positiivisia. Jos
sekd matriisi A ettd sen transpoosi Al ovat lavistdjavaltaisia ja matriisin A
léavistajaalkiot ovat positilvisia, matriisi on positiivisesti definiitti. Positiivi-
sesti definiittien matriisien ei kuitenkaan tarvitse olla lavistdjavaltaisia.

Yhtalorvhmat, joissa Kerroinmatriisi on positiivisesti definiitti, ovat stabiile-
ja ratkaista. Kuten aikaisemmin todettiin, ratkaistaessa niita Gaussin elimi-
noinnilla ei tarvita tuentaa.



Ominaisarvo-ongelmat [Haa02 luku 9]

Monilla tieteenaloilla on tirkeita ongelmia, jotka voidaan muotoilla ominais-
arvotehtéviksi. Seuraavassa listassa on muutamia esimerkkeja:

« Monimutkaisen rakenteen, esimerkiksi laivan tai lentokoneen, ominais-
virihtelyjen ja niiden taajuuksien méadrittdminen.

+ Radiovastaanottimien ja -lihettimien halutaan toimivan resonanssitaa-
juuksilla; sahkoverkoissa resonansseja yritetadn valtraa.

« Kvanttifysiikassa ja kvanttikemiassa systeemeji kuvataan Schrodinge-
rin yvhtialolla, jonka ominaisarvot ovat eri tilojen energiat.

« Kemiallisten reaktioiden simuloinnissa halutaan méérittda olosuhteet,
joissa reaktiot tapahtuvat jaksollisesti.

« Makrotalousmalleissa niin sanottujen tasapainotettujen hinnoittelustra-
tegioiden ja tuotantorakenteiden madrittaminen johtaa ominaisarvoteh-
taviin.

« Markovin ketjuilla kuvattavien systeemien, kuten jonotus- ja tietokone-

systeemien, aikakiyttdaytymisen tutkiminen.

Maaritelmé

Kompleksiluku A on n x n neliomatriisin A ominaisarvo, jos on olemassa
vektori x # 0 jolle pitee

Ax=Ax <& (A-ADx=0 I= yksikkomatriisi
X = ominaisvektori, arvot { A } muodostavat A:n spektrin

Ominaisarvot toteuttavat yhtilon det (A- AI) =0, joten ne voidaan
ratkaista timan ns. karakteristisen polynomin nollakohdista.



Esimerkki: CO2 —molekyylin ominaisvirihtelyt (=kytketyt harmoniset
varihtelijat)

Taulukko 9.1: Ominaisarvojen A\, ominaisuuksia erdille mairiisityvpeille.

Matriisi A Ominaisarvor \;

vla- tai alakolmiomatriisi ominaisarvot ovat A:n lavistdjdaalkiot
hermiittinen ominaisarvot ovat reaaliset
positiivisesti definiitti ominaisarvot ovat positiivisia

positiivisesti semidefliniitti  ominaisarvot ovat ei-negatiivisia
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