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Lineaariset yhtälöryhmät 

 tavalliset differentiaaliyhtälösysteemit 
 osittaisdifferentiaaliyhtälöt 
 epälineaariset yhtälöt 
 optimointi 

 
• tiheät ja harvat yhtälöryhmät 
• suorat menetelmät (Gaussin eliminointi) 
• epäsuorat menetelmät (iteratiiviset) 
• suuret yhtälöryhmät (esim. FEM, miljoonia muuttujia)  

tehokkuus 
 

Esimerkki: yhtälöryhmä  kerroinmatriisi A,       Ax = b  ,  x=? 
 
Gaussin eliminointi 

• manipuloi kerroinmatriisia A siten että lävistäjän alapuoliset 
alkiot =0  yläkolmiomatriisi U 

• ratkaise muuttujien arvot yläkolmiomatriisin alimmalta riviltä 
aloittaen 

 



 
 
LU (Lower – Upper ) hajotelma 
 
 
Ax = b    A = LU siten, että 
 

• L on alakolmiomatriisi jonka diagonaalialkiot ovat ykkösiä 
• U on yläkolmiomatriisi jonka alkiot ovat samat kuin 

kerroinmatriisilla A Gaussin eliminoinnin jälkeen 
 
Esimerkki 
 
LU hajoitelmaa käytetään ratkaistaessa peräkkäisiä lineaarisia 
yhtälöryhmiä, joilla on sama kerroinmatriisi A mutta eri tulosvektori b 
 
 

 
                           Ax  =  L(Ux)  =  Lz = b 
 
 
LU-hajotelman muodostaminen = Gaussin eliminointi ≈ n3  operaatiota 
Askelten 1 ja  2 ratkaiseminen ≈ n2  operaatiota 
 
 
Käänteismatriisi        A-1 :    Ax = b    x = A-1b    (A-1A = AA-1) = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 



 
Ominaisarvo-ongelmat   [Haa02 luku 9] 
 
 
 

 
Määritelmä 
 
Kompleksiluku λ on n x n neliömatriisin A ominaisarvo, jos on olemassa 
vektori x ≠ 0 jolle pätee 
 
                   Ax =  λx          (A- λI)x = 0       I= yksikkömatriisi 
   
 x = ominaisvektori,  arvot { λ } muodostavat A:n spektrin 
 
Ominaisarvot toteuttavat yhtälön   det (A- λI) = 0, joten ne voidaan 
ratkaista tämän  ns. karakteristisen polynomin nollakohdista. 
 



Esimerkki:  CO2 –molekyylin ominaisvärähtelyt  (=kytketyt harmoniset 
värähtelijät) 
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