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Ohjeita tekoialyn kiyttiamiseen opiskelun apuna

Kun tédssi kirjassa tulee vastaan vaikeasti ymmarrettdvid asioita, kannattaa pyytiad
tekodlyd selittdméén niitd. Tekodlylle kannattaa antaa linkki tdhén kirjaan, jolloin
se pystyy antamaan parempia vastauksia. Kirjoittaja on kokeillut titd Geminin
perusversiolla (silld maksuttomalla perusversiolla, joka on Googlen palveluissa
laajasti kdytossid) ja saanut hyvid vastauksia.

On kuitenkin muistettava, ettd tekoily vastaa silloin tdlloin viirin. Jos teko-
dlyn vastaus vaikuttaa yhtddn omituiselta, kannattaa kysyi tarkentavia kysymyksii
ja vaikkapa kopioida mukaan tdmén kirjan kohtia. Voit esimerkiksi pyytdd teko-
dlyi selittiméén asia askel kerrallaan ja kdyttdméédn analogioita.

Kenties kannattaa kokeilla useampaa kuin yhti tekodlyi ja valita se, josta tun-
tuu olevan eniten hyotyd. Vaikuttaa siltd, ettd jotkin tekodlyt vastaavat kuvaile-
vammin ja suuren yleison kielelld, ja toiset tismillisemmin ammattilaisten kie-
lelld. Jalkimmadiset tekevit vihemmaén virheitd, mutta niiden vastauksia on vai-
keampi ymmartid, jollei ole alan ammattilainen. Téstéd syysté kehittynein tekodly
ei valttamittd ole opettajana paras.

Tekodlyn téllainen kdyttd kuluttaa mitdttomin vihian luonnonvaroja. (Videoi-
den teettiminen ja ammattilaistason paittelyiden teettiminen ovat eri asia, niiden
turha teettiminen kuluttaa valtavasti luonnonvaroja.)

Kirjassa olevat tehtivit kannattaa teettdd tekodlylli tai tehdé itse sen mukaan,
haluatko ettd tekodly saa tyopaikan, vai haluatko saada sen itse.

Seuraavalla sivulla on Geminin ehdottama ja kirjoittajan muokkaama malli-
kehote, jota voit kayttdad, kun kysyt tekoilyltd apua. Kirjoittajan kokemuksen mu-
kaan paljon vaatimattomampikin kehote riittdd, esimerkiksi

Opiskelen kirjasta
lhttps://users.jyu.fi/"ava/ymmarra_matikkaa.pdf]
enkd osaa tehtdvdd 27. Anna minulle vinkki!



https://users.jyu.fi/~ava/ymmarra_matikkaa.pdf

Alla on Geminin ehdottama ja kirjoittajan muokkaama mallikehote, jota voit
kayttdd, kun kysyt tekodlyltd apua. Kehotteen alkuosaa sanaan ”Aloitetaan!” saak-
ka ei tarvitse antaa saman keskustelun aikana uudelleen, vaikka vaihtaisit toiseen
tehtdvaan.

Auta minua oppimaan matematiikkaa ja loogista
paattelya. Opiskelen oppikirjasta, joka 1loytyy
lhttps://users. jyu.fi/“ava/ymmarra_matikkaa.pdf]

Kun kysyn sinulta apua kirjan asioihin tai tehtéviin,
noudata n&ditd ohjeita:

1. Huomioi tarkasti kirjan oma tapa mddritelld asiat
(kuten tilanne, mahdollinen ja mahdoton tilanne,
juuri sekd kolmiarvoinen logiikka). Ald kdytd
yleisid matemaattisia md&dritelmid, jos ne eroavat
tamdn kirjan kaytannoista.

2. Selitd vaikeat kdsitteet tarvittaessa askel
kerrallaan ja kayta havainnollistavia analogioita
tai kaytannon esimerkkeja.

3. Jos pyyddn apua harjoitustehtdvddn, &l& anna heti
valmista ratkaisua tai mallivastausta. Anna sen
sijaan pieni vihje, auta minua p&dsemddn alkuun
tai kysy minulta ohjaava kysymys, jotta voin
keksid ratkaisun itse.

4. Pid& vastauksesi selkeind, helposti luettavina ja
ystavallisind.
Aloitetaan! Opiskelen t&ll&d hetkelld sivua
[KIRJOITA SIVUNUMEROQ]
ja lukua
[KIRJOITA LUVUN NUMERQ TAI NIMI]J.

Minun on vaikea ymmdrt&i seuraavaa kohtaa tai
tehtavaa:

[KOPIOI TAHAN TEKSTIPATKA TAI HARJOITUSTEHTAVA, JOSTA
TARVITSET APUA]


https://users.jyu.fi/~ava/ymmarra_matikkaa.pdf

1 Johdanto

Tama kirja on melko erilainen kuin useimmat yliopistotason matematiikan oppi-
kirjat. Tdssd luvussa kisitellddn lyhyesti tdmin kirjan taustaa ja tavoitteita, an-
netaan muutama kiytidnnollinen neuvo ja kerrotaan hieman mistd timén kirjan
esitystapa on perdisin. Koska tekoidlyn kéytto opiskelussa on uusi ja kenties jopa
ristiriitaisia nadkemyksié heréttiva asia, se késiteltiin erikseen edella.

Téamaéin Kirjan tausta ja tavoitteet

Titd kirjoitettaessa vuonna 2026 sekd Suomessa ettd maailmalla oltiin huolis-
saan matematiikan osaamistason laskusta. Hyvdmaineinen matemaattis-luonnon-
tieteellisiin aineisiin painottunut University of California San Diego oli syksyl-
1a 2024 joutunut ottamaan kdyttoon peruskoulun asioita kertaavan matematiikan
kurssin [https://math.ucsd.edu/chair-statement-math-preparedness].
Uusi opiskelija saattoi ldhtotasostaan riippuen joutua suorittamaan jopa kolme
matematiikan esitietoja paikkailevaa kurssia.

Samaan aikaan ohjelmistoala oli murroksessa tekoédlyn kehityksessi tapahtu-
neiden lapimurtojen vuoksi. Opiskelijoiden oli vaikea saada tyopaikkoja. Oli mah-
doton ennustaa tarkasti, mitd osaamista he tulisivat tyourallaan tarvitsemaan. Laa-
jasti kuitenkin ajateltiin, ettd syvillisen ja kokonaisuuksia koskevan ymmirryksen
merkitys korostuu, kun teknisten yksityiskohtien hallinta siirtyy koneiden tehta-
viksi. Osaamisen tirkeys korostui myos siksi, ettd valtiovalta kovasti toivoi, ettid
Suomessa kehitettdisiin korkeatasoisia vientituotteita. Jotta se onnistuisi, tdytyy
osata jotakin kansainvilisesti kilpailukykyiselld tasolla.

Erids tirkeimmistd matematiikan opettajien jdrjestoistd katsoo matematiikan
osaamisen muodostuvan viidesti toisiinsa kietoutuvasta nauhasta [https : //www .|
inctm.org/uploadedFiles/Advocacy/Advocacy_Toolkit/Mathematical_|
[Proficiency_Five_Strands.pdf]. Jotta alla olevat kddnnokset eivét olisi pit-
kid, on niissd sallittu vivahde-eroja alkuperdiseen, kuitenkin pyrkien sdilyttiméédn
keskeisin:

1. kisitteellinen ymmartdminen (conceptual understanding): yhtendinen, so-
vellettavissa oleva ymmaérrys matemaattisista asioista

2. laskurutiini (procedural fluency): lasku- ja péittelymenetelmien tuntemus;
taito valita tehtdviin sopiva menetelmai ja noudattaa siti joustavasti, huolel-
lisesti ja tehokkaasti

3. strateginen osaaminen (strategic competence): kyky muotoilla matemaatti-
sia tehtivid ja ratkaista niitd; tietoisuus siitd, ettd tehtdvid voi ldhestyd mo-
nella tavalla, ja kyky valita sopiva tapa


https://math.ucsd.edu/chair-statement-math-preparedness
https://www.nctm.org/uploadedFiles/Advocacy/Advocacy_Toolkit/Mathematical_Proficiency_Five_Strands.pdf
https://www.nctm.org/uploadedFiles/Advocacy/Advocacy_Toolkit/Mathematical_Proficiency_Five_Strands.pdf
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4. joustava paittely (adaptive reasoning): kyky ajatella loogisesti asioiden vili-
sid yhteyksid; kyky perustella omia laskelmia ja péittelyitd sekd matemaat-
tisesti ettd intuitiivisesti

5. myotamielinen, eteenpdin pyrkivd asenne (productive disposition): suh-
tautuminen matematiikkaan mielekkédédni ja hyodyllisend; usko siihen et-

td maidritietoinen vaivanndkd matematiikan oppimiseksi kannattaa, myos
omalla kohdalla.

Tamin kirjan tavoitteena on tuottaa tekniikassa, ohjelmistoalalla ja luonnon-
tieteellisilld aloilla tarvittavia matemaattisia valmiuksia. Tdssd yhteydessd valmiu-
det tarkoittavat sekd yleisimpien néilld aloilla kédytettivien matemaattisten me-
netelmien hallintaa ettd matemaattis-loogista paittely- ja ongelmanratkaisutaitoa.
Kirjassa esitelldin matemaattista paittelyd kayttamailld peruskoulun ja lukion ma-
tematiikan asioita esimerkkeind. Siten uudet asiat tulevat pienind annoksina, ja
peruskoulun ja lukion asiat tulevat kerratuiksi sitd mukaa kuin tarvitaan.

Kiytinnon neuvoja

Osat, joiden otsikon alussa on tdhti ”*”, ovat tdydentidvéia tietoa. Niiden osaaminen
ei ole vilttimatonta kirjan piddasioiden ymmartamiseksi.

Matematiikassa kédytetddn aikaisemmin esitettyjd tietoja vihén vélid. Kun nii-
td on kidytetty useasti, ne jadvit mieleen. Sitd ennen on kuitenkin rasittavaa etsid
uudelleen ja uudelleen vaikkapa mitki ovat ne tarkat ehdot, joiden vallitessa jon-
kin johtopéditoksen saa tehdd. Siksi tdssd kirjassa on paljon kirjan siséisid linkke-
ja. Sellaisen voi avata uudessa ikkunassa, jolloin voi kdtevisti katsoa sen takana
olevan tekstin. Avainsana tai symboli, johon linkki viittaa, on padsdantoisesti sini-
selld ja (mikéli mahdollista) kursivoitu, jotta sen 16ytiisi helpommin linkin takana
olevasta tekstistd. Joissakin tapauksissa se on muun vérinen siksi, ettd vérilld on
osoitettu sen kdyttdd osana isompaa kokonaisuutta.

Takaisin sithen ndkyméén, jota oli lukemassa, pddsee vaikkapa sulkemalla lin-
kistd auenneen ikkunan.

Joissakin PDF-lukijoissa hiiren vieminen tdmin kirjan sisdisen linkin piélle
ndyttdd patkin linkin takana olevaa tekstid. Se sujuvoittaa opiskelua huomattavas-
ti. Esimerkiksi moni pikkulause tai harjoitustehtdvin mallivastaus on niin lyhyt,
ettd ndytetty patka riittdd sen lukemiseen. Voit kokeilla, toimiiko tima kayttimés-
sdsi PDF-lukijassa siirtdmailld hiiren tdhédn. Siind on linkki symbolin ”—" selityk-
seen.

Linkkejd ei kuitenkaan ole jokaisessa paikassa, jossa jotakin sanaa tai sym-
bolia kdytetddn. Esimerkiksi 7«7 (sivu 39) esiintyy satoja kertoja, joten ei oli-
si tarkoituksenmukaista tehdi jokaisesta esiintymistd linkki. Kirjan lopussa on
hakemisto, jota voi kdyttidd apuna jonkin sanan tai symbolin selityksen etsimiseen
silloin, kun siind tekstin kohdassa, jota on lukemassa, ei ole sille linkki.
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Tami kirja on keskenerdinen. Merkintd 7?7 tarkoittaa, ettd sithen kohtaan on
tarkoitus kirjoittaa lisdd tekstid. Kirjassa voi olla keskenerdisyyttd myos kohdissa,
joita ei ole merkitty ???:114.

Ota oikea asenne

Sinulla on paljon paremmat mahdollisuudet saada hyvé tyopaikka, jos osaat jota-
kin hyodyllistd, jota suuri osa tyonhakijoista ei osaa. Tyonantajat eivit ehké arvos-
ta matematiikkaa itsessdin, mutta he arvostavat loogista ongelmanratkaisutaitoa
ja kykya suorittaa tyotehtidva valmiiksi, vaikka siini olisi tylsid, vaikeita ja sisuk-
kuutta vaativia vaiheita. Voit harjoitella nditd molempia tekemélld tdmin kirjan
tehtivii.

Matematiikan osaamisen tarve ei ole katoamassa, vaan muuttumassa. Mai-
rdmuotoisten tehtdvien ratkaiseminen mekaanisesti ei endd korostu, silld tekoély
hoitaa sen puolen. Sen sijaan tarvitaan kykyd soveltaa matematiikkaa monipuo-
lisesti ty0kaluna monenlaisten kdytdnnon ongelmien ratkaisemiseen. Tarvitaan
osaamista siind, mika tapahtuu ennen mekaanista laskentaa ja sen jilkeen. Vaikka
ongelman ratkaisemisessa kdyttdisi tekodlyd, on itse keksittdva, mitd siltd kysyy,
ja on itse arvioitava, onko tekodlyn vastaus hyvi vai onko siind mukana hallusi-
nointia.

* Tamén kirjan laatimisesta

Téamin kirjan tapa esittdd padttelyiti on pitkédn tutkimuksen tulos. Tarkeimmiit asi-
aan liittyvét julkaisut ovat Antti Valmari & Mika Hirvensalo: Towards Practice-
Oriented Formal Reasoning Using Three-Valued Logic, Journal of Applied Logics
— IfCoLog Journal of Logics and their Applications, 13(6): 823—-860 (November
2026) (pitdisi ilmestyd marraskuussa) ja Antti Valmari & Lauri Hella: A Comple-
teness Proof for a Regular Predicate Logic with Undefined Truth Value, Notre
Dame Journal of Formal Logic 64(1): 61-93 (February 2023).

Tatda kirjaa kirjoitettaessa kiytettiin tekodlyd apuna tietojen etsinnédssid se-
ki asiasisdllon, sanaston, mallivastausten ja tekstin luettavuuden tarkastamises-
sa kohderyhmin nidkokulmasta. Tekoédlyn kanssa neuvoteltiin, miten opiskelijat
voisivat kiyttdd sitid opiskelun apuna.



2 Paittelemisen perusasioita reaaliluvuilla

2.1 Valmisteleva esimerkki, muuttuja ja (mahdollinen) tilanne 7

2.2 Puheenaihe, lauseke osineen ja (osittais)funktio 13
2.3 Yhtédsuuruuden lakeja 28
2.4 Piittelyoperaattoreita ja paittelyketjuja 38
2.5 Toisen asteen polynomi ja toisen asteen yhtdlo 54
2.6 Reaalilukujen suuruusjérjestys 55

Téssd luvussa tutustutaan pédttelemisen tirkeimpiin perusasioihin kiyttien esi-
merkkeini yhtiloitd, yhtidlopareja ynnd muuta sellaista. Lukijalla oletetaan olevan
jonkinlainen kisitys yksinkertaisimpien yhtdloiden ratkaisemisesta, mutta mikddn
mestari hinen ei tarvise olla. Jotta teksti ei olisi liian abstraktia, osaa asioista ei
esitetd tdydessd yleisyydessddn vaan rajoitettuina lukujen maailmaan. Toisinaan
asian A selittdminen vaatii ettd asiasta B on jo kerrottu jotakin ja B puolestaan
tarvitsee jotakin tietoa C:std, mutta C:std ei voi puhua ennen kuin tiedetdén mika
on A. Sellaisissa tapauksissa jostakin asiasta kerrotaan vain osa ja luvataan, ettid
loput kerrotaan myShemmin.

2.1 Valmisteleva esimerkki, muuttuja ja (mahdollinen) tilanne

Téssd alaluvussa esitellddn muutama matemaattinen peruskisite yksinkertaisen
esimerkin ja sen muunnelmien avulla.

Muuttuja, tilanne ja juuri

Aloitamme koulumaisella esimerkilla.

Esimerkki 2.1 Juoksija ja pyoriilijd ovat ldhtoviivalla paikoillaan. Juoksija 1dh-
tee juoksemaan vauhtinaan 3 metrid sekunnissa. Kun hén on edennyt 160 metrid,
pyordiliji ldhtee hdnen perdinsi ja etenee 5 metrid sekunnissa. Kuinka monta se-
kuntia ajettuaan pyoréilija saa juoksijan kiinni?

Ratkaisu. Merkitsemme pyoriilijian lihtohetken jdlkeen kulunutta aikaa Kirjai-
mella ¢. Juoksijan kulkema matka ajanhetkelld # on 160 + 3¢ metrid ja pyoriilijdn
kulkema matka ajanhetkelld # on 5¢ metrid. Pyoriilija saa juoksijan kiinni, kun
ndma matkat ovat yhtasuuret, eli 160 4 3¢ = 5¢.

Vihentdmalld vasemmalta puolelta 3¢ saadaan 160 + 3¢ — 3¢. Siind 3¢ ja —3¢
kumoavat toisensa, joten jiljelle jad 160. Vihentamilld oikealta puolelta 3¢ saa-
daan 5¢ — 3¢. Se tuottaa 2¢. Olemme johtaneet 160 = 2¢.

Jakamalla kumpikin puoli kahdella saadaan vasemmalta puolelta % eli 80 ja
oikealta puolelta % eli . Olemme johtaneet 80 = .

Sanomalla sama toisinpdin saadaan ¢ = 80. Vastaus on siis: 80 sekuntia.
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Lopputuloksen testaaminen. Juoksijan ajanhetkelld + = 80 kulkema matka on
160+ 3¢ =160 4 3 - 80 = 160 + 240 = 400 metrid ja pyoriilijan kulkema on 5¢ =
5-80 = 400 metrid. Tasmai! O

Kutsumme viimeisti vaihetta testaamiseksi” eikd “tarkastamiseksi”, koska se
tarkastaa lopputuloksen vain osittain. Se tarkastaa, ettd vastaukseksi saatu luku to-
teuttaa yhtdlon, mutta ei tarkasta, onko olemassa muitakin lukuja, jotka toteuttavat
sen. Siitd huolimatta saatu luku kannattaa testata sijoittamalla yhtdloon, koska se
on pieni vaiva ja paljastaa ison osan virheistid. ??? Tulemme mydhemmin esitti-
maiin lisdd keinoja testata vastauksia.

Esimerkki 2.2 Maali on 1000 metriz lihddstd. Esimerkin 2.1 juoksija juoksee ja
pyordilijd pyoriilee sinne saakka. Ensin maaliin ehtivi jad sinne paikalleen kunnes
toinenkin saapuu sinne. Sitten he ldhtevit yhdessi jdatelolle. UJ

Milloin esimerkin 2.2 juoksija saapuu maaliin? Ilmaise vastaus 7:n arvona.
Milloin esimerkin 2.2 juoksija lihti litkkeelle? Ilmaise vastaus 7:n arvona.

Kumpi ehtii ensin maaliin? Miten sen voi péételld ilman ettd ratkaistaan yhtdidn
yhtilod lisii?

Esimerkissimme ¢ on muuttuja eli sen edustama luku voi vaihdella sen mu-
kaan, mistd kulloinkin puhutaan. Pyoriilijdn 1dhtohetkelld # = O ja kohtaamishet-
kelld # = 80. Kun ¢ = 100, on juoksija edennyt 460 metrid ja pyordilijd 500 metrid.

Edelld esiintyi vain yksi muuttuja, mutta niitd voi olla my0s useita. Voim-
me esimerkiksi kysyi, kuinka kaukana juoksija oli maalista silloin, kun pyoriilija
saapui sinne. Jos otamme kiytt6on muuttujan m edustamaan kysyttyd matkaa, niin
kyseiselld ajanhetkelld 160 + 3¢ +m = 1000 ja 5 = 1000.

Kéytimme sanaa tilanne (state) tarkoittamaan mitd tahansa kdytossi olevien
muuttujien arvojen yhdistelméd. Tilanteen voi kitevisti ilmoittaa muodossa

muuttuja; = arvoy N\ muuttuja, = arvoy N\ --- \ muuttuja, = arvo,

missé jokainen kdytossd oleva muuttuja esiintyy tdsmélleen kerran. Esiintymisjér-
jestykselld ei ole vilid. Symbolin ”A” voi lukea ”ja”. Ilmaus "muuttuja; = arvo;
A muuttuja, = arvoy N - - - \ muuttuja, = arvo,,” tarkoittaa, ettd jokainen véitteista
“muuttuja; = arvoy”, "muuttuja, = arvoy”, ..., muuttuja, = arvo,”’ on tosi.

Laajennetun esimerkkimme tapauksessat = 1 Am = 2 on yksi tilanne, t = 1 A
m = 3 on toinen tilanne, ja t = 200 A m = 240 on kolmas tilanne.

Tilanteen ei tarvitse toteuttaa ratkaistavaa yhtilod, yhtiloparia, epidyhtédlod tai
muuta sellaista. Sithen tarkoitukseen kiytettdvd sana on juuri (root). Siis “juuri”

tarkoittaa tilannetta, joka toteuttaa ratkaistavan yhtdlon tai muun sellaisen.

Laajennetulla esimerkillimme on tasmaélleen yksi juuri. Miki se on?
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Kuva 1: juoksijan (sininen) ja pyoriilijin (vihred) etdisyys 1dhdostd ¢:n funktiona

Jos jatetddn “silloin, kun pyoriilijd saapuu maaliin” pois ja siis kysytdéin vain
“kuinka kaukana juoksija on maalista”, niin yhtdlo 5t = 1000 jii pois ja jéljelle
jaa vain yhtélo 160 + 3¢ +m = 1000”. Silld on ddrettémin monta juurta, esimer-
kiksit =0Am =840,t =100 Am =540,¢t =200 A\m =240 jat =280 Am = 0.

Paittely tapahtuu usein oletusten alaisuudessa

Kysymys “missi pyoriilija oli silloin, kun juoksija oli edennyt 70 metrid” nostaa
esiin uuden ilmidn. Sitd vastaava ajanhetki on + = —30 sekuntia, koska —30 on
ainoa luku, jolle 160 + 3¢ = 70 on tosi. Edelld sanottiin, ettd pyordilijan kulkema
matka on 5¢ metrid. Sijoittamalla siithen # = —30 saadaan vastaukseksi —150 met-
rid. Se olisi oikein, jos pyordiliji olisi kulkenut samalla vauhdilla samaan suuntaan
siitd saakka, kun juoksija ldhti liikkeelle, ohittaen juoksijan ldhtopaikan kun juok-
sija oli edennyt 160 metrid. Mutta tehtdvdan mukaan pyoréilija ei silloin ohittanut
juoksijan ldhtopaikkaa, vaan ldhti itsekin liikkeelle siiti.

Vika on siis siind, ettd lauseke 5¢ kuvaa pyordilijin sijainnin oikein vain sen ai-
kaa, kun hin etenee 14hd6std maaliin. Olemme laatineet tapahtumista matemaatti-
sen mallin, jonka mukaan pyordilijin sijainti on 57 ja juoksijan sijainti on 160+ 3¢.
Tama malli ei ole pétevi silloin, kun juoksija on edennyt vain 70 metrié.

Hyvin usein on mahdotonta tai ainakin hankalaa tehdd matemaattisesta mallis-
ta niin hyvé, ettd sen pitevyydelld ei ole rajoja. Siksi matemaattiset mallit kannat-
taa yrittdd laatia siten, ettd niiden pitevyysalueet riittdvit niihin tarkoituksiin joita
varten ne laadittiin. Laskujen lopputuloksista kannattaa tarkastaa sekid ovatko ne
mallin kannalta oikein (esimerkiksi toteuttaako saatu vastaus yhtdlon) ettd osuvat-
ko ne pitevyysalueelle (esimerkiksi osuuko vastaus aikaviliin, jolloin pyoréilija
liikkui).

Kuinka kaukana pyoriilijd oli maalista silloin, kun juoksija saapui sinne?

Kuvassa 1 on néytetty juoksijan (sininen) ja pyordilijan (vihred) etdisyys ldh-
dostd sind aikana kun juoksija juoksee, ottaen huomioon, ettd ennen liikkeelle
ldhtodin pyoriilijd oli paikallaan ldhtopaikalla ja maaliin saavuttuaan pyordilija
jdi paikalleen. Ilmaus #:n funktiona” tarkoittaa tdssd, ettd vaaka-akselilla on 7 eli
pyordilijan 1dhtohetkestd kulunut aika, ja pystyakselilla on etdisyys 1dhdosté ku-
nakin vaaka-akselin mukaisena ajanhetkena.
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Juoksijan etdisyys ldhdostd on tdssdkin mallissa koko ajan 160 + 3¢, mutta
pyordilijian etdisyys 1dhdostd on O kun # < 0, 5¢ kun 0 < 5¢ < 1000, ja 1000
kun 5¢ > 1000. (Kohta kerrotaan, miksi tidssid lukee 70 < 5¢ < 1000 eikd 70 <
t <200”.) Emme piittaa siitd, ettd tosieldmissd juoksija ja pyordilija eivit pys-
ty ldhteméén liikkeelle ja pysdahtyméén silmédnrdapayksessa eivitka pysty pitimaan
vauhtiaan tarkasti ilmoitetun suuruisena. Tilld varauksella malli on pitevd kun
0 <160+ 3¢ < 1000. Tamékadan malli ei ole pétevd endi, kun juoksija ja pyorii-
lijd menevit yhdessi jaitelolle.

Mallin pétevyysalue on edelld ilmoitettu muodossa ”’0 < 160+ 37 < 1000 ei-
ka esimerkiksi muodossa ”—53% <t <280 siksi, ettd ensin mainittu vastaa suo-
raan ldhtotietojen ilmausta “sind aikana kun juoksija juoksee”, joten sen voi kir-
joittaa heti kun on todettu, ettd juoksijan sijainnin ilmaisee 160+ 3¢. Jalkimmadisen
voi kirjoittaa vasta myShemmin, sitten kun ensimmaéinen on kirjoitettu ja siitd on
ratkaistu 7. Samasta syystd pyordilijdn sijainnin vaihtuminen 5¢:std 1000:ksi on
ilmoitettu tapahtuvaksi kun 5 = 1000 eikd kun ¢t = 200. Sen sijaan se, ettd 0 vaih-
tui 5¢:ksi kun = 0 ei edellyttdnyt 7:n ratkaisemista, koska se médridytyy suoraan
siitd, ettd ¢ valittiin edustamaan aikaa alkaen pyoriilijin 1dhtohetkesta.

Tamin mallin pitevyysalue riittdd muun muassa seuraavan tehtdvin ratkaise-
miseen.

Esimerkki 2.3 Milloin esimerkin 2.2 juoksija on tismélleen 100 metrid pyorii-
lijan edelld?

Ratkaisu. Piittely jakautuu kolmeen tapaukseen seuraavasti.

Jos ollaan pyoriilijan sijainnin O pdtevyysalueella eli # < 0, niin vastaus saa-
daan ratkaisemalla yhtilo 160 + 3¢ = 0+ 100. Sen juuri on t = —20. Se toteuttaa
ehdon ¢ < 0. Lisiksi #:n on oltava koko mallin patevyysalueella. Sekin toteutuu,
silld 0 < 160 + 3¢ < 1000 kun r = —20, koska 160+ 3 - (—20) = 100. Niinp4
t = —20 on koko tehtévén juuri. Asken laskemamme 160+ 3 - (—20) = 100 on
juoksijan sijainti juuren ilmaisemalla hetkelld, joten voimme saman tien tarkastaa,
ettd se on tdsmaélleen 100 metrid pyordilijdn edelld. Kylld se on, koska pyoriilijian
sijainti on O kun ¢ < 0.

Jos ollaan pyoriilijan sijainnin 5¢ pétevyysalueella eli 0 < 5¢ < 1000, niin
vastaus saadaan ratkaisemalla yhtidld 160 + 3¢ = 5¢ 4 100. Sen juuri on ¢ = 30. Se
on koko mallin pitevyysalueella, koska 16043 -30 = 250 ja 0 < 250 < 1000. Se
on myds pyoriilijin sijainnin 5¢ pitevyysalueella, koska 5-30=150ja0 <150 <
1000. Siksi my®s ¢ = 30 on koko tehtivin juuri. Asken laskemamme 160 + 3 - 30
=250 ja 5-30 = 150 ovat juoksijan ja pyoriilijdn sijainnit juuren ilmaisemalla
hetkelld, joten juoksija todella on tasmélleen 100 metrid pyoriilijan edelli.

Jos ollaan pyoriilijén sijainnin 1000 pétevyysalueella eli 5t > 1000, niin vas-
taus saadaan ratkaisemalla yhtél6 160 + 37 = 1000 + 100. Sen juuri on ¢ = 313%.

Se on pyoriilijdn sijainnin 1000 patevyysalueella, koska 5 - 313% = 1566% >
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1000. Mutta se ei ole koko mallin pitevyysalueella, koska 160+ 3 -3 13% = 1100,

ja0 <1100 < 1000 on epétosi. Niinpa t = 313% ei ole koko tehtidvén juuri.
Vastaus on siis: juoksija on tismilleen 100 metrid pyoriilijan edelld ajanhet-

killd r = —20 ja r = 30, eikd muulloin. U

Esimerkki 2.3 havainnollistaa sitd, ettd pddttely tapahtuu usein oletusten alai-
suudessa. Esimerkissd péittely jakautui kolmeen haaraan. Niistd ensimmaéinen
tapahtui oletusten # < 0 ja 0 < 160+ 3¢ < 1000 alaisuudessa, toinen oletusten
0<5:<1000ja0 <160+ 37 < 1000 alaisuudessa, ja kolmas oletusten 5¢ > 1000
ja 0 <160+ 3¢ < 1000 alaisuudessa.

Esimerkissi oletuksia tehtiin vain pyordilijdan sijainnin valitsemiseksi vaih-
toehdoista 0, 5¢ ja 1000. Vaikka esimerkki ei sitd hyddyntidnytkédédn, oletuksiin
vetoaminen on sallittua myos keskelld paittelyd. Kolmannessa haarassa olisi voi-
tu heti yhtdlon 160 4 37 = 1000 + 100 kirjoittamisen jidlkeen todeta, etté se ei voi
olla voimassa yhtdaikaa koko mallin pétevyysehdon kanssa, silld jilkimmiinen
sisdltdd vaatimuksen 160 + 3¢ < 1000, eikd 1000 + 100 < 1000 ole tosi. Viela
helpompaa olisi ollut todeta, ettd pyoriilijdn ollessa maalissa ei juoksija voi ol-
la pyoriilijdn edelld, silld mallin pitevyysalue paittyy kun myos juoksija piidsee
maaliin.

Milloin pyo6riiliji on tdsmélleen 100 metrid juoksijan edelld?

Mahdollinen ja mahdoton tilanne

Paittelyssd ei siis tarvitse ottaa huomioon tilanteita, jotka eivit toteuta voimas-
sa olevia oletuksia. Tétd varten otamme kdyttoon késitteen mahdollinen tilanne
(possible state). Se tarkoittaa mitd tahansa tilannetta, joka toteuttaa voimassa ole-
vat oletukset. Tilanne on mahdoton jos ja vain jos se ei ole mahdollinen. [lmaukset
“mahdollinen tilanne” ja "mahdoton tilanne” eivit siis viittaa sithen, miti voi ja ei
voi tapahtua, vaan sithen, mitkd muuttujien arvojen yhdistelmét kuuluvat ja mitka
eivit kuulu paittelyn senhetkisen haaran piiriin. Tilanne ¢ = —1 oli mahdollinen
esimerkin 2.3 ensimmadisessd haarassa mutta mahdoton muissa haaroissa.

Esimerkissi 2.3 oletukset tulivat tehtdvissd annetuista tiedoista — siitd, mini
ajanhetkind juoksija litkkkui ja mind ajanhetkind pyordilija liikkui. Oletuksia voi
tulla my06s muista syistd. Oletus voidaan tehdi vaikkapa nollalla jakamisen vilt-
tamiseksi. Seuraavassa esimerkissd tehddin niin. Tdsséd vaiheessa ei tarvitse ym-
mirtdd sitd kokonaan. Riittdd ymmirtii, ettd siind jaetaan péittely kahteen haa-
raan olettamalla x = 1 ja x # 1, jotta padstidisiin kdyttamaédn péittelykeinoa, joka
ei ole sallittu kun x = 1.

Siltd varalta, ettd toisen asteen yhtdlo ei ole tuttu tai on padssyt unohtumaan:
toisen asteen yhtdlo on muotoa ax* + bx+c =0, missd a, b ja ¢ ovat lukuja,
a # 0, ja x on luku jonka arvo halutaan saada selville. Toisen asteen yhtilolla
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—b—vb2—4ac ia —b+vb?—4ac (
2a J2 2a :

on korkeintaan kaksi juurta. Ne ovat
eli v/x on sellainen ei-negatiivinen luku, ettd (1/x)= = x. Jos x > 0, niin silld on
tasmaélleen yksi nelidjuuri, ja jos x < 0, niin silld ei ole nelidjuurta. Nelidjuurista
kerrotaan enemman sivulta 54 alkaen.)

“Neliojuuri x”

Esimerkki 2.4 Ratkaise yhtilo 2ol 7

x—1
Ratkaisu. Piittely jakautuu kahteen haaraan seuraavasti.

Jos x =1, niin yhtdlon vasemmalla puolella jaetaan nollalla. Nollalla jakami-
nen on kiellettyd, joten x = 1 ei ole juuri. Niinp4 tdstd haarasta ei tule juuria.

Jos x # 1, niin x— 1 # 0. Siksi yhtdlon molemmat puolet saa kertoa (x — 1):114.
Siten saadaan x> — 1 = 7(x — 1). Kertomalla sulkeet auki saadaan x> — 1 = 7x —7,
josta lisdimilld molemmille puolille 7 — 7x saadaan x*> — 7x 46 = 0. Se on toi-
sen asteen yhtild, jolle a = 1, b = —7 ja ¢ = 6. Niinpd —b = 7, Vb* —4ac =
VT2 —41-6=1/49—24=1/25=5ja2a=2-1=2. Siksi ~2-VP"~dac _

% = | ja =bAvbidac vzzjm = % = 6. Tilanne x = 1 on mahdoton oletuksen x # 1

vuoksi, joten se hyldtddn. Tilanne x = 6 on mahdollinen, koska se ei riko oletusta
x # 1 eikéd muita oletuksia ole tehty. Niinpd téstd haarasta tulee juuri x = 6.
Vastaus on siis x = 6.

L 2— . .. es e . . . .
Lopputuloksen testaaminen. % = % =7, joten tismdd. Muita juuria kuin 6

ei voi olla, koska toisen asteen yhtdlolld on enintddn kaksi juurta, sijoittamalla
nihdiin etti vilivaiheen x2 — 1 = 7(x — 1) juuret ovat 1 ja 6, ja x = 1 pitid hyliti
koska se aiheuttaa nollalla jakamisen. U
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2.2 Puheenaihe, lauseke osineen ja (osittais)funktio

Nyt on tullut aika esitelld lausekkeet ja muutama niihin liittyvi késite. Osa niistd
lienee tuttuja aiemmista opinnoista, mutta on hyvi varmistaa, etti ne on ymmér-
retty oikein. Osa lienee uusia.

Puheenaihe ja lauseke

Matematiikan keinoin voidaan késitelld monia eri puheenaiheita (domain of
discourse). Hyvin yleinen puheenaihe matematiikassa on reaaliluvut eli lukusuo-
ran luvut. Aivan toisenlainen mutta silti yleinen puheenaiheiden kokoelma on
graafit eli erdénlaiset verkkomaiset rakenteet. Reitin etsiminen dlypuhelimella pe-
rustuu graafeihin, ja niilld on paljon kdytt6d myds muun muassa sihkotekniikassa.
Jotta nékyisi, ettd puheenaiheena voi olla muutakin kuin lukuja, esitetdén tissé lu-
vussa muutamia esimerkkejd, joissa puheenaiheena ovat muun muassa Britannian
kuninkaalliset.

Eri puheenaiheissa esiintyy erilaisia lausekkeita (expression). Reaalilukujen
lausekkeet ovat koulusta tuttuja. Esimerkiksi 7160 4377, ”5¢”, 7t ja 70 ovat re-
aalilukujen lausekkeita. Britannian kuninkaallisista puhuvia lausekkeita ovat esi-
merkiksi ”puoliso(Charles)” ja ”3iti(puoliso(x))”. Lausekkeissa voi esiintyé kol-
menlaisia osia:

¢ vakioita,
* muuttujia ja
* funktiosymboleita.

Ne on esitelty alla. Lisidksi lausekkeen rakennetta ilmaisemaan voidaan kayttdd
sulkumerkkeji eli sulkeita ”(” ja ).

Vakio ja vakiosymboli

Vakiot (constant) edustavat puheenaiheen olioita siten, ettd sama vakio edustaa
koko ajan samaa oliota. Kéytettivissd olevat vakiot riippuvat puheenaiheesta. Esi-
merkiksi luvuista puhuttaessa ”38” edustaa lukua kolmekymmentikahdeksan ja
”1” edustaa erdstd kuuluisaa lukua, jonka arvo on suunnilleen 3,14159. Jos pu-
heenaiheena on Britannian kuninkaalliset, niin ”Camilla” edustaa kuninkaan ny-
kyistd puolisoa.

On kuitenkin hyvi tietdd, ettd sanaa “vakio” kdytetdin matematiikassa myos
laajemmassa merkityksessd, tarkoittamaan sitd, ettd jonkin arvo ei muutu. Jos ha-
lutaan korostaa ettd tarkoitetaan vakiota siind merkityksessd kuin tdssd médritel-
tiin, voidaan kéyttda sanaa “vakiosymboli”. ”Vakiosymboli” tarkoittaa vakion ni-
med. Tédssd yhteydessd nimeksi kelpaa my0s epityhja numerojono, kuten 38,
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Myds jotkin monimutkaisemmat lukuja esittidvét ilmaukset kuten desimaaliluvut
kelpaavat.

Joskus on epéselvid, onko jokin ilmaus vakiosymboli vai vakiosymboleista
muodostettu monimutkaisempi lauseke. Asiaa voi testata yrittdmalld korvata jo-
kin sen osa saman lukuarvon sisiltavillda muuttujalla. Jos sellainen korvaaminen
on mahdotonta tai voi johtaa eri lopputulokseen, niin kyse on vakiosymbolista.
Esimerkiksi kun 8 korvataan x:1ld symbolissa 38, saadaan 3x. Kun x = 8, on
3x =3-x = 3-8 = 24. Siis symbolin 8 korvaaminen muuttujalla x jonka arvo
on 8, muutti tuloksen 38:sta 24:ksi. Niinpd vaikka 3x on kertolasku 3 - x, on 38
vakiosymboli eikd kertolasku 3 - 8.

Ei-negatiiviset sekaluvut, kuten 531, ovat muotoa kokonaisosa%, mis-
sd kokonaisosa, osoittaja ja nimittdjd ovat epétyhjid numerojonoja. Ovatko ei-

negatiiviset sekaluvut vakiosymboleita?

Muuttuja ja muuttujasymboli

Myos muuttujat (variable) edustavat puheenaiheen olioita, mutta muuttujan edus-
tama olio voi olla tuntematon, se voi vaihtua, tai ainakaan ei etukiteen luvata ettd
se on yksikésitteinen. Muuttujina kdytetddn usein pienid kirjaimia kuten x, a ja z,
mahdollisesti varustettuna alaindeksilld tyyliin xs.

Luonnollisen kielen sanat ”hén” ja ”’se” voidaan tulkita muuttujiksi. Esimer-
kiksi virkkeessd ”Jyviskyld on helppo kaupunki pyoriilijélle, koska sielld on pal-
jon isoja alamékid ja Vaasa on helppo kaupunki juoksijalle, koska sielld on paljon
vahvoja myotituulia” ensimmaéinen “sielld” viittaa Jyvaskyldén ja jilkimmiinen
’sielld” viittaa Vaasaan. “Sielld” voi siis viitata eri paikkakuntiin sen mukaan,
mistd aikaisemmin on puhuttu. Muuttujat toimivat juuri ndin.

“Muuttujasymboli” tarkoittaa muuttujan nimed. Tulemme luvussa 3.4 huo-
maamaan, ettid kahdella eri muuttujalla voi olla sama nimi. Myd&s ohjelmoinnissa
voi kahdella eri muuttujalla olla sama nimi.

Funktiosymboli

Funktiosymboli (function symbol) edustaa toimitusta, joka ottaa yhden tai useam-
man puheenaiheen olion ja tuottaa puheenaiheen olion tai ei tuota. Esimerkiksi
jakolasku ottaa kaksi lukua. Se tuottaa luvun jos jakaja ei ole nolla. Se ei tuota
mitiin jos jakaja on nolla, koska nollalla ei voi jakaa.

Funktiolauseke tarkoittaa ilmausta, joka muodostuu funktiosymbolista ja sen
argumenteiksi asetetuista lausekkeista. Funktiolausekkeen tuottama tulos riippuu
sen argumenttien tuottamista tuloksista ja viime kidessé lausekkeessa esiintyvien
muuttujien arvojen yhdistelmaisté eli tilanteesta (sivu 8). Kun funktiolauseke ei
tuota tulosta, se on mddirittelemdton (undefined). Muulloin se on mdidritelty. Ja-
kolasku on miiritelty kun jakaja ei ole nolla, ja méiritteleméton kun jakaja on
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4 2

K—H f—H

3 6
— ~
8—5+1 8—(5+1)

Kuva 2: Lauseke 8 — 5+ 1 tuottaa eri tuloksen kuin 8 — (5+1)

nolla. Lauseke on miirittelemiton jos ja vain jos se itse on madritteleméton funk-
tiolauseke tai sisiltdd sellaisen (tdhén palataan sivulla 22).

Kiytettivissd olevat funktiosymbolit riippuvat puheenaiheesta. Sama funktio-
symboli ottaa aina saman méiérén olioita.

Reaalilukujen tapauksessa varmaankin tutuin funktiosymboli on "+, joka
edustaa yhteenlaskua. Se ottaa kaksi lukua ja kirjoitetaan niiden véliin. Vdhen-

nyslaskua edustaa ”—”, joka myds ottaa kaksi lukua ja kirjoitetaan niiden viliin.
Vastalukua edustaa ”—", joka ottaa yhden luvun ja kirjoitetaan sen eteen. Vihen-
nyslaskua edustava ja vastalukua edustava ”—"" ovat eri funktiosymboleita, vaikka

ne ovat tidysin samannékoisid. Reaaliluvuilla on useita muitakin funktiosymbolei-
ta, kuten 7,/ 7 ja "log”.

Britannian kuninkaallisten tapauksessa funktiosymboleina voi olla esimer-
kiksi ”puoliso”, 7aiti” ja “isa”. Jos x = William, niin isd(x) = Charles ja puoli-
so(isd(x)) = Camilla. Walesin prinsessa Charlotte on syntynyt 2015, joten hinelld
ei vield ole puolisoa. Siksi puoliso(Charlotte) on méiritteleméton.

Aivan kuten vakiosymboli on jonkin vakion nimi ja muuttujasymboli on jon-
kin muuttujan nimi, on funktiosymboli jonkin funktion nimi.

Tutkimusten mukaan monilla aloittavilla opiskelijoilla on funktion késite kou-
lun jdljiltd vihédn sinnepdin. Asiaa sotkee entisestiin se, ettd vaikka ohjelmoinnin
funktioissa on paljon samaa kuin matematiikan funktioissa, on niissd my0s iso
ero. Lisdksi matematiikassa on tavallista kdyttdd sanaa “funktio” siten, ettd syn-
tyy helposti hieman virheellinen mielikuva. Tdssékin tekstissd on jo ehditty tehdd
niin. Funktion késitettd avataan sivulta 16 alkaen.

Laskujirjestys

Lausekkeessa on oltava ainakin yksi vakio tai muuttuja. Lausekkeen rakenne vaih-
telee puheenaiheen mukaan.

Reaalilukujen lausekkeissa laskujdrjestys noudattaa koulumatematiikasta tut-
tuja sdantojd. Yhteen- ja vihennyslasku ovat keskendén samanarvoiset ja etenevit
vasemmalta oikealle, ellei sulkeilla mairita toisin. Esimerkiksi 8 — 5 + 1 laske-
taan (8 —5)+1=3+1=4eikd 8 — (5+ 1) = 8 — 6 = 2. Tétd on havainnollistet-
tu kuvassa 2. Kertolasku lasketaan ennen yhteen- ja vihennyslaskua. Esimerkiksi
14+2-4=14+(2-4)=14+8=9muttal +2-4#4 (14+2)-4=3-4=12.

Jakolasku, nelidjuuri (sivu 54) ja itseisarvo (sivu 75) eivit tarvitse téllaisia
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sdadntdjd, koska niiden merkintédtapa osoittaa, mikd kuuluu niiden piiriin. Esi-

merkiksi Y 41151” = \/§2+7 = 3%7 = % = 5. Sama pitee potenssilaskulle ekspo-

nentin osalta mutta ei kantaluvun osalta. Potenssilasku lasketaan ennen kantalu-
vun puolella tapahtuvia yhteen-, vihennys- ja kertolaskuja. Esimerkiksi 5 - 432 =
5.(4032)) = 5. (4% = 5.4096 = 20480. Potenssilasku etenee oikealta vasem-
malle, ellei sulkeilla méérdtd toisin. Esimerkiksi 317 — 30%) — 31 — 3 mutta
3% # (312 =3 =09.

Matematiikassa —3% = —9. Piiittele, onko —3 vakiosymboli vai laskutoimitus,
jossa luvusta 3 otetaan vastaluku.

Mika jatkopditelmd edellisen tehtivin vastauksesta voidaan tehdid?

99 99

Kuten tunnettua, kertolaskun symbolin saa jattdd merkitsemitti, jos jil-
kimmadinen kerrottava on muuttuja, sulkeiden ympardimi lauseke tai jokin muu
siten, ettd ilmauksen merkityksesti ei aiheudu epdselvyyttd. Esimerkiksi 2x tar-
koittaa samaa kuin 2 -x ja 5(1 +2) tarkoittaa samaa kuin 5- (1 +2). Sen sijaan
symbolia ”-” ei saa jattdd pois kertolaskusta 2 - 4, koska siten syntyvi 24 ei erot-
tuisi luvusta 24 eli kaksikymmenténelja. Symbolia ”-” ei saa jittdd pois my0Oskddn
esimerkiksi kertolaskusta 3 - %, koska 3% ei tarkoita samaa kertolaskua vaan on
sekaluku (sivu 102) kolme ja kaksi viidesosaa. Symbolia ”-ei jétetd pois myos-
kddn esimerkiksi kertolaskusta x - 2, jottei syntyisi sekaannusta alaindeksoituun
muuttujaan x,.

Lausekepuu

Lausekkeen rakenteen voi ilmaista kuvana, joka tunnetaan nimelld lausekepuu
(expression tree). Kuvassa 3 on kaksi esimerkkid.

Lausekepuun ympyroitd kutsutaan solmuiksi. Solmun lapsi tarkoittaa solmuun
viivalla alas tai alaviistoon yhdistettyad solmua tai alipuuta. Esimerkiksi kuvassa 3
solmun, jossa lukee =", lapsina ovat solmut joissa lukee ”—"" ja ”+”, mutta myos
lausekkeita y —4 ja —1+ /y edustavia alipuita saa kutsua solmun ”--" lapsiksi.

Vakio esitetdidn lapsettomana solmuna. Myds muuttuja esitetddn lapsettomana
solmuna. Funktiosymboli esitetddn solmuna, jolla on alipuinaan funktiosymbolin

29 99 %

argumentit. Kuvassa 3 on y — 4 esitetty solmuina joissa lukee ”—", ”’y” ja ’4” siten,
ettd ”—’-solmu on muita ylempina ja siitd on viivat ’y”- ja ’4”-solmuihin.
Lausekepuuhun ei piirretd sulkeita, mutta sulkeiden vaikutus ndkyy puun ra-
kenteessa. Esimerkiksi kuvassa 3 vasemmalla lauseketta 2x> edustaa nikymiiton
kertolasku jonka lapsina ovat 2 ja x>, ja oikealla lauseketta (2x)* edustaa potens-
silasku jonka lapsina ovat 2.x ja 3. Ero johtuu siiti, etti lausekkeessa 2x° lasketaan

potenssilasku ennen kertolaskua mutta lausekkeessa (2x)? toisinpéin.

Funktio ja lihtojoukko

Jos lausekkeessa on muuttujia, niin lausekkeen tuottama luku saattaa vaihdella sen
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Kuva 3: Lausekkeiden log( + (2x)? lausekepuut

{:\1/; +2x%) ja log

y—4
— —1+/y

mukaan, miti arvoja muuttujille annetaan. Edelld ndimme, ettd

kun 7 on \—53' —-30 —-20 30 80 200 280
tuottaa 160 + 3¢ | 0 70 100 250 400 760 1000

(98]}

Funktio (function) tarkoittaa miti tahansa sellaista sisédnmenevin ja ulostule-
van tiedon vilistad riippuvuutta, ettd jokaista sisddnmenevii tietoa vastaa tdsmdl-
leen yksi ulostuleva tieto. Esimerkiksi ihmisen syntymdvuosi on ihmisen funktio,
koska jokaisella ihmiselld on tdsmilleen yksi syntymévuosi. Sisddnmenevi tie-
to voi muodostua monesta osasta. Esimerkiksi ihmisen ikd riippuu sekd kenestid
ihmisestd ettd mistd ajanhetkestd puhutaan. Niinpd ikd on ihmisen ja ajanhetken
funktio. Kahden luvun x ja y minimi min(x,y) on funktio, joka ottaa kaksi lukua
ja palauttaa niistd pienemmn. Jos kumpikaan ei ole toista pienempi, niin niilld on
sama arvo, ja min(x,y) palauttaa sen.

Funktion esittdmiseen on useita tapoja. Jos sisddnmenevi tieto voi saada vain
pienen mddrin erilaisia arvoja (tai arvojen yhdistelmid, kun sisddnmenevi tieto
koostuu monesta osasta), voidaan funktio esittdd taulukkona. Alla on erdén ravin-
tolan sulkemisaika viikonpdivin funktiona.

viikonpdiva ‘ma ti ke to pe la su
suljetaanklo‘ 19 19 19 19 21 16 14

Esimerkin 2.2 juoksijan sijaintia ajanhetken funktiona ei voi esittdd taulukko-
na, koska mahdollisia ajanhetkid on dédrettdomédn monta. Edelld ollut taulukko esit-
tad siitd ddrellisen osan. Kuvan 1 sininen viiva esittdéd sen kidyrdnd. Sen voi esittda
my0s lausekkeena 160 + 3¢ tdydennettyni tiedolla, ettd lauseke on voimassa vain
kun —53% <t <280. Tama tdydennys tarvitaan, koska esimerkissi ei luvata, etté
juoksijan sijainti noudattaa lauseketta 160 4 3¢ muina aikoina.

Jokaiseen funktioon liittyy ldhtdjoukko (domain), joka kertoo, mille sisddn-
tuleville arvojen yhdistelmille funktio on méiritelty. Esimerkin 2.2 juoksijan ja
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pyordilijin sijainneille se on ne luvut 7, joille —53% <t < 280. Funktion min léh-
tojoukko on kaikki kahden reaaliluvun x ja y yhdistelmit (x,y). Thmisen ién 1dh-
tojoukoksi voidaan valita kaikki yhdistelmiit (ihminen, ajanhetki), joissa mainittu
ihminen on elossa mainittuna ajanhetkena.

Kuvan 1 vihred viiva esittdd pyoOrdilijan sijainnin. Sen esittdd myos
min(max (0, 5¢),1000), nytkin rajattuna 1dhtéjoukkoon —53% <t < 280. Funktio
max ottaa kaksi lukua ja palauttaa niistd suuremman. Sen ldhtdjoukko on kaikki
kahden reaaliluvun yhdistelmiit.

Vaikka edelld puhuttiin tuloksen riippuvuudesta ldhtotiedoista, funktioksi kel-
paa myos vakiofunktio (constant function). Alla on edelld mainitun ravintolan
avaamisaika viikonpiivén funktiona. Se on vakiofunktio.

viikonpidivi | ma ti ke to pe la su
avataanklo‘ 1 11 11 11 11 11 11

Osittaisfunktio

Funktion ldhtdjoukoksi valitaan usein jokin samankaltaisten olioiden kokonai-
suus, kuten kaikki reaaliluvut, kaikki Britannian kuninkaalliset tai kaikki viikon-
pdivit. Toisinaan ldhtojoukkoa tarvitsisi hienoséatéd, jotta saataisiin funktio. Esi-
merkiksi funktion puoliso ldhtjoukoksi ei voi valita kaikkia Britannian kunin-
kaallisia, koska osalla heisti ei ole puolisoa — ei ainakaan pikkuprinsessoilla ja
-prinsseilld. Jos jakolaskun halutaan olevan funktio, niin sen ldhtdjoukoksi ei voi
valita kaikkia kahden reaaliluvun yhdistelmié, koska nollalla ei voi jakaa. Jos ra-
vintola on kiinni sunnuntaisin, ei sen avaamisajan ldhtdjoukoksi voida valita kaik-
kien viikonpiivien joukkoa, jos avaamisajan halutaan olevan funktio.

Edelld olevat esimerkit havainnollistavat, ettd 1ihtdjoukkojen hienosddtaminen
tekee asioista puhumisesta kompel6i. Jotta voitaisiin koko ajan puhua vaikkapa
kaikista Britannian kuninkaallisista, kaikista reaaliluvuista ja kaikista viikonpéi-
vistd, on otettu kayttoon kisite osittaisfunktio (partial function). Se tarkoittaa mi-
td tahansa sisddnmenevin ja ulostulevan tiedon vélisté riippuvuutta, jossa jokais-
ta sisddnmenevii tietoa vastaa enintddn yksi ulostuleva tieto. Britannian kunin-
kaallisten tapauksessa puoliso on osittaisfunktio mutta ei funktio. Muun muassa
jakolasku, nelidjuuri ja logaritmi ovat reaalilukujen osittaisfunktioita mutta eivit
funktioita. Sunnuntaisin kiinni olevan ravintolan avaamis- ja sulkemisaika ovat
viikonpiivin osittaisfunktioita mutta eivit funktioita.

Kuten sivulla 8 todettiin, “tilanne” tarkoittaa kdytossd olevien muuttujien ar-
vojen yhdistelméi. Se, ettd osittaisfunktio ei ole midritelty jossakin tilanteessa,
on mahdollisuus mutta ei velvoite. Osittaisfunktio saa olla méiritelty jokaisessa
tilanteessa. Siksi, niin hassulta kuin se kuulostaakin, myos funktiot ovat osittais-
funktioita. Vastakkainen ddripdd on osittaisfunktio, joka ei ole méadritelty missdin
tilanteessa. Esimerkiksi lausekkeet § ja ﬁ esittavit sellaista.
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Edelld olevan perusteella on selvii, ettd osittaisfunktio, joka ei ole médritelty
jokaisella ldhtdjoukon arvojen yhdistelmailld, ei ole funktio. Siksi tdssd kirjassa pi-
tdisi ehkd puhua “osittaisfunktiosymboleista” eikd “funktiosymboleista”. Katsot-
tiin kuitenkin, ettd “osittaisfunktiosymboli” on niin pitkd sana, ettd osan “osittais”
pois jéttdmisen aiheuttama epétarkkuus on pienempi paha.

Mairitelma, lause ja lihtokohta

Matematiikassa on tapana esittdd tarkkoja muddritelmid (definition). Miaidritelmi
antaa jollekin sanalle, sanayhdistelmille tai symbolille tdsmillisen merkityksen.
Esimerkiksi Suomen kunnista puhuttaessa voidaan miiritelld, ettd kaksi kuntaa
ovat toistensa naapureita jos ja vain jos niilld on yhteisté rajaa jokin nollaa pitempi
matka. Osuus “nollaa pitempi matka” tekee selviksi, ettd yksi yhteinen rajapiste
el riitd naapuruuteen. Téllainen tarkkuus on tarpeen, koska Suomessa on kahden
kunnan pareja, joilla on tdsmaélleen yksi piste yhteistd rajaa. Esimerkiksi Turku ja
Mynédmaiki ovat sellainen pari. Rovaniemi ja Pelkosenniemi ovat toinen.

On ihmisten pditos, ettd yhteenlaskua merkitdén symbolilla "+ eikd vaikka-
pa symbolilla ”~”. Sama pitee méiritelmiin kaiken kaikkiaan. Mairitelmat eivit
siis ilmaise varsinaisia matemaattisia tosiasioita, vaan ainoastaan rakentavat yh-
teisti kielti, jolla ihmiset voivat puhua matemaattisista tosiasioista. Matemaattisia
tosiasioita ilmaistaan lauseilla (theorem). Esimerkiksi se on lause, ettd yhteenlas-
kun lopputulos ei riipu siitd, missé jarjestyksessd luvut lasketaan yhteen. Se ei ole
ihmisten keskeniin sopima asia, vaan seuraa loogisella vilttamittomyydelld siité,
mitd luvuilla ja yhteenlaskulla tarkoitetaan.

Jotkin médritelmien seuraukset ndkee helposti, jotkin toiset on saatu selville
vasta kun asiaa on tutkittu satoja vuosia. Jotkin lauseet ovat kiinnostavia itsessdin,
jotkin toiset on kirjoitettu vain vélivaiheiksi matkalla kiinnostavaan lauseeseen.
Siksi on otettu kédyttoon sellaisia sanoja kuin “lemma” (eli apulause) ja “corol-
lary” (seurauslause). Lauseiden, apulauseiden, seurauslauseiden ja niin edelleen
viliset rajat ovat hailyvid. Esimerkiksi moni apulause on sittemmin osoittautunut
hyodylliseksi paljon alkuperiistd kdyttoddan laajemmin, ja siksi ansaitsisi ylennyk-
sen lauseeksi.

Matematiikassa ei ole tapana kutsua lauseiksi sellaisia mééritelmien seurauk-
sia, jotka huomaa hyvin helposti melko vihdiselldkin osaamisella. Monet sellaiset
asiat ovat perusasioita, joita kdytetddn vihdn vilid. Tadssi kirjassa sellaisia kut-
sutaan pikkulauseiksi. Ne eroavat apulauseista siten, ettd apulausetta ei kdytetd
vihén vilid vaan jonkin yksittdisen asian todistamisen apuna.

Vaikka "méiritelmi” ja ”lause” ovat kisitteind tarkkoja (jos unohdetaan se, et-
td liian helposti ndhtédvissi olevaa loogista seurausta ei kutsuta lauseeksi), niiden
vilinen raja himaértyy sitd kautta, ettd toisinaan matemaattisen teorian rakentami-
sen voi aloittaa vaihtoehtoisilla tavoilla. Se, mikd on yhdessi tavassa lause, voi
toisessa tavassa olla osa méadritelméid ja pdinvastoin.
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Esimerkki Reaaliluvuilla ”<” voidaan miéritelld luettelemalla sopiva valikoima
sen perusominaisuuksia ja ”<” voidaan miiritelld ”<”:n avulla:

(a) Jos a ja b ovat reaalilukuja, niin tismilleen yksi seuraavista on tosi: a < b,
a=bjab<a.

e ... lisdd perusominaisuuksia . . .
e Ilmaus ”a < b” tarkoittaa samaa kuin "a < btaia = b”.
Tai voidaan tehdi toisinpdin:

(b) Jos a ja b ovat reaalilukuja, niin joko a < b tai b < a tai molemmat ovat
tosia. Molemmat ovat tosia jos ja vain jos a = b.

e ... lisdd perusominaisuuksia . . .
* Ilmaus "a < b” tarkoittaa samaa kuin "a < b jaa # b”.

Ylemmaissi tavassa (b) on pikkulause ja (a) on osa médritelméd, ja alemmas-
sa tavassa pdinvastoin. Tapojen vilinen ero on samanlainen kuin kuuluisassa ver-
tauksessa aasista kahden heindkasan vilissid: ei ole vidlid kumman valitsee, mutta
jompikumpi tdytyy valita, jotta padstidin eteenpdin. 0

Téssi kirjassa ei ole tirkedd erotella médritelmén osia ja pikkulauseita toisis-
taan niin suurella tarkkuudella. Pdinvastoin: sitd pitdd vilttdd, jotta ei syntyisi esi-
merkiksi sellaista vddrinkésitystd, ettd nimenomaan ~<” tdytyy médritelld ensiksi
ja 7 <” pitdd madritelld sen avulla. Siksi tdssd kirjassa kdytetdidn sanaa “’1dhtokoh-
ta” silloin, kun olisi keinotekoista valita, onko kyseessd pikkulause, médritelmén
osa vai jokin muu.

Tamai pohdinta oli tdssd kohtaa titid kirjaa siksi, ettd seuraavaksi esitetdén kir-
jan ensimmadinen “’1dhtokohdaksi” nimetty asia.

Lauseke esittaa osittaisfunktion

Lausekkeiden ja osittaisfunktioiden vilinen yhteys on seuraava:
Lihtdkohta 2.5 Kukin lauseke esittdd jonkin osittaisfunktion.

Toisin sanoen, kun valitaan miki tahansa tilanne, niin lauseke joko tuottaa
jonkin arvon tai on médritteleméton. ”On maédritteleméton” tarkoittaa samaa kuin
5x

el tuota arvoa”. Esimerkiksi kun valitaan x = 0O, niin = on madrittelematon, ja

milld tahansa muulla valinnalla se tuottaa 5. Niinpd lausekkeiden Sx—x jaOx+5
edustamat osittaisfunktiot ovat melkein samat, ainoana eronaan se, ettd Ox + 5
tuottaa 5 myos tilanteessa x = 0, mutta Sx—" el tuota siind mitédin.
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Kun puhutaan lausekkeen esittdmistd osittaisfunktiosta, kdytdssd oleviin
muuttujiin kuuluvat ainakin kaikki lausekkeessa esiintyvit muuttujat. Niihin voi
kuulua my6s muita muuttujia. Voidaan esimerkiksi sanoa “lausekkeiden Sx—x jas
edustamat osittaisfunktiot ovat melkein samat”. Osuuden ”Sx—x” vuoksi on selvii,
ettd x on kdytossi. Siksi jalkimméiinen ”5” tarkoittaa sitd x:n funktiota, joka jokai-
sella x:n arvolla tuottaa 5.

Lauseke ei siis ole sama asia kuin osittaisfunktio — lauseke vain esittdd osit-
taisfunktiota. Tadma ilmenee siten, ettd kaksi eri lauseketta voi esittdd samaa osit-
taisfunktiota. Yksinkertainen esimerkki tistd on 2x ja 2x+0. Vaikkapa (a + b)? ja
a* +2ab + b* on toinen esimerkki.

Se ilmenee myos siten, ettd aina kun ldhtdjoukko on dédretén, on olemassa
funktio, joka saa korkeintaan kahta eri arvoa ja jota ei esitd mikdin lauseke. Tama
osoitetaan sivulla 112.

Monet aliohjelmat laskevat osittaisfunktioita

Ohjelmoinnissa méairitteleméton tulos vastaa sité, ettd laskenta epdaonnistuu. Yksi
tyypillinen epdonnistumisen tapa on ohjelman kaatuminen (crash) eli suorituksen
keskeytyminen virheilmoituksella. Toinen on ikuinen silmukka (infinite loop) eli
se, ettd ohjelman suoritus ei lopu koskaan.

Esimerkki 2.6 Luonnollisten lukujen jakolasku voidaan toteuttaa siten, ettd vi-
hennetédn jaettavasta jakaja niin monta kertaa, etti jéljelle jadnyt luku on pienem-
pi kuin jakaja. Osaméird on vihennyskertojen mééré ja jakojddnnos on jiljelle
jaényt luku. Alla oleva taulukko néyttdd, miten luvun 30 jakaminen luvulla 7 tilla
tavalla tuottaa osamairiksi 4 ja jakojadnnokseksi 2.

vihennyslasku | kuinka mones
30-7=23 1
23—-7=16 2
I6—-7= 9 3
9-7= 2 4

Sivulta 99 alkaen todistetaan, ettd kun timén menetelmén suoritus on valmis-
tunut, niin vahennyskertojen méérd on osamééri ja jaettavasta jiljelle jadnyt luku
on jakojddnnds. Todistus pétee aina kun jakaja ja jaettava ovat luonnollisia lukuja.
Se pitee siis myos silloin, kun jakaja on 0. Mutta eihin nollalla voi jakaa! Miten
tdmé on mahdollista?

Se on mahdollista siten, ettd menetelmén suoritus ei valmistu, jos jakaja on
nolla. Nollan vihentiminen jaettavasta ei muuta mitdén, joten suoritus ei etene ei-
ki lopu koskaan. Se jii ikuiseen silmukkaan. Alla oleva taulukko havainnollistaa
tatd.
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vihennyslasku | kuinka mones

30-0=30 1
30—-0=30 2
30-0=30 3
30-0=30 4

Tami esimerkki on hyvi esimerkki tapauksesta, jossa ohjelma tai menetelma
laskee oikein osittaisfunktion, joka ei ole midritelty kaikilla syotteilla. U

Esimerkin 2.6 tapauksessa olisi mahdollista lisitid ohjelman alkuun testi, on-
ko jakaja nolla, ja jos se on, laittaa ohjelma ilmoittamaan, ettd se ei voi laskea
jakolaskua. Tiedetdin kuitenkin, ettd on ohjelmia, joista ei voida kattavasti sel-
vittdd, milld syotteilld ne tulevat jidmaiin ikuiseen silmukkaan. Tistd seuraa, ettd
ohjelmista paiteltdessi ei voida piidstd kokonaan eroon siitd mahdollisuudesta, et-
td ohjelma ei vastaa mitiin, koska se ei lopeta koskaan. Siksi osittaisfunktiot ovat
tiarked kéasite ohjelmista paateltidessa.

Sen lisdksi, ettd aliohjelmat tyypillisesti laskevat osittaisfunktioita eivitkd
funktioita, sanan “funktio” kdyttd ohjelmoinnissa eroaa toisella, vield tirkeim-
milld tavalla saman sanan kédytostd matematiikassa. Nimittdin ohjelmoinnissa
funktion késite sisdltdd myos sen miten funktio lasketaan, vaikka, kuten edelld
korostettiin, matematiikassa ei sisélld. Tyypillisesti ohjelmoinnin funktio on pitka
ohjelmakoodia, jossa annetaan funktiolle nimi, kerrotaan kuinka monta argument-
tia sille annetaan ja minké tyyppinen kukin niistd on, kerrotaan funktion tuloksen
tyyppi ja esitetddn miten funktio lasketaan.

Kaiken kukkuraksi on tavallista kutsua funktioiksi myos sellaisia kokonai-
suuksia, jotka ovat muuten kuten edelld kuvattiin, mutta eivit tuota mitddn tu-
losta. Sen sijaan ne saattavat esimerkiksi muuttaa tietorakenteen sisiltod. Funktiot
voivat my0s tehdd molempia. Esimerkiksi funktio, joka lukee syotteestéd kokonais-
luvun, sekd palauttaa kokonaisluvun (jos onnistuu sellaisen saamaan) ettid etenee
syotteessi. Jos syotteessd on ensin 1863 ja sitten 1917, niin timé funktio palauttaa
ensin 1863 ja heti perdédn uudelleen kutsuttaessa se palauttaakin 1917.

Jos lausekkeen osa on méiritteleméiton, niin myos koko lauseke on

Téassd kirjassa noudatetaan seuraavaa, matematiikassa melko yleistd kidytintod.
Kuten sivulla 20 todettiin, ”on mairitteleméaton” tarkoittaa samaa kuin “ei tuota
arvoa”.

Liahtékohta 2.7 Aina kun lausekkeen jokin osa on méiritteleméton,
on myos koko lauseke miirittelematon.
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Kuva 4: Jos lausekkeen osa on miirittelemiton, niin myos koko lauseke on mii-
rittelemé&ton

Esimerkiksi tdlld hetkelld Suomen kuningattaren didin syntymévuosi on méa-
ritteleméton, koska Suomen kuningattaren &iti on maérittelemiton, koska Suomen
kuningatar on méiritteleméton, koska Suomella ei ole kuningatarta. Kuny < 0, on
\/y médritteleméton, joten myds kaikki seuraavat ovat médrittelemattomiit:

—1+5 s 5+ log( 5+ 2")

Liahtokohta 2.7 pitee jokaiselle lausekkeelle ja jokaiselle tilanteelle. Eri
lausekkeet voivat toteuttaa sen eri tavoilla. Esimerkiksi lausekkeen y + 2x°> jo-
kainen osa ja samalla koko lauseke on maédritelty jokaisessa tilanteessa. Koska
y—y =0, sisiltdi % + 2x3 jokaisessa tilanteessa nollalla jaon. Siksi % +2x3 ei
ole médritelty missddn tilanteessa.

Kuten alla havainnollistetaan, lauseke 7{11& toteuttaa ldhtokohdan 2.7 tilan-
teesta riippuen eri tavoilla. Joissakin tilanteissa sen osa /y ja samalla koko lause-
ke ovat médritteleméattomid. Toisissa tilanteissa sama osa ,/y on médritelty ja koko
lauseke on médritelty. Tilanteessa y = 1 sama osa ,/y on mdéritelty, mutta koko
lauseke on silti mééritteleméton, koska jakaminen lausekkeella —1 + ,/y on méé-
ritteleméton kun y = 1. Sellaista tilannetta ei ole, jossa ,/y olisi médrittelemédton

mutta koko lauseke médritelty.

y VY — ii/y koska
-2 midritteleméton | médritteleméton | /y on méérittelemiton
1 madritelty midritteleméton | jakaja —1+,/y on nolla
9 madritelty médritelty y>0ja—-1+,/y#0
mahdoton | médritteleméton madritelty lahtokohta 2.7 kieltaa

Esimerkin riveji, jotka alkavat —2, 1 ja 9, on havainnollistettu kuvassa 4 lause-
kepuilla. Kunkin solmun viereen on merkitty sitd vastaavan alipuun tuottama arvo,
mikili se on midritelty.

Siis ldhtokohta 2.7 lupaa sen ja vain sen, ettd ei ole olemassa sellaista lause-
ketta, sen osaa ja tilannetta, ettd siini tilanteessa se osa on méiérittelemiton mutta
koko lauseke on méiritelty. Taiméi lupaus ei ole universaali matemaattinen totuus.
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Se on vain laajalti matematiikassa, timé kirja mukaan lukien, omaksuttu kdytinto,
joka yksinkertaistaa matemaattista pddttelyd. Silld otetaan kantaa siithen, mité sa-
nalla lauseke” tarkkaan ottaen tarkoitetaan. Se ei estd ottamasta tarvittaessa kiyt-
toon vaikkapa muutettua kertolaskua, joka tuottaa 0 silloin kun sen vasen puoli on
0 ja oikea puoli on midrittelemiton. Se estdd vain kutsumasta sellaisia kertolasku-
ja sisdltdvid kokonaisuuksia “lausekkeiksi”. Sivulla 94 kerrotaan, miten sellainen
kertolasku voidaan toteuttaa tdmin kirjan sallimilla keinoilla kiertoteitse.

Muuttujan arvo ei voi olla méirittelemiton, eika vakion arvo

Lienee hyva korostaa, ettd méadrittelemittomyys on tédssi kirjassa lausekkeiden
ominaisuus, siis ei muuttujien eikd vakioiden. Muuttujan arvona ei tédssi kirjassa
koskaan voi olla "méiritteleméton”. Kuten sivulla 20 todettiin, ”on maéirittele-
miton” tarkoittaa samaa kuin ei tuota arvoa”. Eri muuttujilla voi olla eri arvot
ja muuttujan arvo voi vaihdella tilanteen mukaan, mutta aina se on maééritelty ja
edustaa jotakin puheenaiheeseen kuuluvaa oliota. Téssé kirjassa ei myoskiin ote-
ta kiyttoon vakiota, jonka arvo olisi mééritteleméton.

Mairitteleméton lauseke voi tédssi kirjassa syntyi vain siten, ettd jotakin osit-
taisfunktiota ei voi laskea. Esimerkiksi nollalla ei voi jakaa ja negatiivisesta lu-
vusta ei voi ottaa neliGjuurta.

Lihtokohta 2.8 Vakiolla ja muuttujalla on aina midritelty arvo.
Lausekkeen arvo voi olla méirittelematon.

Ilman titd 1dhtokohtaa muuttuisi monien tuttujen matemaattisten totuuksien
ilmaiseminen ja kiyttaminen vaikeammaksi. Esimerkiksi nolla kertaa méiéritte-
lematon ei ole nolla vaan mairitteleméaton. Siksi, kun sddnto “nolla kertaa miké
tahansa luku tuottaa nolla” esitetdéin muodossa ”0a = 07, pitdisi erikseen huo-
mauttaa, ettd a:n pitdd olla méadritelty. Lihtokohdan 2.8 ansiosta huomautusta ei
tarvita. Riittdd, ettd midrittelemittomyys otetaan huomioon, kun muuttujan tilalle
sijoitetaan lauseke. Siis vaikka O - muuttuja = 0 on aina tosi, ei 0 - lauseke = 0 ole
aina tosi. Esimerkiksi O -a = 0 on aina tosi, mutta O - )1_( =0 eiole tosi kun x = 0.

Oliot voivat kuulua eri tyyppeihin

Toisinaan puheena on yhtidaikaa erilaisia olioita. Esimerkiksi ithmisen idstd pu-
huttaessa puhutaan seki ihmisestd ettd ajanhetkestd, ja ravintolan sulkemisajasta
puhuttaessa puhutaan seké viikonpéivisti ettd kellonajasta. Talloin on hyodyllistad
ryhmitelld oliot eri tyyppeihin (type). Samaan tyyppiin kuuluvat oliot ovat jos-
sain mielessd keskenddn samankaltaisia, ja erilaisia kuin muut oliot. Jos ihmisen
iké lasketaan tarkasteluvuoden ja syntymédvuoden erotuksena, niin tarvitaan kaksi
tyyppid, yksi ihmisid ja toinen ikdd ja vuosia varten. Jalkimmaiseksi kelpaa vaik-
kapa kokonaisluvut.
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Sana "tyyppi” on varsinkin ohjelmoijien suosiossa. Matemaatikoilla on taipu-
musta kdyttdd sanaa ”joukko” (“set””) (my0s) tidhén tarkoitukseen. Englanninkie-
lessd kdytetddn myos sanaa “sort”.

Tyyppeja kiytettdessd kerrotaan funktiosymbolin tuottamasta tuloksesta ja
jokaisesta funktiosymbolin ottamasta tiedosta, mitd tyyppid se on. Esimerkiksi
ikd (ihminen, vuosi) ottaa kaksi erityyppisti tietoa, nimittdin ihmisen ja kokonais-
luvun, ja tuottaa kokonaisluvun.

Matemaattinen logiikka rakennetaan tavallisesti siten, ettd jokainen funktio-
symboli edustaa funktiota (ja on siis méadritelty jokaisessa tilanteessa) ja puheen-
aiheessa on vain yhdentyyppisid olioita. Niin saatu logiikka soveltuu erinomaisesti
teoreettisiin tarkoituksiin, mutta on kompel6 kdytdnnon sovelluksissa. Esimerkik-
si jakolasku korvataan kertolaskuun perustuvilla kiertoilmauksilla.

Tissd kirjassa kidytetddn muunnettua matemaattista logiikkaa, jossa funktio-
symbolit edustavat osittaisfunktioita ja muun muassa jakolaskusta voidaan pu-
hua samaan tapaan kuin matematiikassa tavallisesti. Kun osittaisfunktiot ovat kiy-
tossd, voidaan tyypit lisdtid yksinkertaisella tavalla. Riittdid ajatella, ettd jokainen
funktiosymboli hyviksyy jokaiseksi syotteekseen jokaisen olion jokaisesta tyy-
pistd, mutta funktiosymbolin tuottama tulos on médritelty vain kun kukin syote
on sille syotteelle tarkoitettua tyyppid.

Esimerkiksi ravintolan avaamisajalle voi tdlloin antaa syotteeksi viikonpdi-
vén tai kellonajan, mutta avaamisaika ei ole médritelty kun syotteend on kellon-
aika. Kuningas Charles IIT syntyi 1948, joten iki(Charles, 2005) on 57, mutta
ikd (Charles, Camilla), ikd (1948, 2005) ja ikd (2005, Charles) eivit ole madritellyt.

* Merkkijonojen teorian alkeita

Merkkijonot ovat keskeisessd asemassa sekd kdytannollisessi ettd teoreettisessa
tietojenkasittelytieteessi, ja niiden teoriaa tutkitaan myods matematiikassa.

Merkkijonojen teoriassa on kaksi tyyppid: merkit ja merkkijonot. Erilaisia
merkkejd on ainakin yksi mutta vain dérellinen madrd. Merkkien joukkoa kut-
sutaan aakkostoksi (alphabet) ja merkitiddn usein X. Aakkostoksi voidaan valita
esimerkiksi {0, 1} tai kaikki 8-bittiset tavut. Luonnollisten lukujen joukkoa ei voi
valita aakkostoksi, koska siinid on ddrettoméan monta alkiota. Merkin siséltivind
muuttujina kdytetddn usein pienid kursivoituja kirjaimia kuten ’a”, ”b” ja "x”.

Merkkijono tarkoittaa ddrellisti madrdd merkkejd laitettuna perdkkiin. Esi-
merkiksi ” yliopisto =’ on merkkijono. Merkkijonojen joukkoa merkitdan X*, mis-
sd X on se aakkosto, josta merkkijonon merkit poimitaan. Merkkijonon sisdltdvind
muuttujina kdytetddn usein pienid kreikkalaisia kirjaimia kuten o™, ”p” ja "ac”.

Merkkijonojen tirkein laskutoimitus on niiden laittaminen peridkkiin. Esimer-
kiksi jOS O = kauppa ja P = kirja, niin O p = kauppakirja ja PO = kirjakauppa.
(Logiikassa laskutoimituksetkin katsotaan funktioiksi.)
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Tyhjdd merkkijonoa eli merkkijonoa, jossa ei ole yhtddn merkkid, on tapa-
na merkitd kreikkalaisella kirjaimella €. Jokaiselle merkkijonolle o pitee o€ =
€0 =0.

Monet merkkijonojen funktiot voidaan esittdd kahden tai useamman tapauksen
avulla siten, ettd jokin funktion argumenttina oleva merkkijono on joko tyhji tai
esitetddin ilmoittamalla sen ensimmaéinen merkki ja loppuosa. (Tdmi on esimerkki
rekursiivisesta maaritelmistd. Sellaisista puhutaan lisdd sivulla 57.)

Esimerkki Alla on midritelty funktio, joka ottaa merkkijonosta nollat pois.

(a) £ =€
(b) 0c) = o
(©) ac) = a o),josa#0
Esimerkiksi
12030

= 1 2030) (c)

12 030) (c)

12 30 (b)

123 0) (¢
= 123 € (b)
= 123¢ (a)
= 123 ce=0 O

Esimerkki Alla on médritelty merkkijonojen laittaminen perdkkiin. Siind jil-
kimmaéinen merkkijono on joko tyhjd tai muodostuu merkistd a ja sen perdssi
olevasta merkkijonosta p.

(o = 0
o(ap) = (oa)p
Jos esimerkiksi ¢ = maa ja p = liero, niin 6p voidaan laskea seuraavasti.
Kuten muuallakin matematiikassa, sulkeet ohjaavat lausekkeen rakennetta. Ne ei-
vit ole osa lausekkeen tuottamaa merkkijonoa. Ne voi jittdd pois, jos lausekkeen
rakenne on selvi ilman niitd. Alla sulkeet nédyttavit osapuolina olevien merkkijo-
nojen rajat kunnes jiljelld on vain yksi epédtyhja merkkijono.

op = (maa)(liero)
maal)(iero

( )
(maal )(ero)
( ro)
( )

maaller)(
maalieroé€

= maaliero
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10. Mairittele edelld esitetylld tavalla funktio nurin, joka kéddntdd merkkijonon taka-
perin. Esimerkiksi nurin(talo) = olat.

11. Jos op = a, niin mitd voidaan péitelld o:sta ja p:sta?

Merkkijonojen yhtdsuuruus voidaan tutkia seuraavasti.

e = €

€ # ao

ac # €

ac # bp ,josa#b

ac = ap ,josjavainjos o =

12.  Miten voidaan tutkia, onko o lyhyempi kuin p? Kidytd symboleita "< ja ”£”
tarkoittamaan on / ei ole lyhyempi.
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2.3 Yhtisuuruuden lakeja

Yhtidsuuruus on koulusta tuttu késite: se on se, jota merkitddn symbolilla ”=".
Yleensd yhtdsuuruuden lait esitelldiin olettaen, ettd ”="-merkin kummallakin puo-
lella on puheenaiheen olio, esimerkiksi luku. Sellainen esittely jattdd kertomatta,
miten yhtdsuuruutta pitdd kéasitelld silloin, kun sen jommallakummalla tai molem-
milla puolilla on méiérittelemiton lauseke. Téssd alaluvussa késitelldin paittele-
misessd hyoddyllisid yhtasuuruuden lakeja, ottaen huomioon, etti lausekkeet voivat
olla médrittelemattomii.

Kun lauseke on mééritteleméton, ei vertailu ole tosi eika epétosi

Ilmaus “vasen = oikea” on yhtdsuuruus (equality). Se vertaa, tuottavatko lausek-
keet vasen ja oikea saman arvon. Varmaankin tutuinta on kayttdd sitd vertaa-
maan lukuja, mutta sitd voidaan kédyttdd muissakin puheenaiheissa. Esimerkiksi
isd(William) = puoliso(Camilla) on totta.

Yhtédsuuruuteen liittyy kuitenkin ongelma: mité se tarkoittaa silloin, kun sen
jompikumpi tai kumpikaan puoli ei tuota arvoa, jota verrata? Esimerkiksi mitd
tarkoittaa x = %?

Tdmé ongelma on vaikeampi kuin miltd ehkd nidyttdd. Siksi kirjallisuudessa
esiintyy vaihtoehtoisia kdytantojd. Valitaanpa niistd miki tahansa, jostakin yhti-
suuruuden tutusta ominaisuudesta joudutaan luopumaan. Kyse ei ole siité, ettd jo-
kin kdytdnto olisi matemaattisesti oikea ja muut matemaattisesti viirid, vaan etti
ne kaikki ovat matemaattisesti oikeita, mutta johtavat erilaisiin ”="-merkin kayt-
tod koskeviin sddntoihin. Kannattaa valita kdytdnto, joka on kiteva paittelyissd ja
joka edellyttdd mahdollisimman vihdn muutoksia totuttuihin ajattelutapoihin.

Lienee turvallista viittdd, ettd useimmat matemaatikot eivét hyvéksy tosiksi
vertailuja, joissa toinen puoli tuottaa ja toinen puoli ei tuota arvoa. Esimerkik-
si 5 = 1 on sellainen. Vaikeampi on péittdd suhtautuminen vertailuihin, joiden

kumpikaan puoli ei tuota arvoa, kuten 5 = v/—x> — 1. Kaikkein hankalimpia ovat
vertailut, joissa on sama mééritteleméton lauseke molemmin puolin, kuten § = 3.

Tissi kirjassa on kdytdntond, ettd mikddn vertailu, jonka jompikumpi tai kum-
pikaan puoli ei tuota arvoa, ei ole tosi. Edes § = § €i ole tosi. Mikén niisti ei ole
myoskdin epitosi. Myoskdian mikddn #-vertailu, jonka jompikumpi tai kumpikin
puoli on médrittelemitdn, ei ole tosi eiké epitosi. Esimerkiksi g # 1 ei ole tosi ei-
ki epiitosi, eikd §j # 5 ole tosi eiké epitosi. Niiden valintojen syiti ei voi kisitelld
vield, mutta niitd tullaan késittelemézn sivulla 68.

Niinpd symbolien ”=", 7#”, 7<”, 7>, 7<” ja ”>" merkitykset tdssd kirjassa
voidaan ilmaista seuraavasti:

Liahtokohta 2.9 Olkoot vasen ja oikea lausekkeita. Tarkastellaan
mitd tahansa tilannetta.
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(@)

(b)

©

(d)
(e)

®

vasen = oikea on siini tilanteessa
* tosi, jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat midriteltyjd,
ja niiden tuottamat arvot ovat samat.
* epitosi, Jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat médiritel-
tyjd, mutta niiden tuottamat arvot ovat erit.

vasen # oikea on

* tosi tdsmadlleen silloin kun vasen = oikea on epitosi.
* epitosi tdsmélleen silloin kun vasen = oikea on tosi.
vasen < oikea on siini tilanteessa
* tosi, jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat midriteltyja,
ja vasen tuottaa pienemmaén arvon kuin oikea.

* epdtosl, jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat madritel-
tyjd, mutta arvo, jonka vasen tuottaa, ei ole pienempi kuin
arvo, jonka oikea tuottaa.

vasen > oikea tarkoittaa samaa kuin oikea < vasen.
vasen < oikea on siini tilanteessa

* tosi, jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat midriteltyjd,
ja niiden tuottamat arvot ovat samat tai vasen tuottaa pie-
nemmén arvon kuin oikea.

* epdtosl, jos ja vain jos sekd vasen ettd oikea ovat madritel-
tyjd, mutta niiden tuottamat arvot eivit ole samat eiki vasen
tuota pienempii arvoa kuin oikea.

vasen > oikea tarkoittaa samaa kuin oikea < vasen.

Lahtokohdassa 2.9 ’siini tilanteessa” korostaa, ettd onko esimerkiksi vasen <
oikea tosi, vol riippua muuttujien arvoista. Voi olla, ettd se on jossakin tilanteessa
eli jollakin muuttujien arvojen yhdistelmilld tosi, jossakin toisessa epétosi ja jos-
sakin kolmannessa ei kumpaakaan. Esimerkiksi % < 2 on tosi kun x = 6, epitosi
kun x = 1 eikd kumpaakaan kun x = 0. Matematiikassa ei kuitenkaan tavallisesti
kirjoiteta “’siind tilanteessa”, joten jitamme sen jatkossa pois, paitsi kun on erityi-
nen syy pitdd se mukana.

Lihtokohta 2.9 on kirjoitettu muodossa, joka korostaa sité, ettd kun vasen tai
oikea tai kumpikaan ei ole méidritelty, ei vertailu ole tosi eikd epitosi. Huomaam-
me, ettd vaikka vditteiden jakaminen tosiin ja epitosiin toimii hyvin usein, tulee
matematiikassa vastaan myos tapauksia, joissa se ei riitd. Luvussa 3.1 tullaan ot-
tamaan kayttoon kolmas totuusarvo sellaisia tapauksia varten.
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Reaaliluvuilla vasen < oikea on tosi tdsmilleen silloin kun vasen > oikea on
epdtosi, ja vasen < oikea on epdtosi tdsmélleen silloin kun vasen > oikea on to-
si. Tétd ei kuitenkaan kiytetty lahtokohdan 2.9 muotoilussa, koska reaalilukujen
ulkopuolella on tavallista, ettd vastaava ei pade. Matematiikassa symboleita ”<”,
<7, 7> ja > kdytetddn paljon myos vertailuihin, joissa kahdesta eri alkiosta
kumpikaan ei vilttimittd ole toista pienempi. Arkieldmissd esimerkki tédllaisesta
on purkkien mahtuminen toistensa sisdin: pieni neliomiinen purkki mahtuu ison
neliomiisen purkin sisddn, mutta pyored purkki ei mahdu suunnilleen samanko-
koisen neliomdisen purkin sisdén eikd toisinpdin.

Yhtisuuruuden symmetrisyys

Seuraava pikkulause ilmaisee, ettd =" on symmetrinen (symmetric). ’Siind ti-
lanteessa” on mukana, koska muutoin virke alkaisi matemaattisella symbolilla
“vasen”. On suositeltavaa vélttdd virkkeen aloittamista matemaattisella symbo-
lilla.

Pikkulause 2.10 Olkoot vasen ja lausekkeita. Tarkastellaan
mitd tahansa tilannetta. Siini tilanteessa vasen = jos ja vain jos
= vasen.

Kutsumme sitd pikkulauseeksi emmeké esimerkiksi lauseeksi, koska se ei tar-
vitse pitkdd eikd nerokasta perustelua, vaan seuraa jokseenkin vélittomasti 1dhto-
kohdasta 2.9 (a). Jos sille kirjoitettaisiin todistus, niin siini vain tavalla tai toisella
vedottaisiin siithen, ettd ”seki vasen etti oikea” tarkoittaa samaa kuin ”seki oikea
ettd vasen”, ja ettd “ovat samat” ei riipu siitd, kumpi mainitaan ensin, vasen vai
oikea. T4ssd asiassa olennaista on mité ldhtokohta 2.9 (a) sanoo, eikd miten siitid
padstiddn pikkulauseeseen 2.10. Joten pohtikaamme hetki, mitd 1dhtokohta 2.9 (a)
$anoo.

Tarkastellaan ensin mitd tahansa tilannetta, jossa vasen ja oikea tuottavat sa-
man arvon. Havainnollistuksen vuoksi olkoon timéi arvo vaikkapa Walesin prin-
sessa Charlotte. Talloin vasen = oikea sievenee muotoon Charlotte = Charlotte, ja
myos oikea = vasen sievenee muotoon Charlotte = Charlotte. Niinpd molemmat
ovat tosia. On selvid, ettd tdimi péittely ei riipu siitd ettd tuotettu arvo on Charlot-
te eikd edes siitd ettd puheena ovat Britannian kuninkaalliset, vaan se pitee kun
Charlotte:n tilalla on miki tahansa arvo, esimerkiksi reaaliluku 1863.

Tarkastellaan sitten mitd tahansa tilannetta, jossa vasen ja oikea tuottavat eri
arvot. Havainnollistuksen vuoksi olkoot ndmi arvot vaikkapa Charlotte ja William.
Tlloin vasen = oikea sievenee muotoon Charlotte = William, ja oikea = vasen
sievenee muotoon William = Charlotte. Kumpikaan niisti ei ole tosi.

Jaljella ovat tilanteet, joissa vasen tai oikea tai molemmat on méérittelema-
ton eli ei tuota arvoa lainkaan. Havainnollistuksen vuoksi vasen olkoon William
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13.
14.

lauseke, = lausekey = lausekes = lausekey, = lausekes = lausekeg

1863

1863

1863 1863

1863 1863 1863

1863 1863 1863 1863
1863 1863 1863 1863 1863

Kuva 5: Jos toden yhtdsuuruusketjun jokin lauseke saa jonkin arvon, niin muut
lausekkeet saavat saman arvon

ja oikea olkoon puoliso(Charlotte). Koska puoliso(Charlotte) ei ole olemassa, ei
kumpikaan viitteistd vasen = oikea ja oikea = vasen ole tosi.

Onko ”#” symmetrinen?

Onko ”<” symmetrinen?

Yhtisuuruusketju

Pikkulause 2.10 on hyddyllinen. Matematiikan osaaminen ei kuitenkaan perus-
tu siithen, etti osataan erillisid pikkulauseita eri tapauksiin, koska eri tapauksia
on aivan litkaa. Matematiikan osaaminen perustuu siihen, ettd hallitaan yleisem-
pid periaatteita ja osataan soveltaa niitéd eri tapauksiin. Tulos ”jos vasen = oikea
niin oikea = vasen” on melko helposti paiteltdavissd yleisemmasti tosiasiasta, joka
tdytyy osata, tavalla, joka kannattaa osata.

Pikkulause 2.11 Tarkastellaan mité tahansa tilannetta. Jos n > 2 ja
lauseke; = lausekey = ... = lauseke,,, niin lauseke; = lauseke,,. Jos
lisiksi 1 <i<njal < j<n,niin lauseke; = lauseke;.

Syy siihen, ettd pikkulause 2.11 on pitevd, on helppo ymmairtdd: jos jokin
lausekkeista lausekeq, ..., lauseke, saa jonkin arvon, niin yhtdsuuruuksien vuoksi
sen oikealla puolella oleva lauseke saa saman arvon, senkin oikealla puolella oleva
lauseke saa saman arvon ja niin edelleen viimeiseen lausekkeeseen saakka. Sama
pitee vasemmalla puolella. Niinpéd jokainen mainittu lauseke saa saman arvon.
Tétéd on havainnollistettu kuvassa 5 tapauksella, jossa n = 6 ja lausekes on 1863.

Pikkulause 2.10 saadaan pikkulauseesta 2.11 seuraavasti. Sdilytetddn ~Tarkas-
tellaan mité tahansa tilannetta.” Valitaan sopivat n, lauseke; ja niin edelleen:

n ‘ lauseke; ‘ lauseker ‘ i ‘ Jj
2| vasen | oikea |21
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15.

16.

17.

Lisatdadn “olkoot vasen ja oikea lausekkeita”, koska niitten nimisté ei ndy ettd
ne ovat lausekkeita mutta ne tulevat lausekkeiden paikalle. Kun ndméi valinnat
sijoitetaan pikkulauseeseen 2.11, sen loppuosasta tulee:

Jos 2 > 2, vasen = oikea, 1 <2 <2jal <1 <2, niin oikea = vasen.

Koska2 >2,1<2<2jal <1 <2ovat aina totta, ei niitd tarvitse olettaa.
Jattamailld ne pois saadaan

Jos vasen = oikea, niin oikea = vasen.

Muuten samalla tavalla, mutta valitsemalla lauseke:ksi oikea ja lauseke;:ksi
vasen saadaan “jos oikea = vasen, niin vasen = oikea”. Niistd yhteensd tulee
“vasen = oikea jos ja vain jos oikea = vasen”.

Akkipaiti saattaa ndyttdd siltd, ettid pikkulauseella 2.11 voisi johtaa 0= va
litsemalla lauseke; :ksi 3, i:ksi 1 ja j:ksi 1. Mutta se ei onnistu, koska pikkulauseen
2.11 jos-osa vaatii n > 2. Siitd seuraa, ettd se vaatii my0s lauseke; = lauseke;.
Niinpé pikkulauseella 2.11 voi johtaa §j = § vasta kun kéytettévissd on sellainen
lauseke,, etti % = lauseke,. Lidhtokohdan 2.9 (a) vuoksi sellaista ei ole olemassa.

Piteeko “jos n > 2 ja lauseke; # lausekey # ... # lauseke,, niin lauseke; #
lauseke,,”?

Piteeko "lauseke < lauseke? Jollei pade, niin miké on viljin mahdollinen oletus,
jonka vallitessa se pitee?

Seuraavassa tehtdvissd saat kayttda sitd, ettd jos vasen, keski ja oikea ovat
lausekkeita, ja jos vasen < keski ja keski < oikea, niin vasen < oikea.

Piteekd “jos n > 2 ja lauseke; < lausekey < ... < lausekey, niin lauseke; <
lauseke,;”?

Tilalle-merkinta

Edelld luki “valitsemalla lauseke;:ksi §” eikd “valitsemalla lauseke; = §” siksi,
ettd 1ihtokohdan 2.9 (a) mukaan ”=" tarkoittaa lausekkeiden tuottamien arvojen
(esimerkiksi lukujen) samuutta eiki lausekkeiden samuutta. Esimerkiksi 71 + 17
ja ’2” ovat eri lausekkeita. Ne eroavat toisistaan muun muassa siten, ettd ensim-
mdisessd esiintyy ja jalkimmadisessi ei esiinny yhteenlaskun symboli 4. Silti on
oikein kirjoittaa 1 + 1 = 2. Se johtuu siitd, ettd 14 1 ja 2 tuottavat aina saman
luvun, ja ”="" vertaa lukuja eiké sitd miten luvut on saatu aikaan. Edelli ei kuiten-
kaan ollut tavoitteena sanoa, ettd lauseke| tuottaa saman luvun kuin %, vaan etti
lauseke :n tilalle laitetaan §.

Ilmaukset tyyliin "lauseke;:ksi 5 ovat kompelditd. Siksi otamme kiytt6on

symbolin «-. Esimerkiksi “lauseke; « §” tarkoittaa samaa kuin “lauseke;:ksi
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18.

o> Ja”i e~ 17 tarkoittaa samaa kuin i:ksi 1”. Kutsumme symbolia "« tilalle-

merkinndksi. Kirjallisuudessa sille ei ole vakiintunutta merkintdi. Melko paljon
kdytetddn seuraavaa merkintdd, jossa on mukana myds se kohde, johon sijoite-
taan: kohde|lauseke /muuttuja).

[lmaise ”«”-merkinndlld, mitkd sijoitukset vasen <~ ... ja niin edelleen tehtiin
tehtdvin 17 mallivastauksen vaiheessa n > 4.

Maiiritteleméiton lauseke ei ole yhtasuuri itsensi kanssa

Jokainen luku on tietenkin itsensi kanssa yhtdsuuri. Esimerkiksi 7 =7 ja 1863 =
1863. Muissakin puheenaiheissa pitee, ettd kukin olio on itsensi kanssa yhtédsuuri.
Esimerkiksi Charles = Charles. Niinpi jos x on miké tahansa muuttuja, on x = x
aina tosi. Mutta lausekkeille vastaava ei pade. Esimerkiksi % = % ei ole aina tosi,
koska se ei ole tosi kun x = 0. Tdmi ero aiheutuu siitd, ettd muuttuja ei voi olla
mairittelematon mutta lauseke voi, kuten ldhtokohdassa 2.8 sanotaan.

Seuraava pikkulause ilmaisee, milloin lauseke on itsensid kanssa yhtédsuuri ja

milloin ei ole. Se on viliton seuraus ldhtokohdasta 2.9 (a).

Pikkulause 2.12 Tarkastellaan mitd tahansa tilannetta. Viite
lauseke = lauseke on tosi jos ja vain jos lauseke on médritelty.

Nytkin viite on tilannekohtainen, eli saattaa riippua muuttujien arvoista. Esi-
merkiksi /x = /x on tosi kun x > 0, ja muulloin se ei ole tosi eiki epétosi.

Lausekkeen sijoitus muuttujan tilalle yhtisuuruudessa

Esimerkissd 2.1 laskettiin 160 4 3¢ — 37 = 160. Niin yksinkertainen lasku las-
ketaan tavallisesti yhtend askeleena. Silti on hyvi tiedostaa, ettd se muodostuu
useasta perustason askeleesta. Siind kdytetddn hyviksi sitd, ettd kun mistd tahansa
luvusta vihennetiin sama luku, saadaan 0. Esimerkissa 3¢ — 3t = 0. Toiseksi, kun
lukuun lisitddan O, se ei muutu. Esimerkissd 160 4+ 0 = 160.

Mutta téssi ei ollut vield kaikki. Kuten sivulla 15 muistutettiin, yhteen- ja vi-
hennyslasku ovat keskeniin samanarvoiset ja etenevit vasemmalta oikealle, ellei
sulkeilla médritd toisin. Siksi 160 + 37 — 3 tarkoittaa (160 - 3¢) — 3¢. Niinpi tar-
vitaan yksi piittelyaskel ryhmitteleméin se uudelleen muotoon 160 + (37 — 31),
jotta voitaisiin soveltaa sitd, ettd 3¢t — 3¢t = 0.

Yksityiskohtainen péittely on siis seuraava:

16043t — 3t = 160+ (3t —3¢) = 16040 = 160

Jo koulussa opetettiin, ettd kaikilla luvuillaa, bjac piteea—a=0,a+0=aja
a+b—c=a+ (b—c). Syvillisemmin kyse on niin sanotuista kunta-aksioomista,
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19.

20.

joita kasitelldén alaluvussa 5.6. Tdssd alaluvussa kisitellddn kahta muuta asiaa,
joita esimerkki 160 + 37 — 3t = 160 kayttada.

Ensiksi, miten siitd, ettd a —a = 0 on aina tosi, padstiin siihen, ettd 3t — 3t = 0?
Se ei ole tdysin itsestddn selvad, silld siitd, ettd a —a = 0 on aina tosi, ei saa pii-
tella % — % = 0! Jalkimmaisessi on vikana tietenkin se, etti % el tuota lukua, mutta
lupaus a — a = 0 koskee vain lukuja. Sen a on muuttuja, ja kuten ldhtokohta 2.8
sanoo, muuttujan arvo ei voi olla mééritteleméton. Saamme seuraavan pdaittely-
saannon.

Pikkulause 2.13 Tarkastellaan mité tahansa tilannetta. Jos jokaisel-
le puheenaiheen arvolle a pitee vasen(a) = a), ja jos lauseke
on médritelty, niin vasen(lauseke) = lauseke).

Tdssd “tilanne” muodostuu lauseke:ssa esiintyvien muuttujien arvoista sekd
muiden vasen:ssa ja/tai oikea:ssa esiintyvien muuttujien kuin a arvoista. Muuttuja
a saa eslintyd lauseke:ssa. Jos se esiintyy, niin kannattaa ajatella, ettd ilmauksen
“vasen(a) = oikea(a)” a on eri muuttuja kuin lauseke:n a, vaikka niilld on sa-
ma nimi. Néin siksi, ettd ilmauksessa "vasen(a) = oikea(a)” a:n arvo vaihtelee ja
muiden muuttujien arvot otetaan tarkasteltavasta tilanteesta, mutta lauseke:n kaik-
kien muuttujien, my06s a:n, arvot otetaan tarkasteltavasta tilanteesta.

Koska @ —a = 0 on aina tosi ja koska 37 on aina méiritelty, valitsemalla
vasen(a) «~ a—a ja a) « 0 ja lauseke « 3t saadaan pikkulauseesta 2.13,
ettd 3 — 37 = ) on aina tosi.

Sovella pikkulausetta 2.13 yhtisuuruuteen (a +1)(a — 1) = a® — 1 ja lausekkee-
seen 1+ /x. Néyti vastauksesi ”«"-merkinnall.

Oletetaan, ettd a ei esiinny kummassakaan lausekkeista vasen(a) eikd oikea(a).
Sievennid pikkulause 2.13 muotoon, jossa ei mainita a:ta. Vihje: lopputuloksen
sanoma asia ei ole mikdin nerokkuuden huipentuma.

Sen, ettd 160 + 0 = 160 tietdd melkein jokainen yli kymmenvuotias, mutta
silti on mielekistd tarkastaa, saako sen johdettua pikkulauseesta 2.13. Nimittdin
jollei saisi, olisi se varoitusmerkki, joka olisi syyti ottaa vakavasti: se kertoisi, etti
pikkulause 2.13 on puutteellinen tai jotenkin vialla. Mutta kylld sen saa. Koska
a+0 = a on aina tosi ja koska 160 on méidritelty, on 160 40 = 160 tosi.

Syy, miksi pikkulause 2.13 pitee, toimii my0s usealle muuttujalle yhtidaikaa:

Pikkulauseen [2.13] yleistys monelle muuttujalle.
Tarkastellaan mitd tahansa tilannetta. Jos jokaiselle puheenai-

heen arvojen aj, ..., a, yhdistelmille pitee vasen(ay,...,a,) =
oikea(ay,...,ay), ja jos lausekey, ..., lauseke, ovat médritellyt, niin
vasen(lausekey, ..., lauseke,) = oikea(lauseke, ..., lauseke,).

34



21.

22.

Niinpi siité, ettd kaikilla luvuilla a, b ja ¢ pitee a+b—c =a+ (b—c), ja siiti,
ettd 160 ja 3¢ ovat midritellyt, saa patelld 160 + 37 — 3t = 160 + (31 — 3¢).

Itse asiassa yhtdsuuruuden vasen(a) = oikea(a) (tai vastaava muuttujilla aj,
..., ap) el tarvitse olla tosi jokaisella a:n arvolla, silla riittdi, ettd se on tosi niilld
arvoilla, jotka lauseke tuottaa. Esimerkiksi (1/a)? = a on tosi aina kun a > 0, joten
jos lauseke > 0, niin (v/lauseke)? = lauseke.

Miksi riitti kirjoittaa ’jos lauseke > 07, eikd tarvittu my0s ’ja lauseke on miiri-
telty”?

Eikd tdma rajoitu yhtdasuuruuksiin, vaan esimerkiksi jos jokaiselle a:n arvolle
pitee vasen(a) > oikea(a), niin jokaisessa tilanteessa, jossa lauseke on midritel-
ty, pitee vasen(lauseke) > oikea(lauseke). Kun kaavat on esitelty (alaluku 3.1),
voidaan sama asia ilmaista vield nditikin paljon yleisemmaéssd muodossa “’jos jo-
kaiselle a:n arvolle pitee kaava(a), niin jokaisessa tilanteessa, jossa lauseke on
madritelty, pitee kaava(lauseke)”. Siihen saakka tyydymme niihin sovelluksiin,
joihin edelld oleva muotoilu riittia.

Viitteen ja péittelyn vastaesimerkki

Viitteen vastaesimerkki (counter-example) on yksittdistapaus, jossa véite ei ole
tosi. Yksikin vastaesimerkki riittdd tekemiin vditteestd epdpatevin. Esimerkiksi
x = —7 on vastaesimerkki viitteelle “jos x < 2 niin x* + 3x < 10”. Nimittiin jos
sijoitetaan x +~ —7, niin saadaan “jos —7 < 2 niin (—7)?+3(—7) < 10”. Sen jos-
osa ”—7 < 2” on tosi, mutta niin-osa ”(—7)% 4 3(—7) < 10” ei ole tosi, koska
(=7)?43(—7) =49 —21 = 28 «£ 10. Niinpi koko jos—niin-viite on epitosi.

(Symboli ”£” tarkoittaa ’ei <. Reaaliluvuilla se tarkoittaa samaa kuin ”>"".
Jos—niin-muotoinen viite on tosi tdsmailleen silloin, kun jos-osa on epitosi tai
niin-osa on tosi.)

Jos tehtdvissd pyydetddn vastaesimerkkii, eikd ole tdismennetty millaista vas-
taesimerkkid halutaan, niin miké tahansa vastaesimerkki kelpaa vastaukseksi. Til-
16in ei tavallisesti kannata vastata esimerkiksi yrittimalld kuvailla kaikki vastaesi-
merKkit, silld sellaisesta vastauksesta tulee helposti sekava ja se saattaa jittdd epé-
selviksi, onko kuvauksen mukaisia olioita olemassa. Tavallisesti on parasta antaa
yksi konkreettinen vastaesimerkki. Ellei ole vilittomaésti selvdi, ettd se on vas-
taesimerkki, kannattaa antaa myos laskelma tai muu sellainen, joka nayttad, ettd
vdite ei todellakaan pade silla.

Anna vastaesimerkki viitteelle ”luku kerrottuna itselldin tuottaa aina vahintidin
yhti paljon kuin luku itse” eli "x> > x”.

Péittelyn vastaesimerkki (counter-example) on yksittdistapaus, jossa péittely
ei ole pitevi. Péittelyn pdtevyyden méiritelma vaihtelee liian paljon tdssd kisitel-
taviksi. Sen verran voi kuitenkin sanoa, ettd paittely on epédpitevi ainakin silloin,
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24.

kun sen ldhtokohdat pitivit paikkansa mutta lopputulos ei pidd. Yksikin vastaesi-
merkki riittdd tekemiin paittelystd epipitevin.

Perustele antamalla helppo vastaesimerkki, ettd ei ole oikein piitelld, ettd jos
vasen # oikea niin lauseke(vasen) # lauseke(oikea).

Lausekkeen osan korvaaminen yhtisuurella

Edelld perusteltiin, ettd 31 — 3¢ = 0, mutta vield ei ole perusteltu, miksi siitd saa
padtelld, ettd 160+ (3¢ — 3r) = 160+ 0. Milloin ja miksi on oikein korvata lausek-
keen osa yhtdsuurella? Tama ei ole itsestddn selvdd. Vastaava korvaaminen on
vain harvoin sallittua symbolien ”=£”, 7<”, ”<”, ”>" ja ”>"" tapauksessa. Esimer-
kiksi ei ole oikein piitelld, ettd jos x < 2 niin X4 3x—4 < 224324, silld
2243.2—4=6, mutta (—7)>+3-(~7)—4=24 £6.

Perustele antamalla vastaesimerkki, ettd ei ole oikein paételld, ettd jos x # 2 niin
X 43x—4#£2243.0-4,

Silti on oikein paitelld, ettd jos vasen ja ovat mitkd tahansa reaalilukujen
lausekkeet ja vasen = , niin vasen® + 3 -vasen — 4 = 243, — 4.
Toisin kuin symboleita ”#”, ”<” ja niin edelleen, symbolia ”=" saa varsin vihii-

sin rajoituksin kdyttdd isomman lausekkeen siséllid. Ainoa rajoitus aiheutuu mii-
ritteleméttomistd lausekkeista. Ei saa erehtyd paitteleméidn esimerkiksi, ettd koska
0 = 0, pitee % — 1. Niinpi jos lauseketta lauseke(vasen) halutaan sieventii yh-
tasuuruudella vasen = oikea, niin riittdi tarkastaa, ettd jompikumpi niin syntyvi
isompi lauseke on miiritelty. Alla "tilanne” muodostuu lauseke:ssa a poislukien,
vasen:ssa ja/tai oikea:ssa esiintyvien muuttujien arvoista.

Pikkulause 2.14 Olkoon a muuttuja ja olkoot lauseke(a), vasen ja
lausekkeita. Tarkastellaan mitéd tahansa tilannetta. Jos vasen =
ja ainakin toinen lausekkeista lauseke(vasen) ja lauseke( )

on médritelty, niin lauseke(vasen) = lauseke( ).

Todistus. Oletuksen vasen = oikea vuoksi seki vasen ettd oikea tuottaa arvon, ja
ne tuottavat saman arvon (ldhtokohta 2.9 (a)). Lausekkeen arvon laskeminen riip-
puu vain lausekkeen saamista arvoista, ei siitd, miten ne arvot on tuotettu. Niinpi
lauseke(a):n tulos riippuu vain siitd, miki arvo tulee a:n tilalle, ei siité, tuotettiin-
ko se arvo laskemalla vasen vai laskemalla oikea. Tdmi tulos voi olla médrittele-
miton, jolloin sekd lauseke(vasen) ettéd lauseke(oikea) on madrittelemdton. Muus-
sa tapauksessa se on médritelty, jolloin sekid lauseke(vasen) etté lauseke(oikea) on
maédritelty, ja ne tuottavat saman arvon. U

Pikkulausetta 2.14 ja sen todistusta on havainnollistettu kuvassa 6. Siind
vasen <~y —Xx ja o ja lauseke(a) e xy ++/4a, joten lauseke(vasen)
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vasen lauseke(a) lauseke(vasen) lauseke( )

Kuva 6: Yhtédsuurten lausekkeiden sijoittaminen lausekkeeseen

on xy + /4(y—x) ja lauseke( ) on xy + /4( ). Kuvaan on merkitty

harmaalla kunkin osalausekkeen tuottama arvo tilanteessa x =2 Ay = 11. Siind
tilanteessa vasen =y —x =11 -2 =9jaoikea=x>+1=2>+1=8+1=9. Kun
a =9, pitee lauseke(a) = xy++v/4a=2-114++/4-9=22++/36 =22 +6 = 28.
My6s lauseke(vasen) = 28 ja lauseke(oikea) = 28, koska vasen ja oikea tuotta-
vat 9, ja siitd eteenpdin lausekkeiden lauseke(vasen) ja lauseke(oikea) laskeminen
etenee samalla tavalla eli samoin kuin lausekkeen lauseke(9) laskeminen.

Koska 3t — 3¢ = 0 on aina tosi ja koska 160 4 0 on aina médritelty, valitsemalla
vasen « 3t —3t ja «~ () saadaan lausekkeesta 160+ a ja pikkulauseesta 2.14,
ettd 160+ (37 —3r) = 160 + 0 on aina tosi.

Yhtisuuruus (1/x)? = x on tosi tismélleen silloin kun x > 0. Sovella pikkulausetta
2.14 siihen ja lausekkeeseen a%l kiyttden ”~"-merkintdd. Missd tilanteissa tdmi
soveltaminen on sallittua?

Nyt on piitelty 1604 3¢ — 3¢t = 160+ (31 —3¢) = 160+ 0 = 160. Miki antaa luvan
padtelld edelleen, ettd 160 + 3¢ — 3t = 160?
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2.4 Paittelyoperaattoreita ja paittelyketjuja

Téssd alaluvussa kdydéén 1dpi osa pitevin pédttelyn sdadnnoistd. Jotta niiden rooli
tyypillisessd matemaattisessa paittelyssd konkretisoituisi, ne esitetddn esimerkin
2.1 yhtédlon ratkaisemisen yhteydessd. Tyypillisesti matemaattinen péittely etenee
pitemmin askelin kuin tdssd alaluvussa. Tarkoitus ei ole alkaa kdyttdd niin pie-
nid askelia kuin tdssd alaluvussa. Tarkoitus on oppia, minkilaisista perusosista
ja miten, ensimmadisen asteen yhtidloiden ratkaisemisessa kdytdnnossid kaytettavit
askeleet koostuvat. Siitd jatketaan monimuotoisempaan pédttelyyn myohemmissa
(ala)luvuissa.

Vaikka esimerkki kisittelee reaalilukuja, tdssd luvussa keskitytidin pédttelyn
yleisiin lakeihin eiki reaalilukujen lakeihin. Siksi reaalilukujen tavallisilla las-
kusddnnoilld johdettavissa olevat yhtasuuruudet kuten % =t otetaan annettuina,
eiki niitd pureta pikkuaskeliksi. Reaalilukujen laskuséddntoji puretaan pikkuaske-

liksi luvussa 5.6.

Esimerkki piittelyaskelista koostuvasta padttelysti

Esimerkin 2.1 yhtél6 voidaan ratkaista seuraavasti.

Esimerkki 2.15

1 160+ 3¢ = 5¢

» & 160+ 37 — 3t = 5t — 3¢t molemmilta puolilta vahennettiin 37

3 & 160=2¢ laskettiin 160 + 37 — 3¢ = 160 ja 5t — 3¢t =2t
iy & 1%0 = % molemmat puolet jaettiin 2:1la

s & 80=t laskettiin 15 = 80 ja % =1

¢ < =280 yhtdsuuruuden puolet vaihdettiin keskendén

O

Jokaisella rivilld paitsi ensimmadiselld on ”<” ja kaava. Ensimmaiselld rivilld
on pelkkd kaava. Esimerkin jokainen kaava on muotoa vasen = oikea, missi vasen
ja oikea ovat lausekkeita. Myos vasen # oikea, vasen < oikea, vasen > oikea,
vasen < oikea ja vasen > oikea ovat kaavoja. On olemassa myds muunlaisia kaa-
voja. Kaavoja kisitelldadn perusteellisesti alaluvussa 3.1. Sithen saakka riittaa tie-
tdd, ettd kaava on muodollinen ilmaus, joka tilanteesta riippuen on tai ei ole totta.

Esimerkin jokainen kolmikko muotoa kaava; | < kaava;, missi kaava; on sen
rivin kaava jolla <" esiintyy ja kaava;_; on edellisen rivin kaava, on pddittely-
askel. Esimerkiksi 12 =% « 80 =1 on piittelyaskel ja 80 =1 <> ¢ =80 on
padttelyaskel. On olemassa myds péittelyaskelia, joissa <>:n tilalla on jokin muu
symboli. Tédssé alaluvussa tulee niitédkin.

Toisaalta kaikki timén alaluvun péittelyaskeleet liittyvit tavalla tai toisella
kaavoihin muotoa vasen = oikea. Muunlaisiin kaavoihin liittyvit pdittelyaskeleet

kisitellddn myohemmin, jotta tdssd alaluvussa ei tulisi liikaa asiaa.
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Yhtipitavyys

Seuraavaksi késitellddn sitd, mitd ”<” tarkoittaa. Sitd varten kannattaa palauttaa
mieleen, ettd kuten sivuilla 8, 11 ja 11 sanotaan, tilanne” tarkoittaa mitéd tahansa
kiytossd olevien muuttujien arvojen yhdistelmad; paittely tapahtuu usein oletus-
ten alaisuudessa; ja tilanne on mahdollinen, jos ja vain jos se toteuttaa voimassa
olevat oletukset.

Maaritelm3 2.16 Olkoot vasen ja kaavoja. [lmaus vasen <

tarkoittaa, etti on tosi tismailleen samoissa mahdollisissa
tilanteissa kuin vasen. Sen nimi on yhtdpitdvyys. Yhtipitivyysketju
kaava; < kaava, < ... < kaava, , missi n > 3, tarkoittaa, ettd
jokainen sithen sisdltyvistid yhtdpitivyyksistd kaava; < kaava;y ,
missd 1 < i < n, pitee.

Yhtédpitdvyys ei ole kaava, vaan vertaa kahta kaavaa. Tdtd korostaaksemme
emme sano yhtédpitavyyttd todeksi, epitodeksi emmekid miirittelemattomiksi,
vaan pdtevdksi tai epdpditevdksi. (Kaavaa saa sanoa seki todeksi ettd pateviksi.)
Alla on esimerkkejd patevistd yhtédpitdavyyksistd, kun kaikki tilanteet ovat mahdol-
lisia.

vasen < oikea huomautus
x=1 & x+1=2 kumpikin on tosi kun x = 1 eikd muulloin
<4 & 0<x+2<4 kumpikin on tosi kun —2 < x < 2 eikd muull.
g = & 2=x kumpikin on tosi kun x = 2 eikd muulloin
x=x+1 & 1=2 kumpikaan ei ole tosi missédén tilanteessa
1+42=3 & 0x=0 kumpikin on tosi jokaisessa tilanteessa
6

Kuten esimerkistd 7 =3 < 2 =x kdy ilmi, vasen < oikea voi olla pitevi
siitd huolimatta, ettd jommallakummalla tai molemmilla puolilla on maédérittele-
miton lauseke. Kun x = 0, ei g = 3 ole tosi. Mutta silloin my06skéén 2 = x ei ole
tosi, joten kumpikaan puoli ei ole tosi. Siksi tilanne x = 0 ei kumoa yhtépitivyyttd
g =3 & 2 =x. Sitd ei kumoa mydskiin tilanne x = 2, koska siind kumpikin
puoli on tosi, eivitka tilanteet joissa x ei ole O eikd 2, koska niissd kumpikaan
puoli ei ole tosi.

Mairitteleméttomén kaavan ja méiéritellyn mutta epédtoden kaavan yhtépité-
vyys sallitaan siksi, ettd yhtdpitavyyksid voitaisiin kdyttdd esittdméén yhtdldiden
ja epayhtilodiden ratkaisuja silloinkin kun ratkaistava (epd)yhtilo siséltdd lausek-
keen, joka ei ole aina médritelty. Tarkastellaan esimerkkina

8=3 & 6=3x o x=2

X
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Kun x =2, on sen jokainen kaava tosi, silld pitdd paikkansa, ettid g =3ja6=3-2
ja2 =2.Kunx =2 jax =0, on sen jokainen kaava epitosi. Kun x = 0, on 2 =3
madrittelemdton, mutta 6 = 3x ja x = 2 ovat epitosia.

Alaluvussa 3.1 tullaan huomaamaan, ettd mairitteleméttoméian lausekkeen si-
sdltidvd kaava voi olla tosi. Tdssid alaluvussa esiintyy kuitenkin vain kaavoja muo-
toa vasen = oikea, vasen < oikea ja niin edelleen (missd vasen ja oikea ovat
lausekkeita). Sellainen ei ole tosi, jos se sisdltdd midrittelemattomin lausekkeen
(1ahtokohdat 2.9 ja 2.7).

Tilanne tarkoittaa kidytdssa olevien muuttujien arvojen yhdistelméa (sivu 8).
Esimerkit x=x+1 <& 1=2 ja 1+2 =3 < Ox=0 havainnollistavat sit4, ettd
muuttuja, joka esiintyy yhtéipitivyyden yhdelld puolella, on kdytossi, vaikka se ei
esiintyisikddn myos toisella puolella.

Esimerkki x =x+1 < 1 =2 havainnollistaa my0s sitd, ettd yhtdpitivyyden
pitevyys ei edellytd, ettd sen kumpikaan puoli olisi milloinkaan tosi. Itse asiassa
jokainen yhtipitidvyys, jonka kumpikaan puoli ei ole milloinkaan tosi, on pétevi.
Esimerkiksi 1 =2 < 5> 6 on pitevi.

Myos x =x+1 < 0y >2 on pitevi, vaikka x = x+ 1 ja Oy > 2 kdyttavit eri
muuttujia. Ei ole olemassa sellaista x:n ja y:n arvojen yhdistelmaa, ettd x = x+ 1
on tosi mutta Oy > 2 ei ole tosi, koska x = x4 1 ei ole milloinkaan tosi. My06skdin
ei ole olemassa sellaista x:n ja y:n arvojen yhdistelméa, ettd Oy > 2 on tosi mutta
x =x-+1 ei ole tosi, koska Oy > 2 ei ole milloinkaan tosi. Ei siis ole olemassa
sellaista x:n ja y:n arvojen yhdistelméd, ettd toinen puoli on tosi ja toinen ei ole
tosi, joten x =x+1 < 0y > 2 on pitevi.

Anna esimerkki yhtédpitavyydestd, jonka toisella puolella esiintyy muuttuja a ja
toisella puolella ei esiinny, ja jonka kumpikin puoli on tosi jokaisessa tilanteessa.
Voiko sellainen yhtédpitdavyys olla (a) pitevi (b) epidpiteva?

Yhtipitdvyyden vastaesimerkki

Yhtépitavyyden vasen < oikea vastaesimerkki (counter-example) on mahdolli-
nen tilanne, jossa toinen puoli on tosi mutta toinen puoli ei ole tosi. Yhtépitidvyys
on pitevd jos ja vain jos silld ei ole ainoatakaan vastaesimerkkid. Yksikin vasta-
esimerkKki riittdd tekemddn yhtidpitdvyydestd epapitevin.

Esimerkiksi x = 1 on vastaesimerkki yhtédpitivyydelle x=1 & x+1=38.
Nimittdin kun x = 1, sievenee sen vasen puoli muotoon 1 = 1, joka on tosi; mutta
oikea puoli sievenee muotoon 1 + 1 = 8§, joka ei ole tosi. Sen sijaan x = 2 ei ole
sille vastaesimerkki, silld 2 = 1 ei ole tosi, mutta myoskédan 24 1 = 8 ei ole tosi.

Yhtipitavyydelli x =1 < x+1 =28 on toinenkin vastaesimerkki. Mikd se on?

Perustele, ettd yhtédpitdvyydelld x =1 < x+1 =28 ei ole lisdi vastaesimerkkeja.
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34.

Alla on havainnollistettu vérien avullasekd x =1 < x4 1 =8 ettd muita epédpi-
tevid yhtapitdvyyksid. Jokaiselle on annettu yksi vastaesimerkki. Se koostuu x:n
arvosta ja padtelmistd, joista selvidd onko vasen puoli tosi ja onko oikea puoli tosi
silld x:n arvolla.

epdpdtevi yhtédpitavyys | vastaesimerkki

vasen < oikea X vasen(x) oikea(x)

x=1 & x+1=8|1 =1 1+1=2#8

<4 & x+2<4]-3((-3)?=944 -3+2=-1<4

3x=0 < 9=3 0 | 3:0=0=0 2eiole madritelty

1>0 & 1lx>0x | -5 1>0 1-(=5)=-5#0=0-(-5)

Yhtipitivyydelli x> <4 < x+2 <4 on direttdmin monta muutakin vasta-
esimerkkid kuin x = —3. Kuten alta voi péételld, jokainen luku, joka on pienem-
pi kuin —2, on sen vastaesimerkki. On tavallista, ettd yhtdpitdvyydelld on monta
vastaesimerkkid.

‘x<—2 ‘ —2§x§2‘ x>2
epitosi
tosi

x> <
x+2<

tosi
tosi

epitosi
epitosi

Seuraavissa tehtidvissé, jos vastauksessasi on useita erillisid lukuja tai lukuvéa-
lejd, kirjoita niiden véliin ”V”. Symboli ”V” tarkoittaa, ettd jompikumpi tai mo-
lemmat sen vasemmalla ja oikealla puolella olevista kaavoista on tosi. Esimerkik-
si jos olet sitd mieltd, ettd vastaesimerkkejd ovat 2 ja kaikki viitosta suuremmat
luvut, kirjoita x =2 V x > 5. Saat myos kéyttdd symbolia "=,

Anna yhtidpitivyyden 3x—2 =7 & x =9 kaikki vastaesimerkit.
Anna yhtépitivyyden 1 >0 < 1x > Ox kaikki vastaesimerkit.
Anna yhtépitivyyden 3x =0 < g = 3 kaikki vastaesimerkit.
Anna yhtipitivyyden % <0 & )1—6 > 0 kaikki vastaesimerkit.
Anna yhtipitivyyden x*> >4 < % > 0 kaikki vastaesimerkit.
Kun tehtiviéssd pyydetéddn vastaesimerkkii, niin ellei erikseen muuta sanota,
riittdd antaa yksi. Se saa olla miké tahansa niisté.
Yhtipitivyys oletuksen alaisuudessa

Alla on oletuksen alaisuudessa pétevid yhtépitdvyyksii.

oletus ‘ vasen < oikea

x>0 ¥ <4 o x+2<4

x#1 P17 & 2-1=7x-7
3x+y=1|5x+2y=4 & 5x+2(1-3x)=4
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Ensimmiinen yhtédpitdvyys voi olla hyodyksi kun x ei ole negatiivinen esimer-
kiksi siksi, ettid se edustaa aikaa aloitushetkesti alkaen.

Keskimmadistd yhtédpitavyyttd kdytettiin esimerkissd 2.4. Siind yhtilo ’;2 —_1] =7
muunnettiin toisen asteen yhtiloksi kertomalla molemmat puolet (x — 1):114. Niin
saa tehdi kuitenkin vain kun kertoja ei ole nolla. Tiasti selvittiin jakamalla kisit-
tely kahteen tapaukseen: x = 1 ja x # 1. Tapauksesta x = 1 huomattiin heti, ettd se
ei voi olla juuri, koska se aiheuttaa nollalla jakamisen. Tapaus x # 1 voidaan rat-
kaista luvussa 2.5 kisiteltdvilld toisen asteen yhtdlon ratkaisukeinoilla. Sen juuret
ovat 1 ja 6. Niistd ykkonen ei kelpaa koska se ei noudata oletusta x # 1, mutta
kuutonen kelpaa.

Alin esimerkki on hyddyllinen yhtiloistd 3x +y = 1 ja 5x 4+ 2y = 4 muodos-
tettua paria ratkaistaessa. Koska molempien yhtildiden tiytyy toteutua, voidaan
ensimmadistd yhtdlod kiyttidd oletuksena, jonka alaisuudessa voidaan jalkimmadis-
td yhtdlod muokata siten, ettd y poistuu. Tatd menetelméa kisitellddn sivulta 85
alkaen.

Sivulla 11 médriteltiin, ettd tilanne on mahdollinen jos ja vain jos se toteuttaa
jokaisen voimassa olevan oletuksen. Jos lisdtddn uusi oletus, se saattaa muuttaa
mahdollisia tilanteita mahdottomiksi, mutta ei toisinpdin. Esimerkiksi jos k:n pitdd
olla Suomen kaupunki, jossa on iso huvipuisto, niin mahdollisia tilanteita ovat
k = Helsinki, k = Kauhava ja k = Tampere. Jos lisitidin oletus, ettd k:ssa pitdd olla
yliopisto, niin k = Kauhava muuttuu mahdottomaksi. Vaikka myos Jyviskyldssi
on yliopisto, ei Jyvéskyld muutu mahdolliseksi kun lisdtddn vaatimus ettd k:ssa
pitdd olla yliopisto, silld se ei muuta miksikdén sité tosiasiaa, ettd k = Jyvaskyla
on mahdoton, koska Jyviskyléssi ei ole isoa huvipuistoa.

Niinpi oletuksen lisddminen voi muuttaa epdpitevin yhtédpitdvyyden péatevik-
si sulkemalla pois kaikki vastaesimerkit. Esimerkiksi oletuksen x > 0 lisdédminen
muuttaa yhtipitivyyden x> < 4 < x+2 < 4 piteviksi sulkemalla pois kaik-
ki tilanteet, joissa x < —2. Oletuksen x # 1 lisddminen muuttaa yhtépitdivyyden
);2:11 =7 & x>—1="7x—7 piteviksi sulkemalla pois ainoan vastaesimerkin
x=1

Sen sijaan oletuksen lisdédminen ei voi muuttaa pdtevid yhtipitivyyttd epapi-
teviksi. Nimittdin sellainen muutos vaatisi, ettd synnytettédisiin uusi vastaesimerk-
ki. Kuten sivulla 40 todettiin, yhtdpitivyyden vastaesimerkki on (1) mahdollinen
tilanne, jossa (2) toinen puoli on ja toinen puoli ei ole tosi. Oletuksen lisddminen
ei voi muuttaa mahdotonta tilannetta mahdolliseksi, joten se ei voi synnyttidd uutta
vastaesimerkkid saattamalla (1):n voimaan. Se ei myoskiin vaikuta sithen, mitkd
kaavat ovat tosia missikin tilanteessa. Siksi se ei voi synnyttdd vastaesimerkkia
saattamalla (2):n voimaan.

Yhtépitavyys on yhteenveto jokaisesta mahdollisesta tilanteesta, eiki siis pu-
hu mistddn yksittdisestd tilanteesta (paitsi jos vain yksi tilanne on mahdollinen).
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Tamai on tirkedd muistaa varsinkin silloin kun yhtépitidvyys on epédpitevi. Esimer-
kiksi tieto, ettd 1 >0 < 1x > Ox on epépitevd, kertoo ettd 1x > Ox on epitosi
jollakin x:n arvolla, mutta se ei sellaisenaan takaa, ettd 1x > Ox olisi epétosi niilld
x:n arvoilla, joista silld kertaa ollaan kiinnostuneita. Esimerkiksi jos péittely on
jaettu kolmeen haaraan, joista yhdessd x < 0, toisessa x = 0 ja kolmannessa x > 0,
niin 1 >0 < 1x > Ox on pitevd kolmannessa haarassa.

Kun sanotaan ettd yhtipitdvyys on pitevd ilman ettd samalla mainitaan, misti
tilanteista se muodostaa yhteenvedon eli minki oletusten alaisuudessa sen vdite-
tddn olevan pétevi, niin tarkoitetaan, ettd se on pétevi niiden oletusten alaisuudes-
sa, joiden alaisuudessa silld hetkelld ollaan. Kun halutaan sanoa, ettd yhtédpitdavyys
on pitevd ilman mitiin oletuksia, voidaan sanoa “aina péteva”.

Yhtapitivyyden symmetrisyys

Maidritelméssi 2.16 lukee: “oikea on tosi tdsmilleen samoissa mahdollisissa tilan-
teissa kuin vasen”. Saman voi ilmaista pitemmin muodossa “jokaisessa mahdolli-
sessa tilanteessa, jossa vasen on tosi, my0s oikea on tosi; ja jokaisessa mahdolli-
sessa tilanteessa, jossa oikea on tosi, my0s vasen on tosi”. Tdméd muoto korostaa
sitd, ettd ”<” on symmetrinen. Vaikka < :n symmetrisyys on ilmeinen, on se niin
tdarked asia, ettd se kannattaa tehdi niakyvéksi.

Pikkulause 2.17 Olkoot vasen ja kaavoja.
Jos vasen < , hiin < vasen .

Pikkulause 2.17 muistuttaa paljon pikkulausetta 2.10. Eroina on, ettd pikku-
lauseessa 2.10 vasen ja oikea ovat lausekkeita ja niitd verrataan symbolilla ”=",
mutta pikkulauseessa 2.17 vasen ja oikea ovat kaavoja ja niitd verrataan symbolil-
la ”<”. Koska =" tulkitaan kukin tilanne erikseen, pikkulause 2.10 puhuu misti
tahansa tilanteesta. Koska 7" edustaa kaikista mahdollisista tilanteista tehtya
yhteenvetoa, pikkulause 2.17 puhuu kaikkien mahdollisten tilanteiden joukosta.
Tama ei kuitenkaan ndy pikkulauseessa 2.17 sellaisenaan, vaan sisiltyy < :1le
madritelmissd 2.16 annettuun merkitykseen.

Ero nidkyy myds siten, ettd vasen = oikea on tilanteesta riippuen tosi, epito-
si tal madrittelemiton, mutta vasen < oikea on tilanteesta riippumatta péteva tai
epdpdtevi. Edelleen, kun lisdtidin tai vihennetddn oletuksia joiden alaisuudessa
ollaan, ei vasen = oikea vaihda totuusarvoa (koska totuusarvo katsotaan kussakin
tilanteessa erikseen), mutta vasen < oikea saattaa muuttua epapatevista pateviksi
tai toisinpdin (koska niiden tilanteiden joukko, joiden perusteella pitevyys maa-
rdytyy, saattaa muuttua).

Yhtipitavyysketju

Perustelemme seuraavaksi, ettd jos kaava,; < kaavay < ... < kaava,, missi
n > 2, ja jos tarkasteltavassa mahdollisessa tilanteessa yksikin kaavoista kaavay,
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kaava, <& kaava, < kaavas < kaavay, < kaavas < kaavag

tosi

tosi

tosi tosi

tosi tosi tosi

tosi tosi tosi tosi
tosi tosi tosi tosi tosi

Kuva 7: Jos tilanne on mahdollinen ja jokin kaava yhtipitdvyysketjussa on tosi,
niin jokainen on tosi

..., kaava,, on tosi, niin jokainen niistid on tosi. (Siis siini tilanteessa tosi.) Kuva
7 havainnollistaa titd. Siind n = 6 ja tarkastellaan jotakin mahdollista tilannetta,
jossa kaavas on tosi. Koska kaavasz < kaavas, on myos kaavay tosi. Koska kaavay
& kaavas, on myos kaavas tosi. Tété jatkuu oikealle viimeiseen kaavaan saakka.
Pikkulauseen 2.17 ansiosta kaavas < kaava, ja kaava, < kaavap, joten sama
tapahtuu myo6s vasemmalle.

Tdssd esimerkissi aloitettiin kaavas:sta ja kaavoja oli kaikkiaan kuusi. Mutta
on selvéd ja matematiikassa yleisesti hyviksyttyd, ettd sama tapahtuu riippumatta
kaavojen mddristd (kunhan niitd on ainakin kaksi) ja siitd, mikd niistd valitaan
aloituskohdaksi.

Vastaavasti jos jossakin mahdollisessa tilanteessa jokin kaava; ei ole tosi, niin
mikiin kaava; ei ole tosi. Nimittdin jos vaikkapa kaavas ei ole tosi, niin myoskdin
kaavas ei ole tosi, koska, kuten juuri ndiimme, jos kaavas olisi tosi, my0s kaavas
olisi tosi. On selvéd ja matematiikassa yleisesti hyviksyttyi, ettd samoin kiy jos
kaavas:n ja kaavasz:n tilalla ovat mitkd tahansa kaksi kaavaa kaavoista kaavay, . . .,
kaava,,.

Olemme perustelleet seuraavan tuloksen. Kutsumme sitikin pikkulauseeksi,
koska sen perustelemiseksi riitti vedota helppotajuisella tavalla madritelmassi
2.16 symbolille "< ja sen ketjuttamiselle annettuun merkitykseen. Ei tarvittu
pitkdi eikd nerokasta paittelya.

Pikkulause 2.18 Jos n > 2 ja kaava, < kaava, < ... &
, niin kaava, < Joslisiksi 1 <i<njal < j<n,
niin kaava; < kaava; .

Tamai tulos muistuttaa paljon pikkulausetta 2.11. Nytkin lausekkeiden, ”="-
merkin ja yksittdisten tilanteiden sijaan pikkulause 2.18 késittelee kaavoja ”<-
merkilld muodostaen yhteenvedon kaikista mahdollisista tilanteista.

Tissd alaluvussa perustellaan esimerkin 2.15 jokainen péittelyaskel. Kun se
on tehty, kertoo pikkulause 2.18, ettd esimerkin ylin kaava on yhtépitdvid alimman

44



35.

36.

kanssa, eli 160437 =5t < ¢ = 80 . Se sanoo, ettd yhtdlon 160 + 37 = 5¢ juuret
ovat ¢ = 80 ja vain se.

Pikkulauseen 2.12 vastine kaavoille on kaava < kaava. Se on pétevi. Sille on
kuitenkin niin vihin kdyttod, ettd sitd ei kannata esittdd pikkulauseena. Ehka silti
kannattaa kiinnittdd huomiota seuraavaan eroon: jokaiselle kaavalle pitee kaava
& kaava, mutta lihtokohdan 2.9 (a) vuoksi on olemassa lausekkeita, joille lauseke
= lauseke ei ole tosi. Esimerkiksi § = § ei ole tosi.

Yhtisuuruuksia koskevia yhtipitivyyksia

Seuraavaksi muokkaamme pikkulauseen 2.10 sopivaksi <-pidittelyyn. Muok-
kaustarve tulee siitd, ettd pikkulause 2.10 puhuu yksittéisistd tilanteista, mutta
”4” tekee yhteenvedon jokaisesta mahdollisesta tilanteesta.

Pikkulause 2.19 Jos vasen ja ovat lausekkeita, niin
vasen = & = vasen .

Todistus. Tarkastellaan mitid tahansa mahdollista tilannetta. Pikkulauseen 2.10
vuoksi vasen = oikea jos ja vain jos oikea = vasen.

Niinpéd oikea = vasen on tosi tismilleen samoissa mahdollisissa tilanteis-
sa kuin vasen = oikea on tosi. Valitsemalla vasen <~ vasen = oikea ja oikea «~
oikea = vasen tuottaa madritelma 2.16 vasen = oikea < oikea = vasen . 0

Huomaa, ettd "vasen” ja "oikea” olivat tdssi todistuksessa kahdessa eri roolis-
sa: médritelmén 2.16 mukaisina ja pikkulauseen 2.19 mukaisina.

Mitkd &skeisen todistuksen ilmauksen “vasen «~ vasen = oikea” symboleista
edustavat lausekkeita ja mitkéd kaavoja?

Onko ensimmaéinen “mahdollisissa” tarpeen pikkulauseen 2.19 todistuksessa? En-
td jalkimmadinen “mahdollisissa”?

Esimerkin 2.15 viimeinen péittelyaskel on 80 =t < t = 80 . Se saadaan pikku-
lauseesta 2.19 valitsemalla vasen «~ 80 ja oikea «t.

Pikkulauseen 2.11 perustelussa todettiin, ettd jos toden yhtdsuuruusketjun jo-
kin lauseke saa jonkin arvon, niin jokainen lauseke saa saman arvon. Siitd seuraa
pikkulauseen 2.19 yleistys, joka sanoo, ettd yhtdsuuruusketjun osien jarjestykselld
ei ole vilii.

Pikkulause 2.20 Jos n > 2 jaiy,...,i, ovat 1,...,n mahdollises-
ti erl jarjestyksessd, niin lauseke| = lauseke, = ... = lauseke, <
lauseke;, = lauseke;, = ... = lauseke;, .
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Jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tosien yhtisuuruuksien lisiys ja poisto

Tarkastelemme seuraavaksi esimerkin 2.15 toista péittelyaskelta 160 4 37 — 3¢ =
5t —3t < 160 = 2t . Esimerkissd 2.15 se perusteltiin toteamalla, ettd laskettiin
160 4 3¢ — 3t = 160 ja 5t — 3t = 2¢. Ndytimme, miten saman ajatuksen voi esit-
tdd tiiviimmin. Perustelemme sen ja yleistimme perustelun pikkulauseeksi, jota
tulemme kédyttdmadn muissakin paittelyaskelissa.

Yhtisuuruudet 160 4 371 — 3t = 160 ja 5t — 3t = 2t eivit perustu mihinkédédn
tapauskohtaiseen tietoon vaan pelkéstiin reaalilukujen laskusdédntoihin, joten ne
ovat tosia jokaisessa tilanteessa. Siksi ne ovat tosia jokaisessa mahdollisessa tilan-
teessa. Télldisen tiedon kdyttaminen paittelyssd voidaan ndyttdd tiiviimmin kuin
esimerkissd 2.15 vaikkapa seuraavasti:

160+3t =5t < 160=160+3t -3t =5t -3t =2t « 10 =2

Siind 160 = 1604-3¢ — 3¢t = 5¢ — 3¢t = 2¢ yhdistd4 esimerkin 2.15 vaiheen 160+
3t — 3t = 5t — 3¢, laskelmat 160 +- 37 — 3¢ = 160 ja 5t — 3t = 2t seké vaiheen 160 =
2t. Sen, ettd

1604+3t -3t =5t—3t & 160=160+3t —3t =5t —3t =

on piatevd, voi madritelmédn 2.16 mukaan perustella osoittamalla, ettd jokaisessa
mahdollisessa tilanteessa, jossa toinen puoli on tosi, myds toinen on.

Olettakaamme ensin, ettd oikea puoli on tosi. Koska se on tosi, ovat kaikki
sielld mainitut yhtdsuuruudet tosia. Koska 160+ 3¢ — 3¢ = 5t — 3¢ on yksi niisti ja
koska se on sama kuin vasen puoli, on vasen puoli tosi.

Nyt olkoon vasen puoli tosi. Oikean puolen yhtdsuuruus 160+ 3¢ — 3¢ = 5t — 3¢
on tosi, koska se on sama kuin vasen puoli. Yhtdsuuruudet 160 = 160 + 3¢ — 3¢
ja 5t — 3t = 2t ovat tosia reaalilukujen laskusdidntdjen perusteella. Siksi oikean
puolen jokainen yhtdsuuruus on tosi.

Myos tarvitsee perustella, ettd

160 =160 +3r—3r=5r—3t = < 160 =

on pitevi. Jos sen vasen puoli on tosi, niin oikea puoli on tosi pikkulauseen 2.11
nojalla. Olkoon oikea puoli tosi. Yhtdsuuruudet 160 = 160 + 3¢ — 3¢ ja 5t — 3t =
2t ovat tosia reaalilukujen laskusidintdjen perusteella. Vield tarvitsee perustella
160 + 3t — 3t = 5¢ — 3¢. Yhtdsuuruusketjun 160 + 3¢ — 3t = 160 = 2t = 5t — 3¢
reunimmaiset yhtasuuruudet ovat tosia reaalilukujen laskusddntdjen perusteella,
ja keskimmdinen siksi, ettd oikea puoli on tosi. Pikkulauseen 2.11 nojalla 160 +
3t — 3t = 5t — 3t on tosi.

Vaikka edelld péiteltiin esimerkkitapauksesta, on yleispétevid, ettid yhtidsuu-
ruusketjun totuusarvo ei muutu kun sen mihin tahansa kohtiin lisitién tosia yh-
tdsuuruuksia. Sama pitee poistamiseen. Tamikin on hyddyksi niin usein, ettd se
kannattaa ilmaista pikkulauseena.
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37.

Pikkulause 2.21 Jos kaava keski on muodostettu kaavasta vasen
lisddmalld jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tosia yhtidsuuruuksia,
niin vasen < keski . Jos kaava on muodostettu kaavasta keski
poistamalla jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tosia yhtdsuuruuksia,
niin keski <

Jos molemmat ehdot toteutuvat, niin vasen < keski < . Pikkulauseen
2.18 ansiosta saa kirjoittaa vasen <

Esimerkin 2.15 vaihe 160 + 3¢ — 37 = 5t —3t & 160 = 2t saadaan pikku-
lauseella 2.21 valitsemalla vasen «~ 160 + 3t — 3t = 5t — 3¢t ja keski « 160 =
160 + 3t — 3t = 5t — 3t = 2t ja oikea «~ 160 = 2¢t. Lisityt yhtdsuuruudet ovat
160 = 160+ 3¢ — 3¢ ja 5t — 3¢t = 2t.

Néaytd ”«~"-merkinnélld, miten esimerkin 2.15 vaihe % = % < 80 =1 saadaan

pikkulauseella 2.21. Kerro lisétyt yhtdsuuruudet.

(Paattely)implikaatio

Vield on perustelematta 160 + 3t = 5¢ < 160437 — 3t = 5t — 3t ja 160 = 2t
& % 2’ . Siind tulee vastaan uusia ilmidité, joista puhumiseksi tarvitsemme
symbolin paattelyaskehlle muotoa “’jos vasen, niin oikea”.

Uusi symbolimme on muuten samanlainen kuin mééiritelméssi 2.16 kdyttoon
otettu ’<”, mutta yksisuuntainen. Nytkin, koska péittely tapahtuu usein oletusten
alaisuudessa, rajoitamme sen tarkastelemat tilanteet mahdollisiin. (Kuten sivulla
11 sanotaan, tilanne on mahdollinen jos ja vain jos se toteuttaa voimassa olevat

oletukset.) Niinpd otamme k#yttoon symbolin ”=-"" seuraavassa merkityksessa:

Madritelma 2.22 Olkoot vasen ja kaavoja. Ilmaus vasen
= tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jos-
sa vasen on tosi, myos on tosi. Sen nimi on implikaatio tai
pddttelyimplikaatio. Implikaatioketju kaava, = kaava, = ... =
kaava, , missi n > 3, tarkoittaa, etti jokainen siihen sisiltyvistid
implikaatiosta kaava; = kaava;y; , missi 1 <i < n, pitee.

Kuten vasen < oikea, myodskiin vasen = oikea ei ole kaava, vaan vertaa kah-
ta kaavaa. Emme sano my0skiin sitd todeksi, epidtodeksi emmekd miirittelemit-
tomaiksi, vaan pateviksi tai epapiteviksi.

Esimerkiksi x >3 = x+5 > 4 on pitevid implikaatio siitd huolimatta, ettid
kun x = 2, on sen oikea puoli tosi mutta vasen puoli epitosi. Ratkaisevaa on, ettéd
aina kun vasen puoli on tosi, pitdd my0os oikean puolen olla tosi. Esimerkissémme
on ndin, silld kun x > 3, pidtee x+ 35 > 8, joten silloin x+5 > 4, koska jokainen
kahdeksaa suurempi luku on myds neljdd suurempi.

Alla on kaksi esimerkkid epdpitevistd implikaatioista.
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x> =67 = x=6 -epipitevi, koska (—6)? = 36 = 6%, mutta —6 # 6
0-x=0-3 = x=3 epipitevd, koska0-2=0=0-3, mutta2 # 3

Implikaation vasen = oikea vastaesimerkki (counter-example) tarkoittaa mah-
dollista tilannetta, jossa vasen on tosi mutta oikea ei ole tosi. Yksikin vastaesi-
merkki riittdd tekemdidn implikaatiosta epapitevin. Toisaalta, jos implikaatiolla ei
ole ainoatakaan vastaesimerkkii, niin se on piteva.

Implikaation x*> = 6> = x=06 tapauksessa vasen « x> = 62 ja oikea <~ x =6.
Silld on vain yksi vastaesimerkki, nimittdin x = —6. Siind tilanteessa oikea eli
x = 6 ei tietenkéin ole tosi, mutta vasen eli x> = 6 on tosi, koska (—6)? = 36 = 62,
Tilanne x = 6 ei ole sille vastaesimerkki, koska siind oikea on tosi. Mikdin muu
tilanne kuin x = 6 ja x = —6 ei ole vastaesimerkki, koska siind vasen ei ole tosi.

Nédimme edelld, ettd kun x =2, on 0-x = 0- 3 tosi muttax = 3 ei ole tosi. Niinpa
x =2 on vastaesimerkki implikaatiolle 0-x=0-3 = x = 3. Silld on dédrettdomén
monta muutakin vastaesimerkkid, esimerkiksi x = 4 jax = 0. Itse asiassa jokainen
muu tilanne kuin x = 3 on sen vastaesimerkki.

Kun sanotaan ettd implikaatio on pitevid ilman ettd samalla mainitaan, mistid
tilanteista se muodostaa yhteenvedon eli minki oletusten alaisuudessa sen vdite-
tddn olevan pitevi, niin tarkoitetaan, ettd se on pétevi niiden oletusten alaisuudes-
sa, joiden alaisuudessa silld hetkelld ollaan. Kun halutaan sanoa, ettd implikaatio
on pitevd ilman mitiin oletuksia, voidaan sanoa “aina péteva”.

2

Toisinaan on hyodyllistd esittdd implikaatio oikealta vasemmalle. Sitd varten
otamme kayttoon symbolin ”<=". Ilmaus vasen < oikea tarkoittaa samaa kuin
oikea = vasen.

Mairitelmistd 2.22 ja 2.16 seuraa vilittomasti, ettd <" tarkoittaa samaa kuin
”="" vaadittuna molempiin suuntiin.

Pikkulause 2.23 Olkoot vasen ja kaavoja. Tdlloin vasen <
Jos ja vain jos sekd vasen = ettd vasen <«

Tiatad pikkulausetta kdytetddn paljon kahdella eri tavalla. Usein tiedetddn, ettd
vasen < oikea, ja paitellddn vasen = oikea. Osuuden “vasen < oikea” eli "oikea
= vasen” pois jattdminen on tdssd kdyttotavassa luvallista. Se on samankaltais-
ta kuin ettd siitd, ettd aurinko paistaa ja linnut laulavat, pditellddn, ettd aurinko
paistaa. Voidaan tehdd my®0s niin, ettd "vasen = oikea” jétetddn pois ja "oikea =
vasen” sdilytetddn. Jos aurinko paistaa ja linnut laulavat, niin linnut laulavat.

Toisessa kiyttotavassa tiedetddn sekd vasen = oikea ettd oikea = vasen, ja
paitellddn vasen < oikea. Varsinkin monimutkaisissa tapauksissa on tavallista,
ettd yhtapitdvyyttd vasen < oikea ei voida sujuvasti paitelld tyyliin vasen < vi-
livaihe < vilivaihe < ... < vilivaihe < oikea, mutta vasen = vilivaihe = . ..

48



= oikea ja oikea = vilivaihe = ... = vasen onnistuvat. Niinpd paitellddn jil-
kimmidiset, paitellddn niistd vasen = oikea ja oikea = vasen, ja tuotetaan niisté
vasen <> oikea pikkulauseella 2.23.

Seuraavat aiemmin mainitut epdpatevit yhtdpitivyydet ovat pitevid yhteen
suuntaan:

vasen oikea

K¥<4 = x+2<4
P77 = 2-1=7x-7
Ix>0x = 1>0

Implikaation x> <4 = x+2 <4 voi perustella toistamalla edelli olleen
taulukon. Télld kertaa tilanteet, joissa x < —2, eivit ole vastaesimerkkejd, silld
vasen = oikea sallii, ettid oikea on mutta vasen ei ole tosi.

|x< -2 2<x<2| x>2

x?> <4 | epitosi tosi epatosi
x+2<4 | tosi tosi epatosi
I 2_
Implikaatiosta *— ]' =7 = x*>—1="7x—7 saadaan seuraava taulukko.
| x=1 | x=6 | muut x:n arvot
= —_1] =7 ei tosi eikd epitosi | tosi epéitosi
¥—1=7x-17 tosi tosi epatosi

Koska 1x = x ja Ox = 0, on implikaation 1x > 0Ox = 1 > 0 vasen puoli tosi
tasmadlleen silloin kun x > 0. Jokaisessa sellaisessa tilanteessa myos 1 > 0 on tosi,
joten myds tdmi implikaatio on pétevi. Itse asiassa sen pitevyyden tarkastamises-
sa el olisi tarvinnut miettid, milloin 1x > Ox on tosi. Nimittdin 1 > O on jokaisella
x:n arvolla tosi, joten jokainen implikaatio muotoa vasen = 1 > 0 on piteva.
Jopa 1 <0 = 1>0 on pitevi!

Implikaatioketju

Pikkulauseen 2.18 ilmeisin vastine ’=>"":1le on seuraava:

Josn > 2ja kaavay = kaava, = ... = kaava, ,niin kaava, =
kaavay, . Jos lisdksi 1 <i < j <n, niin kaava; = kaava; .

Huomaa, ettd nyt tdytyy olla i < j, koska siité, ettd jokin kaava; on tosi, seuraa

(jos 1 <i < n), ettd kaava;1 on tosi, mutta ei valttimattd seuraa (vaikka 1 <i <n),
ettd kaava;_1 on tosi.
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Pikkulauseen 2.23 ansiosta yllad olevan voi yleistdi siten, ettd jos-osassa min-
ki tahansa yhden tai useamman ”=>" tilalla saa olla <. Tdmai yleistys on niin
hyodyllinen, ettd se kannattaa ottaa mukaan, kun tdmin kohdan asia esitetdin pik-
kulauseena.

Pikkulause 2.24 Josn > 2 ja kaava; =tis kaava, =tais ...
=< kaava, , niin kaava, = kaava, . Jos lisiksi 1 <i < j<n,
niin kaava; = kaava; .

Yhtisuuruuksia koskevia implikaatioita

Pikkulauseesta 2.11 voidaan johtaa vastaava =--versio.

Pikkulause 2.25 Jos n > 2, niin lauseke, = lauseke; = ... =
lauseke,, = lauseke| = lauseke,, . Jos lisiksi 1 <i<njal <j<n,
niin lauseke| = lauseke, = ... = lauseke, = lauseke; = lauseke; .

Todistus. Riittdd todistaa jilkimmaéinen viite, koska ensimmaéinen viite saadaan
siitd valitsemallai «~ 1 ja j <~ n.

Tarkastellaan mitd tahansa mahdollista tilannetta. Jos jokin lauseke; =
lausekej 1 €i ole tosi, missd 1 < k < n, niin lauseke; = lauseke; €i tarvitse olla

tosi. Muussa tapauksessa pikkulauseen 2.11 mukaan lauseke; = lauseke ; on tosi.
O

Seuraavaksi johdamme pikkulauseesta 2.14 ”=-"-version. Sitd varten jou-
dumme jo nyt kdyttdmiin sivulla 89 esiteltivid ilmausta ”[lauseke|”, joka tar-
koittaa, ettd tarkasteltavassa tilanteessa lauseke on mddritelty. Niinpd ilmaus
”[lauseke(vasen) | V [lauseke( )|” tarkoittaa, etti tarkasteltavassa tilantees-
sa lauseke(vasen), lauseke( ) tai molemmat on médritelty.

Pikkulause 2.26 Olkoon a muuttuja ja olkoot

lauseke(a), vasen ja lausekkeita.
Jos vasen = = [lauseke(vasen)| V [lauseke( )]
niin vasen = = lauseke(vasen) = lauseke( ).

Todistus. Tarkastellaan mitd tahansa mahdollista tilannetta. Jos vasen = oikea ei
ole tosi, niin lauseke(vasen) = lauseke(oikea) ei tarvitse olla tosi. Muussa tapauk-
sessa vasen = oikea on tosi, joten jos-osan vuoksi lauseke(vasen), lauseke(oikea)
tai molemmat on médritelty. Pikkulauseen 2.14 mukaan lauseke(vasen) =

lauseke(oikea). O
Paittelyaskeleen 160 =2t < % = % suunta ”=-" saadaan pikkulausees-
ta 2.26 valitsemalla lauseke(a) «~ § ja vasen « 160 ja oikea « 2t. Talldin
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38.
39.

40.

lauseke(vasen) on 160 ja lauseke(oikea) on % Jos-osa toteutuu, koska % on
maddritelty jokaisella t.n arvolla. Siksi niin-osa tuottaa 160 =2t = % = 2{ .

Suunta”<" eli % = % = 160 =2t ei onnistu pelkillad pikkulauseella 2.26,

vaan tarvitaan myos reaalilukujen laskusdintoja ja muita pikkulauseita. Valitse-

malla lauseke(a) « 2a ja vasen «~ 182 ja oikea «~ % pikkulauseesta 2.26 saadaan
% = % = 2. % =25 2t , silld 2 - 160 on maarltelty jokaisella 7:n arvolla. Re-

aalilukujen laskus’ciéinnbilla saadaan 160 2. % ja2- % = 2¢t. Koska nidmai kaksi
ovat tosia jokaisessa tilanteessa, pikkulauseella 2.21 saadaan

160 _ .2 _ . 160 _~ 20 _ —
2. =24 & 160=2-3=2-4 =2 & 160=2¢
Olemme perustelleet alla olevan piittelyketjun.
1022 o 2. 180 22.2 & 160=2-10=2.2 =2 & 160 =2t
Siitd saadaan 1§ =% = 160 =2 pikkulauseella 2.24.
Koska nyt on perusteltu sekd 160 =2t = % = % ettd % = % = 160 =

2t , pikkulause 2.23 tuottaa 160 =2 < 150 =2

Perustele 160+ 37 =5t = 160+ 3¢ —3r = 5t — 3¢ yksityiskohtaisesti.

Perustele 1604-37 —3¢r =5t —3t = 160+ 3¢ = 5¢ . Naytd piittelyketju ja mainit-
se kaytetyt pikkulauseet ja/tai muut perustelut. Ei tarvitse kdyttdd ~«"-merkintidd
eikd kertoa pikkulauseiden 2.23 ja 2.24 kidyttoa.

Yhdistdmalld kahden edellisen tehtdavin vastaukset pikkulauseella 2.23 saa-
daan 160+ 3t =5t < 160+ 3¢ — 3¢t = 5t — 3t . Nyt kaikki esimerkin 2.15 paét-
telyaskeleet on perusteltu.

Vaikka pikkulausetta 2.26 kéytettiin edelld yhtépitivyyksien 160 = 2t <
130 2 ja 160+ 3t =5t < 160+ 3t — 3t = 5t — 3t perusteluissa, on tirke-
aa mu1staa ettd pikkulause 2.26 ei tuota yhtédpitdvyyttd vaan vain implikaation.
On tapauksia, joissa yhtipitivyys ei piade, kuten x = 6 = x*> = 62, silli jos
x = —6, niin x> = 67 on tosi mutta x = 6 ei ole. Kun yhtipitivyys pitee, suunta
”<«=" vaatii oman perustelunsa. Suunta ”<" perusteltiin esimerkeissd 160 =2t <
% = % ja 16043t =5t < 160+ 3¢ —3¢t = 5t — 3¢ lisdamailld laskutoimitus, jo-
ka kumoaa suunnassa ”=-" lisdtyn laskutoimituksen vaikutuksen, ja osoittamalla
reaalilukujen laskusddnnéilld, ettd kumoaminen toteutuu.

Koska nollalla ei saa jakaa, on 160 =2t = % = % védrin. Jos se yritetdidn

perustella kuten edelld perusteltiin 160 =2t = % = % , niin mik& osa péattelyd

ei onnistu?
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Ei ole jyrkkid sdintojd sille, mitkd vélivaiheet péittelyssd pitdd nadyttdd. Jos
lukijan voi luottaa osaavan tehdi péittelyn helposti itsekin (eikd kyse ole esimer-
kiksi tentistd), niin vilivaiheita ei tarvitse ndyttdé lainkaan. T#ll6in esimerkin 2.15
tapauksessa riittdd kirjoittaa 160+ 371 =51 < t = 80.

Tentissd olennaista on ndyttdd sen verran vilivaiheita, ettd vastauksesta nékyy,
ettd vastaaja on paitellyt oikein. Usein hyvi tapa pikkulauseen 2.21 kaltaisessa ta-
pauksessa, joka on osa molempiin suuntiin jatkuvaa paittelyketjua, on jittdd vasen
ja oikea pois eli kirjoittaa vain keski. Alla on esimerkin 2.15 péittely esitetty siten.
Se ei vie paljoa tilaa, mutta silti esittdd 37:n viahentdmisen molemmilta puolilta ja
molempien puolten jakamisen kahdella sekd niistd aiheutuvat laskelmat.

160+ 3t = 5¢
& 160 =160-+3¢t — 3¢t =5t — 3t =2t
_ 160 2t
& 80="F=5=t
< =280

Aina tdytyy ndyttad selvisti, mikd on lopullinen vastaus. Siksi rivi "< ¢ = 80”
on tarpeen, vaikka sen kertoman asian nikee helposti edelliselti rivilti.

Myos on tirkedd ilmaista, esittddko yksi- vai kaksisuuntaisen tuloksen. On iso
ero silld, viitetddnko ldhtokohta = lopullinen vastaus vai ldhtokohta < lopul-
linen vastaus. Jos yhtdlon 160 4 3¢ = 5¢ ratkaisu jdd ’=-"-tasolle, niin vastaus
jattdd sanomatta, ettd muita juuria ei ole kuin ¢+ = 80. Toisaalta, jos kidsketddn esi-
merkiksi perustella etti (1 4x)3 > 1 4 3x kun x on vihintdin —1, niin x > —1
& (1+x)3 > 14 3x on varin. Nimittdin (1 +-2)3 = —1> -5=1+3-(-2)
vaikka —2 ei ole vihintidin —1.

Mahdottomasta seuraa miti tahansa

Mairitelmastd 2.22 seuraa my0s, ettd jos vasen ei ole tosi missdin mahdollisessa
tilanteessa, niin vasen = oikea on pitevi riippumatta siitd, mikéd kaava oikea on
jamilloin se on tosi. Siis esimerkiksi x=x+1 = x=42 onpitevidja 1 <0 =
1 =2 on pitevi ja x # % = § >y on pitevi.

Tamé on esimerkki asiasta, joka nidyttdd olevan yksi vaikeimmista logiikan
perusteiden opiskelussa: mahdottomasta seuraa mitd tahansa (principle of explo-
sion). Se ndyttdd tuottavan niin hulluja lopputuloksia, ettd niitd ei voi hyvaksya.
Mutta se ei tuota niitd oikeasti, vaan vain ndenndisesti. Esimerkiksi edelld 1 =2
luvataan vain niille tilanteille, joille 1 < O on tosi. Mutta sellaisia tilanteita ei
ole olemassa, joten 1 = 2 ei luvata millekéén tilanteelle. Yleisemmin, “mahdotto-
masta seuraa mitd tahansa” ei koskaan tuota todellisuuden vastaista johtopditosta,
koska siti ei koskaan padstid kdyttimiin todellisissa tilanteissa, koska se nimen-
omaan vaatii tilanteilta, joihin sitd sovelletaan, ettid ne ovat mahdottomia.
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Tiastd seuraa, ettd jos virheettomistd pédttelyaskelista koostuva péittely joh-
taa mahdottomaan lopputulokseen, niin se ei tarkoita, ettd lopputulos olisi todelli-
nen, vaan ettd paittelyn ldhtokohdissa on jotain mahdotonta. Tdmé on itse asias-
sa jokapdivdisessd kdytossd matematiikassa. Sielld esiintyy paljon niin sanottu-
ja ristiriitatodistuksia (proof by contradiction). Ristiriitatodistus toimii siten, etti
oletetaan, ettd se mikd halutaan todistaa ei olekaan tosi, ja péditellddn siitd ris-
tiriita. Koska saatiin mahdoton lopputulos, niin jossain tdytyy olla jotain vikaa.
Jos paittely kéytti vain pitevid padttelymenetelmid, niin vika ei voi olla muualla
kuin ldhtokohdassa. Lihtokohtana oli ”se mikéd halutaan todistaa ei olekaan tosi”.
Niinpi se on pielessd. Siksi se, miké haluttiin todistaa, onkin tosi.

Sen, ettd mahdottomasta seuraa miti tahansa, keksi tiettdvisti Guillaume de
Soissons 1100-luvulla. Se on kuluneiden vuosisatojen aikana osoittautunut luo-
tettavaksi. Siksi siind kannattaa pitdytyd. Siind ei ole muuta vikaa kuin se, ettd se
saattaa vaikuttaa oudolta.

Téstd asiasta kannattaa osata kdyttdad ainakin seuraavaa. Implikaatio on pitevé,
jos ja vain jos silld ei ole ainoatakaan vastaesimerkkid. Tilanne on implikaation
vastaesimerkKki, jos ja vain jos se on mahdollinen ja ldhtokohta on siini tosi, mutta
johtopditds ei ole siind tosi. Jos péittely johtaa hulluun lopputulokseen, se saattaa
silti olla itsessddn pitevd, mutta ldhtokohdissa on silloin jotakin vikaa.
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2.5 Toisen asteen polynomi ja toisen asteen yhtilo

nelidjuuri (square root) /-

77?7 Tdhén kohtaan tulee toisen asteen polynomin ominaisuuksia ja toisen as-
teen yhtilon ratkaiseminen nelioksi tiydentdmélld ja juurten summa ja tulo ja ehki
my0s kokonaislukukertoimisen ratkaiseminen tekijoitd kokeilemalla. Polynomin
kisite ja asteluku. Polynomin jako lausekkeella x — c¢. Polynomilla on korkeintaan
astelukunsa ilmoittama miéri nollakohtia.

Se, ettd yhtilolld ei ole yhtdédn juurta, voidaan merkitd yhtilo < F. Se, ettd
jokainen reaaliluku on yhtdlon juuri, voidaan merkitd yhtilo < T.

Miké on alla olevan kuvion ruskean (eli isoimman) nelion pinta-ala?

Miki on ylld olevan kuvion yhden kolmion pinta-ala?

Miké on edelld olleen kuvion sinisen (eli toiseksi isoimman) nelion pinta-ala il-
maistuna isoimman nelion ja kolmioiden pinta-alojen avulla? Sievennid saamasi
lauseke mahdollisimman yksinkertaiseksi.

Sinisen nelion pinta-ala on tietysti myds ¢2. Merkitsemilli timi yhtisuureksi
edellisen tehtdvén vastauksesi kanssa ja ilmaisemalla a, b ja ¢ suorakulmaiseen
kolmioon liittyvien késitteiden avulla saadaan kuuluisa Pythagoraan lause:

Lause 2.27 Suorakulmaisen kolmion suoran kulman vastaisen sivun

pituuden nelid on yhtisuuri kuin suoran kulman viereisten sivujen
pituuksien nelididen summa.

Ratkaise yhtilo xz;%l_z =-3.
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2.6 Reaalilukujen suuruusjirjestys

Reaalilukujen suuruusjérjestyksestd puhutaan symboleilla ”<” ja niin edelleen.
Niiden merkitys maédriteltiin ldhtokohdassa 2.9. Nyt tarkastellaan suuruusjérjes-
tyksen ominaisuuksia ja opetellaan ratkaisemaan suuruusjirjestykseen liittyvid
tehtivid.

Suuruusjérjestyksen perusominaisuudet, osa 1

Suuruusjirjestyksen miiritteleminen voidaan aloittaa mistd tahansa symbolista
<7, <, 7> tal ”>". Kun yksi niistd on médritelty, voidaan muut maéaéaritella
alla olevien yhtipitdvyyksien avulla. Symboli ”V” tarkoittaa “tai” ja” A tarkoittaa

99: .00

ja”.
Lihtdkohta 2.28 Jokaisella reaaliluvulla a ja b pitee:

@ a<b s a<bVa=b
b)a>b < b<a
(c)a<b < a<bNa#b
d a>b < b<a

Ei ole olennaista eroa siind, mikéd niistd médritellddn ensimmaiseksi. Valit-
semme ~ <. Reaalilukujen suuruusjérjestyksen kaikki ominaisuudet seuraavat al-
la luetelluista 1dhtokohdista.

Lihtdkohta 2.29 Seuraavat pitevit jokaisella reaaliluvullaa, b ja c.

(a) Tasmilleen yksi seuraavista on tosi: a < b, a =b tai b < a.
(b)a<b<c = a<c

(c)a<b & a+c<b+c

(d)a>0Ab>0 = ab>0

Kohta (a) sanoo, etti jos otetaan mitki tahansa kaksi reaalilukua, niin joko ne
ovat sama luku tai jompikumpi on toista pienempi. Matematiikassa esiintyy myos
viljempi késite osittainen jdirjestys (partial order). Se on muuten samanlainen,
mutta siind on mahdollista, etti joillekin a ja b mikdin vaihtoehdoistaa < b,a =b
ja b < a ei ole tosi. Osittainen jdrjestys sopii esimerkiksi vertaamaan henkildiden
jalkeldisyyttd: Charlotte on Diana:n jélkeldinen, koska William on Charlotte:n iséd
ja Diana:n poika, mutta William ei ole Camilla eikd Camilla:n jilkeldinen, eikd
Camilla ole William:n jélkeldinen.
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Mutta palataanpa takaisin reaalilukujen suuruusjérjestykseen. Kohta (b) sa-
noo, ettd suuruusjirjestys on transitiivinen (transitive). Transitiivisuus on arjesta
tuttu asia. Jos pulla maksaa enemmaén kuin keksi ja kakunpala maksaa enemmén
kuin pulla, niin kakunpala maksaa enemmaén kuin keksi. Jos Tarja on vanhempi
kuin Alexander ja Alexander on vanhempi kuin Sanna, niin Tarja on vanhempi
kuin Sanna. Transitiivisuudessa on kyse tista.

Vertailuketjuista

Usein samassa vertailuketjussa esiintyy useampaa kuin yhté eri vertailuoperaat-
toria. Esimerkiksi jos ketjussa esiintyy sekd "< ettd ”<” mutta ei muita, niin
voidaan péitelld, ettd ketjun viimeinen arvo on suurempi kuin ensimmaéinen. Va-
semmalta oikealle mentdessd kunkin ”<” kohdalla arvo joko kasvaa tai sdilyy
ennallaan, ja kunkin ”<” kohdalla se kasvaa. Koska luvattiin, ettd ”<” esiintyy
ketjussa, arvo kasvaa ainakin kerran.

Vertailuketjussa esiintyvi yhtdsuuruus ei muuta ketjusta tehtivissé olevaa joh-
topdatostd. Jos ketjussa esiintyy vastakkaissuuntaisia vertailuja kuten ”<” ja ”>",
ei ketju anna perustetta péitelld ensimmadisen ja viimeisen arvon suhteesta mitién.
Jos esimerkiksi x < 7 > 3, niin x voi olla yhtd hyvin 6 tai 3 tai 1, joten se voi olla
suurempi, yhtisuuri tai pienempi kuin 3.

Seuraavassa pikkulauseessa on lueteltu vertailuketjuista tehtdvissa olevat joh-
topditokset riippuen siitd, mitd vertailuoperaattoreita ketjussa esiintyy. Pikku-
lauseen taulukkoa ei kannata yrittdd opetella ulkoa, vaan se kannattaa lukea ri-
vi kerrallaan ja kunkin rivin kohdalla miettid, miksi se pitdd paikkansa. Niin toi-
miminen lisdd todenndkoisyyttd, ettd syntyy kyky paitelld taulukon rivit itse aina
kun tarvitsee jotakin niistd. Se on pitkélld aikavélilld luotettavampaa ja monikiyt-
toisempdd osaamista kuin taulukon muistaminen ulkoa.

Pikkulause 2.30 Tarkoittakoon ”vo” miti tahansa symboleista <,

T =", 72> Ja 7>". Jos n > 2 ja vertailuketjussa lauseke; voq
lausekey voy ... vo,_1 lauseke, ei esiinny muita vertailuoperaatto-
reita
kuin joista ainakin yksi on niin
<, <ja= < lauseke| < lauseke,,
<, <ja= lauseke; < lauseke,,
= lauseke; = lauseke,,
>, >ja= lauseke; > lauseke,,
>, >ja= > lauseke, > lauseke,,

Emme ole vield miiritelleet miti vertailuketju tarkoittaa, vaan olemme koh-
delleet itsestddn selvind, ettd se tarkoittaa sitd, ettd ketjun jokaisen vertailun véi-
tetddn olevan tosi. Asia lienee niin tuttu, ettd sen itsensd vuoksi on tuskin tarpeen
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46.

maédritelld sitd sen enempidd. Mutta on hyoddyllistd nihdd, miten matematiikassa
maidritellddn tdllaisia asioita. On helpompaa ymmairtdd se kun méiriteltdva asia
on jo tuttu.

Vertailuketjun merkitys voidaan méiritelld siten, ettd pitemmén vertailuket-
jun merkitys maiiritelldan lyhyemmin vertailuketjun avulla. Se on esimerkki
rekursiosta (recursion) eli siitd, ettd isompi jokin tehdddn pienemmin avulla. Re-
kursiolle tarvitaan perustapaus (base case) eli pieni tapaus, joka on médritelty
muuten kuin vield pienemmaén avulla. Vertailuketjun perustapaus muodostuu yh-
desti vertailusta. Se médriteltiin 1dhtokohdassa 2.9. Rekursiivinen tapaus voidaan
maédritelld néin:

Maaritelma 2.31 Tarkoittakoon “vo” mitd tahansa symboleista
7’<”’ 7’§”’ 7’:”’ ”27’ ja ”>7” ja Olkoon n Z 2. Télldin

lausekej voy ... vo,_ vo, lauseke,
tarkoittaa samaa kuin

lauseke; voy ... vo,_| A vo, lauseke, 1 .

Miksi médritelméissd 2.31 tarvitaan vaatimus n > 27

Toisinaan vertailuketju joudutaan katkaisemaan kahteen osaan. Kuten seu-
raavassa pikkulauseessa sanotaan, se tapahtuu toistamalla katkoskohdassa oleva
lauseke ja laittamalla osien véliin ”A”. Erona maéritelméin 2.31 on, ettd nyt kat-
koskohta saa olla muuallakin kuin viimeisen vertailun alussa. Pikkulauseen 2.32
voisi todistaa ldhtokohdasta 2.31, mutta todistus olisi pitki, tylsd, hyodyton varsi-
naisen asian ymmartdmisen kannalta ja tuskinpa hyodyllinen edes méérittelemis-
ja todistustekniikoiden opiskelun kannalta. Siksi jatimme sen tekemdtta.

Pikkulause 2.32 Tarkoittakoon ’vo” miti tahansa symboleista <",
< Y= 7> ja ”>", ja olkoon 1 < i < n. Tllsin
lauseke; voy ... vo,_; A VO; ... VO,_ lauseke,

tarkoittaa samaa kuin lauseke; vop ... vo,_ lauseke,, .

Miksi pikkulauseessa 2.32 ei tarvitse mainita vaatimusta n > 3, vaikka médritel-
massd 2.31 tarvitsi vaatia n > 2?7 (Ndmi vaatimukset vastaavat toisiaan, koska
viimeisen lausekkeen indeksi on toisessa n ja toisessa n+ 1.)

Suuruusjirjestyksen perusominaisuudet, osa 2

Lihtokohdassa 2.29 (c) luvataan, ettd suuruusjirjestys kayttdytyy yhteenlaskussa
olennaisesti samoin kuin yhtdsuuruus. Siitd seuraa, ettd epdyhtdlod muokatessa
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saa kummallekin puolelle lisdtd saman luvun. Siis saa paitelld vaikkapa x >3 =
x+2>3+2. Koska luvun lisdyksen voi kumota vihentdmalla lisdtyn luvun eli
lisddmalld lisdtyn luvun vastaluvun, saa paitelld myos x >3 < x+2>3+42.
Yhteensd ndistid tulee x >3 & x+2>342.

Havainnollistaaksemme edelld sanottua, osoitamme yksityiskohtaisesti erdin
yleisesti tunnetun yhtépitivyyden, nimittdin sen, etti a <0 & —a >0:

| a<0

) & a <0 ldhtokohta 2.29 (c)
3 & 0=a—a<0—a=—a pikkulause2.21

T 0< —a pikkulause 2.21

s & —a>0 lahtokohta 2.28 (d)

Alaraja, ylidraja, tarkka alaraja ja tarkka ylaraja

Usein lauseketta verrataan lukuun tai yhdenlaista lauseketta verrataan toisenlai-
seen, jossain mielessd yksinkertaisempaan lausekkeeseen. Voidaan esimerkiksi
sanoa "x* +5 > 2" tai "x2 +5 > 57 tai Pjos3<x< 8§, niny<x+y< 84y
Lausekkeet y ja 8 +y ovat sikili yksinkertaisempia kun x + y, ettd ne riippuvat
vain y:sti.

Lauseke lauseke; on lausekkeen lauseke, alaraja (lower bound), jos ja
vain jos jokaisessa mahdollisessa tilanteessa lauseke; < lauseke,, eli lauseke, >
lauseke. Yldiraja (upper bound) méadritellddn vastaavasti, mutta ”>"" ja ”<” ovat
vaihtaneet paikkaa. Esimerkeissimme 2 on lausekkeen x” 4 5 alaraja, myds 5 on
sen alaraja, y on lausekkeen x + y alaraja ja 8 +y on sen yldraja.

Kuvittele, ettd Pihtiputaan mummo on rautatieasemalla ja aikoo nousta junaan,
jonka pitdisi ldhted Jyviskylddn kello 9:30. Kello 9:25 kuulutetaan, ettd juna Jy-
viskylddn on myohissi ja sen arvioitu ldhtoaika on kello 9:47. Mummo kiy os-
tamassa luettavaa ja palaa kello 9:43. Mummon kannalta olisi ikdvad, jos juna
olisi lahtenyt tilla vélin. (Suomessa niin voi kdyda, silld arvioitu ldhtdaika on vain
arvio.) Siksi olisi hyvé, jos olisi varmaa, ettd juna ei lihde ennen arvioitua l4h-
toaikaa. Toisin sanoen, olisi hyvi, jos arvioitu ldht6aika olisi alaraja todelliselle
ldhtoajalle.

Toisaalta, myodskddn kovin paljon liian varhaisen ajan ilmoittaminen arvioi-
duksi ldhtoajaksi ei olisi hyvé, silld silloin mummo pelkiisi turhaan, ettd ei ehdi
kdydd ostamassa luettavaa. Mummon kannalta paras arvioitu ldhtdaika olisi myo-
hiisin aika, josta silld hetkelld kdytettdvissd olevan tiedon valossa on varmaa, etti
juna ei ldhde ennen sitd. Alaraja on tarkka alaraja (sharp lower bound), jos ja
vain jos se lakkaa olemasta alaraja jos sitd yhtddn suurentaa. Olisi siis hyvi, jos
arvioitu ldhtoaika olisi tarkka alaraja todelliselle ldht6ajalle. Tarkka yldraja (sharp
upper bound) méadritellddn vastaavasti, mutta ”>"" ja ”’<” ovat vaihtaneet paikkaa.
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48.

49.

50.

S1.

Esimerkeissimme 2 ei ole mutta 5 on lausekkeen x? + 5 tarkka alaraja. Ole-
tuksen 3 < x < 8 alaisuudessa y on lausekkeen x + y alaraja mutta ei tarkka ala-
raja. Tarkka alaraja on 3 4 y. Samalla oletuksella 8 +y on lausekkeen x + y tark-
ka ylédraja. Vaikka luvattiin, ettd x < 8, ja siksi pitee x +y < 8 4y, ei esimerkiksi
7,99 +y olisi lausekkeen x + y yldraja. Nimittdin vaikka 7,995 toteuttaa x:n ehdon,
eix+y <799 +yole tosi kun x = 7,995.

Jos alaraja olisi méiritelty symbolin ”<” tai ”>" eikd ”<” tai ”>" avulla,
ei tarkan alarajan kisite toimisi. Silloin esimerkiksi 5 ei olisi lausekkeen x* + 5
alaraja, koska 5 ei ole pienempi kuin x*> + 5 kun x = 0. Toisaalta 4,9, 4,99, 4,999
janiin edelleen olisivat sen alarajoja. Niinpi tarkkaa alarajaa ei olisi olemassa.

Esimerkki tarkkojen ala- ja ylidrajojen péiattelemisestéi

Seuraavien kysymysten tarkoitus on harjoitella edelld olleiden asioiden kayttod
paittelyssi. Tavoitteena on saada vastaukset niin tarkasti oikein, ettd esimerkiksi
”<” ei ole vaihtunut ”<:ksi. Jos néet lopullisen vastauksen suoraan, niin vas-
taa silti alla oleviin kysymyksiin vaihe vaiheelta kuten niissd kédsketddn. Vertaa
suoraan nidkemddsi vastausta mallivastaukseen vasta sitten.

Aurinkoisella ajelulla sivutietd pitkin vastaan tuli kyltti, jossa luki "Logiikkalahti
17 ja ”Matikkamaki 12”. Luvut ovat etdisyyksid kilometreind pyoristettyna alas-
pdin ldhimpédéin kokonaislukuun. Merkitse kyltin tarkkaa etdisyyttd Logiikkalah-
desta x:114 ja Matikkamdestd y:114. Ilmaise kyltin etdisyys Logiikkalahdesta ver-
tailuketjuna.

Ilmaise etdisyys Matikkaméesti vertailuketjuna. Vihenni kaikilta puolilta y. Li-
sdi tal vdhennd vakioita ja jéarjestd lopputulos uudelleen pikkulauseen 2.32 avulla
siten, ettd keskelld on —y. Esitd pédttelyn rakenne symboleilla ”<”, =" ja/tai
”<«<="_ FEi tarvitse viitata lihtokohtaan 2.29 eiké pikkulauseeseen 2.30 eikd muuhun

sellaiseen.

Tavoitteena on paitelld Logiikkalahden ja Matikkamien vilinen etdisyys niin tar-
kasti kuin pystytddn. Lisdd edellisen tuloksen joka puolelle x. Sdilytd x — y ennal-
laan, mutta korvaa muut saamasi lausekkeet ala- ja/tai ylérajoilla, jotka saadaan
korvaamalla x aikaisemmin saaduilla ala- ja ylédrajalla. [lmaise vastaus vertailu-
ketjuna, jossa muut lausekkeet kuin x — y ovat pelkkid lukuja. Kuten edelli, kdyti
symboleita ’<”, ’=-" ja/tai ”<", eiké piittelyaskelia tarvitse perustella.

Jonkin matkan piissd vastaan tuli kyltti, jossa luki "Logiikkalahti 9” ja "Matikka-
miki 3”. Merkitse kylttien tarkkaa etdisyyttd toisistaan d:114. Mitka ovat Logiikka-
lahden ja Matikkamien etdisyydet tédstd kyltistd ilmaistuna d:n ja edelld kdyttoon
otettujen x:n ja y:n avulla?

Paittele Logiikkalahden ja Matikkamdien vilinen etdisyys niin tarkasti kuin pel-
kistddn tdmin kyltin perusteella on mahdollista. Pidttelyid ei tarvitse esittdd yh-
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52.

53.

td yksityiskohtaisesti kuin edelld. Riittdd, ettd ndytédt sen verran vilivaiheita, ettid

padttelyn kulku kdy ilmi, ja ettd kdytédt symboleita ”<”, "= ja/tai ”<=" oikein.

Miti voidaan piaitelld Logiikkalahden ja Matikkaméen vilisesti etdisyydesti yh-
distamalld tdmin ja edellisen kyltin antamat tiedot?

Mité voidaan péitelld ndiden kahden kyltin vélisestd matkasta? Vastaukseksi riit-
tad pelkka lopputulos.

Suuruusjérjestyksen perusominaisuudet, osa 3

Toisin kuin yhteenlaskussa, suuruusjérjestys kayttiytyy kertolaskussa olennaises-
ti eri lailla kuin yhtdsuuruus. Kuten kohta kisittelemme tarkemmin, negatiivisella
luvulla kerrottaessa vertailun suunta pitdd kaantid. Siitd seuraa, ettd suuruusjérjes-
tystd ei voi soveltaa lausekkeen sisilld ollenkaan yhti yleisesti kuin yhtdsuuruutta
VOi.

Tulemme pian tarvitsemaan yhtédpitdvyytti a <0 A b <0 & —a >0 A
—b > 0. Yhtépitdvyys a <0 < —a > 0 lienee tuttu ja osoitettiin edelld. Yhti-
pitdivyys b <0 < —b > 0 on olennaisesti sama, siind on vain kédytetty nimed
b edustamaan mité tahansa reaalilukua, kun alun perin nimi oli a. Haluaisimme
paitelld niin:

| a<0OADb<O
: & —a>0Ab<0 koska a <0 & —a>0
3 & —a>0A-b>0 koska b<0 & —b>0

Voisi luulla, ettd minki tahansa kaavan minki tahansa osan saa korvata yhté-
pitavilld osalla, jolloin saadaan alkuperdisen kanssa yhtépitivia kaava. Ikdvi kylld
se ei ole totta. Ongelma ilmenee silloin kun lausekkeet voivat olla méérittelemit-
tomid. Esimerkiksi x # 0 < x]_Z > 0 on pitevd, mutta jos sitd sovelletaan viittee-

seen muotoa “’ei kaava’ ja kdytetddn ldhtokohtaa 2.9, saadaan x =0 < é <0,
joka on selvisti vidrin. Jollei tidtd ongelmaa olisi, voisi tdma kirja olla huomatta-
vasti lyhyempi!

Vaikka edelld a ja b ovat muuttujia eivitkd niin ollen voi olla médrittelemét-
tomid (ldhtokohta 2.8), olisi vaarallista vain vedota siihen ja unohtaa koko asia.
Vaarana on, etti ennemmin tai myohemmin a:n tai b:n tilalle laitetaan lauseke,
joka voi olla médritteleméton, ja saadaan véard tulos. Tarvitaan sddnto, joka on
patevi silloinkin, kun lausekkeet voivat olla mééarittelemattomia.

Onneksi sellainen sddntd on olemassa: yhtédpitivyyden soveltaminen isomman
kaavan sisélld on sallittua silloin, kun yhtépitdvyyden soveltamiskohta isommassa
kaavassa ei ole muiden symbolien alaisuudessa kuin ”A” ja ”V”. Tami tullaan
ilmaisemaan pikkulauseena 3.10. Se antaa luvan soveltaa yhtépitivyyttd a < 0
& —a >0 kaavan a < 0 A b <0 osaan a < 0, sekd yhtédpitavyyttd b < 0 <
—b >0 kaavan —a >0 A b <0 osaanb < 0.
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55.

Lihtokohdassa 2.29 (d) puhutaan vain positiivisten lukujen kertolaskusta. Jos
kertolaskun molemmat osapuolet ovat negatiivisia, niin tulos on silloinkin positii-
vinen. Tdmai on hyvin helppo osoittaa tihdn mennessi saaduista tiedoista ja siitd,
ettd (—a)(—b) = ab:

| a<0 AN b<O

: & —a>0 A —b >0 osoitettiin edelld

3 = (—a)(=b) >0 ldhtokohta 2.29 (d)

s+ & ab=(—a)(—b)>0 ab = (—a)(—D), pikkulause 2.21
s & ab >0 pikkulause 2.21

Jokseenkin kaikki yli kymmenvuotiaat ihmiset tietdvit, ettd 1 > 0. Silti on
mielekistd kysyi, seuraako se tihidn mennessi esittimistimme ldhtokohdista, vai
pitddko se esittdd omana ldhtokohtanaan. Vastaus on: “siltd véliltd”. Lihtokoh-
tiin tarvitaan jotakin varmistamaan, ettd 1 # 0. Tavallisesti se tehddin sanomalla
erikseen, ettd 1 # 0. Mekin teemme niin: tdssé kirjassa 1 # 0. Jos tdmén jilkeen
osoitamme, ettd 1 < O ei ole totta, niin ldhtokohta 2.29 (a) ei jati jéljelle muuta
mahdollisuutta kuin 1 > 0.

Osoita, ettd 1 < 0 ei ole totta. Tdhdn mennessi saaduilla tiedoilla se onnistuu hyvin
helposti.

Tapaus, jossa ensimmadinen kerrottava on positiivinen ja jadlkimmaéinen on ne-
gatiivinen, on huomattavasti hankalampia tutkia. Osoitamme, etti a >0 A b <0
= ab < 0. Oletamme yhteen- ja kertolaskuja koskevat yhtdsuuruudet tutuiksi,
mutta muut yksityiskohdat kisittelemme huolellisesti.

1 a>0Ab<0
2 a>0AN—-b>0 pikkulause 3.10
3 a(—=b) >0 lahtokohta 2.29 (d)

0 <a(—b)=—ab  ldhtokohta 2.28 (d), pikkulause 2.21
ab < —ab+ab =0 ldhtokohta 2.29 (c), pikkulause 2.21
ab <0 pikkulause 2.21

Vield puuttuu a <O A b >0 = ab < 0. Se on hyvin helppo johtaa tiedosta
a>0Ab<0 = ab <0 kiyttden apuna reaalilukujen yhteen- ja kertolaskuja
koskevia yhtdasuuruuksia.

teo L e

Osoita, ettdi a<OA b >0 = ab<0.

Jompikumpi tai molemmat kerrottavista voi tietenkin olla my0s nolla. Ku-
ten hyvin tiedetddn, silloin kertolaskun tuloskin on nolla (olettaen, ettd toinenkin
kerrottava on midritelty). Tdméa nidkyy esimerkiksi siten, ettd a <O A b >0 =
ab < 0. Ei voida luvata ab < 0, jos b voi olla nolla.

Nyt voidaan péitelld a >0 = é > ( kdyttéden sitd tosiasiaa, ettd a # 0 =
a- % = 1. Olkoon a > 0. Téll6in a # 0, joten é on madritelty. Jos olisi % =0,
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niin olisi @ -1 = 0. Jos olisi

- < 0, niin olisi a - é < 0. Mutta kumpikaan néisti
ei ole mahdollinen, koska a- - =1 > 0. Lahtokohta 2.29 (a) ei jiti jdljelle muuta
vaihtoehtoa kuin 1 > 0. Siksi 1 > 0.

Epidyhtiloitd kisiteltdessd tulee usein tapauksia, ettd on piitelty esimerkik-
si vasen < oikea ja sen molemmat puolet tarvitsee kertoa samalla negatiivisella

lausekkeella. Sellaiset saa kédsiteltyd seuraavan esimerkin tyylisesti.

Q= =

Esimerkki Olkoon ¢ < 0. Ensin perustellaan a < b = ac > bc:
a<b < a—-b<0= (a—b)c>0 & ac—bc>0 & ac>bc
Sitten perustellaan a < b < ac > bc:

ac>bc & bc—ac<0 < (b—a)c<0
= (b—a)c-1>0e b-a>0 a<b

Pikkulause 2.23 tuottaa néistd a < b < ac > bc. O

Kun tdmién osaa, niin ei tarvitse muistaa valtavaa madrii sddntojd eri tapauk-
siin. Heitd varten, jotka kuitenkin mieluummin opettelevat eri tapaukset ulkoa, ne
on lueteltu seuraavassa pikkulauseessa.

Pikkulause 2.33 Jos oheisen taulukon vasemmasta reunasta ja yli-
riviltd valitut kaavat ovat tosia, niin niitd vastaavien rivin ja sarakkeen
leikkauskohdan kaava on tosi.

c<0 c<0 c#0 c>0 c>0
a<b|ac>bc ac>bc ac#bc ac<bc ac<bc

a<b|ac>bc ac>bc ac <bc ac<bc
a#+b | ac=#bc ac # bc ac # bc
a>b | ac<bc ac<bc ac > bc ac > bce

a>b|ac<bc ac<bc ac#bc ac>bc ac>bc

Siitd, ettd kertolaskun tapauksessa vertailun suunta voi vaihtua, seuraa, et-
td pikkulauseen 2.14 vastine suuruusjirjestyksille ei pidde. Toisin sanoen, vaik-
ka lausekkeen saa korvata yhtdsuurella lausekkeella toisen lausekkeen sisilld ja
tulokseksi saadaan (mikili tulos on mééritelty) yhtdsuuret toiset lausekkeet, ei
lauseketta saa korvata vaikkapa pienemmalld lausekkeella toisen lausekkeen si-
sdlld paitsi poikkeustapauksissa. Esimerkiksi siitd, ettd x > 3 ei saa noin vain pai-
telld lauseke(x) > lauseke(3), silld jos lauseke on vaikkapa 10 — x ja x = 6, on
x > 3 tosi mutta lauseke(x) > lauseke(3) viittdd 10— 6 > 10—3 eli 4 > 7, joka ei
ole tosi.
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57.

38.

Miti silloin tehdéén, kun kertoja on lauseke, joka ei ole kaikissa mahdollisissa
tilanteissa positiivinen tai nolla, eiki kaikissa mahdollisissa tilanteissa negatiivi-
nen tai nolla? Silloin voidaan jakaa pdittely enintddn neljddn haaraan sen mukaan,
onko kertoja negatiivinen, nolla, positiivinen vai méiritteleméaton.

Epéyhtiloiden ratkaisemisesta

Seuraava esimerkki ndyttdd, miten epayhtidlon voi ratkaista jakamalla paittely haa-
roihin. Yhdessd haaroista syntyy méérittelemiton lauseke, joten ldhtokohdan 2.9
(e) vuoksi siitd ei tule juuria. Kahdessa muussa haarassa epdyhtilo muokataan
muotoon, jossa kertolaskun tulosta verrataan nollaan. Siten pdéstidin padttelemiin
vastaus ldhtokohdan 2.29 (d) ja siitd edelld johdettujen tulosten avulla. Niméa haa-
rat ovat pitkdn matkaa niin samanlaiset, ettd osan jilkimmadisestd voi ndyttdd kol-
mena pisteend.

. . . . 1 xX2—1
Esimerkki 2.34 Ratkaise epiyhtilo = < 8.

* Josx<2,0nx—2<0,joten £=1 <8 & x2—1>8(x—2)

S 2 -8x+15>20 & (x—3)(x—5)>0 & x<3Vx>5 & x<2.

* Josx>2,0nx—2>0,joten =1 <8 & 2 —1<8(x—2)
& X -8x+15<0 & (x—3)(x—5)<0 < 3<x<5.

-1

——5 on médritteleméton.

* Josx=2,onx—2=0, joten

Vastaus: ’f’21§8(:)x<2\/3§x§5. O

Miksi edelld voitiin pditellda x <3 Vx>5 & x<27?

Reaalilukujen tapauksessa vdli (interval) on reaalilukujoukko muotoa a < x <
b, a < x < b, a < x janiin edelleen, missi a ja b ovat vakioita.

Erilaisia reaalilukujen vilejd on kaikkiaan yhdeksdd eri muotoa. Luettele loput
kuusi.

Miten yksittdinen reaaliluku r voidaan ilmaista vilind?

On melko tavallista, ettd epdyhtédlon ratkaisujoukko koostuu pienestd madrasta
vilejd. Silloin epdyhtédlon juurten testaamisen voi aloittaa tunnistamalla muuttu-
jan arvot, jotka saattavat olla téllaisten vélien alku- tai loppukohtia. Yleisimpid
sellaisia ovat arvot, joissa jakaja, nelidjuuren argumentti tai logaritmin argumentti
saavat arvon nolla, seki epdyhtilod vastaavan yhtdlon juuret.

Kannattaa testata jokainen tdllainen arvo. Sen jédlkeen kannattaa testata jokin
pieninti tillaista arvoa pienempi arvo, jokin suurinta tillaista arvoa suurempi arvo,
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seki jokaiselle kahdelle perikkdiselle téllaiselle arvolle jokin arvo niiden vilista.
Niiden arvojen valinnassa saa suosia sellaisia, joilla laskut on helppo tehdi. Jos
epdyhtidlon jompikumpi puoli on testattavalla muuttujan arvolla mééritteleméton,
ei vastakkaista puolta tarvitse laskea.

Seuraavassa esimerkissi testataan esimerkin 2.34 lopputulos.

- - el oo . 2— . . ssee . . .
Esimerkki Yhtilolld = _2' = 8 ei voi olla enempid kuin kaksi juurta, koska
kertomalla nimittdjd pois siitd tulee toisen asteen yhtild. Ainoa kohta, jossa siind
esiintyy madritteleméaton lauseke, on x = 2.

testiarvox | 0 2 23 34 5 7
vasen % ei madritelty 1 0% 8 7% 8 9%
oikea | 8 8 8 8 8 8

vasen < oikea | tosi ei kumpikaan epétosi tosi tosi tosi epitosi []

”Merkkikaavio” tarkoittaa taulukkoa, jossa lukusuora on pilkottu ylld kuva-
tulla tavalla vileihin ja jokaisesta katkoskohdasta ja jokaisesta katkoskohtien vi-
lisestd osuudesta on merkitty, onko tarkasteltava lauseke siini nolla, positiivinen,
negatiivinen vai médritteleméton. Edelld kuvattu testausmenetelmé on melkein sa-
ma asia kuin merkkikaavion laatiminen. Merkkikaaviota varten kaikki pitdd siir-
tdd samalle puolelle, mutta siitd syntyva ero on pieni: sen sijaan, ettd verrataan
esimerkiksi onko vasen < oikea, verrataankin onko vasen — oikea < 0.

Merkkikaavion laatimista voi kdyttdd myods epdyhtidlon ratkaisumenetelmina.
Kiytidnnossi se johtaa jokseenkin samoihin laskelmiin kuin ylld kuvattu tapa. Jos
lauseke on pelkkéd polynomi tai polynomi jaettuna polynomilla, ovat katkoskohtia
nédiden polynomien nollakohdat ja vain ne. Merkkikaaviomenetelmin kayttod titi
monimutkaisemmissa tapauksissa ei tdssd kohdassa késitelld, koska katkoskohtien
Ioytdmiseen liittyy asia, jota ei ole vielid késitelty (se on “’jatkuvuus™).

21

Esimerkiksi epédyhtdlon == < 8 voi ratkaista merkkikaavion laatimalla ndin:

X
xX—

Esimerkki Ensin muokataan epdyhtilé muotoon, jossa toisella puolella on jako-
lasku ja toisella puolella nolla:

-1 =1 X—1-8x+16 x> —8x+15
2 S8 e i 80 e /5 <0 e 557 <0

Sitten etsitddn osoittajan ja nimittdjan nollakohdat:

X—8x+15=0< ... & x=3Vx=5
x—2=0& x=2
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Laaditaan merkkikaavio:

testiarvo x | 0 2 21 3 4 5 7
merkki ‘ — eimaddritelty + 0 — 0 +

Lopuksi kirjoitetaan vastaus. Koska vertailuna on ”<’, mukaan otetaan ne, joissa
merkki on ”—"" tai ’0”.
Vastaus: x <2Vv3<x<5 O

Ratkaise epéayhtilo % > x — 5. Testaa saamasi juuret.

Ratkaise epayhtdlo v/x+7 > x — 5. Testaa saamasi juuret.

Esimerkkeja

Tekniikassa, fysiikassa ja arjessa ei aina tarvita lausekkeen tarkkaa arvoa, vaan
riittdd, ettd saadaan hyvi likiarvo — varsinkin jos on varmaa, ettid se poikkeaa
tarkasta arvosta esimerkiksi enintdéin yhden prosentin. Sen ansiosta lausekkeita
voidaan korvata yksinkertaisemmilla. Likiarvoilla, joiden voidaan osoittaa olevan
annettua rajaa tarkempia, on my0s keskeistikin keskeisempi rooli raja-arvoille ja
derivaatoille, jotka ovat erittdin tirkeitd matematiikassa ja sen sovelluksissa.

Esimerkki 2.35 Esimerkkini hyvisti likiarvoista osoitamme, ettd kun x > 100,
poikkeaa )]—C luvusta xﬁ enintiin yhden prosentin, ja poikkeama on ylospdin. Koko
tdm4a esimerkki on oletuksen x > 100 alaisuudessa.

Ensiksi osoitamme, etti )ﬁ < }—C

1 0«1
» & x<x+1 lisdtty x molemmille puolille, 2.29 (c¢)
1
3 = P
4 = x(xil) lavennettu x:114, x # 0 koska x > 100
s < x&i'n rivilti 2 jaettu x(x + 1):114, x(x+ 1) > 0 koska x > 100
6 = )1_( supistettu (x+ 1):114, x+ 1 # 0 koska x > 100

Rivien 4 ja 6 yhtdsuuruudet seuraavat reaalilukujen laskusddnnéistd, ja lupa
lisdtd ne keskelle pééttelyketjua saadaan pikkulauseesta 2.21. Rivin 5 yhtidsuuruus
seuraa rivistd 2 pikkulauseella 2.33. Rivin 3 alussa on ”=-", koska pikkulause
2.33 on yksisuuntainen. Tésséd tapauksessa my0s “<” olisi oikein, mutta sitd ei
paittelyn jatkossa tarvita ja se vaatisi pitemmin perustelun.

Pdittelyketjun alusta ja lopusta ja heikoimmista matkan varrella kdytetyistd

paittely- ja vertailuoperaattoreista voidaan poimia0 < 1 =- ﬁ < % Koska 0 < 1

on aina tosi, on ﬁ < % tosi oletuksen x > 100 alaisuudessa.
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Osoita, ettd % <1015 +1 Aloita siitd, ettd x > 100, ja lisdd kummallekin puolelle
100x. Naytd muutama vilivaihe. Sen enempii ei paattelya51 tarvitse perustella.

Kaikkiaan saimme, ettd kun x > 100, péitee =1 <3z < 1,01- ]

x—H

Esimerkki 2.36 Osoita, etti jos p < ¢, niin p < 254 < qu <P <g

Ratkaisu. Ensimmdinen ”<” on helppo osoittaa:

| p<q lahtokohta
:» & p+p<p+q lisitty p
s & p< i jaettu 2:11a,2 > 0

Muut kuin ensimmadinen ja viimeinen ”<”’ voidaan yhdistda viitteeksi M

<L i’lq , missd 7 voi olla mikd tahansa ykkostd suurempi kokonaisluku.

| p<gq lahtokohta
» & pt(i—g<qg+(i—1)g = ig lisétty (i —1)g
& i(p+(i-Dg)+(p+(i—1)q)
<i(p+(i—1)g)+ig=i(p+(i—1)g+q) lisittyi(p+(i—1)q)
+ & (i+D)(p+(i—1)q) <i(p+iq)
s & p+(ll g ’jflq jaettu i(i+1):114,
jakaja > 0 koska i > 1

Viimeinen ”<” sanoo, ettd jokainen M on pienempi kuin q.

i p<gq lahtokohta

» & pH(i—1l)g<q+(i—1)g=iqg lisdtty (i—1)g

o D o 4=gq jaettu i:114, i > 0 koska i > 1 O

1

62. Miten esimerkin 2.36 ensimmadisen vaiheen voi korvata tekemailld muualle esi-

merkkiin pienid muutoksia?
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3 Logiikan peruskasitteita

3.1 Kaava ja totuusarvo 67
3.2 Yhtépitdavyytti tai yhtitotuutta koskevia pikkulauseita 83
3.3 Propositiologiikkaa 91
3.4 Kbvanttorit 95
3.5 Kvanttorien péittelysdantoja 95
3.6 Ensimmidisen ja toisen kertaluvun logiikka 95

Tassa luvussa 7?7?

3.1 Kaava ja totuusarvo

Kuten alaluvussa 2.2 todettiin, esimerkiksi 0, 160 4 3¢ ja 1000 ovat lausekkeita.
Alaluvussa 2.2 esiintyi my0s ilmauksia, kuten 0 < 160437 < 1000, jotka eivit ole
lausekkeita vaan kaavoja. Lausekkeet tuottavat puheenaiheen olioita, esimerkiksi
lukuja, tai ovat médritteleméttomid. Kaavat eivit tuota puheenaiheen olioita vaan
totuusarvoja. Tassé alaluvussa kisitellddn kaavoja ja totuusarvoja.

Totuusarvo

Yleisimmin kdytetddn kahta eri fotuusarvoa (truth value): tosi (true) ja epditosi
(false). Esimerkiksi 142 = 3 on tosi ja 1 +2 = 4 on epitosi. Ikdva kylld jokai-
nen yritys kdsitelld méadritteleméttomaét lausekkeet vain niiden avulla on johtanut
omituisiin tuloksiin syistd, joita kisitellddn sivulta 68 alkaen. Siksi tdssd kirjas-
sa on kiytossd kolmaskin totuusarvo: mddrittelemdton (undefined). Esimerkiksi
1+2= % on madritteleméton. Sen mukaan onko totuusarvoja kaksi vai kolme,
puhutaan kaksiarvoisesta logiikasta (two-valued logic) tai kolmiarvoisesta logii-
kasta (three-valued logic).

Totuusarvojen merkit vaihtelevat kirjallisuudessa. Tédssé kirjassa kiytetdén nii-
den englanninkielisiin nimiin viittaavia, pystysuoria pddteviivattomia kirjaimia T,
F ja U. Samat kirjaimet kursivoituina péateviivallisina, eli T, F ja U, sdistetddan
muuhun kdyttoon (sivu 72).

Miirittelemiton totuusarvo on eri asia kuin méérittelemiton lauseke (sivu 14).
Lausekkeen médrittelemittomyys tarkoittaa, ettd lauseke ei tuota arvoa. Médritte-
lemiton totuusarvo ei liity lausekkeisiin, vaan kaavoihin. Kuitenkaan “kaava on
madrittelematon” ei tarkoita, ettd kaava ei tuota totuusarvoa, vaan ettd kaava tuot-
taa totuusarvon jonka nimi on “méaérittelemiton”. On ehkd harhaanjohtavaa, ettid
yhdelle kolmesta totuusarvosta on annettu nimeksi “méiérittelemiton”. Toisaalta
se on sikdli luontevaa, etti tdrkein tapa, jolla médrittelemiton totuusarvo syntyy,
on ettd viitetdidn jotakin madritteleméttomaistd lausekkeesta. Tdhédn palataan sivul-
la 70.
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Viite voi siis olla olematta tosi kahdella eri tavalla: se on epétosi tai méa-
ritteleméton. Niiden ero on siind, ettd jos vditteestd poistetaan tai siithen lisdtddn
“ei” matemaattisille merkinnéille tyypilliselld tavalla, niin epdtosi védite muuttuu
todeksi mutta madritteleméton viite sdilyy midrittelemattomina. (CTyypilliselld
tavalla” tarkoittaa pian esiteltdavin symbolin ”—" poistamista tai lisddmistd, taik-
ka vastaavia merkintikeinoja, kuten symbolin 2" vaihtamista symboliin ”=" tai
toisinpdin.)

Mairitteleméttomén totuusarvon kdyttoonotolla saadaan jotkin tapaukset vas-
taamaan paremmin ihmisten tapaa ajatella kuin jos kdytossi olisivat vain “tosi” ja
“epdtosi”. Esimerkiksi vuonna 2024 sattuneeseen tapahtumaan liittyen tasaval-
lan presidentti myonsi hengenpelastusmitalin avantoon pudonneen pelastaneelle”
on tosi ja “tasavallan presidentti ei myontdnyt hengenpelastusmitalia avantoon pu-
donneen pelastaneelle” on epitosi. Koska Suomella ei ole kuningatarta, ei ”Suo-
men kuningatar myonsi hengenpelastusmitalin ... ole koskaan tosi. Mutta jos se
olisi epitosi, niin vditteen "Suomen kuningatar ei myontidnyt hengenpelastusmi-
talia ...” pitédisi olla tosi. Se ei ole oikein tai ainakaan ongelmatonta, silld siitd
syntyy mielikuva, ettd Suomen kunigatar olisi olemassa mutta jitti mitalin myon-
tamatta.

Hyvi esimerkki reaaliluvuilla saadaan siité, ettd a ei ole pienempi kuin b jos
ja vain jos a on suurempi tai yhtdasuuri kuin b. Niinpd a < b on epitosi tdsmélleen
silloin kun a £ b on tosi, ja se on tosi tasmilleen silloin kun @ > b on tosi. Mutta
jos a tai b ei olekaan reaaliluku vaan méérittelemiton lauseke, niin kumpikaan
viitteistd a < b ja a > b ei ole tosi. Esimerkiksi % < 0 ei ole tosi, mutta myoskédin
% > 0 ei ole tosi. Jos % < 0 julistettaisiin epdtodeksi, niin jouduttaisiin luopumaan
periaatteesta “ei ole pienempi jos ja vain jos on suurempi tai yhtdsuuri”, koska
muutoin % £ 0 olisi tosi, joten % > 0 olisi tosi. Tdméd ongelma viltetdin silld, ettd
seki % < Oetta % > (0 on madritteleméaton.

Jos médrittelemiton totuusarvo ei ole kidytdssi, niin % = % tuottaa lisdd ongel-
mia. Jos valitaan ettd se on tosi, herdd kysymys, milloin eri tavalla muodostetut
maidrittelemattomyydet ovat yhtidsuuria. Pitdisiko % = % olla tosi vai epétosi? Pi-
taisiko % +0= % olla tosi vai epétosi? Pitdisiko % = v/—1 olla tosi vai epiitosi? Jos
valitaan ettd % = % on epétosi, herdd kysymys, onko % =+ % tosi vai luovutaanko
periaatteesta, ettd "+ tarkoittaa “ei =". On selkedmpid ettd mikiédn niistd ei ole
tosi eikéd epitosi vaan kaikki ovat médritteleméttomid, myos % = % ja % #+ %.

Ongelmaa ei voi loputtomiin véistdd myOskéddn kieltimélld kokonaan ne ti-
lanteet, joissa jokin puheena olevista lausekkeista on maarittelemiton. Esimerkik-
si yhtidlon 34/|x| — 1 = x+ | tapauksessa sanottaisiin, ettd huomioon otetaan ne
ja vain ne x:n arvot, joilla x < —1 tai x > 1. (”| |” on nimeltdin “itseisarvo” ja
esitellddn sivulla 75.) Useimmat tai kaikki matemaatikot hyvéksyvit, ettd timén
yhtélon ratkaisemisen voi aloittaa poistamalla itseisarvo, jolloin saadaan
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(1) x<0ja3y—x—1=x+1tax>0ja3v/x—1=x+1

Yhtilolld 3v/—x — 1 =x+1 on yksi juuri, nimittdin x = —1. Se toteuttaa ehdon
x < 0. Yhtdlolla 3+/x — 1 = x+ 1 on kaksi juurta, nimittdin 2 ja 5, ja ne toteuttavat
ehdon x > 0. Niinp4 yhtilon 34/|x| — 1 =x+ 1 juuret ovat —1,2 ja 5.

Tamén patevyys perustuu siihen, ettd (1) on tosi niissé ja vain niissd tilanteis-
sa, joissa 34/|x| — 1 = x+ 1 on tosi. Mutta jos totuusarvosta saa puhua vain niissid
tilanteissa, joissa jokainen lauseke on médritelty, niin tiltd putoaa pohja pois. Ni-
mittdin silloin (1):lle ei riitd kieltdd —1 < x < 1, silld kun x < —1 on 3v/x—1
maidrittelemton, ja kun x > 1 on 34/ —x — 1 méidrittelemiton. Eli kaikki x:n arvot
pitdisi kieltdd, mukaan lukien juuret —1, 2 ja 5!

Kuriositeettina mainittakoon, ettd tietokoneissa nykyisin hyvin yleisesti nou-
datetussa reaalilukujen likiarvojen standardissa on késite epdluku (not-a-number).
Jos laskun tulos on méidritteleméton eikd ole tulkittavissa plus tai miinus déretto-
miksi, niin se on epdluku. Jos vertailun x =y, x <y, x <y, x > y tai x > y jom-
pikumpi tai molemmat puolet on epiluku, niin tulos on epitosi, mutta vertailun
x # y tapauksessa tulos onkin tosi. Niinpd muuttujan x arvosta voi testata onko se
epdluku testaamalla onko x # x tosi.

Johdanto kaavoihin

Kaava (formula) esittda funktiota tilanteilta totuusarvoille. Kaava voi siis olla jois-
sakin tilanteissa tosi, joissakin toisissa epdtosi ja kolmansissa maédritteleméaton.
Téssd yhteydessd “médrittelemiton” ei tarkoita, ettd kaava ei tuota tulosta tai ei
ole lyoty lukkoon miké sen tuottaman tuloksen pitiisi olla, vaan ettid kaava tuottaa
hyvin mééritellyn totuusarvon, jonka nimi on “mééritteleméton”. Sanan “mééritte-
lemiton” kdyttdminen hyvin méiritellyn totuusarvon nimeni on harhaanjohtavaa,
mutta silti niin tehd&én.
Kaavoja on kahdenlaisia: atomikaavoja ja yhdistettyjd kaavoja.

Johdanto atomikaavoihin

Téssi kirjassa esiintyy kolmenlaisia atomikaavoja (atomic formula):
* lausekkeen siséltivit atomikaavat,
* totuusarvovakiot F, U ja T seka

* propositiomuuttujat eli totuusarvomuuttujat.

Lausekkeen sisaltiviat atomikaavat

Lausekkeen sisdltdvida atomikaavoja ovat muun muassa vertailut muotoa vasen =
oikea, vasen # oikea, vasen < oikea ja niin edelleen, missi vasen ja oikea ovat
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kaava tosi, kun epitosi, kun madritteleméton, kun

3x—5=7 x=4 x<4Vx>4 ei koskaan
=9 |x=-3Vx=3 x#-3Ax#3 ei koskaan
<9 —3<x<3 x<-3Vx>3 el koskaan

1<o x<0 x>0 x=0

Vx>2 x>4 0<x<4 x<0
1+1=2 aina ei koskaan ei koskaan
x=x+1 ei koskaan aina ei koskaan
F ei koskaan aina ei koskaan

Kuva 8: Esimerkkeji lausekkeen sisiltivistd atomikaavoista

lausekkeita. Niitd ovat myos lauseke € R (lauseke:n tuottama arvo on reaaliluku)
ja lauseke ¢ 7. (ei ole kokonaisluku). Myohemmin niité esitelldin lisdd. (Kuiten-
kaan vertailuista muodostetut ketjut kuten vasen < keski < oikea eivit ole atomi-
kaavoja.)

Atomikaava vasen = oikea on tosi tdsmilleen niissd tilanteissa, joissa sekd
vasen ettd oikea tuottaa arvon ja ne tuottavat saman arvon. Se on epitosi tdsmdl-
leen niissé tilanteissa, joissa sekid vasen ettd oikea tuottaa arvon mutta ne tuotta-
vat eri arvon. Se on miiritteleméton tdsmaélleen niissi tilanteissa, joissa vasen tai
oikea ei tuota arvoa. Tdssi kirjassa sama periaate on yleistetty kaikkiin lausekkeen
sisdltdviin atomikaavoihin:

Liahtokohta 3.1 Lausekkeen sisdltdvi atomikaava tuottaa U jos ja
vain jos ainakin yksi sen sisédltimistd lausekkeista on méérittelemé-
ton.

Lahtokohdasta 3.1 seuraa muun muassa, etti % = % el ole tosi vaan maiéritte-

leméton. Tdma heijastaa sité, ettd midrittelemiton ei ole jokin erikoinen kaikista
luvuista poikkeava arvo joka on kuitenkin itsensd kanssa yhtidsuuri, vaan se to-
dellakin tarkoittaa sité, ettd arvoa ei ole. Yksi peruste sille, ettd méaaritteleméton
kannattaa tulkita néin, on ettd ohjelmoinnissa esiintyy tidllainen méérittelematon.
Nimittdin ohjelman jddmistd ikuiseen silmukkaan (sivu 21) on usein vaikea tai
mahdoton huomata. Ikuiseen silmukkaan jddnyt ohjelma ei tuota tulokseksi eri-
koisarvoa, joka tarkoittaa, ettd tulos on médritteleméton. Se vain jatkaa laskemista
loputtomiin tuottamatta koskaan mitiéin tulosta.

Ajatuksena on siis, ettd kun vditetdén jotakin sellaisen olion ominaisuuksista,
jota ei ole olemassa, saadaan totuusarvoksi “maééritteleméton” eli U. Esimerkiksi
”Suomen kuningatar on 56 vuotta vanha” ei ole tosi eiké epitosi, koska Suomella
ei ole kuningatarta. Siksi sen totuusarvo on “maéérittelemiton” eli U.

Kuvassa 8 on esimerkkeja lausekkeen sisiltavistd atomikaavoista.
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Atomikaavat muotoa vasen = oikea ja vasen # oikea ovat kdytettivissa kai-
kissa puheenaiheissa. Vaikka ne luetaan usein “vasen on yhtdsuuri / erisuuri kuin
oikea”, logiikan ndkokulmasta ne tarkoittavat ’vasen tuottaa saman / eri olion kuin
oikea”. Esimerkiksi aiti(Charlotte) = puoliso(William) ei tarkoita, ettd Charlotten
diti on yhté pitka tai yhtéd painava kuin Williamin puoliso, vaan ettd Charlotten diti
ja Williamin puoliso ovat sama henkild (nimittédin prinsessa Catherine). Jokaises-
sa puheenaiheessa on mielekistd kysyd, tuottavatko kaksi lauseketta saman olion
(vasen = oikea) vai eri oliot (vasen # oikea), vai onko niin etté toinen tai molem-
mat ei tuota oliota lainkaan (seké vasen = oikea ettd vasen # oikea on méiérittele-
méaton).

Mitd muita lausekkeen sisiltdvid atomikaavoja on kiytdssd, riippuu puheenai-
heesta ja siitd, mitd on haluttu ottaa kdytt6on. Esimerkiksi vasen < oikea ei Britan-
nian kuninkaallisten tapauksessa ole ldhtokohtaisesti kdytossd. Mutta jos halutaan,
niin sille voidaan antaa merkitykseksi vaikkapa “vasen on kruununperimysjirjes-
tyksessd ennen kuin oikea”.

Totuusarvovakio

Totuusarvovakiot ovat F, U ja T. Ne edustavat totuusarvoja epatosi, méirittele-
miton ja tosi aivan kuten vakio 724" esittdd lukua kaksikymmentinelji.

On hyvi muistaa, ettd totuusarvovakiot ovat logiikan symboleita eivitkd pu-
heenaiheen symboleita. Se tarkoittaa, ettd ne ovat kiytettdvissd kaikissa puheen-
aiheissa, eikd niiden merkitys vaihdu puheenaiheen vaihtuessa. Esimerkiksi lu-
kuvakiot ja ihmisten nimet kayttdaytyvit eri lailla. Luvuista puhuttaessa 724" tar-
koittaa lukua kaksikymmenténeljd, mutta Britannian kuninkaallisista puhuttaessa
se ei tarkoita mitdén. Britannian kuninkaallisista puhuttaessa ”Charles” tarkoittaa
vuonna 2023 kruunattua kuningasta, mutta luvuista puhuttaessa se ei tarkoita mi-
tddn. Mutta seké luvuista puhuttaessa ettd Britannian kuninkaallisista puhuttaessa
7T tarkoittaa ”tosi”.

Totuusarvovakion ja totuusarvon vilinen ero on samankaltainen kuin vakio-
symbolin ja vakion tai muuttujasymbolin ja muuttujan vilinen ero: kukin totuus-
arvovakio on jonkin totuusarvon nimi. Joidenkin logiikan asioiden késittelyssa
tdmi ero on tidrked, mutta tdssd kirjassa ei kisitelld sellaisia asioita. Niinpd voit
huoletta unohtaa timén eron.

Totuusarvoista on tdhidn mennessd puhuttu jo niin paljon, ettd tissd kohdassa
niisti ei tarvitse puhua tdmén enempéia.

Propositiomuuttuja

Propositiomuuttuja (propositional variable) edustaa tilanteesta riippuvaa totuus-
arvoa, aivan kuten reaalilukumuuttuja edustaa tilanteesta riippuvaa lukua. Propo-
sitiomuuttujina kdytetdaan kursivoituja paiteviivallisia isoja kirjamia mahdollisesti

71



63.

64.

alaindeksien tai muiden koristeiden kanssa, kuten P, Q, P, ja P'. Esimerkiksi P
voi tarkoittaa ettd mummo on Pihtiputaalla ja S ettd hdn on Suomessa. My0s kir-
jaimia F, U ja T voi kidyttdd propositiomuuttujina. Esimerkiksi 7" voi tarkoittaa
ettd mummo on Turussa.

Sivulla 11 tilanteet jaettiin mahdollisiin ja mahdottomiin sen mukaan, toteutta-
vatko ne voimassa olevat oletukset. Reaalilukumuuttujia koskevia oletuksia tehtiin
varsinkin pédttelyn jakamiseksi haaroihin. Sama on hyddyllistd myds propositio-
muuttujien tapauksessa. Siitd on esimerkkejd sivulta 91 alkaen.

Propositiomuuttujien tapauksessa tilanteiden jakoa mahdollisiin ja mahdotto-
miin voi kdyttdd myos esittdimiin paiteltaviid asiaa koskevia lainalaisuuksia. Tél-
16in on varsin tavallista, ettd propositiomuuttujalle annetaan vain totuusarvoja T ja
F. Tarkoittakoot P, S ja T, ettdi mummo on Pihtiputaalla, Suomessa ja Turussa, ja
alkoon U olko kiytossd. Koska Pihtipudas on Suomessa, ei ole mahdollista, ettd P
on tosi ja samalla S on epitosi. Samasta syysti ei voi olla, ettd T on tosi ja samalla
S on epétosi. Mummo ei voi olla kahdessa paikassa yhtdaikaa. Siksi, ja koska Pih-
tipudas ja Turku ovat erilliset paikkakunnat, eivit P ja T voi olla yhtdaikaa tosi.
Saadaan kaikkiaan kahdeksan tilannetta, joista vain neljd on mahdollisia:

‘ mahdollisia ‘ mahdottomia
P | tosi epidtosi epdtosi epdtosi | tosi  tosi tosi  epitosi
S| tosi tosi tosi  epdtosi | tosi epidtosi epdtosi epitosi

T | epitosi  tosi  epitosi epitosi | tosi  tosi  epdtosi  tosi
Kirjoita mahdollisimman yksinkertainen kaava, joka on tosi jokaisessa mahdolli-
sessa tilanteessa.

Kirjoita mahdollisimman yksinkertainen kaava, jossa esiintyy muuttuja x, ja joka
on tosi jokaisessa mahdollisessa tilanteessa.
Yhdistetty kaava

Yhdistetty kaava (compound formula) muodostetaan yhdestd tai useammasta ato-
mikaavasta jollakin seuraavista tavoista:

— niissd tilanteissa, joissa kaava on on —kaava
tosi epatosi
epitosi tosi
médritteleméton maédritteleméton

A niissd tilanteissa, joissa on vasen N\ oikea
vasen on epatosi epitosi
oikea on epitosi epitosi

sekd vasen ettd oikea on tosi tosi

muissa tilanteissa médrittelemiton
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- | AIFUT VIFUT S|FUT «|FUT
FIT F|[FFF F|FUT F|TTT F|TUFTF
Uuju UIF U U Uuju urT Uu/uurT Uj/u U u
T|F TIF U T TIT T T T|IF U T TIF U T
Kuva 9: 7=", "A”, "V, 7= ja "7
V niissi tilanteissa, joissa on vasen V oikea
vasen on tosi tosi
oikea on tosi tosi
sekd vasen ettd oikea on epitosi epatosi
muissa tilanteissa madritteleméaton

— niissi tilanteissa, joissa on vasen — oikea
vasen on epatosi tosi
oikea on tosi tosi
vasen on tosi ja oikea on epéitosi epatosi
muissa tilanteissa madrittelemé&ton

niissi tilanteissa, joissa

on vasen < oikea

sekd vasen ettd oikea on tosi tosi
sekid vasen ettd oikea on epitosi tosi
toinen on tosi ja toinen on epéatosi epatosi
muissa tilanteissa madrittelematon

* Vmuuttuja : kaava ja Imuuttuja : kaava esitellddn luvussa 3.4.

Symbollen 29 ” ”/\”’ ”\/”, ”%

2 ja ”H

” kdyttdytyminen on esitetty tiiviissd

muodossa kuvassa 9. Jos rivi valitaan kaavan vasen totuusarvon mukaan ja sarake
valitaan kaavan oikea totuusarvon mukaan, niin niiden leikkauskohdasta 16ytyy
yhdistetyn kaavan vasen A oikea, vasen V oikea ja niin edelleen totuusarvo.

2 2

Symboli ”—

voidaan lukea “ei” ja ”A” voidaan lukea ”ja”. Ne tuskin tarvitse-

vat perusteellisempaa esittelyd kuin on jo annettu. Vertailuketjut kuten

(I+x)(1+nx) =

> 1+ (n+1)x > (n+1)x

tarkoittavat samaa kuin ketjun sisdltimat vertailut ”A”:1la yhdistettyind, kuten

(14+x)(1+nx)

A\

A 14+ (n+1)x

Symboli V" voidaan lukea tai”

> 1+ (n+1)x
> (n+1)x

. On ehkd hyvé korostaa, ettd vasen V oikea

tarkoittaa, ettid vasen tai oikea tai molemmat on tosi. Luonnollisen kielen “’tai” on
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jos on niin tuottaa
vasen tosi vasen N\ oikea saman totuusarvon kuin oikea

vasen epitosi vasen A oikea epatosi

oikea  tosi  vasen Aoikea saman totuusarvon kuin vasen
oikea epitosi vasen A oikea epatosi

vasen  tosi  vasenV oikea tosi

vasen epitosi vasenV oikea saman totuusarvon kuin oikea
oikea tosi vasen \ oikea tosi

oikea epitosi vasenV oikea saman totuusarvon kuin vasen

Kuva 10: Hyodyllisid péittelysaidntdjd koskien symboleita ”A” ja Vv

sikdli erilainen, ettd se tarkoittaa joissakin tapauksissa “toinen tai toinen tai mo-
lemmat”, ja joissakin toisissa tapauksissa ’toinen tai toinen, mutta ei molemmat”.
Jos joku sanoo tulevansa mukaan ravintolaan, jos sielld saa kala- tai kasvisruokaa,
niin hinelle melko varmasti kelpaa ravintola, jossa on tarjolla molempia. Mutta
kun ruokalistalla lukee “jilkiruoaksi piirakanpala tai jditelo”, niin se tavallisesti
tarkoittaa, ettd jommankumman saa ottaa mutta ei molempia.

Sivun 69 (1) voidaan nyt kirjoittaa kaavana seuraavasti:

(x<O0A3/—x—1=x4+1)V(x>0A3V/x—1=x+1)

”Tai”, joka ei salli molempia, voidaan rakentaa esimerkiksi (vasen \ oikea)
A = (vasen A oikea) . Toinen tapa muodostaa se on (vasen A —oikea) \ (oikea
A —vasen) .

Kuvassa 10 on symboleita ”A” ja ”\V” koskevia helppoja péittelysaantoja. Esi-
merkiksi kuvan alin rivi voidaan lukea “’jos oikea on epitosi, niin vasen V oikea
tuottaa saman totuusarvon kuin vasen”. Vaikka kuvan piittelysdinnot ovat hyvin
yksinkertaisia, on niistd usein suurta hyotya.

Symboleiden ”—" ja <+ paras ominaisuus on, ettd niistd paddstddn melko
helposti eroon. Tdhdn mennessd esitellyt asiat eivit riitd sen kertomiseen, mutta
siitd puhutaan sivulta 79 alkaen.

Kuten edeltd kdy ilmi, vaikka kaavan osa olisi mééritteleméton, voi koko kaa-
va silti olla tosi tai epidtosi. Hyvi esimerkki tdstd on x #£ 0 — x - % = 1 tilanteessa
x = 0. Silloin x # 0 on epitosi joten koko kaava on sivun 73 mukaan tosi, siitd
huolimatta, ettd x - % = 1 on mdiritteleméton. Tama on olennainen ero lausekkei-
siin, joilla osan miiritteleméttomyys aina aiheuttaa koko lausekkeen maédrittele-
mittomyyden (lahtokohta 2.7). Ero ndkyy myos siind, ettd lauseke esittdd osit-
taisfunktion tilanteilta puheenaiheen olioille, mutta kaava esittdd funktion (ilman
alkuosaa “osittais”) tilanteilta totuusarvoille. Lauseke voi jéttid tuottamatta arvon,
mutta kaava ei voi jéttidd tuottamatta totuusarvoa.
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Itseisarvo kaavana

Emme arjessa puhu kovinkaan usein negatiivisista vilimatkoista. Jos aamulla kat-
soit kartasta, ettd Rovaniemeltd on linnuntietd Pihtiputaalle 349 kilometrii, ja il-
tapdivilla mummo kysyy, kuinka pitkd matka on linnuntietid Pihtiputaalta Rova-
niemelle, niin tuskinpa vastaat, ettd miinus 349 kilometrii.

Matematiikassa on usein tarve puhua lukujen vilisestd etdisyydestd samalla ta-
valla, siis siten, ettd tulos ei koskaan ole negatiivinen. Reaaliluvuilla tdhin riittii,
ettd on merkintd joka muuttaa negatiiviset luvut vastaluvuikseen ja sdilyttdad nol-
lan ja positiiviset luvut ennallaan. Mutta siitédkin on paljon hy6tyé, koska se yksin-
kertaistaa késittelyd poistamalla tarpeen puhua erikseen tapauksista, joissa ensin
mainittu luku on jilkimmadistd pienempi ja tapauksista, joissa luvut ovatkin suu-
ruusjirjestyksessi toisinpdin. Jos koskaan jatkat opiskelua esimerkiksi komplek-
silukuhin, tulet huomaamaan, etti sielld tarvitaan tdllaista merkintii vield kovem-
min.

Sellaisen kisitteen nimi on itseisarvo (absolute value). Sitd merkitéddn | |. Se
maédritellddn usein néin:

Maaritelma 3.2
x ,josx >0
x| = {—x i
,josx <0

Ilmaise kaavana, ettd esimerkin 2.1 juoksijan ja pyordilijan vélinen etdisyys on
100 metrid.

Esimerkki 3.3 Itseisarvon maiiritelmi voidaan ilmoittaa kaavana seuraavasti:
(x>0AJx|=x)V (x<O0A |x|]| =—x)

Nihdiksemme, etti se todellakin sanoo saman kuin méaritelméi 3.2, korvaam-
me siind |x| «~ y ja pddttelemme, ettd se on tosi silloin kun y:114 on se arvo, miké
maidritelman 3.2 mukaan |x|:114 on. Pédittelemme my®0s, ettd muulloin se on epito-
si.

Korvaamisen jdlkeen kaavamme nayttdi tilti:

(x>0A )V (x<0Ay=—x)

Kun x < 0, on x > 0 epitosi, joten kuvan 10 perusteella x > 0 A on epi-
tosi. Saman kuvan perusteella (x >0 A )V (x <0 Ay=—x) tuottaa saman
totuusarvon kuin x < 0 A y = —x . Se puolestaan tuottaa saman totuusarvon kuin
vy = —x, koska x < 0 on tosi. Niinpd kun x < 0, on kaavamme tosi jos ja vain jos
y=—x

Perustele, ettd kun x > 0, on kaavamme tosi jos ja vain jos y = x.
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Kaiken kaikkiaan kun x < 0, on kaavamme tosi jos ja vain jos y = —x; ja kun
x >0, on kaavamme tosi jos ja vain jos y = x. Niinpd kaavamme on tosi tdsmilleen
silloin, kun y:114 on se arvo, joka |x|:11d kuuluu olla méiritelmén 3.2 mukaan.

Koska kaavassamme ei ole jakolaskuja, nelidjuuria eikd muutakaan mahdolli-
sesti madrittelematonti, se ei koskaan tuota méaritteleméatonta totuusarvoa. Niinpd
silloin kun se ei ole tosi, on se epitosi. U

Tarkoittakoon min(x,y) pienempéi luvuista x ja y. Kirjoita esimerkin 3.3 kaavan
kaltainen kaava, jossa ei ole muita funktiosymboleita kuin peruslaskutoimituksia,
ja joka on tosi tdsmélleen silloin kun z = min(x,y).

Yhtitotuus

Edelld kaavojen totuusarvoista eri tilanteissa puhuttiin tyyliin ”x >0 A y =x on
epdtosi”. Se on jossain méidrin kompelod samaan tapaan kuin 1 4 2 tuottaa 3” on
kompelod. Luvuista puhuttaessa kiytettdvissd on myos kidtevimpi merkintitapa:
”1+2 =37. Olisi hyodyllistd, jos kaavoista puhuttaessa kédytettdvissa olisi symbo-
li ilmaisemaan, ettd vasen ja oikea tuottavat jokaisessa mahdollisessa tilanteessa
saman totuusarvon.

Yhtipitdvyyden symboli "< ei sitd tee, koska se sallii, ettd toinen puoli on
epdtosi ja toinen miirittelematon (madritelmi 2.16). Siksi se soveltuu esittdmain
(epéd)yhtéldiden ratkaisuja silloinkin, kun lausekkeet eivit ole aina mééritellyt (si-
vu 39). Mutta nyt on erilainen tarve, joten tarvitaan eri symboli.

Mydskiin yhtdsuuruuden symboli =" ei sitd tee, koska se on kaavojen sisille
kuuluva symboli joka vertaa puheenaiheen olioita eikd kaavojen viliin kuuluva
symboli joka vertaa totuusarvoja.

Uusi symbolimme ”="" médritelldsin samaan tapaan kuin "< ja ’=>"".

Maaritelma 3.4 Olkoot vasen ja kaavoja. Ilmaus vasen =

tarkoittaa, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tuot-
taa saman totuusarvon kuin vasen. Sen nimi on yhtdtotuus. Yhtéto-
tuusketju kaava; = kaava, = ... = kaava, , missi n > 3, tar-
koittaa, ettd jokainen sithen sisidltyvistd yhtédtotuuksista kaava; =
kaavaiiy , missd 1 <i < n, pitee.

Yhtitotuus ei ole kaava, vaan vertaa kahta kaavaa. Se ei ole tosi, epitosi eikd
midritteleméton, vaan pdtevd tai epdpditevd. Se on pétevd, jos ja vain jos jokai-
sessa tilanteessa, joka toteuttaa voimassa olevat oletukset, oikea tuottaa saman to-
tuusarvon kuin vasen. Se on epdpitevi, jos ja vain jos on olemassa yksikin tilanne,
Jjoka toteuttaa voimassa olevat oletukset ja jossa oikea tuottaa eri totuusarvon kuin
vasen.
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Kun sanotaan ettid yhtédtotuus on pétevd ilman ettd samalla mainitaan, misti
tilanteista se muodostaa yhteenvedon eli minki oletusten alaisuudessa sen viite-
tddn olevan pétevi, niin tarkoitetaan, ettd se on pétevi niiden oletusten alaisuudes-
sa, joiden alaisuudessa silld hetkelld ollaan. Kun halutaan sanoa, ettid yhtitotuus
on pitevd ilman mitidin oletuksia, voidaan sanoa “aina piteva”.

Jos x:std ei oleteta mitdén, niin jokainen x:n arvo on mahdollinen. Téll6in esi-
merkiksi 3x—5 =7 = 3x =12 on pitevd, koska kun x = 4, ovat sen molemmat
puolet tosia, ja kun x # 4, ovat sen molemmat puolet epitosia. Toisaalta 3x—5="7
= x =15 on epipitevi, koska kun x = 4, on sen vasen puoli tosi mutta oikea puoli
epdtosi. Mutta jos ollaan oletuksen x < 0 alaisuudessa, niin 3x—5=7 = x=35
onkin pétevd. Nimittdin silloin 3x =5 <0 -5 = —5, joten sekd 3x —5 =7 ettd
x =5 on epitosi.

Alla on lisédd aina pétevii eli kaikissa tilanteissa pétevid yhtédtotuuksia.

vasen = oikea
P2=9 = x=-3Vvx=3
X2y = x>yVx=y
2<3 = a+2<a+3
x=24+V44d—-—x = V44— x=x-2
x>x+1 = 14+1=3

Tiedetddn, ettd x=2++/44 —x & V44 —x=x—2 . Miksi x=2++44 —x =
V44 —x = x—2 on pitevi, kun x > 447 Miksi se on pitevi, kun x < 447

Perustele, ettd x >x+1 = 141 =3 on aina piteva.

Yhtitotuuden vasen = oikea vastaesimerkki (counter-example) on mahdollinen
tilanne, jossa vasen ja oikea tuottavat eri totuusarvon. Edelld huomasimme, etti
x = 4 on vastaesimerkki yhtétotuudelle 3x—5=7 = x=35.My06s x =5 on sen
vastaesimerkki, koska silloin 3x —5 = 7 on epétosi mutta x = 5 on tosi. Mikéédn
muu tilanne ei ole sen vastaesimerkki. Esimerkiksi x = O ei ole sen vastaesimerkki,
koska kun x = 0, on sen kumpikin puoli epitosi.

Kun a saa olla miké tahansa reaaliluku, on 2 <3 = 2a < 3a epidpitevi, kos-
ka a = —1 on sen vastaesimerkki. Nimittdin 2- (—1) = —2ja3-(—1) = —3, mutta
—2 &£ —3. Siksi kun @ = —1, on 2 < 3 tosi mutta 2a < 3a epitosi. Alla on timi
esimerkKki tiiviissd muodossa seki kaksi muuta epédpitevid yhtitotuutta. Taulukon
kaksi viimeistd saraketta kertovat kaavojen vasen ja oikea totuusarvot vastaesi-
merkin tilanteessa. Alin vastaesimerkki on esitetty vilituloksineen kuvassa 11.

vasen = oikea ‘ vastaesimerkki
2<3 = 2a<3a a=—1 T F
5 ) = x4+5=2% x=0 U F

Tx
3y —x—1=x+1 BvV—x—1)2=x+1)2|x=-10 F T
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Kuva ll: 3y/—x—1=x+1 = (3v/—x—1)?> = (x+1)? on epipitevi

29 9 2 9 29 9

On tirkedd ymmairtdd symbolien =", "=", "&"”,
kin valita niisti oikea.

=" ja”—=" erot ja kulloin-

Anna alla olevan piittelyketjun jokaiselle yhtitotuudelle oletus, jonka vallitessa
se on pitevi ja joka on yhtédlon ratkaisemisen kannalta mielekés. Lopuksi anna
mielekis oletus, jonka vallitessa koko paittelyketju on piteva.

Va4 —x=x-2

(@) = (V44—x)?=(x-2)>
b) = 44—x=x>—4x+4
(c) = x=-5vx=8

Kirjoita sellaiset lausekkeet vasen, keski ja oikea, etti vasen = keski = oikea =
vasen = oikea = keski ei piade.

PiteekO vasen = keski = oikea < vasen = oikea = keski kaikille lausekkeille
vasen, keski ja oikea? Perustele vastauksesi.

Laskujarjestys

Sivulla 15 palautettiin mieleen, ettd ellei sulkeilla méarita toisin, reaalilukujen
lausekkeissa lasketaan kertolasku ennen yhteenlaskua, ja yhteen- ja vihennyslas-
kut etenevit vasemmalta oikealle. Ellei téllaisia sdént6ja olisi, tulisi monimutkai-
siin lausekkeisiin paljon sulkeita vaikeuttaen niiden hahmottamsta. Esimerkiksi
a® — 2ab + b? tiytyisi kirjoittaa ((a®) — ((2a)b)) + (b?).

Samasta syystd symboleille —, A, V, — ja <> on asetettu laskujdirjestyssddn-
tojd. Ikava kylld ne eivit ole tiysin vakiintuneet. Tdssi kirjassa noudatetaan seu-
raavaa laskujérjestysti:
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- A V — >

Siis ellei sulkeilla mééarita toisin, lasketaan — ensimmaéisend ja <> viimeisena.
Tamad laskujdrjestys on nykyisin varsin yleinen. Toisaalta on melko tavallista jattaa
symbolien A ja V keskindinen jérjestys midrittelemittd. Silloin ei saa kirjoittaa
P AQV R, vaan pitii kirjoittaa (PA Q) V R. Myoskéin symbolien — ja < jdrjestys
suhteessa toisiinsa ja muihin symboleihin ei ole tidysin vakiintunut.

Sivun 74 kaava voidaan nyt kirjoittaa ilman sulkeita:

X<OA3YV—x—1=x4+1Vx>0A3v/x—1=x+1

Kaavojen muotoa kaava; N kaava; A --- N kaava, lopputulos ei riipu siité,
oletetaanko laskennan etenevidn vasemmalta oikealle vai oikealta vasemmalle.
Toisin sanoen esimerkiksi (((kaava; A kaavay) A kaavas) N kaavay) A kaavas =
kaava; N (kaavay N\ (kaavas A (kaavag N kaavas))). Sama pitee, kun ”A”:n tilalla
on ’V” tai ”«”. Siksi niiden tapauksessa ei tarvitse sanoa, kummin péin laskenta
etenee.

Mutta se ei pade kun ”A”:n tilalla on ”—”. Esimerkiksi (F - T) — F =
T—F=Fmutta F— (T — F) =F — F = T. Siihen, lasketaanko vasen —
keski — oikea kuten (vasen — keski) — oikea vai kuten vasen — (keski — oikea)
vai onko aina pakko kiyttdd sulkeita, ei kirjallisuudesta 10ydy vakiintunutta kan-
taa. Osa kirjoittajista on valinnut etenemisen vasemmalta oikealle, kenties siksi,
ettd se on tuttu lukujen viahennyslaskusta. Jotkut toiset ovat valinneet etenemisen
oikealta vasemmalle, kenties siksi, etti

kaava, — (kaava, — (--- — (kaava,—| — kaavay,)---)) =
kaava| N\ kaavay A\ - - - N kaava,_; — kaava,

Tilld yhtitotuudella on paljon kiyttod, mutta ((- - - (kaava; — kaavay) — -+ +)
— kaava,_1) — kaava, ei sievene kauniisti. T#ssi kirjassa — etenee oikealta va-
semmalle.

Miten symboleista ”’—” ja <>’ piisee eroon

Symboleihin ”—” ja 7« liittyy sekaannus. Sitd késitellddn pian, mutta kerrotta-
koon ensin, miten sen voi melko kétevisti vilttdd. Sen vilttdd, kun ei yritd tulkita
symboleita ”—” ja ”«>” mitenkdin muuten kuin seuraavan pikkulauseen mukai-
sesti:

Pikkulause 3.5 Olkoot vasen ja kaavoja.
(a) vasen — = -—vasenV
(b) vasen <> = (vasen — ) A ( — vasen)
= vasen N\ V. —vasen A\ —
= (—vasenV ) A (vasenV — )
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Keskimmadisessd (b)-kohdan kaavoista on luotettu edellid kerrottuun laskujir-
jestykseen ja jitetty sulkeet pois. Sulkeiden kanssa se on seuraava:

(vasen A ) V (—vasen \— )

>”Jos ... niin...” ei aina tarkoita ’—”’

Symboli ”—” luetaan tavallisesti ”’jos ... niin ...”, mutta ikdvi kylld se on altis
védrinkasityksille. Tastd hyva esimerkki on ”’jos mummo on Pihtiputaalla niin hin
on Rovaniemelld, tai jos hidn on Rovaniemelld niin hén on Pihtiputaalla”. Monien,
kenties useimpien, mielesti se on védrin: Pihtipudas ja Rovaniemi ovat eri paik-
kakuntia eikid kumpikaan ole edes osittain toisen sisilld, joten mummo ei voi olla
yhtdaikaa molemmissa.

Kuitenkin jos valitaan ”P” tarkoittamaan ettd mummo on Pihtiputaalla ja ”’R”
ettd hin on Rovaniemelld, ja jos ”jos ... niin...” esitetdlin ”—" ja "tai” esitetddn
”\/”, niin saadaan (P — R) V (R — P). Vaihtoehto “on maiérittelemétontd, onko
mummo Pihtiputaalla”, ei ole timin esimerkin kannalta tirkei, joten jitimme sen
analysoimatta. Jos mummo on Pihtiputaalla eli jos P on tosi, niin ”—"":n miiri-
telmén (sivu 73) mukaan R — P on tosi ja ”V”’:n médritelmén (sivu 73) mukaan
(P — R) V(R — P) on tosi. Jos mummo ei ole Pihtiputaalla eli jos P on epito-
si, niin ”—"":n médritelmédn mukaan P — R on tosi ja ”’V”’:n médritelmén mukaan
(P— R)V (R — P) ontosi. Niinpd (P — R) VV (R — P) on tosi jokaisessa mahdol-
lisessa tilanteessa!

Téstd syystd ”’jos ... niin ...” on toisinaan parempi tulkita madritelmin 2.22
mukaiseksi paittelysaannoksi tai paittelyaskeleeksi kuin kaavaksi. Télloin ”jos
mummo on Pihtiputaalla niin hdn on Rovaniemelld” ei ole jotakin, joka on jos-
sakin tilanteessa tosi ja toisessa epdtosi, vaan se on kaikki mahdolliset tilanteet
yhtidaikaa huomioon ottava sdanto, joka on tai ei ole kaiken kaikkiaan patevi. Se
merkitddn P = R .Jos jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, jossa mummo on Pih-
tiputaalla, hin on myos Rovaniemelld, niin se on piteva. Jos on olemassa yksikin
mahdollinen tilanne, jossa mummo on Pihtiputaalla mutta ei Rovaniemelld, niin
se on epépatevi.

Tiassd esimerkissd on kolme mahdollista tilannetta: mummo on Pihtiputaalla
mutta ei Rovaniemelld, mummo on Rovaniemelld mutta ei Pihtiputaalla, ja mum-
mo ei ole kummassakaan. On siis olemassa mahdollinen tilanne, jossa mummo on
Pihtiputaalla mutta ei Rovaniemelld. Niinpd sddnnoksi tulkittuna ”jos mummo on
Pihtiputaalla niin hin on Rovaniemelld” eli P = R on epépiteva.

Samalla tavalla havaitaan, ettd sddnnoksi tulkittuna ”’jos mummo on Rovanie-
melld niin hidn on Pihtiputaalla” eli R = P on epdpiteva.

Talld tulkinnalla ”jos mummo on Pihtiputaalla niin hdn on Rovaniemelld, tai
jos hin on Rovaniemelld niin hin on Pihtiputaalla™ tarkoittaa véitettd, etti P = R
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materiaalinen implikaatio paittelyimplikaatio

sijaitsee kaavan sisalla sijaitsee kaavojen valissd

tilanteesta riippuen F, U tai T mahdollisten tilanteiden joukosta
riippuen pétevi tai epapitevi

F — (T — F) on tosi F = (T = F) on syntaksivirhe

F— T — Fontosi F = T = F on epépitevi

U — U ja U — F eivit ole tosia U = U ja U = F ovat pitevid

Kuva 12: Materiaalisen implikaation ja paittelyimplikaation tirkeimmit erot

on pitevd tai R = P on pdtevd. Mutta huomasimme juuri, ettd kumpikaan ei
ole patevd. Niinpd alkuperdinen ilmaus on viidrin. Tdmé vastaa sitd, ettd monien,
kenties useimpien, mielestd alkuperdinen ilmaus kuulostaa vaarilta.

Kaksi eri implikaatiota ja kaksi eri ekvivalenssia

Meilléd on nyt kaksi eri implikaatiota: ”—” ja ”=>". Jotta voitaisiin tarvittaessa teh-
di selviksi kummasta puhutaan, méaaritelméssad 2.22 annettiin ”=-":n edustamal-
le kisitteelle nimeksi paitsi “implikaatio”, myos paittelyimplikaatio”. Symbolin
”—” edustaman késitteen nimi on materiaalinen implikaatio (material implica-
tion). Niiden tdrkeimmat erot on esitelty kuvassa 12.

Kolmannella rivilldi “syntaksivirhe” tarkoittaa, ettd "F = (T = F)” rik-
koo péittelyiden kirjoittamisen sdantojd eikd siksi tarkoita mitddn, aivan kuten
.14 =" rikkoo reaalilukujen lausekkeiden kirjoittamisen sddntoja eikd siksi tar-
koita mitddn. Kaavoja saa panna sulkeisiin mutta piittelyaskelia ei saa, eikd
”T = F” ole kaava vaan péittelyaskel. Siksi ”(T = F)” on véirin.

Kahdesta alimmasta rivistd saa enemmaén irti, kun sijoittaa T:n, F:n ja U:n
tilalle sopivat reaaliluvuista puhuvat kaavat. Esimerkiksi toiseksi alimmasta rivisté
voidaan muodostaa 1 =2 —2=2—2=3jal=2 = 2=2 = 2=3.Sivulla
79 todettiin, ettd ”—”’ etenee oikealta vasemmalle. Siksi 1=2 —+2=2—2=3
=1=2-2=2—-2=3)=F—>(T—-F)=F—-F =T, ,mutta 1 =2
= 2=2 = 2 =3 eiolepitevi, koska 2=2 = 2 =73 ei ole pitevi.

Alimmasta rivistd saadaan, etti % =3 = )1—6 = 3 on pitevi siitd huolimatta,
ettd kun x =0, ei )1_( =3 % = 3 ole tosi. On jarkevii, ettd % =3 = )1_( =3 on
pitevd, koska matematiikassa hyviksytdéin hyvin yleisesti, ettd mistd tahansa kaa-
vasta saa padtelld itsensi. Toisaalta, on havaittu jarkeviksi laajentaa materiaalinen
implikaatio méadritteleméttomalle totuusarvolle pikkulauseen 3.5 (a) mukaisesti,
jolloin U — U = U. (Mainittakoon kuitenkin, ettd jotkut kédyttivit vaihtoehtois-
ta laajennosta, jolla U — U on tosi.)

Kun symbolia ”—” kiytetddn kirjallisuudessa loogisena symbolina, sillé tar-
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koitetaan melkein aina materiaalista implikaatiota. Sen sijaan symbolin ”=>" kiyt-
to kirjallisuudessa on sekavaa. Toisinaan sitd kiytetddn ”—"":n sijaan. Toisinaan si-
td kdytetddn suunnilleen samoin kuin tissé kirjassa, mutta saatetaan silti mééritelld
se ikddn kuin se tarkoittaisi materiaalista implikaatiota. Toisinaan sitd kdytetddn
epamuodollisena, varsinaisen logiikan ulkopuolisena symbolina, jolle ei anneta
tarkkaa merkitysta.

Ehkd tdssd kohdassa on hyvd mainita myos késitteeseen “looginen seuraus”
liittyvastd sekaannuksesta. Yleisimmin kiytetty loogisen seurauksen tdsmaéllinen
maidritelmi esittdd késitteen, jota merkitddn “lihtokohdat |= seuraus”. Niin mai-
ritelty looginen seuraus olettaa logiikan symboleilla (kuten ”A”, 7", "V ja ’="
olevan ne merkitykset kuin tdssdkin kirjassa, mutta puheenaiheen symboleiden
(kuten 737, 7+ ja ”>") merkityksestd se ei oleta mitdén.

Siksi esimerkiksi vaikka x > 5 = x > 3 on pitevé, ei x > 3 ole kaavan
x > 5 looginen seuraus. Koska ei ole kerrottu, mitd ’3”, ’5” ja ”>" tarkoittavat, ne
voivat tarkoittaa vaikkapa “Pihtipudas”, "Rovaniemi” ja ”on naapurikunta”. Niin
tulkittuna x >5 = x > 3 sanoo, ettd jos x on Rovaniemen naapurikunta niin se
on myos Pihtiputaan naapurikunta. Mutta se ei ole totta. Niinpi tuo implikaatio ei
ole looginen seuraus.

Jotta siitd saataisiin looginen seuraus, vasemmalle tdytyy lisdtd jotakin tietoa
siitd mitd ”>”, 73" ja ’5” tarkoittavat. Esimerkiksi

x>5A5>3AVa:Vb:Vec:(a>bANb>c—a>c) = x>3

on looginen seuraus. Mutta symbolia ”=-" ei tavallisesti kdytetd nédin, vaan va-
kiintuneiden symbolien tutut ominaisuudet kuten 5 > 3 ja ”>"":n transitiivisuus
oletetaan tunnetuiksi, eikd niitd toisteta kun paittely kayttad niit.

Silti ilmausta “vasen = oikea’ sanotaan toisinaan loogiseksi seuraukseksi. Se
on harhaanjohtavaa, joten tidssi kirjassa sitd viltetdaan.

Symboli ”<+” luetaan tavallisesti ’jos ja vain jos”. Silld (tai sen tarkoittamalla
asialla) on my0s pitempi nimi materiaalinen ekvivalenssi (material equivalence).
Se on altis samankaltaiselle vadrinkisitykselle kuin ”—”. Sitd vastaava paittely-
saanto esitetddn symbolilla "<,
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73.

3.2 Yhtipitavyytti tai yhtitotuutta koskevia pikkulauseita

Tassd luvussa ?7?7?

Yhtitotuusketjua koskevia

Kuvassa 7 havainnollistettiin sitd, ettd jos yhtédpitdvyysketjussa jokin kaava on to-
si, niin myds sen vieressd oleva kaava on tosi, timén vieressi oleva kaava on tosi ja
niin edelleen kumpaankin suuntaan laitimmaiseen kaavaan saakka. Yhtidpitdvyys-
ketjussa sama ei péade erikseen epitodelle ja erikseen médritteleméttomalle, koska
747 sallii, ettd sen toisella puolella oleva kaava on epitosi ja toisella puolella
oleva on méidrittelemiton. Mutta yhtitotuusketjussa pitee. Saamme pikkulausetta
2.18 muistuttavan pikkulauseen.

Pikkulause 3.6 Josn > 2 jakaava; = kaava; = ... = , niin
kaava, = Jos lisiksi 1 <i<njal < j<n, nin kaava; =
kaava;.

Johda pikkulauseelle 2.17 ”="-vastine pikkulauseesta 3.6.

—% 29 9

Kutsumme symboleita =", <", ”=-"" ja "<=" pddittelyoperaattoreiksi. Mai-
ritelmien 3.4 ja 2.16 perusteella on selvii, ettd jos vasen = oikea niin vasen <
oikea. Pikkulauseen 2.23 mukaan jos vasen <> oikea niin vasen = oikea ja vasen
< oikea. Namai tulokset yleistyvit seuraavaksi paittelyketjuja koskevaksi pikku-
lauseeksi, joka on yleisempi kuin pikkulause 2.24.

Pikkulause 3.7 Tarkoittakoon ”po” miti tahansa péittelyoperaatto-
ria. Jos n > 2 ja pitevissi pddttelyketjussa kaavaj poy kaavas po; ...
po,—1 kaava, ei esiinny muita paittelyoperaattoreita

kuin niin

= kaava, = kaava,
=jas kaava, < kaava,
=, & ja= | kaava; = kaava,
=, & ja <= | kaava; < kaava,

Pikkulause 3.7 kuuluu niihin perusasioihin, joita kdytetddn vihin vilid ilman
mainintaa.

Ei ole totta, ettd jokainen lauseke on yhtédsuuri itsenséd kanssa, koska esimer-
kiksi v/—1 = v/—1 ei ole tosi, koska v/—1 ei ole maédritelty. Vastaava asia menee
toisin pédttelyoperaattoreiden tapauksessa: médritelméstd 3.4 seuraa, ettd jokaisel-
le kaavalle pitee kaava = kaava (sama kaava molemmilla puolilla). Tdma ero joh-
tuu siitd, ettd madritteleméton lauseke tarkoittaa tdssi kirjassa, ettd lauseke ei tuota
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mitddn arvoa — ei edes mitdin erikoisarvoa kuten “virhe” tai "not-a-number” —
mutta méirittelemiton totuusarvo on nimestddn huolimatta aito totuusarvo, jon-
ka esiintyminen osakaavan tuloksena ei vilttdmittd johda siihen, ettd koko kaava
olisi médrittelemiton.

Mairitteleméttomén lausekkeen kiyttdytyminen on téssé kirjassa valittu edel-
14 kuvatun mukaiseksi siksi, ettd silld tavalla mairittelemétonta kasitellddn ma-
tematiikassa hyvin usein, ehkd jopa melkein aina. Myos tdmin kirjan tapa ké-
sitelld médrittelemétonti totuusarvoa vastaa matematiikan yleistd tapaa (logiikka
pois lukien), vaikka se on erilainen kuin miiritteleméttomén lausekkeen kisitte-
ly ja vaikka matemaatikot eivit yleensd kerro, miten méirittelemétontd kisitel-
lddn. Kuitenkin kun katsoo mitd he tekeviit, se vastaa timéin kirjan tapaa. He eivit
esimerkiksi sano, ettd on médrittelemétontd, onko 1 yhtdlon ’;2 :]1 = 7 juuri, kos-

ka x = 1 aiheuttaa nollalla jakamisen, vaan he sanovat, ettd 1 ei voi olla yhtdlon
¥»—1
x—1

=7 juuri, koska x = 1 aiheuttaa nollalla jakamisen.

Siitd, ettd jokaiselle kaavalle pitee kaava = kaava, seuraa pikkulauseen 3.7
mukaan, ettd jokaiselle kaavalle pdtee myos kaava < kaava ja kaava = kaava ja
kaava < kaava (koko ajan sama kaava molemmilla puolilla).

Yhtisuuruus uudelleen

Pikkulauseet 2.19 ja 2.20 séilyvét péatevind myos jos yhtédpitdvyys korvataan yh-
tiatotuudella.

Pikkulause 3.8

(a) Jos vasen ja oikea ovat lausekkeita, niin
vasen = oikea = oikea = vasen .

(b) Jos n > 2 jaiy,...,i, ovat 1,...,n mahdollisesti eri jarjestyk-
sessd, niin lauseke| = lausekey = ... = lauseke, = lauseke; =
lauseke;, = ... = lauseke;, .

Pikkulauseet 2.19, 2.20 ja 3.8 havainnollistavat kahta nikokohtaa, jotka ovat
vaikuttaneet timin kirjan rakenteeseen.

Jos tdmad kirja olisi tarkoitettu kokeneelle matemaatikolle, niin pikkulauseen
3.8 (a)-kohta olisi jatetty pois, koska sen saa helposti (b)-kohdasta. Toisaalta (b)-
kohta on (a)-kohtaa abstraktimpi, joten opiskelijalta saattaa jaadd huomaamatta,
ettd siitd saisi sen. Siksi tdssi kirjassa ndytetddn molemmat.

Pikkulause 3.7 antaa monissa tapauksissa luvan korvata symboli ”=" sym-
bolilla ”«”. Tarkoitus on, ettd sellainen korvaaminen muuttuu pikkuhiljaa niin
tutuksi, ettd kun sitd tarvitaan, se tapahtuu melkeinpd huomaamatta. Sen jédlkeen
pikkulauseet 2.19 ja 2.20 ovat tarpeettomia, silld ne saa sellaisella korvaamisella
pikkulauseesta 3.8. Mutta pikkulauseen 3.7 saattoi esittdd vasta kun sekd ”<” ettd
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=" olivat riittdvin tuttuja. Tdssa kirjassa késiteltiin <" ensin, koska sitd on hel-
pompi havainnollistaa, silld se sopii yhtdloiden ratkaisemiseen. Ja siihen tarvittiin
pikkulausetta 2.19 paljon ennen kuin tuli aika esitelld "="

Niistd syistd tdssi kirjassa kisitellddn joitakin asioita useasti siten ettd uudella
kisittelykerralla tulee aina jotakin uutta mukaan. Mainittakoon tédssi, ettd symbolit
”V” ja ’3” tuovat mukanaan muuttujien kisittelyd koskevia lisdasioita, jotka ovat
kulloisenkin pddasian kannalta aika hiiritsevid. Siksi monet jatkossa késiteltdvit
asiat késitelldadn kahteen kertaan, ensin ilman V" ja ”’3” ja sitten niiden kanssa.

Osakaavan korvaaminen yhtépitavéilla

Alla on esimerkki yhtédloparin ratkaisemisesta sijoituskeinolla. Se on esitetty sika-
li kompelosti, ettd yhtédloitd toistetaan muuttumattomina. Toisaalta esitystapa on
sikili erinomainen, ettd ratkaisutapa ja sen pitevyys nikyvét selvésti.

eka toka
| 3x+y=1 A 5x+2y=4
: & y=1=3x A 5x+2y=4 ratkaistiin y ekasta
3 & y=1-=3x A 5x+2(1 —3x) =4 sijoitettiin y:n lauseke tokaan
s & y=1=3x N x=-2 ratkaistiin x tokasta
s & y=1-3-(-2) AN x=-2 sijoitettiin x:n lauseke ekaan
o & y=T7ANx=-2 laskettiin 1 —3-(=2) =7

Rivilld 2 ratkaistiin y ensimmaisestd yhtédlostd. Siind ei ole itsessddn mitddn
kummallista, mutta mikd antaa luvan tehdi niin isomman kaavan sisdlld? Jotta
nikyisi, ettd tama ei ole tyhmi kysymys, tarkastelemme hetken toista esimerkkii.

E5|merkk| 3.9 Esimerkissd 2.35 osoitettiin, ettd jos x > 100, niin 5 < L <
1,01 - < +] Joku saattalsl tdmén kuultuaan kysyi, ettd kuinka paljon —-m p1ta151

olla, jotta patisi 7 < ¢ L <1,01- + . Tiedetdin, ettd x > 100 <:>
Saattaisi olla houkuttelevaa esittdd edelld oleva ”jos ... niin ...” symbolin ”—
avulla ja pditelld seuraavasti:
1
<101 -5

1 1
=1 <y <1017

1 1
)CZIOO%m<;
1

= —

Mutta se ei ole oikein. Kun x = 0, on x > 100 epétosi, joten kuvan 9 mukaan
ylempi kaava on tosi. Toisaalta silloin jokainen alemman kaavan sisédltima vertailu
on miiritteleméton, joten se sievenee muotoon U AU — U AU. Se tuottaa U, eikd
siis ole tosi. ]

Osakaavan korvaaminen kaavan sisélld on yleisimmilldin aika monimutkai-
nen asia (vilkaise vaikkapa lauseita 3.21 ja 3.22). Mutta yhtiloparien ratkaisemi-
seen riittdd paljon yksinkertaisempi pikkulause. Se on lauseen 3.22 seuraus.
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75.

Pikkulause 3.10 Olkoot vasen ja kaavoja. Jos vasen <
ja X ei sijaitse kaava(X):ssd muiden symbolien alaisuudessa
kuin ”A” ja ”V”, niin kaava(vasen) < kaava( ).

797 Todistus

Koska 3x+y=1 & , rivin 2 yhtédpitdvyys
Ax+y=1A5%+2y=4 & ANSx+2y=4
saadaan pikkulauseesta 3.10 valinnoilla vasen <+~ 3x+y =1 ja o

jakaava(X) e« X A Sx+2y=4.

Niytd «~~-merkinnélld, milld valinnoilla rivin 4 yhtipitivyys
y=1-3xA5x4+2(1-3x)=4 & y=1-3xAx=-2

saadaan pikkulauseesta 3.10.

Niaytd 7« ”-merkinndlld, mitkd olisivat vasen ja niin edelleen, jos pikkulausetta
3.10 yritettdisiin kdyttdd antamaan lupa tehdd esimerkissd 3.9 tehty virheellinen
osakaavan korvaaminen

x>100 = 47 <1 <1017 © 0<1 <00l = 7 <1 <1015

Mikai pikkulauseessa 3.10 estidd luvan saamisen?

Yhtisuuruuden soveltaminen kaavan sisilli
Rivin 3 yhtépitdvyyden
y=1-3xA5x4+2y=4 < y=1-3x A5x+2(1—-3x) =4
voi perustella seuraavasti. Ensin pédtellddn oletuksen y = 1 — 3x alaisuudessa

5x+2y=4 < 5x+2(1—3x) =4. Se tapahtuu kohta néytettivilld pikkulauseel-
la 3.11. Valitsemme

| x  kaava(a) vasen oikea
w‘a Sx+2a=4 y 1—3x

Pikkulauseessa 3.11 ”—[vasen| A —[oikea]” tarkoittaa, etti tarkasteltavassa
tilanteessa kumpikaan lausekkeista vasen ja oikea ei ole midritelty. Jotta pikku-
lauseen x ja kaavamme x eivit sekottuisi toisiinsa, vaihdoimme pikkulauseessa
x:n tilalle a:n. Se on sallittua, koska pikkulauseen x on pikkulauseen sisdinen apu-
muuttuja, jonka ainoa tehtidvé on ndyttdd, mihin kohtaan kaavaa vasen ja oikea lai-
tetaan. Niinpd sen nimen saa valita vapaasti, kunhan se ei sekoitu muiden muuttu-
jien nimiin.
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Pikkulause 3.11 Olkoot vasen ja lausekkeita. Jos x ei esiin-
ny symbolin V" eikd 73" alaisuudessa kaava(x):ssi ja jos jokaises-
sa mahdollisessa tilanteessa vasen = V =lvasen] N\ —| I
niin kaava(vasen) = kaava( ).

Todistus. Todistuksen perusidea on sama kuin pikkulauseen 2.14 todistuksessa,
jota havainnollistettiin kuvassa 6.

Oletuksen vasen = oikea V —[vasen| N —[oikea| vuoksi joko vasen ja oikea
tuottavat saman arvon, tai kumpikaan ei tuota arvoa. Jos ne tuottavat arvon, niin
kaava(vasen) ja kaava(oikea) tekevit samat puheenaiheen laskut samoilla arvoil-
la. Jolleivat ne tuota arvoa, niin lihtokohdan 2.7 ansiosta nithin kohdistuvien las-
kujen lopputulos on mééritteleméton.

Kummassakin tapauksessa kukin atomikaava saa kaava(vasen):ssa argumen-
teikseen samat tiedot kuin kaava(oikea):ssa, missd tieto on joko puheenaiheen
alkio tai midrittelemiton. Kaavan tuottama totuusarvo riippuu vain atomikaavo-
jen saamista tiedoista, ei siitd, miten ne tiedot on tuotettu. Siksi kaava(vasen) ja
kaava(oikea) tuottavat saman tuloksen. O

Koska olemme valinneet x «~ a, on a se muuttuja, jonka tilalle y ja 1 — 3x
laitetaan. Kaavassa 5x 4 2a = 4 ei ole symboleita ”V” eikd ”3”, joten a ei ole nii-
den alaisuudessa. Ehdosta vasen = oikea V ... tulee y=1—-3xV .... Se on
jokaisessa mahdollisessa tilanteessa tosi, koska olemme oletuksen y = 1 — 3x alai-
suudessa, eli nyt mahdollisia ovat vain tilanteet, joissa y = 1 — 3x on tosi. Niin-
pd pikkulause 3.11 tuottaa kaava(vasen) = kaava(oikea) eli 5x+2y =4 =
5x+2(1—3x) =4 . Pikkulause 3.7 antaa luvan vaihtaa ”=":n tilalle ”<".

Miten kaava, vasen ja oikea pitdd valita, jos halutaan osoittaa rivin 6 yhtépitdvyys
y=1-3-(-2)Ax=-2 & y=TAx=-2
pikkulauseella 3.117? Perustele lyhyesti, ettd pikkulauseen 3.11 jos-osa toteutuu.

Oletuksen siirto kaavaan ja toisinpéin

Nyt on osoitettu, ettd oletuksen y = 1 — 3x alaisuudessa 5x+2y =4 < 5Sx+
2(1 —3x) =4 . Seuraavan pikkulauseen kohdan (b) mukaan se on sama asia kuin
y=1-3xA5x+2y=4 < y=1-3x ASx+2(1—-3x)=4.

Pikkulause 3.12

(a) Oletusten oletus ja muut_oletukset alaisuudessa vasen =
jos ja vain jos oletusten muut_oletukset alaisuudessa
oletus N\ vasen =
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(b) Oletusten oletus ja muut_oletukset alaisuudessa vasen <
jos ja vain jos oletusten muut_oletukset alaisuudessa
oletus N\ vasen < oletus /N

Todistus. Kohdan (a) voi ndppiristi todistaa ajattelemalla asian vastaesimerk-
kien kautta. Mééritelmén 2.22 mukaan sen alkuosan vastaesimerkkeja ovat tilan-
teet, joissa muut_oletukset ja oletus ja vasen ovat tosia mutta oikea ei ole. Sa-
man maiéritelmidn mukaan sen loppuosan vastaesimerkkeji ovat tilanteet, joissa
muut_oletukset ja oletus N\ vasen ovat tosia mutta oikea ei ole. Ndiden kahden
ainoa ero on, etti toisessa lukee ’ja” ja toisessa ”A”. Niinpi ne tarkoittavat samaa.

Kohdan (b) saisi todistettua samaan tyyliin, mutta todistamme sen eri lailla
havainnollistaaksemme, ettd todistuksia voi muotoilla monilla eri tavoilla. (Sen
saisi todistettua kolmannellakin tavalla kohdan (a) ja pikkulauseen 2.23 avulla,
mutta se vaatisi enemmaén propositiologiikkaa kuin tdhin mennessd on kisitelty.)

Tilanteet, joissa muut_oletukset ei ole tosi, eivit kuulu tarkasteltaviin tilantei-
siin. Jos oletus ei ole tosi, niin tilanne ei ole alkuosan vastaesimerkki, koska se ei
ole alkuosassa tarkasteltava tilanne; eikd se ole loppuosan vastaesimerkki, koska
kumpikaan kaavoista oletus N\ vasen ja oletus N\ oikea ei ole tosi.

Jos kumpikaan kaavoista vasen ja oikea €i ole tosi, niin sekd alku- ettid loppu-
osassa ’<":n kumpikaan puoli ei ole tosi. Jos molemmat kaavoista vasen ja oikea
ovat tosia, niin molemmat yhtidpitdvyydet ovat tarkasteltavassa tilanteessa patevii.

Jaljelld ovat tilanteet, joissa oletus ja muut_oletukset seké tasmiélleen yksi kaa-
voista vasen ja oikea ovat tosia. Ne ovat sekd alkuosan ettd loppuosan vastaesi-
merkkej. U

Koska oletuksen y = 1 — 3x alaisuudessa onnistuttiin pditteleméddn Sx+2y =
4 < 5x+2(1 —3x) =4, saadaan rivin 3 yhtépitivyys pikkulauseesta 3.12 (b)
seuraavilla valinnoilla:

‘ oletus muut_oletukset vasen oikea
~|y=1-3x  eimitiin 5x+2y=4 5x+2(1-3x)=4

Osoita rivin 5 yhtépitdavyys

y=1-3xAx=-2 & y=1-3-(-2)Ax=-2
samaan tapaan kuin edelli osoitettiin rivin 3 yhtipitivyys. Ali kuitenkaan kirjoita
yhté paljon yksityiskohtia vaan ainoastaan suuret linjat muutamalla rivilli.

Ratkaise tédlld menetelmélld yhtélopari 8a — 15b = 12 A\ 6b + 5a = 28 . Kiytd
symboleita <7, ”=" ja/tai "<=", eikd piittelyaskelia tarvitse perustella. Vihje:

ikdvien murtolukujen méérd vihenee, kun sopivassa vaiheessa kerrot toisen tai
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80.
81.

molempien yhtédldiden molemmat puolet sopivalla luvulla. Saat vdhentdi kirjoit-
tamista pikkulauseella 2.21.

Ratkaise tdlld menetelmilld yhtdlopari 10x — 6y = 14 A 15x = 21 + 9y . Esita
ratkaisusi kuten edella.

Milloin lauseke on maaritteleméton?

Pikkulauseiden 2.26, 3.11 ja joidenkin mydhemmin esitettdvien pikkulauseiden
vuoksi on tarpeen tietdd, missé tilanteissa lauseke on madrittelemiton. Sitd on
jo jonkin verran késitelty ldhtokohdissa 2.7 ja 2.8. Nyt se késitellddn kattavasti.
Kohta esitettdva 1dhtokohta 3.13 korvaa ldhtokohdat 2.7 ja 2.8. Ne eivit kuiten-
kaan muutu epipiteviksi, silld ldhtokohta 3.13 tullaan muodostamaan siten, ettd
se ei ole ristiriidassa niiden kanssa.

Jokaiseen funktiosymboliin f liittyy kaava | f|, joka kertoo, milld argumen-
teilla f on maééritelty. Esimerkiksi [y/x] onx >0, [£| ony#0ja [x+y] on T.

y
Jos [f] on T, niin f on méiritelty kaikilla puheenaiheen arvojen yhdistelmilla.

Miké on [Inx|? (Tarvittaessa katso Wikipediasta “Luonnollinen logaritmi”.)
Mikd on [|x||?

Kaava [f] pitdd laatia siten, ettd se ei koskaan tuota U. Jos [f] ei sisélld
funktiosymboleita, niin timé toteutuu automaattisesti, koska, kuten sivulla 24 sa-
nottiin, midrittelemiton lauseke voi tdssd kirjassa syntyé vain siten, ettd jotakin
osittaisfunktiota ei voi laskea. Voidaan kuitenkin sallia, ettd [ f| sisiltdd funktio-
symboleita, kunhan niisti jokaisen oma [ |-kaava on T. Se varmistaa, ettd ne ovat
madritellyt kaikilla puheenaiheen arvojen yhdistelmilla.

Myos jokaiseen lausekkeeseen liittyy kaava [lauseke|, joka kertoo, milloin
lauseke on midritelty. Lahtokohdassa 2.8 luvattiin, ettd jokainen vakio ja jokainen
muuttuja on aina midritelty. Jotta [lauseke | olisi timidn mukainen, sovimme, etté
jos lauseke on pelkki vakio tai pelkkd muuttuja, niin [lauseke| on T.

Lihtokohtien 2.7 ja 2.8 mukaan osittaisfunktion kutsu on médéritelty, jos ja vain
jos osittaisfunktion jokainen argumentti on médritelty, ja osittaisfunktio itse on
maidritelty saamillaan argumenttien arvoilla. Siksi, jos f:114 on kaksi argumenttia
ja ne ovat vasen ja oikea, niin [ f(vasen, oikea) | muodostetaan seuraavasti:

[vasen| A [oikea]| N\ [ f|(vasen,oikea)

Sama periaate toimii muillakin argumenttien méaérilla.
Edelld oleva on tiiviistetty seuraavaan ldhtokohtaan.

Lahtokohta 3.13
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(a) Jokaiseen funktiosymboliin f liittyy kaava [ f |, joka kertoo, mil-
14 argumenteilla f on midritelty. Kaava [ f | ei saa sisdltdd muita
funktiosymboleita kuin sellaisia g, joiden oma [g| on T.

(b) Jos lauseke on pelkkid vakio tai pelkkd muuttuja, niin [lauseke |
onT.

(c) Jos lauseke on muotoa f(kaavay, ..., kaavay), niin [lauseke | on

[kaavay | A ... N [kaava, | N[ f|(kaavay, ... kaavay,) .

Tiatad 1dhtokohtaa kiytettdessd kaavaan syntyy usein monta ”A T tai 7T A”.
Ne saa jattdd pois (kuva 10).

Lopuksi jokaiseen kaavaan liittyy kaava [kaava |, joka kertoo, milloin kaava
on maddritelty.

Téstd eteenpdin luku 3 on niin keskenerdinen, ettd kannattaa lopettaa sen lukemi-
nen.
777 isdef ei ole logiikan symboli vaan lyhennemerkintd, isdef kaavoille
Toisinaan on péitelty vasen < oikea, mutta tarvittaisiin vasen = oikea esi-
merkiksi siksi, ettd halutaan seuraavaksi kdyttdda pikkulausetta ???. Se saadaan
seuraavan pikkulauseen avulla.

Pikkulause 3.14 Jos vasen < oikea ja [vasen| < [oikea|,

niin vasen = oikea .

Jollei [vasen| < [oikea| ole voimassa kaikissa tilanteissa, voidaan kisitelld
erikseen tilanteet, joissa jompikumpi kaavoista vasen ja oikea tuottaa U mutta toi-
nen ei tuota, ja kiisitelld muut tilanteet oletuksen [vasen | < [oikea| alaisuudessa.

77?
Pikkulause 3.15 Josn > 2 jaiy,...,i, ovat 1,...,n mahdollises-
ti eri jdrjestyksessd, niin lauseke; = lauseke; = ... = lauseke, =
lauseke;, = lauseke;, = ... = lauseke;, .

Pikkulause 2.21 on pitevd my0s jos jokaisen 7« tilalla on "=".

Pikkulause 3.16 Jos vasen ja oikea ovat lausekkeita, niin

vasen = oikea = oikea = vasen .
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3.3 Propositiologiikkaa

Propositiologiikka (propositional logic) tarkoittaa logiikan alalajia, jossa kaavois-
sa esiintyy vain symboleita F, U, T, -, A, V, —, <> ja propositiomuuttujia. Toisin
sanoen, kaavoissa ei esiinny lausekkeita eikd symboleita V ja 3. Niinpd proposi-
tiologiikan kaavat eivit puhu mistdédn sellaisesta puheenaiheesta kuin reaaliluvut
tai Britannian kuninkaalliset, vaan esimerkiksi siitd, onko mummo Pihtiputaalla
vai eiko ole ja onko hdn Suomessa vai eiko ole.

Lause 3.17 Jos vasen = , niin
kaava(vasen) = kaava( ).
Todistus. UJ

kaava N\F = F ANkaava = F

kaavaV F = F \ kaava = kaava

kaava AT =T Akaava = kaava

kaavavVT =T Vkaava=T

De Morganin lait

vasen — oikea = —vasen \ oikea

vasen < oikea = (vasen — oikea) N\ (oikea — vasen)

m

Padtteleminen kaksiarvoisessa propositiologiikassa onnistuu usein valitsemal-
la jokin propositiomuuttuja, sijoittamalla sithen vuoronperédidn F ja T ja sieventi-
malla.

Esimerkki 3.18 Osoitamme, ettid kaksiarvoisessa logiikassa PV QAR =
(PV Q) A (PVR) . Teemme sen kokeilemalla P:n molemmat totuusarvot.
Jos P=F,niin PYQAR = FVOAR = QAR ja (PVQ)A(PVR) =
(FVO)A(FVR) = QAR .Molemmista tuli sama kaava (nimittdin Q A R).
JosP=T,niinPVOQAR = TVOAR = Tja(PVQ)A(PVR) = (TVQ)A
(TVR) = TAT = T. Molemmista tuli sama kaava (nimittdin T). U

Kun ei puhuta jostakin nimenomaisesta kaavasta vaan kaavoista yleisemmin,
kiytetddn tdssd kirjassa muun muassa merkintdjd kaava, vasen ja oikea. Télloin
totuusarvon sijoittamista propositiomuuttujaan merkitidn siten, ettd ilmauksella
kaava(X) kerrotaan sen propositiomuuttujan nimi, johon sijoitetaan, ja ilmauksil-
la kaava(F), kaava(U) ja kaava(T) kerrotaan se totuusarvo, joka sijoitetaan. Mer-
kintd kaava(X) sallii kaava:ssa muitakin propositiomuuttujia kuin X. Se ei myds-
kéddn vaadi, ettd X esiintyy kaava:ssa. Jos X ei esiinny kaava:ssa, niin kaava(X)
on sama kaava kuin kaava(Y), laitetaanpa Y :ksi mitd tahansa. Titd vapautta hyo-
dynnetédédn pian lauseen 3.20 todistuksessa.
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Moni kaksiarvoisen logiikan laki voidaan yleistidd kolmiarvoiseen logiikkaan
kitevisti kohta esitettidvin lauseen avulla. Jotta lauseen todistus saataisiin helpom-
min ymmarrettdviksi, esitetdin ja todistetaan ensin apulause.

777 Seliti kisitteet

Apulause 3.19 Olkoon X propositiomuuttuja ja olkoot vasen(X) ja
oikea(X) kaavoja. Olkoot (1), (2), (3) ja (4) kuten alla. Jos (1) ja (2),
niin (3) tai (4).

(1) vasen(U) = U tai vasen(F) = vasen(U) = vasen(T)

)=
(2) oikea(U) = U tai oikea(F) = oikea(U) = oikea(T)
(3) vasen(U) Aoikea(U) = U
(4) vasen(F) Noikea(F) = vasen(U) A oikea(U) =
vasen(T) A oikea(T)

Todistus. Todistus jakautuu viiteen tapaukseen.

Ensimmdisessé tapauksessa vasen(U) = F. Siksi ei voi olla vasen(U) = U,
joten (1) tuottaa alla olevan kuvan =:t. Tapauksen oletus vasen(U) = F tuottaa
sellaisenaan |||:n.

vasen(F) = vasen(U) = vasen(T)

Il
F

Niinpd jokaiselle totuusarvolle X pitee vasen(X) = F. Siksi vasen(X) A
oikea(X) = F N oikea(X) = F. Siis vasen(F) A oikea(F), vasen(U) A oikea(U)
ja vasen(T) A oikea(T) ovat kaikki yhtitodet kuin F. Siksi ne ovat myos keske-
nddn yhtdtodet. Olemme osoittaneet, ettd (4) pétee.

Toisessa tapauksessa oikea(U) = F. Siind pitee muuten sama péittely kuin
ensimmaiisessd tapauksessa, mutta vasen:n tilalla on oikea, vedotaan (2):een eikd
(1):een, ja kaavan F A oikea(X) tilalla on vasen(X) AF.

Kolmannessa tapauksessa vasen(U) = T. Péittely muistuttaa alkuun ensim-
miisté tapausta, mutta saadaankin vasen(X) = T. Siksi vasen(X) A oikea(X) =
oikea(X). Jos oikea(U) = U, niin (3) pitee. Muussa tapauksessa oletuksen (2)
vuoksi oikea(F) = oikea(U) = oikea(T), joten alla olevan kuvan jokainen ="
pitee. Edellid todettu vasen(X ) A oikea(X ) = oikea(X) tuottaa |||:t. Siksi (4) pitee.

vasen(F) Noikea(F)  vasen(U) Aoikea(U)  vasen(T) Aoikea(T)
|l 1l 1l
oikea(F) = oikea(U) = oikea(T)
Tapauksessa oikea(U) = T saadaan samaan tapaan (3) tai (4).
Jaljelld on tapaus vasen(U) = oikea(U) = U. Sille pitee vasen(U) A oikea(U)
=UAU=U. 0
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Lause 3.20 Olkoon X propositiomuuttuja ja olkoon kaava(X) kaa-
va, jossa ei esiinny muita symboleita kuin F, U, T, -, A, V, =, &
ja propositiomuuttujia. Kussakin tilanteessa joko kaava(U) = U tai
kaava(F) = kaava(U) = kaava(T).

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista tilannetta. Olkoon ¢ lauseen 3.20 kaava
tai mikd tahansa sen osakaava. Tarkoittakoon (1) pitee ¢:lle”, ettdi @(U) = U
tai @(F) = @(U) = ¢(T). Lause 3.20 todistetaan rakenteellisella induktiolla eli
osoittamalla, ettd (1) pitee atomikaavoille ja osoittamalla ettd (1) pétee yhdiste-
tyille kaavoille jos se pitee niiden osakaavoille.

Jos kaava(X) on pelkkd X, niin kaava(U) on pelkkd U. Siksi kaava(U) =
U. Jos kaava(X) on F, U, T tai muu propositiomuuttuja kuin X, niin X ei esiin-
ny siind. Silloin sekd kaava(F), kaava(U) ettd kaava(T) ovat sama kaava kuin
kaava(X), joten kaava(F) = kaava(U) = kaava(T) = kaava(X). Atomikaavat
on kisitelty.

Jos vasen(U) = U, niin —vasen(U) = —-U = U. Jos vasen(F) = vasen(U)
= vasen(T), niin —vasen(F) = —vasen(U) = —vasen(T). Siis jos (1) pitee
vasen(X):1le, niin se patee myos —vasen(X):lle. Nyt ”—"" on kisitelty.

Apulause 3.19 sanoo, etti jos (1) pitee kaavoille vasen(X) ja oikea(X), niin
se pitee kaavalle vasen(X) A oikea(X ). Nyt ”A” on Kisitelty.

Oletetaan, ettd (1) pitee kaavoille vasen(X) ja oikea(X). Koska ”—" on kisi-
telty, se pitee myos kaavoille —vasen(X) ja ~oikea(X ). Apulauseen 3.19 mukaan
se pitee myos kaavalle — vasen(X) A —oikea(X ). Koska =" on kisitelty, se pa-
tee my0s kaavalle —(— vasen(X) A —oikea(X)). Niinpd se pitee my0s kaavalle
vasen(X) \ oikea(X), silld vasen(X) V oikea(X) = —(—vasen(X) A —oikea(X)).
Nyt V" on kisitelty.

Vield on kisiteltdvd ”—” ja ”<»”. Oletetaan, ettd (1) pitee kaavoille vasen(X)
ja oikea(X). Se pitee myos kaavalle vasen(X) — oikea(X), koska ”=" ja ”V”
on kisitelty ja koska vasen(X) — oikea(X) = —vasen(X)V oikea(X). Se pitee
my0s kaavalle vasen(X) <> oikea(X), koska ”"—” ja ”A” on kisitelty ja koska
vasen(X) <> oikea(X) = (vasen(X) — oikea(X)) N (oikea(X) — vasen(X)). O

Lauseessa 3.20 lueteltiin kaikki tdhén asti esitellyt osakaavoja yhdistidvit sym-
bolit -, A, V, — ja < siksi, ettd kolmiarvoisessa logiikassa on mahdollista maa-
ritelld my06s symboleita, joille lause 3.20 ei pdde. Kenties tdrkein sellainen on *.
Sille pitee xU =F jaxF =T =T.

Esimerkki Tdydennimme esimerkin 3.18 tuloksen PV QAR = (PVQ)A(PVR)
kattamaan my®os tilanteet, joissa P = U. Olkoon vasen(P) = PV Q AR ja oikea(P)
= (PV Q) A (PVR). Esimerkin 3.18 mukaan vasen(F) = oikea(F) = QAR ja
vasen(T) = oikea(T) =T.
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Jos Qeiole T tai Reiole T niin QAR eiole T, joten vasen(F) ei ole vasen(T)

ja oikea(F) ei ole oikea(T). Siksi lauseen 3.20 mukaan vasen(U) = oikea(U) =
u.

Muussa tapauksessa Q = R = T. Silloin vasen(U) = UVTAT =UVT =

T jaoikea(U) = (UVT)A(UVT)=TAT = T. Siksi vasen(U) = oikea(U).

UJ

77?7 Tanne pikkulauseen 3.10 todistus.

Luvuista puhuttaessa lausekkeen tunnistaa siitd, ettd sen muuttujille pitdd antaa
arvoiksi lukuja ja lauseke itse tuottaa luvun tai on mééritteleméton. Jos puhutaan
jostakin muusta, niin lausekkeen muuttujille pitdd antaa arvoiksi sen muun maa-
ilman olioita ja lauseke tuottaa sen muun maailman olion tai on mééritteleméton.
Esimerkiksi Britannian kuninkaallisten tapauksessa muuttujlle pitdd antaa arvoik-
si Britannian kuninkaallisia ja lauseke tuottaa Britannian kuninkaallisen tai on
maidrittelematon.

Toisinaan voidaan haluta, ettd lauseke ei ole méiritteleméton vaikka siind on méaé-
ritteleméton osa. Saatetaan esimerkiksi haluta kertolasku, joka tuottaa nolla aina
kun ensimméinen kerrottava on nolla, vaikka jalkimmaiinen kerrottava olisi maa-
rittelemiton. Ohjelmoinnissa sellaisen voi toteuttaa vaikkapa seuraavaan tyyliin.
Ensin lasketaan lausekkeen vasen arvo ja sijoitetaan se muuttujaan x. Jos se on
0, niin ei tehdd muuta. Jos se on méiritteleméton, niin ohjelman suoritus epédon-
nistuu. Muussa tapauksessa lasketaan myos lausekkeen oikea arvo ja kerrotaan x
silld.

X 1= vasen
jos x # 0 niin x := x - oikea

Lahtokohdassa 2.7 ilmaistun periaatteen vuoksi ei timin kirjan kdyttiméssa
logiikassa voida toteuttaa sellaista kertolaskua. Mutta tima rajoitus voidaan usein
kiertdd, koska sellainen kertolasku on usein tarkoitettu kaavan osaksi. Atomikaa-
vat, joiden halutaan olevan muotoa atomikaava(lauseke(vasen sellainen kerto-
lasku” oikea)), voidaan korvata seuraavanlaisilla kaavoilla:

vasen =0 A atomikaava(lauseke(0))
V vasen # 0 N\ atomikaava(lauseke(vasen - oikea))

Jos vasen tuottaa 0, niin vasen =0 = T ja vasen #0 = F, joten tima kaa-
va tuottaa saman totuusarvon kuin atomikaava(lauseke(0)). Vastaavasti jos vasen
tuottaa muun luvun kuin 0, niin vasen =0 = F ja vasen 20 = T, joten
timi kaava tuottaa saman totuusarvon kuin atomikaava(lauseke(vasen - oikea)).
Jos vasen ei tuota lukua eli on maédritteleméton, niin ldhtokohdan 2.7 mukaan

94



my0s lauseke(vasen - oikea) on médrittelemiton, joten ldhtokohdan 3.1 mukaan
sekd vasen = 0, vasen # 0 ettd atomikaava(lauseke(vasen - oikea)) tuottavat U.
Niinpd vasen # 0 A atomikaava(lauseke(vasen - oikea)) tuottaa U, ja vasen =0
A atomikaava(lauseke(0)) tuottaa F tai U. Siksi koko kaava tuottaa U. Olem-
me osoittaneet, ettd tdmid kaava tuottaa aina saman totuusarvon kuin minki
atomikaava(lauseke(vasen “’sellainen kertolasku” oikea)) tuottaisi.

3.4 Kvanttorit
Vv 3

3.5 Kbvanttorien péittelysaantoja

Lause 3.21 Jos mikddn sekd kaavassa vasen tai tal mo-
lemmissa ettd oletuksissa vapaana esiintyvd muuttuja ei joudu sido-

tuksi kaava(X):ssd ja jos vasen = , niin kaava(vasen) =
kaava( ).

Lause 3.22 Jos mikddn sekd kaavassa vasen tai tai molem-
missa ettd oletuksissa vapaana esiintyvd muuttuja ei joudu sidotuk-
si kaava(X):ssd ja jos X ei sijaitse kaava(X):ssd muiden symbolien

alaisuudessa kuin ”A”, V7, "V ja 7’3" ja jos vasen & , niin
kaava(vasen) < kaava( ).

3.6 Ensimmadisen ja toisen kertaluvun logiikka
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4.1 Kokonaislukujen joukon perusominaisuuksia

Merkintid Z tarkoittaa kokonaislukujen (integer) joukkoa, eli lukujen ..., —3, —2,
—1, 0, 1, 2, 3, ... muodostamaa kokonaisuutta. Siis Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,
2,3,...}. Merkinnit lauseke € joukko ja lauseke ¢ joukko tarkoittavat, ettd
lauseke:n tuottama arvo kuuluu ja ei kuulu joukko:on. Niinpd x € Z tarkoittaa, ettd
x on kokonaisluku. Sen, ettd x ei ole kokonaisluku, voi merkitd x ¢ Z. Merkin-
nit lauseke € joukko ja lauseke ¢ joukko ovat lausekkeen siséltivid atomikaavoja
(sivu 69).

Kokonaisluvut voidaan méiiritelld matemaattisen tarkasti monella tavalla. Mi-
kddn niistd ei kuitenkaan tuo timén kirjan kannalta lisdarvoa sithen mielikuvaan,
joka kokonaisluvuista syntyy koulussa. Siksi téssd ei esitetd niille médritelmaa,
vaan ainoastaan luetellaan ilman todistusta ne perusominaisuudet, joita tullaan
jatkossa kdyttimain.

Lahtékohta 4.1
(a) Jos n ja m ovat kokonaislukuja, niin myos n +m, n —m, nm ja
|n| ovat kokonaislukuja.

(b) Jos n on kokonaisluku ja i on nolla tai positiivinen kokonaisluku,
niin n' on kokonaisluku.

(c) Jos njam ovat kokonaislukuja, niin n <m = n+1<m.

(d) Kaikki kokonaisluvut ovat reaalilukuja.
Merkinti Z* tarkoittaa positiivisten kokonaislukujen joukkoa, eli Z* = {1,2,
3,...}
4.2 Luonnolliset luvut

Merkintd N tarkoittaa luonnollisten lukujen (natural number) joukkoa, eli N =
{0,1,2,3,...}. Luku on luonnollinen luku jos ja vain jos se on kokonaisluku ei-
ki ole negatiivinen. (Jotkut kirjoittajat jattavit nollan pois luonnollisista luvuista.
Nollan ottaminen mukaan lienee nykyisin yleisin kdytdnto.)
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Joukon suurin alkio tarkoittaa sellaista alkiota, ettd se kuuluu joukkoon eikd
mikiin joukon alkio ole sitd suurempi.

Pikkulause 4.2 Joukko luonnollisia lukuja on dérellinen jos ja vain
jos se on tyhjd tai siind on suurin alkio.

Todistus. Jos se on tyhji, niin siind on nolla alkiota. Jos sen suurin alkio on 7, niin
siind on enintdin n + 1 alkiota, nimittdin 0, 1,. .., n. Kummassakin tapauksessa se
on &ddrellinen.

Jos se el ole tyhjé, niin siind on jokin alkio n;. Jos liséksi siini ei ole suurinta
alkiota, niin jollekin sen alkiolle ny pitee ny > ny, jollekin sen alkiolle n3 péitee
n3 > ny ja niin edelleen loputtomasti. Niinpa se on dareton. 0

Pikkulause 4.3 Joukko luonnollisia lukuja on epityhji jos ja vain
jos siind on pienin alkio.

Todistus. Jos se on tyhjd, niin siind ei ole alkioita lainkaan, joten siind ei ole
pienintd alkiota.

Jos se on epityhjd, niin olkoon n; jokin sen alkio. Jos lisdksi siind ei ole pie-
ninté alkiota, niin siiné on sellaiset ny, ns, ..., ettd ny > ny > n3 > .... Koska luon-
nollisilla luvuilla m >n = m > n+1 (ldhtokohta 4.1 (¢)), pitee ny > ny+1 >
n3+2 > .... Siksi jokaiselle i € Z* pitee n; <ny — (i—1). Valitsemallai = ny +2
saadaan n; < n; — (n; + 1) = —1. Se on ristiriidassa sen kanssa, ettd kukin luon-
nollinen luku on vihintdédn 0. ]

4.3 Kokonaisluvut suhteessa reaalilukuihin

Reaalilukujen (real number) joukko R sisdltdad kaikki lukusuoran luvut. Se siséltda
siis sekd kaikki kokonaisluvut ettd kaikki perdkkiisten kokonaislukujen vélissd
olevat luvut. Merkinnit x € R ja x ¢€ R tarkoittavat, ettd x on ja ei ole reaaliluku.

Seuraava pikkulause kertoo, etti 1 on kokonaisluku; minké tahansa kahden
kokonaisluvun summa, erotus ja tulo ovat kokonaislukuja; ja kahden perdkkdi-
sen kokonaisluvun viliin jadvit luvut eivit ole kokonaislukuja. Sen pohjalta voi
osoittaa muun muassa, ettd myos 0 on kokonaisluku.

Pikkulause 4.4 (Kokonaislukujen ominaisuuksia)

(a) 1eZ
by xEZANyEZ = x+yEZLNx—yELNXyEL
) xeZNx<y<x+1=y&Z
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82. Osoita, ettd 0 € Z.

Jos x on miké tahansa kokonaisluku, niin x + 1 on pienin sitd suurempi kokonais-
luku ja x — 1 on suurin sitd pienempi kokonaisluku. Muussa tapauksessa x voi-
daan esittdd muodossa kokonaisosa,desimaaliosa, missi desimaaliosa # 0. Tal-
16in kokonaisosa + 1 on pienin x:dd suurempi kokonaisluku ja kokonaisosa on
suurin x:44 pienempi kokonaisluku. Olemme todistaneet seuraavan lauseen.

Lause 4.5 Jokaiselle reaaliluvulle on olemassa pienin sitd suurempi
kokonaisluku ja suurin sitd pienempi kokonaisluku.

Todistus. 77? Reaalilukujen tdydellisyysaksiooman avulla U
Maaritelmd 4.6 Reaaliluvun x lattia (floor) eli | x| on suurin koko-

naisluku, joka on enintidén x. Reaaliluvun x katto (ceiling) eli [x] on
pienin kokonaisluku, joka on vihintédén x.

Pikkulause 4.7 Jos x € R, niin

@ |x] €Z
(b) |x] <x<|x]+1
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4.4 Kokonaislukujen jakolasku

Kokonaislukujen jakolaskun, missi jakaja ei ole nolla, pitda toteuttaa niin sanottu
jakoyhtilo. Se sisdltdd kaksi vaatimusta.

Maaritelma 4.8 (Kokonaislukujen jakoyhtald)

(a) jaettava = jakaja - osamdidird + jakojddnnos

(b) 0 < jakojiicinnis < |jakajal

Jos jaettava > 0 ja jakaja > 0, voidaan kokonaislukujen jakolasku toteuttaa
siten, ettd vihennetédédn jaettavasta jakaja niin monta kertaa, ettd jaettavasta jiljelle
jaanyt luku on pienempi kuin jakaja. Osamddrd on vihennyskertojen médri ja ja-
kojddnnds on jaettavasta jéljelle jadanyt luku. Tédllainen toteutus on hyvin tehoton.
Silti se auttaa ymmirtiméin kokonaislukujen jakolaskun ominaisuuksia. Lisdk-
si se havainnollistaa ajattelutapaa, jolla voidaan perustella, ettd tietokoneohjelma
laskee oikean tuloksen.

Alla olevassa ohjelmanpitkissi ¢ sisdltdd tehtyjen viahennyslaskujen midrin
ja r siséltdd jaettavasta jiljelld olevan luvun. Kun ohjelmanpitki on lopettanut, g
sisdltdd osamiirin ja r siséltid jakojddnnoksen.

VAHENNYSJAKO (jaettava, jakaja)

1 q:=0; r:=jaettava

> kun r > jakaja toista seuraavaa:

3 r:=r—jakaja; q:=q+1

Alla oleva taulukko ndyttdd, miten luvun 30 jakaminen luvulla 7 télla tavalla
tuottaa osamddriksi 4 ja jakojaidnnokseksi 2. Taulukon viimeinen sarake havain-

nollistaa sitd, ettd aina rivin 3 lopussa jaettava = ~q+r.
vihennyslasku | kuinka mones | kierroksen jilkeen
30—-7=23 1 -1423=30
23—-7=16 2 2416 =30
16-7= 9 3 3+ 9=30
9-7= 2 4 44 2=30

Kenties yllittden, seuraavassa lauseessa kumpikaan ”>" ei ole kirjoitusvirhe.

Pikkulause 4.9 Jos alussa jaettava > 0 ja jakaja > 0, niin VAHEN-
NYSJAKO:n lopetettua jakoyhtild toteutuu siten, ettd g on osamidra
ja r on jakojaannos.

Todistus. Osoitamme, ettd aina rivin 2 alussa jaettava = jakaja - g+ r. Se on totta
rivin 1 lopussa, koska silloin ¢ = 0 ja r = jaettava. Se sdilyy voimassa rivilla 2,
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koska minkddn muuttujan arvo ei muutu sielld. Se sdilyy voimassa rivilld 3, koska
silloin ¢ kasvaa yhdelli ja r pienenee jakajan verran, joten jakaja - g + r ei muutu.

Ainoa tapa, jolla VAHENNYSJAKO lopettaa, on todeta rivilld 2 ettd r > jakaja
ei (endd) pdde. Sen jilkeen VAHENNYSJAKO ei muuta muuttujien arvoja. Siksi,
ja koska jaettava = jakaja - ¢ + r on voimassa aina rivin 2 alussa, se on voimassa
my6s VAHENNYSJAKO:n lopetettua. Niinpa jakoyhtidlon 4.8 kohta (a) pitee.

Rivin 2 vuoksi VAHENNYSJAKO jatkaa rivien 2 ja 3 toistamista niin kauan kun
r > jakaja. Siksi VAHENNYSJAKO:n lopetettua r # jakaja eli r < jakaja. Koska
oletimme jakaja > 0 pitee |jakaja| = jakaja, joten VAHENNYSJAKO:n lopetettua
r < |jakaja|. Siksi médritelmén 4.8 (b) loppuosa pitee.

Osoitamme, ettdi VAHENNYSJAKO:n lopetettua r > 0. Rivin 1 lopussa r > 0,
koska sielld r = jaettava ja oletimme, ettd jaettava > 0. Niinp4, jos rivid 3 ei suo-
riteta yhtdén kertaa, r > 0 pidtee VAHENNYSJAKO:n lopetettua. Aina rivin 3 alussa
r > jakaja, koska muussa tapauksessa suoritus ei olisi mennyt riviltd 2 riville 3.
Siksi aina rivin 3 lopussa r > 0. Niinp4, jos rivi 3 suoritetaan ainakin kerran, » > 0
piatee VAHENNYSJAKO:n lopetettua. Siksi méiédritelmén 4.8 (b) alkuosa pitee. [J

Missdidn kohdassa edelld olevaa péittelyd ei vedottu siihen, ettd jakaja ei ole
nolla. Olemme siis osoittaneet, etti VAHENNYSJAKO:n tuottama vastaus on oikea
my®s silloin, kun jakaja on nolla. Mutta eihédn nollalla voi jakaa! Méadritelma 4.8
(b) ei voi toteutua, jos jakaja on nolla. Missi péittely meni pieleen?

Ei missdaan. VAHENNYSJAKO ei tuota vastausta, jos jakaja on nolla. Siind ta-
pauksessa jakajan vihentdminen jaettavasta ei muuta mitdan. Koska rivin 1 lopus-
sa r > 0 = jakaja ja r ja jakaja eivit muutu, ei ehto r < jakaja toteudu koskaan.
VAHENNYSJAKO pyorii ikuisessa silmukassa.

vihennyslasku | kuinka mones | kierroksen jilkeen

30-0=30 1 -14+30=30
30-0=30 2 -2+30=130
30-0=30 3 -3+30=130
30-0=30 4

-4430=30

Ohjelman osoittamiseksi oikein toimivaksi on osoitettava kaksi asiaa: ettd se
lopettaa joskus ja ettd kun se on lopettanut, on sen vastaus oikea. Olemme osoit-
taneet, ettd VAHENNYSJAKO toteuttaa jilkimméiisen, mutta emme vield, ettd se
lopettaa. Jos jakaja = 0, niin se ei lopeta. Jos jakaja > 0, niin r pienenee jo-
kaisella kierroksella. Siind tapauksessa viimeistddn jaettava kierroksen jidlkeen
r < 0 < jakaja. VAHENNYSJAKO lopettaa viimeistddn silloin.

Edelld “viimeistdin jaettava kierroksen jilkeen” oli epdtarkempi likiarvo kuin
minkd olisimme pystyneet antamaan. VAHENNYSJAKO lopettaa jo silloin, kun r
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83.

84.

85.

86.

painuu alle jakaja:n, joten “viimeistddn max(0, jaettava — jakaja + 1) kierrok-
sen jdlkeen” olisi ollut tarkempi. Vield tarkempi olisi ollut ”viimeistidin %
pyoristettyna alaspdin 1dhimpédidn kokonaislukuun kierroksen jdlkeen”. Mutta nyt
tavoitteena ei ollut antaa mahdollisimman tarkkaa likiarvoa kierrosten maaérille,
vaan osoittaa, ettdi VAHENNYSJAKO ei jdd ikuiseen silmukkaan. Siihen tarkoituk-
seen “viimeistddn jaettava kierroksen jilkeen” on riittdvén tarkka. Pdittely oli
helpompi viedi ldpi sen kanssa kuin tarkempien likiarvojen kanssa. Siksi kannatti

kayttad sitd.

Jos millekéén jakolaskumenetelmalle annetaan jakajaksi nolla, tdytyy sen kieltdy-
tyd tehtivéastd tai epdonnistua jotenkin. VAHENNYSJAKO ep@donnistuu siten, etti
suoritus ei valmistu koskaan.

Mitd VAHENNYSJAKO tuottaa tulokseksi vai tuottaako se tulosta lainkaan, jos
jaettava on negatiivinen mutta jakaja on yhi positiivinen? Milté osin tulos on oi-
kein ja milti osin vdirin?

Miten VAHENNYSJAKO:a muuttamalla saadaan ohjelma, joka antaa oikean vas-
tauksen my0s kun jaettava on negatiivinen? Jakaja on yhi positiivinen.

Miten edellisen tehtdvin jakolasku saadaan toimimaan oikein myos kun jakaja voi
olla negatiivinen?

Perustele, ettd edellisen tehtdvin vastaus toteuttaa jakoyhtdlon n = mqg+r A
0 < r < |m|, kun jakaja m on negatiivinen.
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5.1 Rationaaliluvut

Kuten hyvin tiedetiiin, miki tahansa luonnollinen luku voidaan esittdd numerojo-
nona, eli laittamalla yksi tai useampi numero (sivu 105) peridkkdin. Esimerkiksi
”24” on mutta ’16 + 8” ei ole luvun 24 esitys numerojonona. Ellei erikseen sa-
nota toisin, numerojonossa saa olla vain dérellinen maira numeroita. Esimerkiksi
14159... (luvun 7 desimaaliosa) ei ole numerojono vaan ddretdon numerojono.

Madritelma 5.1 Murtoluku (fractional number) tarkoittaa luvun
esitysti, jossa aluksi on tai ei ole miinusmerkki ja sitten on %
tai jaettava/jakaja, missi jaettava ja jakaja ovat numerojonoiha esi-
tettyjd luonnollisia lukuja ja jakaja ei ole nolla. Murtoluvun jaettavaa
Jja jakajaa kutsutaan myos nimilld osoittaja (numerator) ja nimittdjd

(denominator).

Sekaluku (mixed number) tarkoittaa luvun esitystd, jossa aluksi on
tai el ole miinusmerkki, sitten on numerojonona esitetty luonnollinen
luku ja lopuksi on murtoluku, jossa ei ole miinusmerkkié.

Olkoot k, n ja m numerojonoja. Sekaluku k- tarkoittaa samaa lukua kuin
lauseke k + % Sekaluvun edessi oleva miinusmerkki vaikuttaa sekd keskiosaan
ettd murtolukuosaan. Siis sekaluku —k% tarkoittaa samaa lukua kuin lauseke

—(k+ 7). Koska k+ &= = %, voidaan jokainen sekaluku esittdd murtolukuna.

Murtoluvun ja sekaluvun kisitteet vaihtelevat kirjallisuudessa hiukan. Edessa
oleva miinusmerkki voidaan katsoa kuuluvaksi murtolukuun, tai se voidaan ajatel-
la laskutoimitukseksi, joka ottaa murtoluvun ja tuottaa sen vastaluvun. Sama pétee
tietysti sekaluvuille. Sekaluvun keskiosan voidaan kieltdd tai sallia olevan nolla.
Sekaluvun lopussa olevan murtoluvun voidaan vaatia tai jdttdd vaatimatta olevan
nollaa suurempi ja ykkostd pienempi. Méaidritelmén 5.1 yksityiskohtien valinnassa
on pyritty vilttimiin murto- ja sekalukujen késitteiden tarpeetonta kaventamis-
ta. Mahdollisen miinusmerkin vaaditaan selvyyden vuoksi kuitenkin olevan aina

edessa.
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Murtoluvut ja sekaluvut eivit siis ole lukujoukkoja, vaan lukujen esitystapoja.
Esimerkiksi 7 ei ole murtoluku, mutta % on. Luvut, jotka voidaan esittdd murtolu-
kuina (ja sekalukuina) tunnetaan nimelld “rationaaliluvut”.

Maaritelma 5.2 Reaaliluku on rationaaliluku (rational number),
jos ja vain jos se voidaan esittdd kahden kokonaisluvun jakolaskuna,
jossa jakaja on positiivinen. Rationaalilukujen joukkoa merkitddn Q.

Seuraavia rationaalilukujen ominaisuuksia tarvitaan useasti.

Pikkulause 5.3

(a) Kaikki kokonaisluvut ovat rationaalilukuja.
(b) Kaikki rationaaliluvut ovat reaalilukuja.

(c) Jos p ja g ovat rationaalilukuja, niin myos p+g¢, p — ¢, pq ja |p|
ovat rationaalilukuja.

(d) Jos p ja g ovat rationaalilukuja ja g # 0, niin my0s i—; on ratio-
naaliluku.

(e) Jos p on rationaaliluku ja i on luonnollinen luku, niin p’ on ra-
tionaaliluku.

(f) Jos p on rationaaliluku, p # 0 ja i on kokonaisluku, niin pi on
rationaaliluku.

Todistus. (a) Kukin kokonaisluku k& voidaan esittia muodossa ]TC

(b) Kokonaisluvut ovat reaalilukuja. Rationaaliluvut saadaan kokonaisluvuista
laskutoimituksilla, jotka tuottavat reaaliluvuista reaalilukuja (jakolasku, jossa ja-
kaja ei ole nolla, seké vastaluvun otto).

(c) Jos p ja g ovat rationaalilukuja, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut n, m,
kjah,ettim>0,h>0,p=_jaqg= % Talloin kaikki alla olevat jaettavat ja
jakajat ovat kokonaislukuja (lahtokohta 4.1 (a)), ja mh > 0.

_n  k__ nh | km _ nhtkm
¢ p+q_m+h_mh+hm_ mh

_n_k_ nh_ km _ nh—km
.p_q_m h ~— mh hm — mh
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_nh __ —nh
T mk T —mk

(d) Jos liséksi g # 0, niin k # 0. Siksi mk >0V —mk >0 ja g =

EESSIE

(e) Jos liséksi i on luonnollinen luku, niin n’ € Z, m' € Z* ja p' = (2) = ;’1—1, :

(f) Jos i ei ole negatiivinen, niin viite seuraa suoraan kohdasta (e). Muussa ta-
pauksessa viite seuraa kohdasta (e) siksi, ettd n # 0 koska p # 0, joten ()" =

1 1 _ m!
Gt ey ot -

Murtoluku ja rationaaliluku eroavat toisistaan siis siten, ettd rationaaliluku on
luku mutta murtoluku on luvun esitystapa. Murtolukuina voidaan esittdd tdsmdl-
leen ne luvut, jotka saadaan kahden luonnollisen luvun jakolaskuina joissa jakaja
ei ole nolla, seké niiden vastaluvut. Rationaalilukuja ovat tismélleen ne luvut, jot-
ka saadaan kahden kokonaisluvun jakolaskuina, joissa jakaja on positiivinen. Na-
mi luonnehdinnat eivit ole tdysin samat. Siksi tarvitaan vield pikkuisen tyotd sen
osoittamiseksi, ettd murtoluvut ja rationaaliluvut vastaavat yksi—yhteen toisiaan.

87. Osoita, ettd jokainen murtoluku esittdi rationaalilukua.

88. Osoita, ettd jokainen rationaaliluku voidaan esittdd murtolukuna.
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5.2 Desimaaliluvut

Kuten hyvin tiedetddn, kymmenjarjestelmian numerot (digit) ovat 07, 17, 727,
..., 97, Tiassi kirjassa desimaaliluku (decimal numeral) tarkoittaa reaaliluvun
esitystd muodossa kokonaisosa tai kokonaisosa,desimaaliosa tai —kokonaisosa
tai —kokonaisosa,desimaaliosa, missd kokonaisosa on epityhja darellinen jono
numeroita, desimaaliosa on epityhja ddrellinen tai oikealle ddreton jono numeroi-
ta ja ”’—" on miinusmerkKki.

Kokonaisosan ja desimaaliosan vilissd kiytetdin suomen kielessd pilkkua,
mutta englannin kielessi pistettd. Myds monissa laskimissa ja tietokoneohjelmissa
kiytetddn pistettd. Suomenkielisen opiskelijan on syyti tulla toimeen molempien
kaytiantojen kanssa. Jotkut kirjoittajat tai ohjelmointikielet sallivat kokonaisosan
tai desimaaliosan olla tyhjd, mutta tdssd kirjassa ei sallita, koska se vaikeuttaa sen
nikemistd, onko piste tai pilkku desimaaliluvun osa vai muu vélimerkKki.

Jos desimaaliosa on ddreton, sitd ei voi kirjoittaa kokonaan. Siitéd kirjoitetaan
vain alkuosa ja sen perddn ”...”. Kirjoittamatta jitetyt numerot tiedetédén asiayh-
teydestd tai jadavit tuntemattomiksi. Esimerkiksi % =0,1666..., missd ”...”:n ti-
lalla on loputtomasti kuutosia. Ympyrén kehén ja halkaisijan pituuksien suhdetta
ilmaiseva luku 7 (luetaan “’pii”’) ilmaistaan usein desimaalilukuna 3,14159.. ..

Kokonaisosa esittdd luonnollista lukua. Desimaaliosa esittidi reaalilukua, jo-
ka on vihintdédn O ja enintddn 1. Koko desimaaliluku esittdd niiden summaa (jos
edessi ei ole miinusmerkki) tai sen vastalukua (jos edessd on miinusmerkki). De-
simaaliosan esittimi reaaliluku saadaan laskemalla yhteen luvut d; - 10~/, missi
desimaaliosan numerot desimaalipilkusta alkaen ovat dy, d», d3, ... niin pitkil-
le kuin niitd riittid. Esimerkiksi 3,14159 =34+ 1-107' +4-10724+1-1073 +
5-107%+9-107°.

Desimaaliluku on pdidittyvd tai pddttymdton sen mukaan, onko desimaaliosa
ddrellinen vai ddreton. Padttyva desimaaliluku voidaan muuttaa yhtdsuureksi pat-
tymittomaiksi desimaaliluvuksi lisddmalld sen perddn loputtomasti nollia. Patty-
vid desimaalilukuja kdytetddn usein esittdmiin likiarvoja. Talloin desimaalipilkun
perdin kirjoitetaan tyypillisesti vain sen verran numeroita, ettd viimeistd vastaava
10~ on samaa suuruusluokkaa tai hieman pienempi kuin likiarvon epitarkkuus.

Se, ettd padttyméaton desimaaliluku esittdéd jotakin lukua, on syvillinen asia.
Siihen paneudutaan alaluvussa 5.5. Perusidea on kuitenkin helppo ymmaértadd. Tar-
kastelkaamme mitéd tahansa péddttymitontd desimaalilukua, jossa ei ole miinus-
merkkid. Jos se katkaistaan mistd tahansa kohdasta desimaalipilkun oikealta puo-
lelta, niin saadaan pédttyvd desimaaliluku. (Jos se katkaistaan heti desimaalipil-
kun jélkeen, pitdd desimaalipilkku poistaa.) Jos katkaisukohtaa siirretdin oikealle,
niin katkaisun tuottama paittyva desimaaliluku sdilyy ennallaan tai kasvaa. Esi-
merkiksi 3 <3,1 <3,14 <3/141 <3,1415<3,14159< ...

Toisaalta jokainen niin saatavista pddttyvistd desimaaliluvuista on pienempi
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kuin mikdin desimaaliluku, joka saadaan ottamalla miki tahansa niisti ja kasvat-
tamalla sen viimeistd numeroa yhdelld. Jos kasvatettava numero on 9, niin sen
tilalle laitetaan O ja kasvatetaan my0s edellistd numeroa. Esimerkiksi seuraavassa
jokainen ylérivin luku on kaikkia alarivin lukuja suurempi.

4>32>3,15>3,142 > 3,1416 > 3,14160 > ...
3<3,1<3,14<3,141 <3,1415<3,14159 < ...

Mitd enemmén desimaalipilkun jdlkeisid numeroita otetaan mukaan, sitd 14-
hempind yldrivin ja alarivin luku ovat toisiaan. Niiden erotusta ei saada tasan
nollaksi, mutta se saadaan muutoin niin ldhelle nollaa kuin halutaan. Siksi on ole-
massa enintdin yksi reaaliluku, joka jdi alarivin ja yldrivin viliin eli on vdhintdidn
yhtdsuuri kuin jokainen alarivin luku ja enintidiin yhtdsuuri kuin mikdén ylérivin
luku. Joissakin tapauksissa voidaan todistaa, ettd jokin nimenomainen luku on sel-
lainen. Esimerkiksi seuraavassa tapauksessa % (ja vain se) jdi alarivin ja yldrivin
viliin:

1>02>0,17>0,167 > 0,1667 > 0,16667 > ...
0<0,1<0,16<0,166 < 0,1666 < 0,16666 < ...

Jos alarivin luvuiksi valitaan mahdollisimman suuret sellaiset luvut, ettd kun-
kin niistd nelid on enintddn 2, niin saadaan seuraavat luvut. Tédssd tapauksessa
alarivin ja ylirivin viliin jadvi luku on v/2. Kuten sivulla ??? todettiin, sen ole-
massaolo ei seuraa kunta-aksioomista, vaan joudutaan olettamaan erikseen.

1>1,5>142>1,415>1,4143 > 141422 > ...
1<14<141<1414<1,4142<141421< ...

Samaan tapaan kuin v/2:n olemassaolo vaikuttaa jirkevilti, vaikuttaa myos
monen muun padttymittomain desimaaliluvun olemassaolo syystd tai toisesta jar-
keviltd. On paddytty tekeméén oletus, joka vilillisesti aiheuttaa sen, ettd jokainen
padttymiton desimaaliluku on olemassa. Se on kiytidnndllinen oletus, eiki sen ole
havaittu aiheuttavan ristiriitoja.

Kaksi eri paattymétontid desimaalilukua voi esittdd samaa lukua. Se on mahdollista
vain siten, ettd toisen lopussa on loputtomasti yhdeksikkdjd, ja toinen péittyy tai
sen lopussa on loputtamasti nollia. Yksinkertaisin esimerkki tidstd on 0,999... =
1,000. ... Desimaaliluku 0,999 . .. esittis reaalilukua 9- 101 4+9-107249-103 +

7?

Tarkastellaan seuraavaksi desimaalilukua k,d;d> - - - d,,¢, missi k on luonnolli-
nen luku, dyd> - - - d, on n:std numerosta muodostuva jono, ja £ on numeroista muo-
dostuva mahdollisesti tyhja tai ddreton jono. Sen lukuarvolle pitee k,did; - - -d, <
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kdidy---d,l < kdidy---d,+ 107", Nimittdin jos ¢ on tyhji tai siséltdd pelkés-
tddn nollia, on sen lukuarvo k,dd5 - - - dy,. Jos ¢ on pédttymiton jono yhdeksikkojd,
on sen lukuarvo k,dyd, - - -d, + 10™". Muussa tapauksessa sen lukuarvo jdi ndiden
kahden vaihtoehdon viliin.

Kullekin reaaliluvulle voidaan antaa miten tarkka likiarvo tahansa paittyvani
desimaalilukuna. ???

5.3 Potenssi

5.4 Logaritmi

5.5 Sarjoja

5.6 Kunta-aksioomat

5.7 Taydellisyysaksiooma
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5.8 Numeroituvuus ja ylinumeroituvuus

Akkipaiti voi nayttid silti, etti rationaalilukuja on valtavasti enemmiin kuin luon-
nollisia lukuja. Jokainen kokonaisluku on rationaaliluku. Jos p ja g ovat rationaa-
lilukuja ja p < ¢, niin pTJ“q, %2‘1, %3‘1, ... ovat rationaalilukuja (pikkulause 5.3)
jap< p—;q < %2(1 < %3‘1 < ... < g (esimerkki 2.36). Siis minké tahansa kahden
eri rationaaliluvun vélisséd on ddrettomasti rationaalilukuja. Niinpé rationaaliluku-
ja on tihedssid joka puolella lukusuoraa. Mutta luonnollisia lukuja on lukusuoralla

vain yksi kerrallaan ja vain nollasta alkaen.

t t t @ @ @ L L L —
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Téstd huolimatta rationaaliluvut voidaan asettaa jonoon ensimmaéinen, toinen,
kolmas, ... siten, ettd kukin rationaaliluku on mukana ainakin kerran. Jono voi-

daan aloittaa luvulla 0. Seuraavaksi voidaan laittaa kaikki rationaaliluvut muotoa
- ja—1-, missd n jam ovat positiivisia kokonaislukuja ja n+m = 2. Sitten voidaan

laittaa ne, joilla n +m = 3, ja niin edelleen.

o + -1 1 12 _2 1 _1 2 _2 3 _3 1
1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 1 1 4
1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8 9. 10. 1. 12, 13.  14.
H_J %(—J L ~ J “ ~ J |
0 n+m=2 n+m=3 n+m=4

Jokainen rationaaliluku paitsi O on tdssd jonossa ddrettomédn monta kertaa. Esi-
merkiksi % toistuu muodoissa %, %, % ja niin edelleen.

Joukon numerointi (enumeration) tarkoittaa joukon alkioiden laittamista da-
relliseen tai oikealle ddrettomédn jonoon, eli sellaiseen jonoon, ettd positiiviset
kokonaisluvut riittdvit jonon alkioiden indeksoimiseen. Minki tahansa dérellisen
joukon numerointi on helppoa. Riittdd, ettd sen alkiot laitetaan perdkkédin missi

tahansa jérjestyksessd. Alla on numeroitu viikonpdiviit.

ma ti ke to pe la su
.2 3 4 5 6 T

Adrettomin joukon numerointi saattaa vaatia sopivan jirjestyksen keksimisti.
Esimerkiksi merkeistd a, b ja ¢ muodostettavien ddrellisten merkkijonojen laitta-
minen jonoon aakkosjirjestyksen mukaisesti ei tuota numerointia, koska kaikki
luonnolliset luvut tulee kiytettyd jo ddrettdmin kauan ennen merkkijonoa b. Ku-
ten tavallista matematiikassa, € tarkoittaa tyhjdaa merkkijonoa eli sitd merkkijonoa,
jossa on nolla merkkii.

€ a aa aaa ... ab aba abaa ... ac aca ... b
1. 2. 3 4.
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Mutta niiden numerointi onnistuu jirjestdmilld ne ensisijaisesti pituuden mu-
kaan ja toissijaisesti aakkosjirjestykseen:

€ a b ¢ aa ab ac ba bb bc ca c¢cb cc aaa aab
. 2 3 4 5 6 7. 8 9 10. 1. 12. 13 14 15.

Edelld numeroitiin merkkijonot joiden muodostamisessa saa kéyttdda kolmea
eri merkkiid, mutta sama onnistuu mille tahansa #irelliselle merkkien maérille.
Olkoon eri merkkejd k kappaletta. Jonon alussa on tyhjd merkkijono. Sitten on k
kappaletta yhdestid merkisti muodostuvia merkkijonoja. Seuraavaksi on k> kap-
paletta merkkijonoja, joiden pituus on 2. Niiden jilkeen on k> kolmen pituista
merkkijonoa, k* neljin pituista ja niin edelleen.

Joukko on numeroituva (countable) jos ja vain jos se voidaan numeroida. Jos
joukko on numeroituva, niin my9s kukin sen osajoukko voidaan numeroida jatta-
milld joukon numeroinnista pois ne alkiot, jotka eivit kuulu osajoukkoon. Olem-
me osoittaneet seuraavan lauseen.

Lause 5.4 Olkoon X miki tahansa ddrellinen joukko merkkejd. Siitd
muodostettavien ddrellisten merkkijonojen joukko ¥* on numeroitu-
va. Myos kukin X*:n osajoukko on numeroituva.

Edelld 16ysimme rationaaliluvuille jéarjestyksen, jossa ne voitiin numeroida.
Niinpé rationaalilukujen joukko on numeroituva. Rationaalilukujen joukon nu-
meroituvuus voidaan johtaa myos lauseesta 5.4. Siihen riittdad toteamus, ettd ku-

29 29 29 29 29 2 2

kin rationaaliluku voidaan esittdd merkeistd 0, 717, 727, ..., 79", 7 /” ja
” - muodostuvana ddrellisend jonona. Esimerkiksi —% voidaan esittdd jonona
-3/10.

Tietotekniikassa laajalti kédytetty merkkien ja merkkijonojen esitystapa ni-
meltd UTF-8 pystyy esittdmién kadytdnnollisesti katsoen mitéd tahansa tekstid 8-
bittisistd tavuista muodostettuina ddrellisind jonoina. Muun muassa lausekkeet
ja kaavat voidaan esittdd silld. Erilaisia 8-bittisid tavuja on 256 kappaletta. Siksi
lausetta 5.4 voidaan soveltaa myos lausekkeisiin ja kaavoihin. Niinpé sekd lausek-

keiden joukko ettd kaavojen joukko on numeroituva.

Téssd vaiheessa saattaa nédyttdd silté, ettd jokainen joukko on numeroituva. Ndin
ei kuitenkaan ole, silld reaalilukujen joukko ei ole numeroituva. Joukko on
ylinumeroituva (uncountable) jos ja vain jos se ei ole numeroituva. Osoitamme
seuraavaksi, ettd reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

Lause 5.5 Reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

Todistus. Viite voidaan todistaa menetelmélld nimeltd Cantorin diagonaaliargu-
mentti (Cantor’s diagonal argument), jonka Georg Cantor julkaisi vuonna 1891.
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89.

3,141592. ..
0,333333. ..
2,718281. ..
1,414213. ..
0,000000. ..
0,142857. ..

Kuva 13: Cantorin diagonaaliargumentti

Siind osoitetaan, ettd mikédédn positiivisilla kokonaisluvuilla indeksoitu reaaliluku-
jono ei sisdlld kaikkia reaalilukuja. Todistuksessa kiytetddn reaalilukujen desi-
maaliesityksid. Padttyvit desimaaliesitykset jatketaan padttymittomiksi lisddmal-
14 perdin loputtomasti nollia.

Erids jonosta puuttuva reaaliluku voidaan muodostaa seuraavasti. Kirjoitetaan
aluksi ”0,”. Otetaan jonon ensimmaiisen luvun ensimmaéinen desimaalipilkun jal-
keinen numero. Jos se on O tai 1, niin kirjoitetaan muodostettavan luvun desimaa-
liesityksen jatkeeksi 3. Muussa tapauksessa kirjoitetaan muodostettavan luvun de-
simaaliesityksen jatkeeksi 0. Sen jidlkeen tehdddn sama jonon toisen luvun toiselle
desimaalipilkun jilkeiselle numerolle, kolmannen luvun kolmannelle desimaali-
pilkun jdlkeiselle numerolle ja niin edelleen. Tétd on havainnollistettu kuvassa 13.

Niin muodostettu luku poikkeaa jonon ensimmiisesti luvusta ainakin 107!
verran, jonon toisesta luvusta ainakin 10~ verran ja niin edelleen (sivu 106).
Siksi se ei ole mukana jonossa. 0

Miten saadaan muodostettu luku poikkeamaan jonon ensimmdisestéd luvusta tis-
milleen 10~! verran?

Miti tapahtuisi, jos lauseen 5.5 todistuksessa muodostettu luku liséttdisiin jonoon?
Jos se liséttiisiin jonon jatkeeksi, sen edessd olisi ddrettomasti lukuja, joten jono ei
endd olisi positiivisilla kokonaisluvuilla indeksoitava. Siksi se tdytyy lisitd alkuun
tai johonkin viliin.

Lisdyskohtaa vastaava numero otettaisiin lisdtystd luvusta eiki siind kohdassa
aikaisemmin olleesta luvusta. Siksi lisdyksen jdlkeen jonosta muodostettava luku
olisi erisuuri kuin lisétty luku. Itse asiassa se olisi erisuuri kuin jokainen tiyden-
netyn jonon luku, koska alkuperdinen paittely patisi myos tdydennetylle jonolle.

Toistamalla lisdys uudelleen ja uudelleen muodostettaisiin loputtomasti luku-
ja, jotka puuttuivat alkuperdisestd jonosta.

Cantorin aikana osa matemaatikoista asettui vastustamaan ylinumeroituvuutta jyr-
kisti. Nykyisin matemaatikot ovat jokseenkin yksimielisii siitd, ettd Cantor oli oi-
keassa ja ylinumeroituvuus on tirked havainto. Silti nykyisinkin joidenkin ihmis-
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ten on vaikea hyviksyé lauseen 5.5 todistusta. Siksi voi olla hyvé tuoda esiin, ettéd
on muitakin keinoja huomata, etté reaalilukuja on paljon enemmén kuin rationaa-
lilukuja.

Ehké helpoimmin ymmairrettiva on ajatuskulku, jossa aloitetaan tikulla, jon-
ka pituus on 1. Se katkaistaan tdsmilleen keskeltid. Toinen puolikas asetetaan lu-
kusuoralle siten, ettd sen keskikohta on nollan kohdalla. Toinen puolikas katkais-
taan uudelleen niin ettd saadaan kaksi neljdsosan pituista tikkua. Toinen niistid
asetetaan ykkosen kohdalle ja toinen katkaistaan jédlleen kerran. Nédin saadaan kah-
deksasosan pituinen tikku joka asetetaan —1:n kohdalle, kuudestoistaosan pitui-
nen tikku joka asetetaan %:n kohdalle ja niin edelleen. Alla on niytetty tulos, kun
viimeisimman paikalleen laitetun tikunpétkén pituus on ﬁ

-2 -13 -1 -3 0

N |
—
—
NI
N

Jatkamalla tétd loputtomiin saadaan peitettyd jonon 0, {, —%, %, —%, %,

jokainen luku eli jokainen rationaaliluku. Tikunpitkien yhteispituus on 1. Niiden
yhteensd peittdmi pituus on vihemmain kuin 1, koska tikunpétkidt menevit osit-
tain toistensa pdadlle. Silti niilld saadaan peitettyd jokainen rationaaliluku, vaikka
rationaalilukuja on joka puolella dédrettomén pitkdd lukusuoraa!

Vield hurjempaa on luvassa! Nimittdin sama pééttely toimii, vaikka aloitettai-
siin lyhyemmilla tikulla. Riittdd, ettd tikun pituus on positiivinen luku. Se saa olla
miten pieni positiivinen luku tahansa. Siis kaikki rationaaliluvut voidaan peittdd
tikulla, jonka pituus on vaikkapa 0,001 tai 0,000001! Tdma voidaan ilmaista sano-
malla, ettd rationaalilukujen joukko on nollamittainen (null set). Rationaaliluku-
jen joukon nollamittaisuus osoittaa, ettd rationaaliluvut muodostavat mitittomén
pienen vihemmiston lukusuoran luvuista.

Seuraava lause antaa kaksi muuta hyodyllistd ylinumeroituvaa joukkoa.

Lause 5.6 Seuraavat joukot ovat ylinumeroituvia:

(a) luonnollisten lukujen osajoukkojen joukko, ja

(b) positiivisilla kokonaisluvuilla indeksoitujen dédrettomien bittijo-
nojen joukko.

Todistus. (a) Todistuksessa tarkastellaan mielivaltaista positiivisilla kokonaislu-
vuilla indeksoitua jonoa Ny, N>, N3, ... luonnollisten lukujen osajoukkoja, ja 0soi-
tetaan, ettd siitd puuttuu ainakin yksi osajoukko.

Luonnolliset luvut voidaan timén jonon perusteella jakaa “omakohtaisiin” ja
“ei-omakohtaisiin” siten, ettd i on omakohtainen, jos ja vain jos i > 0 jai € N;.
Esimerkiksi jos Ny = {0,1,2}, N, = {0, 1}, N3 on parilliset luonnolliset luvut ja
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90.

N4 on kaikki luonnolliset luvut, niin 1 ja 4 ovat omakohtaisia (koska 1 kuuluu
joukkoon {0, 1,2} ja 4 kuuluu kaikkien luonnollisten lukujen joukkoon), mutta 2
ja 3 eiviit ole (koska 2 ei kuulu joukkoon {0, 1} ja 3 ei ole parillinen).

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ei-omakohtaisten luonnollisten lukujen joukko ei
ole mukana jonossa. Jos se olisi mukana, niin se olisi jossakin kohdassa k eli olisi
Ny. Ei voi olla k € Ni, koska muutoin omakohtaisuuden mééritelmédn mukaan &
olisi omakohtainen, joten Nj:n méiritelmian mukaan pitdisi olla k ¢ N;. Mutta ei
voi olla myoskién k ¢ N, koska muutoin omakohtaisuuden mééritelmin mukaan
k ei olisi omakohtainen, joten Nj:n médritelméin mukaan pitdisi olla k € Ny.

(b) Tamdi véite seuraa edellisestd sitd kautta, ettd luonnollisten lukujen joukon
osajoukot ja positiivisilla kokonaisluvuilla indeksoidut darettomét bittijonot vas-
taavat yksi—yhteen toisiaan siten, ettd luku i kuuluu osajoukkoon jos ja vain jos jo-
non (i+ 1):s bitti on 1. Esimerkiksi joukkoa {1, 3,4} vastaa bittijono 01011000. ..
(loppuosa siséltdd vain nollia) ja parillisten luonnollisten lukujen joukkoa vastaa
bittijono 101010... (10 toistuu loputtomasti). 0

Nyt on aika tdyttdd sivulla 21 annettu lupaus osoittaa, ettd aina kun 1dhto-
joukko on didreton, on olemassa funktio, joka saa korkeintaan kahta eri arvoa ja
jota ei esitd mikddn lauseke. Lauseen 5.4 jdlkeen totesimme, ettd lausekkeita on
vain numeroituvasti ddareton maird. Osoitamme, ettd mainitunlaisia funktioita on
enemmiin. Olkoot 1 ja 2 kaksi eri alkiota. Ne saa valita lihtéjoukosta tai muualta.

Jos ldhtojoukko on numeroituvasti ddreton, niin sen alkioille voidaan antaa
nimet 1, 2, 3, .... Funktiot tilti joukolta joukolle {1,2} ovat olennaisesti sama
asia kuin positiivisilla kokonaisluvuilla indeksoidut ddrettdmit bittijonot. Lauseen
5.6 (b) mukaan niitd on ylinumeroituva maara.

Jos lahtdjoukko on ylinumeroituva, niin jo pelkéstiin funktioita, jotka tuotta-
vat 1 yhdells lihtojoukon alkiolla ja 2 muilla lihtéjoukon alkioilla on ylinumeroi-
tuva madrd.

Vaikka luonnollisten lukujen joukolla on ylinumeroituva méaéri osajoukkoja, silld
on vain numeroituva mééra ddrellisid osajoukkoja.

Todista, ettd luonnollisten lukujen joukolla on vain numeroituva médri ddrellisid
osajoukkoja.
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Kysymysten vastauksia

1. Juoksija saapuu maaliin silloin kun 160+ 3¢ = 1000. Vihentdmalld molem-
milta puolilta 160 saadaan 3 = 1000 — 160 = 840. Jakamalla molemmat
puolet 3:1la saadaan t = 8‘3‘—0 = 280.

Lopputuloksen testaaminen. 160+ 3-280 = 160+ 840 = 1000. Tasméas!

2. Juoksija ldhti liikkeelle silloin kun 160 + 3¢ = 0. Vihentdmalld molemmilta

puolilta 160 saadaan 3t = —160. Jakamalla molemmat puolet 3:1la saadaan
t=—180 =534

Lopputuloksen testaaminen. —53% =—(53+ %), joten 3 - (—53%) =-3.
531 =-3-(53+1) = —159— 1 = —160, joten 160 +3 - (—531) = 160 —

160 = 0. Tasmaa!

3. Esimerkin 2.1 mukaan pyoriilijd saa juoksijan kiinni kun ¢ = 80 ja tehtivin
1 vastauksen mukaan juoksija saapuu maaliin kun ¢ = 280. Koska 280 > 80,
ohittaa pyoriilijd juoksijan matkalla. Siis pyordilija ehtii ensin maalin.

4. Kysymys tarkoittaa, ettd pitdd 10ytdd se ¢:n arvo ja se m:n arvo, joille pitee
sekd 160+ 3¢ +m = 1000 ettd 5t = 1000. Jakamalla jilkimméiisen yhtdlon
molemmat puolet 5:114 saadaan r = 200. Sijoittamalla se ensimmadiseen yh-
tdloon saadaan 1604-3-200+m = 1000. Koska 16043 -200 = 160+ 600 =
760, saadaan 760 + m = 1000. Vahentimalld molemmilta puolilta 760 saa-
daan m = 240. Vastaus on siis ¢ =200 A m =240 .

Lopputuloksen testaaminen. 160+ 3-200+ 240 = 1000 ja 5-200 = 1000.
Tasmaii!

5. 0 metrid. Edeltd kidy ilmi, ettd pyordilijd ehtii maaliin ensin ja tehtdvassi
sanottiin, ettd ensin maaliin ehtinyt jdi sinne odottamaan jalkimmaéista.

6. Jos t < 0, niin pitdd olla 0 = 160 + 3¢ + 100. Vidhentimilld molemmilta
puolilta 100 ja vaihtamalla puolet keskenédidn saadaan 160 4 3t = —100. Se
rikkoo koko mallin pitevyysehtoa 0 < 160 4 3¢ < 1000 vastaan, joten timé
tapaus ei voi tuottaa juurta.

Jos 0 < 5r <1000, niin pitdd olla 5¢ = 160+ 3¢ + 100. Siitd saadaan 2¢ =260
ja edelleen t = 130. Koska 160+ 3 - 130 = 550, se toteuttaa 0 < 160+ 3¢ <
1000. Koska 5 - 130 = 650, se toteuttaa myos 0 < 5¢ < 1000. Niinpid se
hyviksytiin. Asken saamamme 550 on juoksijan ja 650 py6riilijin sijainti

juuren ilmaisemalla hetkelld, joten pyordilijd todella on 100 metriéd juoksijan
edelld.

113



10.

1.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

Jos 5¢ > 1000, niin pitdd olla 1000 = 160 + 3¢ 4 100. Siitd saadaan 3t =
740 ja edelleen 1 = 246%. Koska 160 + 3 - 246% =900, se toteuttaa 0 <
160+ 3t < 1000. Koska 52463 = 12331, se toteuttaa myds 5¢ > 1000.
Niinpé se hyviksytiddn. Asken saamamme 900 on juoksijan sijainti juuren
ilmaisemalla hetkelld ja pyordilijédn sijainti on 1000, joten pyoriilijéd todella
on 100 metrid juoksijan edella.

Vastaus: ajanhetkilld r = 130 ja r = 2463.

. Ovat. Esimerkiksi 2% on sekaluku ja sille pétee 2% = % Mutta 25 on kerto-

lasku. Kun x = 1, sille pitee 25 = 2- % = % #* %

. Jos —3 olisi vakiosymboli, niin —32 voitaisiin laskea (—3)- (—3) = 9. Mutta

se ei ole oikein, koska —3% = —9. Niinpi —3 on laskutoimitus.

. Potenssilasku lasketaan ennen vastaluvun ottamista. Nimittdin toisin piin

tehtiessi saataisiin —3% = (—3)? = 9.

nurin(

g)=¢
nurin(ac) =

nurin(o)a
Jokoo=ajap=¢ctaic=¢cjap =a.

o<£E€
e<bp
ao < bp , jos ja vain jos 0 < p

On. Jos vasen # oikea, niin lihtokohdan 2.9 (b) mukaan sekd vasen ettid
oikea tuottaa arvon, ja niiden tuottamat arvot ovat erit. Tdlloin seké oikea
ettd vasen tuottaa arvon, ja niiden tuottamat arvot ovat erit. Siksi lahtokoh-
dan 2.9 (b) mukaan oikea # vasen.

Ei ole. Esimerkiksi 1 <2 mutta2 £ 1.
Ei pdde. Esimerkiksi 2 # 1 # 1+ 1, mutta siltiei 2 # 1+ 1.

Ei piade. Esimerkiksi kun lauseke on %, niin se ei ole tosi. Jos lauseke on
maidritelty, niin se pitee, ja muulloin ei.

Pitee. Jos n = 2, niin vidite on muotoa “jos lauseke; < lauseke) niin
lauseke; < lauseke,>”. Se on ilmiselvisti tosi. Jos n > 3, niin jos-osan mu-
kaan lauseke| < lauseke; ja lauseke; < lausekes. Niistd seuraa lauseke; <
lausekes. Jos n > 4, niin edellisen mukaan lauseke; < lausekes ja jos-osan
mukaan lauseke; < lausekes. Niistd seuraa lauseke| < lausekes. Niin voi-
daan jatkaa mihin tahansa n > 3 saakka.
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18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

vasen « lauseke| ja keski « lausekes ja oikea « lausekey.

vasen(a) « (a+1)(a— 1) jaoikea(a) «~ a* — 1 ja lauseke «~ 1+ /x tuottaa

(14+/x+1D)(1+x—1)=(1+x)* -

Tarkastellaan mitd tahansa tilannetta. Jos vasen = oikea, ja jos lauseke on
maddritelty, niin vasen = oikea.

Lahtokohdan 2.9 (e) ja (f) vuoksi "lauseke > 0 sisdltdd sen, ettd lauseke on
maidritelty.

1 _ 1 1 2 _ 1
x—z,koska2 2—4Ja4<1—§.

Tdhén kelpaa miké tahansa luku vililtd O < x < 1. Yhtd hyvin olisi voinut

; w9 9.9 _38 90 _ 9
vastata vaikkapa "x = lO,koska 5" 10 = ]00 <1006 = To -

—1 # 1 mutta silti (—1)? # 12 ei ole tosi, koska (—1)?> =12 = 1.

Tarvitsee 16ytii sellainen x, etti x # 2 mutta x> +3x —4 =22 4+3.2—4.
Edelli laskettiin, ettd 2> +3 -2 — 4 = 6. Vihentimilli molemmilta puolilta
6 saadaan x> + 3x — 10 = 0. Tistd x voidaan ratkaista toisen asteen yhti-

_ 2__ _ /9440
Ion ratkaisukaavalla: x = —= 32 14 LE10) _ -3+ 9+4 _3i7, josta juu-
riksi tulee —5 ja 2. Helpommalla piisee, jos t01sen asteen yhtalon juurten

summan sdinto on hallussa, koska silld saadaan x +2 = —3, joten x = —5.
Testataan x = —5: (—=5)2+3-(=5)—4=25-15-4=6.

Vastaus: —5 # 2 mutta (—5)>+3-(=5) —4=22+3.2-4.

Sijoitukset ovat lauseke( ) e ] —L javasen « (1/x)? ja oikea « x, ja loppu-

tulos on (\/})%71 =L Seon salllttua kun vasen = oikea ja lauseke(oikea)

on miiritelty. Ehto vasen = oikea sievenee muotoon (1/x)? = x, joka ky-
symyksen mukaan pitee tdsmilleen silloin kun x > 0. Jilkimméisen vaati-

muksen mukaan x]Tl pitdd olla médritelty, ja se pitee tdsmilleen silloin kun
x # 1. Niinpé jokaisessa tilanteessa, jossa 0 < x # 1, pitee (\/)_57271 = x%]
Ehdon 70 < x # 17 saa esittdd myds muodossa ’0 < x < 1 tai x > 17
Pikkulause 2.11.

0a=0& 1+1=2

Jokainen sellainen yhtépitidvyys on pétevi, joten (a) kylld ja (b) ei.

x=7
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29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

Vastaesimerkissd pitdd jommankumman puolen olla tosi. Tehtidvén yhtipi-
tavyyden vasen puoli on tosi vain kun x = 1. Oikea puoli on tosi vain kun
x =7. Siksi muita mahdollisuuksia ei ole kuin ndmi kaksi.

x=3Vx=9
x<0
x=0Vx=2
x#0
x<-2V0<x<2

Ensimmainen “vasen” edustaa kaavaa. Toinen “vasen” ja "oikea” edustavat
lausekkeita.

Tama ei ole jyrkdsti kylld/ei -asia, vaan kyse on siitd, miki olisi todistusta
lukevalle ihmiselle ymmairrettdavintd. Pikkulause 2.10 on kiytettdvissi kai-
kissa tilanteissa, joten todistuksen alku sidilyisi patevind, vaikka ensimmaéi-
nen tai molemmat “mahdollisissa” poistettaisiin. Toisaalta “mahdollisissa”
on vilttamiton madritelmad 2.16 kiytettdessd. Selkeintd lienee lisitd se heti
alussa.

Valitsemalla vasen « 180 = 2 ja keski «~~ 80 = 182 = Z =t ja oikea «~~ 80 =

t. Lisdtyt yhtasuuruudet ovat 80 = % ja % =1

Se saadaan pikkulauseesta 2.26 valitsemalla lauseke(a) <~ a— 3t javasen «-
160 + 3¢ ja oikea «~ 5t. Talloin lauseke(vasen) on 160 + 3t — 3¢ ja
lauseke(oikea) on 5t — 3t. Jos-osa toteutuu, koska 5¢ — 3¢ on médritelty jo-
kaisella 7:n arvolla. Siksi niin-osa tuottaa 160+ 3¢ =5¢ = 160+ 3t — 3t =
S5t—3t.

160+ 3t — 3t = 5t — 3t
= 160+ 37 — 3¢+ 3t =5t — 3t + 3t pikkulause 2.26,
5t — 3¢ + 3¢ on aina méiritelty

& 160+ 3¢ pikkulause 2.21
= 160+ 3¢ — 3¢+ 3¢ reaalilukujen laskusdinnét
= 5t—3t+3t
= 5t reaalilukujen laskusdidnnot
& 160+ 3f = 5¢ pikkulause 2.21

Implikaation 160 = 2t = % = % perusteleminen pikkulauseella 2.26

vaatisi, ettd aina kun 160 = 2¢, on % tai % tai molemmat mééritelty. Se ei
toteudu, kun r = 80.
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41.
42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

(a+b)?

ab
2

(a+b)*—4-% =g +2ab+b* —2ab = a® + b*

Px—2 _

Tehtédvina oli ratkaista =—=7= = —3. Péittely jakautuu kahteen tapaukseen

seuraavasti.

Jos x = 1, niin yhtdlon vasemmalla puolella jaetaan nollalla. Nollalla jaka-
minen on kiellettyi, joten x = 1 ei ole juuri.

Jos x # 1, niin x — 1 # 0. Siksi yhtdlon molemmat puolet saa kertoa
(x — 1):114. Siten saadaan x*> +x —2 = —3(x — 1). Kertomalla sulkeet auki
saadaan x* +x — 2 = —3x + 3, josta lisiamilld molemmille puolille 3x — 3
saadaan x* 4 4x — 5 = 0. Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla saadaan

_ 2_4.1.(—
v 4im’ joten x = —5 tai x = 1. Tilanne x = 1 on mahdoton

21

oletuksen x # 1 vuoksi, joten se hylitédén. Tilanne x = —5 on mahdollinen,
koska se ei riko oletusta x # 1 eikd muita oletuksia ole tehty.

Vastaus on siis x = —35.

—5)24(—5)— )

Lopputuloksen testaaminen. (5)_;# = 1—86 = —3, joten —5 on alku-
perdisen yhtdlon juuri. Muita juuria ei voi olla seuraavasta syystd. Koska
vilivaiheena saatu x> +x —2 = —3(x — 1) on toista astetta, on silld enintizn

kaksi juurta. Sijoittamalla ndhdéén, ettd x = 1 on niisté toinen. Se ei kuiten-
kaan ole alkuperiisen yhtédlon juuri, koska se aiheuttaa nollalla jakamisen.

Jos n < 2, niin osuus lauseke| voy ... vo,_; lauseke, ei muodosta vertailua.
Télloin alimman rivin ”A” jdi ilman vasemmanpuoleista argumenttia.

Vastaukseksi kelpaa myos, ettd tapaus n = 1 on jo miiritelty ldhtokohdassa
2.9, ja tapaukset n < 0 eivdt muodosta yhtdédn vertailua.

Ehdosta 1 <i < nseuraan > 3. Nimittdin 1 < itakaai > 2, joten n > i takaa
n>3.

17 <x< 18

12< y <13
12—y< 0 <13—y
12—y<0 A 0<13—y
—y<—12 A —13<-—y
-B3<—y< 12

Tt
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49.

50.
S1.

52.
53.
54.

55.
56.

57.
38.
59.

—13< —y <12
S 17-13<x—13<x—y<x—12<18—-12
= 4<x—y<6

Logiikkalahden ja Matikkaméen viliselle etdisyydelle pitee 4 < x —y < 6.
x—djay—d

Logiikkalahden etdisyys tastd kyltistd: 9 <x—d < 10

Matikkamien etdisyys tistd kyltistd: 3<y—d <4 & —4<d—-y<-3
9<x—d<10N-4<d—y< -3

= 9-4<9+d—y)<(x—d)+(d—y)=x—y<10+(d—y)<10-3

= S<x—y<7

S5<x—y<6
8<d<9

Jos olisi 1 < 0, niin #sken todistetun mukaan olisi 1-1 > 0. Mutta koska
1-1=1,olisi sekd 1 < 0 ettd 1 > 0. Siti ei 1dhtokohta 2.29 (a) salli.

a<OADb>0 = ab=ba<0

Oltiin oletuksen x < 2 alaisuudessa. Siksi yhtidpitdvyyden kannalta vain silla
oli vilid, mitd totuusarvoja x <3Vx > 15 jax < 2 tuottavat silloin, kun x < 2.
Silloin ne molemmat tuottavat vain totuusarvoa T.

a<x<b,a<x<b,a<x,x<b,x<bjaT.
r<x<r

Josx < 4,niin = >x—5 & x—1<(x—4)(x—5) & x> —9%+20>
x—1 & X —10x+21>0 & (x-3)(x-7)>0 & x<3Vx>7 &
x<3.

Josx >4, niin =1 >x—5 & x—1>(x—4)(x—5) & ... & (x—3)
(x—7)<0 < 3<x<7T & 4<x<7.
> X

X

Jos x =4, niin ;4 — 5 on midérittelemiton.

X

Vastaus: ﬁ >x—5 & x<3VvVi4<x<T
Lopputuloksen testaaminen. Yhtilolla ﬁ%}l =x—5 ei voi olla enempii kuin

kaksi juurta, koska kertomalla nimittdja pois siitd tulee toisen asteen yhtilo.
Ainoa kohta, jossa siind esiintyy miiritteleméton lauseke, on x = 4.
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testiarvox | 0 3 33 4 5 7 10

vasen % -2 -5 ei mair. 4 2 1%
oikea | =5 -2 —13i 0 2 5
vasen > oikea | tosi tosi epidtosi eikump. tosi tosi epitosi

60. Kun x < —7, on epédyhtilon v/x+7 > x — 5 vasen puoli midritteleméton.
Kun -7 < x <5, on v/x+7 ei-negatiivinen mutta x — 5 on negatiivinen,
joten kaikki luvut silld vililld ovat juuria.

Kun x > 5, saadaan vx+7 >x—5 & x—|—7>(x—5)2:x2—10x—|—25
S 2-11x+18<0 & (x—2)(x-9)<0 & 2<x<9 & 5<x<9.

Vastaus: —7<x<9
Lopputuloksen testaaminen. Yhtélolld v/x+7 > x — 5 ei voi olla enem-

pad kuin kaksi juurta, koska nelidimélld molemmat puolet siiti tulee toisen
asteen yhtdlo. Siini esiintyy médritteleméton lauseke jos ja vain jos x < —7.

X -8 -7 -3 2 3 5 6 9 18
vas. | el madr. 0 2 3 V10 V12 V13 4 5
oik. -12 -8 -3 =2 0 1 4 13
> | el kump. tosi tosi tosi tosi tosi tosi epdt. epit.
61. x> 100 < 101x>100x+100 = 1,0lx>x+1 = 101- 47 >1 &
1 <1015

62. Esimerkin paittelyt menevit ldpi, vaikka oletus i > 1 korvattaisiin oletuk-
sella i > 0. Sen jédlkeen p < pTJrq saadaan keskimmadisen vaiheen tuloksesta

pti—-1)g _ p+ig
T < T

sijoittamalla i:ksi 1.
63. T

64. x=x

65. 160+ 3¢ —5t| =100

66. Kun x > 0, on x < 0O epitosi, joten kuvan 10 perusteella x <0 Ay = —x
on epitosi. Saman kuvan perusteella (x >0 Ay=x)V (x<0Ay=—x)
tuottaa saman totuusarvon kuin x > 0 A y = x . Se puolestaan tuottaa saman
totuusarvon kuin y = x, koska x > 0 on tosi. Niinpd kun x > 0, on kaavamme
tosi jos ja vain jos y = x.

67. (x>yANz=y)V(x<yAz=x)
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68.

69.
70.

71.

72.

73.

74.

Kun x > 44, tuottaa kumpikin puoli U. Kun x < 44, ei kumpikaan puoli
tuota U. Koska puolet ovat yhtipitavit, kullakin x < 44 joko molemmat
puolet tuottavat T tai molemmat puolet tuottavat muun totuusarvon kuin T.
Koska jalkimmaiinen ei ole myoskdidn U, on se F.

Jokaisella x:n arvolla kumpikin puoli on epitosi.

(@) x—2>0elix>2
b)44 —x>0elix <44
T

yhteensd 2 < x < 44

Valitsemalla vasen « % ja keski «~ % ja oikea « % saadaan %
1

11 _ 1 _
1_1_1 1A 1_ 1 151_ 1_61:
z:6:T.lSeltark(]nttaasamaakumzzT/\TTﬁlE%:qAazT.
MultJta§:T/\T:6EF/\UEF’at01saalta§:6/\6:TEU/\U

Pitee. Jos jokainen lausekkeista vasen, keski ja oikea on médritelty, ja jos ne
kaikki tuottavat saman arvon, niin jokainen yhtasuuruuksista vasen = keski,
keski = oikea, vasen = oikea ja oikea = keski on tosi. Silloin ”<’:n molem-
mat puolet ovat tosia. Muussa tapauksessa ainakin toinen yhtidsuuruuksista
vasen = keski ja keski = oikea on epdtosi tai madritteleméton, ja samoin
yhtéasuuruuksille vasen = oikea ja oikea = keski. Silloin ”<”":n kumpikaan
puoli ei ole tosi.

Valitsemalla

‘n kaava, kaavar i
o~ ‘ 2 vasen oitkea 2

J
1
saadaan pikkulauseen 3.6 lisdksi-osuudesta

Jos 2 > 2 javasen = oikeajal <2 <2jal <1 <2, niin oikea
= vasen.

Ei tarvitse olettaa 2 > 2,1 <2 <2jal <1 <2, koska ne ovat tosia vaikkei
niitd oletettaisikaan. Jattdmalld ne pois saadaan

Jos vasen = oikea, niin oikea = vasen.

Koska 5x+2(1—3x) =4 < x= —2, yhtépitivyys

y=1-3xA5x+2(1-3x)=4 & y=1-3xAx=-2
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75.

76.

7.

78.

79.

80.
81.
82.

83.

84.

saadaan pikkulauseesta 3.10 valinnoilla vasen <~ 5x +2(1 —3x) = 4 ja
oikea <~ x = =2 jakaava(X) «~y=1-3x N X.

vasen <~ x > 100 ja oikea « 0 < % < 0,01 ja kaava(X) « X — HLI <l<

1,01x. Tdssd X on symbolin ”—"" alaisuudessa, mutta se ei kelpaa pikku-
lauseelle 3.10.

kaava «~y=a N x = —2 javasen ~ 1 —3-(—2) ja oikea «~ 7. Kaavassa ei
esiinny "’V eikéd ”3” lainkaan. Vaatimus vasen = oikea onnyt 1 —3-(—2) =
7, ja se on aina tosi reaalilukujen sdantojen perusteella.

Oletuksen x = —2 alaisuudessa saadaan y =1—-3x & y=1-3-(-2)
pikkulauseella 3.11 valitsemalla kaava(a) <~y = 1 — 3a ja vasen < x ja
oikea «~ —2. Siirtdimilld oletus kaavoihin pikkulauseella 3.12 (b) saadaan
y=1-3xAx=-2 & y=1-3-(-2) Ax=-2.

8a—15b=12 N 6b+5a =128
& 16a—30b=16a—5-6b=24 N 6b=28—>5a
& 16a —5(28 —5a) =24 N 6b =28 —5a
& 41la—140=24 N 6b =28 —5a
& a=4 N 6b=28-20=38
& a=4 N b=}
10x—6y=14 A 15x=2149y
< 6y=10x—14 A 15x=21+9y
& 3y=5x—7 A 15x=21+3(5x—17)
& 3y=5x—7 N 15x=15x
< yz% AN T
& y=3x—1
x>0
T
Pikkulauseen 4.4 (a) mukaan 1 € Z, joten (b) mukaan 1 —1 € Zeli 0 € Z.

Se lopettaa siten, ettd g =0 A r = jaettava . Jakoyhtdlon 4.8 (a) pitee mutta
(b) ei.

Lisétddn jakajaa jaettavan kopioon r kunnes tulos on nolla tai positiivinen.
Jokaisella lisdykselld viahennetddn vihennyskertojen madriad g yhdelld. Ta-
mi vaihe voidaan sijoittaa sellaisenaan VAHENNYSJAKO:n alkuun tai pe-
radn. Ei tarvita testid, onko jaettava negatiivinen.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

1 q:=0; r:=jaettava

> kun r > jakaja toista seuraavaa:
3 r:=r—jakaja; q:=q+1

s+ kun r < 0 toista seuraavaa:

5 r:=r+jakaja; q:=q—1

Ensiksi testataan, onko jakaja negatiivinen. Jos se on, niin vaihdetaan se vas-
taluvukseen. Sen jilkeen suoritetaan edellisen tehtivin jakolasku. Lopuksi,
jos jakaja oli negatiivinen, niin vaihdetaan osamééri vastaluvukseen.

Tehtédvin 84 vastauksen ohjelma suoritetaan siten, ettd m:n paikalla on —m
ja tuotetun g:n paikalla on —g. Koska —m on positiivinen, ollaan sen ohjel-
man pitevyysalueella. Siksi niin saadut —q ja r toteuttavat jakoyhtdlon, eli
n=(—m)(—q)+r A0<r<|—m| Koska (—m)(—q) = mgq ja|—m| = |m],
seuraa siitd, ettéd lopullisille ¢ ja r pitee n = mg+r A 0 < r < |m|, eli niille
pitee jakoyhtilo.

Murtoluku % on sellaisenaan rationaaliluvulta vaadittua muotoa, kun nume-
rojonot n ja m tulkitaan niiden esittdmind luonnollisina lukuina. Murtoluku
— % esittdd samalla tulkinnalla rationaalilukua ’7”

Jos n > 0, niin rationaaliluku 7> voidaan esittid murtolukuna -, missd n ja
m esitetdéin numerojonoina. Muussa tapauksessa n < 0. Silloin ;- voidaan

esittdda murtolukuna —%,

missd k£ on luvun —n esitys numerojonona.

Valitaan jonon ensimmdiiseksi luvuksi 0,1999... ja muiksi luvuiksi
0,04000.. ., 0,004000..., 0,0004000... ja niin edelleen. Muodostettavas-
ta luvusta tulee 0,3000.... Sen ja jonon ensimmadisen luvun erotus on

0,3000...-0,1999...=0,1000....

Luonnollisten lukujen direlliset osajoukot voidaan laittaa jonoon siten, et-
td ensin on tyhji joukko, sitten ne joiden suurin alkio on O (niitd on yksi,
nimittdin {0}), sitten ne joiden suurin alkio on 1 (niitd on kaksi, {1} ja
{0, 1}), sitten ne joiden suurin alkio on 2 ja niin edelleen. Osajoukkoja, joi-
den suurin alkio on i, on 2/ kappaletta (kukin luvuista 0,...,i — 1 on tai ei
ole mukana).
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lausekepuu 16
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N 96
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undefined (expression) 14
undefined (truth value) 67
vakio 13

vakiofunktio 18
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vastaesimerkki 35, 35, 40, 48,77
vili 63

yhdistetty kaava 72
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