Luku 3

Taloustieteiden tarkeimpia
suureita

Mitddn yleistd ja yksikisitteistd perussuurejirjestelmid taloustieteissd ei ole,
koska sellaista ei ole fysiikassakaan. Kulloistakin teoriaamme tai malliamme var-
ten kiinnitdmme jotkin suureet perussuureiksi ja muut esiintyvét suureet ovat
niistd johdettuja. Riittdd, ettd suureen mittaluku toteuttaa Bridgmanin aksioo-
man. Tuollaisen mittaluvun olemassaolo voidaan perustella olettamalla sopi-
va, jirjestysrelaatio: jos on olemassa ideaalinen orsivaaka, jolla voidaan jérjes-
td4 massakappaleet, niin sitten on olemassa Bridgmanin aksiooman toteuttava
massan mittalukukin®

Oletukset jirjestysrelaatiosta ovat kuitenkin riittavid, eivit valttamattomia
ehtoja. Teoriassamme tai mallissamme saa esiintya suureita, joita emme periaat-
teessakaan voi mitata suoraan, koska sellaista esiintyy myds fysiikan teorioissa
(vektoripotentiaali, aaltofunktio...) ja on myds muistettava Duhemin-Quinen
teesi, jonka mukaan ainoatakaan fysiikan teoriaa ei voida suoraan testata empii-
risesti, vaan aina testi kohdistuu koeteltavan teorian ja koejarjestelyd koskevien
teorioiden ja alkuehtojen kompleksiin.

3.1 Maarasuureet

Maéarasuureina kiytetddn kaikkia fysikaalisia méarasuureita: tilavuus, massa,
pinta-ala, pituus.... Rahan tai osakkeiden miirdt ovat myds madrdsuureita.
Joskus on hyodyllistd panna esimerkiksi maidon ja bensiinin ma&rat dimensiol-
taan erisuuriksi: ne ovat molemmat nesteitd ja kelpaavat polttoaineeksi, mutta
edellinen ihmisille, jalkimmé&inen bensiinimoottoreille eikd niitéd voi korvata toi-
sillaan.

3.2 Arvosuureet

Taloustieteissd tavallisin arvosuure on vastaavan madrasuureen yksikkGhinta.
Maidon yksikkdhinnan mittayksikk6é on mk/l, hamppukdyden mk/m, metséta-
lousmaan mk/m?, Olvi Oyj:n osakkeen mk/kpl. ..

Thmiset voivat tunnistaa useampaa lajia samaa rahaa (omaa, ansaittua, vie-
rasta, perittyd) ja kohdella samoja markkoja eri lailla. T&llin heiddn kiyt-
tdytymisensd kuvaamisessa on paikallaan jakaa rahan m#ird vastaavasti eridi-
mensioisiksi suureiksi. Arvosuureina on myos pidettava kauneuden tai pyhyyden

1Ks. Niiniluoto, Ilkka: Approksimaatio ja idealisaatio teorianmuodostuksessa. Arkhimedes
1A /1986, ss. A38-A48. Aiheesta my0s: Krantz, David H.; Luce, R. Duncan; Suppes, Patrick;
Tversky, Amos: “Foundations of measurement. Vol. 1: Additive and polynomial representa-
tions”. Academic Press, New York & Lontoo, 1971. Vrt. janamitan yksikisitteisyys geometrian
kurssilla.
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médrid. Molemmilla voisi olla kiyttoa, jos kuvaisimme vaikkapa kynttiléiden ja
ikoninkuvien menekkis krasnodarilaisen kirkon eteisessé.

3.3 Nopeussuureet

Huomattava osa taloudellisista ilmi6istd on dynaamisia: maata kylld omistetaan
siitd siirtelem#ttd, mutta paivittdistavaroita ostetaan ja myydaan joka paiva.
Tarkeitd suureita ovat siksi kulutus-, tuotanto-, investointinopeudet. Niiden yk-
sikkd on vastaavan madrdsuureen yksikko jaettuna aikayksikolld. Jos aika on
jatkuva, niin nopeussuureen ¢(t) yleinen méiéritelms on vastaavan midrdsuu-
reen Q(t) derivaatta ajan suhteen:

Jos taas aika on diskreetti, kiytdmme miardsuureita tai erotusosamaarilla

t) =
Q( z) t— ;1

médriteltyd nopeussuuretta.

Tavallisia yksikéitd tuotanto- tai kulutusnopeudelle ovat m/kk, 1/s, kpl/d.
Investointinopeuden yksikkoénd voi olla mk/d. My6s tuotantokustannukset ai-
kayksikdssd ja myyntitulot aikayksikdssd ovat nopeussuureita. Niiden yksikko
voi olla my6s mk/d. Huomaa, ettd korko on sikilli nopeussuure, ettd sen yksikko
on 1/d , dimensio 71, ja korko X p#fioma on selviisti nopeussuure.

3.4 Kertymasuureet
Jos g on nopeussuure ja aika on diskreetti eli 7" = {r; € R | i = 1,2,...,b},
missd b € IN U {oo}, niin summa

b

> a(m)(n = 7im)

i=1

kertoo aikana T kertyneen méadrin. Jos aika on jatkuva ja [t1,t2] C T, niin

silloin integraali
ta
/ q(t) dt
t1

kertoo ajanhetkien t; ja to vilill4 kertyneen ma&rén.
Jos siis tuotteen tuotantonopeus on ¢(t) = at?, @ > 0 on vakio, niin ajan-
hetkien t = 0 ja t = 3d vililla tuotettu tavaramiiri on

3d 3da
= 2 dt = —t3 = 9ad®.
Q /0 Q /0 3 Je’

Huomaa, ettd integraalilaskennan peruslauseen mukaan kertymésuureen deri-
vaatta ajan suhteen on vastaava nopeussuure.

Tyypillinen taloudellinen kertymésuure on péivittdin korkoa antavan pank-
kitilin korkotulot. Jos r(t) on korko ja y(t) on tilin saldo hetkelld ¢, niin ajan-
jaksolla [0, ] kertyneet korkotulot ovat

t
/ r(r)y(r) dr
0
Jos korko maksetaan piivittiin tilille, patee kasvuyhtild

y'(t) = r(t)y(t), t > 0.
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3.4.1 Diracin d-funktio

Fysiikassa tarvitaan funktiota §, jolla on seuraavat ominaisuudet:
1. :IR — [0, o0].
2. §(x) = 0 kaikilla z # 0.
3. [%_6(z)f(z)dz = f(0) kaikilla origossa jatkuvilla f:IR — IR.

Taté oliota sanotaan Diracin J-funktioksi.
Olkoon H:IR — IR Heavisiden askelfunktio eli

0, josz<O,
H(m)_{l, jos ¢ > 0.

Sen derivaatta on Diracin é-funktio, silli jokaiselle funktiolle f € C3(IR) piitee
osittaisintegrointikaavan mukaan

/ Z S@H @)z = |7 f@)G) - [ Z f(@)H(z) dz =
_ _/Ooo (@) dz = £(0). (3.1)

Niin siis §(z) = H'(z) kaikilla z € R.
Esimerkiksi pisteessi a = (a1, az, a3) olevan elektronin varausjakaumaa esit-
taa
p(y) = —eds3(y —a) = —ed(y1 — a1)é(y2 — a2)d(ys — as),

missi d3 on kolmiulotteinen Diracin §-funktio ja e = 1,602 10 ' () on alkeisva-
raus. Tall6in elektronin kokonaisvaraus on

/]R ply)dy = / / / —e8(ys — 1) (y2—az)d(ys —as) dys dya, dys = —e.

Matemaattisesti Diracin d-funktio ei ole funktio ja yll& oleva lasku Heavisiden
askelfunktion derivaatasta on hélynpolyé. Seikka synnytti kithkesdn selkkauksen
teoreettisten fyysikkojen ja matemaatikkojen vilille. Tastd dialektisesta risti-
riiddasta syntyi synteesi, distribuutioteoria, joka on matemaattisesti korrekti ja
merkittiva ala modernia matematiikkaa (distributionaalinen derivaatta, Sobole-
vin avaruudet. . .). Oikeasti Diracin d-funktio ei ole funktio, vaan olio §(z) dz on
mitta. Osittainintegrointikaava (3.1) mdadrittelee funktion (distributionaalisen)
derivaatan.

Osakkeiden osinko R (mk/osake) maksetaan tavallisesti kerran vuodessa tiet-
tynd tdsmayshetkend ¢; omistettujen osakkeiden maidrén y(¢1) mukaan, joten
osinkojen kertyma hetkelld ¢ on

— Ry(tl)a jOS t Z tla
o) = { 0, jos t < 0.

Diracin §-funktion avulla voidaan ilmaista osinkotulot samann&kéiselld integraa-
lilausekkeella kuin jatkuvat korkotulot:

jost > tg,

‘ B t—t1 _ R(t )’

—t1

Taten hetkellistd korkoa vastaava hetkellinen osinko on Rd(t — ¢1) ja vastaava
differentiaaliyht&l6 on

y'(t) = RO(t — t1)y(t), t > 0.
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3.5 Rajasuureet

Suureita voidaan yrittdd derivoida muidenkin muuttujiensa kuin ajan suhteen.
Tuloverotus Suomessa riippuu vuotuisista tuloista. Henkilon vuodessa makset-
tava tulovero on V'(g), missi ¢ on hinen tulonsa vuodessa. Sekd V' (q) ettd q ovat
nopeussuureita. Funktio ¢ — V(q), Ry — R, on paloittain affiini ja jatkuva.
Rajaveroasteeksi sanotaan derivaattaa V'(q).

Kuluttajan mielihyvd P voi olla funktio hinen kulutusnopeudestaan q ja
massastaan m. Talloin siis P = P(m,q) eli mielihyvd on kahden muuttujan
funktio. Nyt voidaan tutkia, onko silld osittaisderivaatat noiden muuttujiensa
suhteen. Jos on, niin niitd sanotaan rajamielihyviksi kulutusnopeuden ja mas-
san suhteen, ja ne kertovat, miten kuluttajan mielihyvd muuttuu, jos tésmal-
leen toista noista muuttujista muutetaan. Yksi uskottava lauseke? kuluttajan
mielihyville on v .

Plm0) = a e g

missd v > 0 on vakio, & = 100kg ja § = 100g/d. Huomaamme, ettd rajamieli-
hyvéit

oP a? —m? q OP _ ym 1

om _’y(a2+m2)2 nﬁ’ dqg a2+m2q’
kdyttaytyvét eri lailla kun m ja ¢ kasvavat. Kun m ylittda vakion «a ja g > §,
tulee rajamielihyvd OP/Om negatiiviseksi ja siten massan lisdys vahentdd ku-
luttajan mielihyvia. Kun taas kulutusnopeus kasvaa, lisiéntyy mielihyvé alati.
Mutta mitd suurempi ¢ on, sitd pienemméksi tulee rajamielihyvd 0P/0q ja niin
sitd vihemmain mielihyvi kasvaa. Téta ilmiotd sanotaan alenevan rajamielihy-
vin laiksi (jos mielihyvén sijasta tarkastelisimme hy6ty#, nimitys olisi alenevan
rajahyédyn laki). Ensimméiset leipépalat ovat nilkiiselle mieluisimmat?.

Olkoon f: A — R, missd ) # A C V ja V on vektoriavaruus. Sanotaan, etti
kuvaus f on kupera, jos kaikilla z,y € A ja A € [0, 1] pétee

Az + (1= XNy € Aja fAz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =X f(y).

Jos —f on kupera, niin kuvausta f sanotaan koveraksi. Olkoon P:IR} — IR
funktio joka ilmoittaa n:34 eri hyodykettad nopeuksilla ¢, .. ., ¢, kuluttavan ku-
luttajan mielihyvan aikayksikossd. Alenevan rajahyodyn laki toteutuu, kun ku-
vaus P on kovera, silli silloin kaikki osittaisderivaatat ovat vihenevis vastaavan
muuttujan kasvaessa. Sanomme mielihyvin P gradienttia

oP oP )

h(ql,.”,qn):(a_ql’.“’a

kuluttajan maksuhalukkuudeksi; sen i:s komponentti kertoo, paljonko kuluttaja
on halukas maksamaan i:nnesté tuotteesta noilla kulutusnopeuksillaan. Alene-
van rajamielihyvin lain mukaan maksuhalukkuus vdhenee kulutuksen kasvaes-
sa*. Klassisen potentiaaliteorian termein maksuhalukkuus on skalaaripotentiaa-
lin P vektorikenttd®.

2Seuraavat raja-arvo-ominaisuudet ainakin toteutuvat:

lim P(m,q) =0, lim P(m,q) =0,
m—r o0

m—0+

lim P(m,q) = —o0, lim P(m,q) = occ.
q—0+ g—ro0

3 Aleneva rajamielihyvén laki on poliittista dynamiittia: tulonsiirrot pienituloisimmille li-
sddvit vieston kokonaismielihyvad.

4Jos f:IR — IR ja kahdesti derivoituva, niin f on kupera tismilleen silloin kun f”(z) > 0
kaikilla z € IR.

5Kuten klassisessa mekaniikassa gravitaatiokentts tai sihkostatiikassa sihkokentts. Huo-
maa kuitenkin, ettd mielihyvin muuttujat ovat nopeussuureita ja gradientti lasketaan niiden
suhteen; gravitaatiokenttd ja staattinen sdhkokenttd saadaan laskemalla vastaavan potentiaa-
lin gradientti paikkamuuttujien suhteen; paikkamuuttujat ovat médrasuureita.
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Maksuhalukkuuden mittaaminen on yksinkertaista kyselytutkimuksin; toi-
saalta fysiikassa yleensédkin skalaaripotentiaali on vain apusuure vektorikentin
laskemiseksi. Siksi piddmme maksuhalukkuutta perustavampana suureena kuin
mielihyvai®. Aivan kuten pyorteiset fysikaaliset vektorikentsit voi maksuhaluk-
kuus olla sellainen, ett se ei ole skalaaripotentiaalin gradientti’.

Kuluttajan hyéty U(p, q) aikayksikdssé kulutusnopeudella g on erotus®

Up,q) = P(q) —p-q=Plar,---,an) — Y_ piti,
i=1

missd p; on tuotteen ¢ yksikkohinta ja g; sen kulutusnopeus, ¢ = 1,2,...,n.
Hy6ty on siis mielihyva pois kustannukset.

Tuottajalle mielihyv&a ja hy6tyé vastaavat suureet ovat tuotantokustannuk-
set ja voitto. Tuottakoon tuottaja n:44 eri tuotetta nopeuksilla ¢, . . ., ¢,. Merki-
tddn tuotantokustannusta aikayksikossa C(g). Varsin usein g — C(q) on kupera
kuvaus, jolloin rajatuotantokustannukset ovat kasvavia. Tuotannon lisd&dmiseksi
on laajennettava tuotantolaitosta, mistd tulee kuluja raaka-aine- ja tyovoimaku-
lujen lisdksi. Tuottajan voitto aikayksikdssd on tulot aikayksikdsséd pois tuotan-
tokustannus aikayksikdssd. Jos tuottaja saa kaikki tuotteensa myytyd ja kunkin
yksikk6hinta on p;, niin hénen voittonsa aikayksikdssi on

M(p,q) =p-q—Clq) =Y _pigi = C(g1,---,qn)-
i=1

Tuotantokustannuksen kuperuudesta seuraa tilloin, ettd rajavoitot ovat vihe-
nevia.

3.6 Rajoitteet

Taloudelliselle toiminnalle on ominaista sopeutuminen lukuisiin rajoitteisiin:
kiytettavissd olevien rahojen niukkuus rajoittaa kuluttamista budjettirajoit-
tein, jotka ovat muotoa

n
prag=) pigi <M,
i=1
missd p; on i:nnen tuotteen yksikkohinta ja g; sen kulutusnopeus. Negatiivinen
tuotanto- tai kulutusnopeus ei ehkd olekaan mahdollinen, tuotannon kasvat-
taminen yli tietyn rajan voi olla kilpailunedistdmislainsdadannoén vastaista tai
tuotannon laajentamiseen tarvittavia tehdaskiinteistdja ei ole saatavissa.

3.7 Informaatio

Praktisessa syllogismissa oleellinen tekiji on toimijan otaksumat vaikutusmah-
dollisuuksistaan, siis hinen informaationsa® toimintaympéristdstisn ja sen ke-
hittymisestd. Ajan myG6té tekijin informaatio muuttuu ja hin korjaa kiyttayty-
mistdin uusien otaksumiensa mukaiseksi.

6Mielihyvin kiisitteen kiytt6d vastaan on huomautettu, ettd se olisi muka huonosti maari-
telty, koska miki hyvinsi funktio f (P(q)) , missi f on aidosti kasvava, kertoisi samat ihmisen
preferenssit, ja siten ihmisjoukon kokonaismielihyvi olisi sekin mielivaltainen kisite. Samalla
perusteella ihmisen massa ja ihmisjoukon yhteismassa olisivat kelvottomia kisitteitd.

"T4#l16in voidaan yhi puhua mielihyvist, sill klassisen potentiaaliteorian mukaan jokainen
vektorikenttd on summa skalaaripotentiaalin gradientista ja vektoripotentiaalin roottorista.

8T4ll6in oletetaan, ettd mielihyvin dimensio on sama kuin rahan méirin dimensio.

9nformaatio sinfinsi ei ole tietoa, silli tieto on totta tai ainakin “esiintyy totuuden vaati-
muksin”.
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3.7.1 Esimerkki: osakesijoittaja

Tarkastellaan osakesijoittajaa, joka ostaa ja myy Olvi Oyj:n osakkeita. Hanen
tilansa ajanhetkelld ¢ on pari (y1(t),y2(t)) = y(t), missd y1(¢) on hiinen asiakas-
tilinsd saldo (mk) ja y2(t) on hinen arvo-osuustililleen kirjattujen Olvi Oyj:n
osakkeiden méaadré. Hetkelld o hanelld on tililld rahaa maard yo ja osakkeita ei
lainkaan. Han haluaa toimia niin, ettd hanen varallisuutensa hetkelld ¢; > tg

W(y,t1) = y1(t1) + p(t1)y2(t1)

on mahdollisimman suuri; tdssd p(t) on osakkeen yksikkohinta hetkelld ¢. Jos
kiytdmme jatkuvaa aikaa ja jos sijoittajan asiakastilin korko maksetaan tillille
heti, niin hénen asiakastilinsé saldo hetkelld ¢ € [to,%1] on

t

t Ny
n® =w+ [ nEuEds+Y nEem - [ poned, (62

to i=1 to

missé 71 (s) on pankkitilin korko hetkelld s ja ro(7;) osakkeista hetkelld 7; omis-
tettujen osakkeiden perusteella maksettava osinko; V; € IN siten, ettd 7 < 7 <
...< 1N, <tjaTn,41 >t Toinen termi on korkotulot: lauseke r1(s)y;(s)ds on
infinitesimaalisella!® aikavilills ds kertynyt korkotulo, jolloin integraali yli koko
valin [to,?1] antaa kaikki korkotulot. Tavallisesti korko maksetaan piivittdisen
saldon mukaan ja siten toinen termi on tarkkojen korkotulojen likiarvo!l. Sum-
man korvaaminen integraalilla (ja erotusosamiirin derivaatalla) mahdollistaa
vuosisatoja kehittyneen matemaattisen analyysin'? ja sen vahvojen menetelmien
soveltamisen. Kolmas termi antaa osinkotulot: 71, ..., 7n € [to,?1] ovat ajanhet-
ket, joina omistettujen osakkeiden m&irdn perusteella jaetaan tuon tilivuoden
osinko ro(7;). Neljis termi on myyntitulot osakkeista: jos —dy2 = y4(s)ds osa-
ketta myydaan infinitesimalisessa ajassa ds, niin niistd saadaan rahaa maira
—p(s)y4(s)ds. Rajoitteet ovat

Y1 (t) >0, yz(t) > 0 kaikilla t € [to,tl], (33)
y1(to) = yo, y2(to) = 0. (3.4)

Epéyhtalot y1(t) > 0 ja y2(t) > 0 saadaan siitd, ettd tileilld ei ole luottoa.
Viimeiset kaksi yht#lod kertovat alkutilan.

Tulevaa korkoa, osinkoja eikd osakekurssia sijoittaja ei tiedd. Aina kun hi-
nen informaationsa eli kisityksensd niiden tulevista arvoista muuttuu, on hi-
nen haettava uudestaan ne funktiot y; ja y», joilla h&inen varallisuudestaan tulee
suurin. Hanen on siis haettava ne derivoituvat funktiot y1,ys: [t1,t2] — R, jot-
ka toteuttavat (3.2)-(3.4) ja joilla funktionaalit® (y1,y2) — W (y,t1) on suurin.
Osakesijoittajamme dariarvotehtivin osasia nimitetdan toisinaan, etenkin sdd-
toteoriassa®, seuraavasti: y — W (y,t;) on voittofunktio, (3.2) on tilayhtld,
(3.3) on rajoitteet ja (3.4) on alkuehdot.

Y114 rajoituttiin derivoituviin funktioihin y; ja y2. Maksimoitava funktionaali
on lineaarinen ja se ei ole identtisesti nolla, joten jos ddriarvokohta on olemassa,
niin ainakin toinen rajoite-epayhtaloistd (3.3) toteutuu yhtdlona. Nainhin kiy
myds maksimoitaessa lineaarikuvausta IR*> — IR jossakin tason joukossa. Tal-
16in derivoituvuuden olettaminen funktioista y; ja y2 on liian paljon. Paloittain
jatkuvuuden on riitettévi, silla selvisti ndemme erikoistapauksia (sopivat p(t),
r1(t) ja ri(t)), joissa sijoittajan kiyttiytyminen on ns. bang-bang -toimintaa'®:

10Fyysikkojen kieltd, “4drettdméin pieni”. Palaamme vield infinitesimaalisiin tarkasteluihin
perusteellisemmin.

U Nykyiin pankkien olisi teknisesti helppoa laskea korko vaikkapa sekunneittain.

12Se matematiikka, joka perustuu raja-arvon kisitteeseen. Siis differentiaali- ja integraali-
laskenta, differentiaaliyhtdlot yms.

13Tk, reaaliarvoinen funktio, jonka muuttuja on funktio.

4 Engl. (optimal) control theory.

15854t6teorian termi, tarkoittaa menettelys, jossa resursseja vuorotellen kiytetdin tiydells
teholla ja ei lainkaan.
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jos sijoittaja uskoo osakekurssien nousevan huomiseksi kaksinkertaiseksi ja las-
kevan takaisin ylihuomiseksi, niin hinen on ostettava tdndin osakkeita kaikilla
varoillaan ja myytavd ne kaikki huomenna. Integraaliyhtdlostd (3.2) saadaan
integroimalla viimeinen termi osittain ja soveltamalla alkuehtoja (3.4), etta

t N
n® = [ nEunEds =m0+ ramem) -
to i=1
—y2(t)p(t) + /t y2(8)p'(s) ds kaikilla t € [to, 1] (3.5)
to

Tamé yhtdlo ei vaadi funktioilta y; ja y2 kuin integroituvuuden'®, johon riit-
ta4 paloittain jatkuvuus. Edelleen yht#losta (3.5) voidaan ratkaista vakion va-
rioimiskeinolla y; yo:n funktiona. Lauseke on afffini'” ys:n suhteen. Korvaam-
me yhtélon (3.2) yhtalslla (3.5), joilloin voimme eliminoida loppuvarallisuuden
lausekkeesta funktion y; pois ja saamme yhden tuntemattoman funktion &ariar-
votehtévin rajoittein (3.3).

3.8 Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan palkansaajan kiyttotilin saldoa y(¢) hetkelld ¢ vuoden ai-
kana. Hin saa jokaisen kuukauden viimeinen péiivé tililleen palkkaa 8000
mk, 30.6 lisdksi lomarahaa 5000 mk, jokaisen kuukauden 15. pdivd hin
maksaa vuokraa asunnostaan 2000 mk. Kayttotililltdén han nostaa pank-
kikorttiostoksina joka pdivd 100 mk. Kayttotilin korko on 2 %/vuosi, se
lasketaan paivittdisestd saldosta ja maksetaan kiyttotilille 30.11. K&yta
jatkuvaa aikaa ja oleta, ettd vuodessa on tasan 12 kpl 30-paiviistd kuu-
kautta. Laske y(t) jokaiselle 0 < ¢t < 360 vrk, kun y(0) = 8000 mk.

2. Jatketaan edellistd tehtavdd. Laske y'(t) ja lausu se Diracin §-funktion

avulla. Tarkasta tuloksesi laskemalla f03 Stork (t) dt.

3. Poliittisessa propagandassa esitetddn toisinaan yleispdtevind tosiasiana
vdite, ettd yrityksen optimaalinen tyovoiman kysynt vihenee, jos palkko-
ja korotetaan ja korkotaso laskee. Siten palkkojen korottaminen heikentaisi
tyollisyyttd. Tutki viitteen todenperdisyyttd seuraavan yrityksen avulla.
Sen voiton aikayksikossa hetkelld ¢ lausuu funktio

I: [0, 00[>— R, (K, L) = aK>L3 — 1K — wL,

missd K on tuotantolaitteisiin sijoitetun pddoman ma#rd (mk) ja L on
kiytetyn tyovoiman méird aikayksikossd (miestyGtunti/tunti). Ensimmai-
nen termi antaa tuotteen myyntitulot; vakio a > 0 sisdltdd tuotteen yk-
sikkdhinnan, joka on vakio, ja edelleen tuotantonopeus on kertovaa vakio-
ta vaille K2 Li. Toinen termi esittiis tyovoimakustannuksia aikayksikossé
ja kolmas padomakustannuksia aikayksikossd (r on korko, joka joudutaan
maksamaan laitteiden hankkimislainasta). Osoita, ettd II saavuttaa suu-
rimman arvonsa yksikésitteisesssi pisteessi (K., L.) € (0,00)? ja ilmoi-
ta se parametrien «, r ja w avulla. Valitse edelleen w = wo(1 + a) ja
r=ro(l—a), -1 <a<1, wy,re >0, jolloin L, = L.(a). Mitd tapah-
tuu kun a kasvaa? (Muista, etti a8 < ea? + %éﬂz kaikilla o, 8 > 0 ja
€ > 0 ja ettd kompaktissa joukossa jatkuva kuvaus saavuttaa suurimman
ja pienimmin arvonsa.)

4. Poliitikko Piia-Noora Kaupin mielest#!® olisi oikeudenmukaista jakaa mil-
joonan markan perintd rutikdyhén ja upporikkaan veljeksen vililla siten,

16Riemann-integroituvuuden tai Lebesgue-integroituvuuden.
17 Affiini kuvaus on lineaarikuvaus ynni vakio.
8NYT, 7/2000, s. 10.
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ettd kOoyhimys saa 100 000 mk ja pohatta 900 000 mk, koska sellainen
jako olisi molemmille suhteellisesti sama.

Oletetaan, ettd kummakin veljeksen mielihyvi U riippuu hiinen varallisuu-
destaan r (1000 mk) ja eldvien sukulaistensa masrasté s (1 kpl) lausekkeen
U(r,s) = +/r +1000s mukaisesti. Olkoon alkutilanne (rq,s¢) = (0,2) ja
(Fo, 80) = (16000, 2). Sukulaisen kuoleman ja perinndnjaon jalkeen tilanne
on (ry,s1) = (z,1) ja (f1,81) = (17000 -2z, 1), missé z on siis kdyhimyksen
osa perinndnjaossa. Totea ensiksi, ettd rajamielihyva on positiivinen ja vi-
henevi niin varallisuuden kuin sukulaisten masran kasvaessa eli kyseessa
on aivan tavallinen mielihyvéifunktio. Maarad x Kaupin ehdosta

U(’f'l,Sl) - U(T0780) U(,Flagl) - U(F07§0)

Uf(ro, s0) - U(7o, 30) ' (3.6)

Laske vield, mitd ehtoa (3.6) noudattavan tuomarin tulisi paéttad, jos
perinto onkin vain 1000 mk.



Luku 4

Kaksi numeerisen
matematiikan menetelmaa

Tarkastelemme téssé luvussa kahta numeerisen matematiikan menetelméi, jot-
ka ovat perustavia taloudellisten mallien ja taloustieteiden kannalta. Ndm3 me-
netelmét ovat iterointi yhtalon ratkaisemiseksi ja gradienttimenetelmd funktion
ddriarvon loytamiseksi.

4.1 Iterointi

4.1.1 Keplerin yhtilon ratkaiseminen

Keplerin ensimmadinen laki sanoo, ettd planeetat kiertavit ellipsinmuotoisia ra-
toja, joiden toisessa polttopisteessi on Aurinko on. Keplerin toisen lain mukaan
Aurinko-planeetta-yhdysjanan ja ellipsin isoakselin rajaama pinta-ala kasvaa va-
kionopeudella (eli pintanopeus on vakio!). Keplerin kolmannen lain mukaan pla-
neetan radan isoakselin kuutio on suoraan verrannollinen planeetan kiertoajan
neli6on. Nam3 lait mahdollistavat planeetan paikan laskemisen, kunhan kuusi
kullekin planeetalle ominaista vakiota, ns. rataelementtis, tiedetdin?. Taméin
laskun vaikein askel on seuraavan Keplerin yhtdlon

E—-esinE=M (4.1)
ratkaiseminen; M on planeetan keskianomalia,

t—T
M=2
5

missé T on aika, jolloin planeetta on perihelissi®, ja P on planeetan kiertoaika;

0<e= l_a_2<1 (4.2)
on planeetan radan eksentrisyys (a ja b ovat radan iso- ja pikkuakselin puolik-
kaat). Tuntematon suure E on planeetan eksentrinen anomalia eli kulma, jonka
sivuilla planeetta ja periheli ovat ja jonka kiirkens on radan keskipiste.

!Pintanopeus A(t) = $x(t) x x/(¢), missd X on vektoritulo, jolloin keskeisvoimakentéssa
2A'(t) =x'(t) x x'(t) + x(¢) x x"'(t) = 0.

2Ks. Heikki Oja, Taivaanmekaniikka, Limes ry, Helsinki 1977, ss. 10-17, tai Hannu Kart-
tunen, Johdatus taivaanmekaniikkaan, Limes ry, Helsinki 1980, ss. 26-35.

3Kiertolaisen radan piste, joka on lihinni keskuskappaletta. Jupiterin kuilla vastaavan
pisteen nimi on perijovium, Kuulla perigeum.
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Yht#lon (4.1) tarkka ratkaiseminen onnistuu? helposti vain joissakin erikois-
tapauksissa (esim. jos M = 0), joten yritetdin seuraavaa menettelyd. Yhtalosta
(4.1) saamme

E=M+esinE, (4.3)

joten médrittelemme induktiivisesti lukujonon (E,):
Ey=0, Epy1 =M +esinE,, n=0,1,2,... (4.4)

Osoitetaan, ettd Keplerin yhtilon ratkaisu on yksikisitteinen. Olkoot E ja E
kaksi sen ratkaisua siten, ettd E # E. Silloin viliarvolauseen nojalla on niiden
vélissd luku £ siten, ettd

|E — E| =e|sinE —sin E| = e|cosé]| - |E — E| =
SelE_El < |E_E|7

miks on mahdotonta. Siten E = E.

Jono (E,) on rajoitettu, silla |E,| < |M| + e. Siten silld on osajono, joka
suppenee kohti jotakin lukua E. Sinin jatkuvuuden perusteella tuo E on Keple-
rin yht#lon ratkaisu. Jos jono (E,) ei suppenisi kohti lukua E, niin jonolla (E,,)
olisi osajono, jonka kaikki alkiot olisivat kauempana kuin jokin kiinted € > 0 lu-
vusta E. Kuitenkin tuolla osajonolla on suppeneva osajono, joka suppenisi kohti
Keplerin yhtélon ratkaisua. Koska ratkaisu on yksikdsitteinen, saadaan ristirii-
ta. Siten koko jono (E,) suppenee. Tarvitsemme kuitenkin myds virhearvion
termille F,,. Haemme siksi toisenlaista todistusta ratkaisun olemassaololle.

Olkoot n,p € IN. Huomaamme ensin — kuten ratkaisun yksikisitteisyyden
todistuksessa—, ettd

|Ept1—En| =e|sinE,—sinE, 1| <e|E,—E,_1| < ... < e"|E1—Ey| = €"|M]|.
Kolmioepayhtalon nojalla edelleen

|En+p - En| < |En+p - En+p—1| + |En+p—1 - En+p—2| +...F
HEn1 — Ep| <e™PTHM| + " PTM| 4. 4 "M =
|M]

:e”|M|(1+e+...+e’”*1) <e'T—g

(4.5)

Téten |E, — En| — 0, kun n,m — oo, eli (E,) on Cauchyn jono. Koska jokainen
lukusuoran Cauchyn jono suppenee, on olemassa E = lim,,_,, E,,. Télloin (4.5)
antaa virhearvion

M
|E — E,| Se"%, n € IN. (4.6)

Suppeminen on nopeaa, silld esimerkiksi Marsille e = 0, 093.

4.1.2 Banachin kiintopistelause

Yleistamme edellisessé jaksossa loytdmamme ongelman ja sen ratkaisumenetel-
mén. Olkoon V epityhji joukko ja d:V x V — [0,00) kuvaus, joka toteuttaa
seuraavat kolme ehtoa.

1. d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € V. (Symmetrisyys).

4Jos kuvauksella f:[a,b] — [¢,d], a < b, ¢ < d, on kisinteisfunktio f~! = g, jonka pisteesss
¢ kehitetty Taylorin sarja suppenee vililld [c, d], niin yhtdlon f(z) =y, y € [c, d], ratkaisu on

= 0@ (e )
w=g(y)=2gjj!( )(y*C)]-
j=0

Derivaatat g(j )(c) voidaan laskea ketjusddnnon avulla ja Taylorin kaava antaa arvion sarjan
katkaisemisesta syntyville virheelle.
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2. d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) kaikilla z,y,2 € V. (Kolmioepayhtild).
3. d(z,y) = 0, jos ja vain jos z = y. (Definiittisyys).

Sanomme paria (V, d) metriseksi avaruudeksi ja kuvausta d sen metriikaksi. Jono
(2,,) metrisen avaruuden (V,d) alkioita on Cauchyn jono, jos

d(Zm,Tn) — 0, kun m,n — oc.

Metrinen avaruus (V,d) on taydellinen, jos sen jokainen Cauchyn jono (z,)
suppenee eli on olemassa x € V siten, ettd d(x,,z) — 0, kun n — oc.

Olkoon (V,d) metrinen avaruus ja F:V — V. Pistetta x € V, joka toteuttaa
yhtédlon F(x) = z, sanomme kuvauksen F' kiintopisteeksi. Kuvausta F' sanomme
vahvaksi kutistuskuvaukseksi, jos on olemassa a € [0, 1) siten ettd

d(F(z),F(y)) < ad(z,y) kaikilla z,y € V. (4.7

Jos (4.7) toteutuu luvulla a = 1, sanomme kuvausta F' kutistuskuvaukseksi.
Lukua «a sanomme kuvauksen F' suurennussuhteeksi.

Lause 4.1.1 (Banachin kiintopistelause). Olkoon (V,d) tdaydellinen metrinen
avaruus, £g € V, F:V — V wvahva kutistuskuvaus ja o sen suurennussuhde.
Silloin kuvauksella F on yksikdsitteinen kiintopiste x € V. Lisdksi jono (x,,),
Tnt1 = Fxyn), n=0,1,2,..., toteuttaa epayhtilon

n d(mOJ F(.To))

<
dlz,z,) < a 1 g

,n=1,2,... (4.8)

Todistus. Olkoot n,p € IN. Koska F' on vahva kutistuskuvaus,
A(Tny1,%n) = d(F(2n), F(@n-1)) < ad(zn,n-1) < ... < a"d(z1,20).
Kolmioepidyht#lon nojalla edelleen

d(xn—i-p: Ty) < d($n+p, $n+p—1) + d(xn-l-p—l: xn+p—2) +...
vt d(Tng1,20) < (a"+p_1 +a™P 24+ a”)d(xl,wo) <

d(zy,x
<a"(l+a+a®+..)d(x1,20) < a”(l%ao).

Téten d(z,,T,) — 0, kun n,m — oo, eli (z,) on Cauchyn jono. Koska (V,d)
on taydellinen, (z,) suppenee kohti jotakin x € V. Kolmioepayhtdlon nojalla

nyt

nd(iIJl,.’Eo)

d(z,2n) < d(@, Tnyp) + d(Tntp, Tn) < d(T, Tnip) + 1—a

)

mistd (4.8) seuraa, kun p — oo. Edelleen kolmioepayht&lon nojalla
d(x,F(.Z’)) S d(x7xn+l) + d($n+1,F($))
=d(z,Tny1) + d(F(:L‘n),F(II})) <
<d(z,zny1) + ad(z,,z) - 0, kun n — oo.

Metriikan deniniittisyyden nojalla x = F(z) eli z on kuvauksen F kiintopiste.
Osoitetaan vield kiintopisteen yksikasitteisyys. Olkoot x ja & kiintopisteité.
Silloin
d(2,&) = d(F(2), F(#)) < ad(2,5) < d(z, ),

josta d(z,%) =0eli z = Z. m.o.t.

Banachin kiintopistelause sisdltda my0s numeerisen menetelman virhearvioi-
neen kiintopisteen laskemiseksi. Tatd menetelm&d sanotaan iteroimiseksi yh-
télon f(z) = 0 ratkaisemiseksi. Ensin muokkaamme alkuperdisestd yhtalosté
f(x) = 0 lausekkeen x = F(z). Kuvaus F ei luonnollisestikaan maaraydy yk-
sikdsitteisesti, joten pyrimme valitsemaan sellaisen F', joka on vahva kutistus-
kuvaus ja vield kohtuullisen pienelld suurennussuhteella «, sill§ silloin iterointi
suppenee nopeasti.
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4.1.3 Diskreetit dynaamiset jirjestelmit

Kiintopistelauseet ovat sovellutustensa kannalta tirked osa matematiikkaa: dif-
ferentiaali- ja integraaliyhtdldiden ratkeavuus voidaan usein palauttaa kysymyk-
seksi sopivan apufunktion kiintopisteen olemassaolosta. Esimerkiksi Banachin
kiintopistelauseella ndytetadn, ettd alkuarvotehtavilla

y'(t) + Ly(t) =0, t > 0, y(0) = yo,

on yksikisitteinen jatkuvasti differentioituva ratkaisu y:[0,00) — IR™, m =
1,2,..., kunhan L : R™ — IR™ on Lipschitz-jatkuva.
Tarkastellaan seuraavaa differentiaaliyht&lod alkuehdon kera

y'(t) = f(y@), t >0, y(0) = yo, (4.9)

missa f:IR™ — IR™, m = 1,2,... Yksinkertainen numeerinen menetelma tamén
ratkaisemiseksi perustuu derivaatan korvaamiseeen erotusosamiiralla. Silloin
saamme differenssiyhtdldn

Y(tn+1) — y(tn)

:f(y(tn))a n:03152a7 (410)
tn+1 _tn

alkuehdolla y(tg) = yo; téssd 0 =t < t; < ta < ... Merkitsemme
Tn =y(tn), Fu(z) =+ (tnt1 —tn) f(z), n=0,1,2,... (4.11)
Silloin differenssiyhtlosté (4.7) tulee iterointikaava
ZTnpt1 = Fo(zn), n=0,1,2,... (4.12)

Tahan samaan kaavaan paddytyddn, kun taloudellisen jarjestelmén aika on dis-
kreetti. Niin on esimerkiksi silloin, kun yrittdja paattad illalla suljettuaan liik-
keensd ja laskettuaan pdivan ostot ja myynnit, miten hin seuraavana péivani
kiyttaytyy. Ajan askelpituus on talloin yksi paivia. Kun aika on diskreetti, ei
iterointikaava (4.12) ole approksimaatio vaan tarkka.

Olkoon aika diskreetti ja sen askelpituus vakio. Silloin F,, = F kaavassa
(4.11) ja Banachin kiintopistelause antaa oitis riittdvin ehdon sille, ettd dynaa-
minen jirjestelma (4.12) kehittyy kohti stationaarista tilaa, kun n — co. Riittaa,
ettd kuvaus F' on vahva kutistuskuvaus, miki toteutuu, jos F(z) = ¢ — Bz ja
B € (0,2). Itse asiassa

-0, jos 0 < B <2,

= xo, jos B =0 tai zg =0,
Tp=(1=p5)"zg = — o0, jos B < 0jaxzg >0,

— —o00, josf <0jaxy<O,

b ad muulloin.

4.2 Gradienttimenetelma

Olkoon® f:IR™ — IR, m = 1,2,..., differentioituva. Sen differentiaali df =

(Vf(zx)|-) pisteessi x € IR™ approksimoi funktion f muutosta tuossa pisteessi®:

f(@+h) = f(2) = (Vi(@)[h) + ez (B)||]],

5T4mén jakson yksityiskohdista tarkemmin esim. Kaisa Miettinen, Optimointi, Jyviskyldn
yliopisto, matematiikan laitos, luentomoniste 33, 1995, ss. 33-39.
S Merkitssn

m

m 1/2
llzl| = (Zz?) ja (z|ly) = ZmzyZ kaikilla z,y € R™.
i=1

i=1
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missd h € R™ ja €;(v) — 0 kun ||v]| = 0. Téastd saadaan edelleen, ettéd funktion
f suunnattu derivaatta Dy, f(x) pisteessd x € R™ suuntaan h € R™, ||h]| = 1,
on funktion muutosnopeus tuohon suuntaan ja

Df(e) = ti 1E I =16

= (Vf(@)[h).
Cauchyn-Schwarzin epdyhtild sanoo, ettd
—llall 1]l < (alb) < llall [|5]],

missd jilkimmaisessd patee yhtdsuuruus vain jos vektorit a # 0 ja b # 0 ovat
samansuuntaisia eli a = Ab, A\ > 0. Niin funktio f kasvaa pisteessi z € R™
nopeiten suuntaan’ V f(x)/||V f()||. Téhéin huomioon perustuu gradienttime-
netelmd eli jyrkimmé&n nousun menetelmé funktion f:IR™ — IR (lokaalin) mak-
simin® 16ytimiseksi. Sen algoritmi on seuraava:

1. Valitse lopetusparametri € > 0 ja alkupiste zg € R™. Aseta n = 0.
2. Laske d,: = V f(z,). Jos ||d,|| < €, lopeta.
3. Ratkaise yksiulotteinen maksimointitehtava
max{ f(z, + Ad,) | A > 0}
ja merkitse sen ratkaisua A,.
4. Aseta Tpy1:= 2 + Andy, ja n:=n + 1. Jatka kohdasta 2.

Lopetusehto ||dy|| < € korvataan toisinaan jollakin seuraavista ehdoista:

0
max {\8—;1\} <€, VI <& |f@ns1 — flan)| <€ |lTnsr —aall <e.

i=1,...,m
Funktion f gradientti lasketaan tavallisesti numeerisesti kaavasta

of _ f(z+de;) — f(z)

oz; s ’
missd d = 0 ja e; on i:nnen koordinaatiakselin suuntainen yksikkévektori.

Yksinkertaistetussa gradienttimenetelméssa algoritmin toisen askeleen mak-
simointitehtdvi jatetdan pois: valitaan joko A, kiintedksi positiiviseksi paramet-
riksi tai sitten sitd muutellaan algoritmin edetessi. Téllainen yksinkertaistettu
gradienttimenetelmd on taloustieteen ja taloudellisen mallintamisen kannalta
muutakin kuin ndppird numeerisen matematiikan keino. Voittoaan tai hyoty-
44n maksimoiva puuttellisesti informoitu yrittdji tai kuluttaja kiyttaytyy kuin
yksinkertaistettu gradienttimenetelmi. He laskevat voittonsa tai hyGtynsi gra-
dientin kullakin ajan hetkelld ja muuttavat kiyttdytymistdan siihen suuntaan,
mihin voitto tai hySty niyttda kasvavan nopeiten.

Gradienttimenetelmad ilman yksinkertaistuksia kiyttava yrittaja voisi tehda
tai teettdd markkinatutkimuksia, mutta ne olisivat niin kalliita tai vaikeita, etta
voittofunktion lauseke on kohtuullisin vaivoin ja kustannuksin saatavissa vain
yhteen suuntaan.

Numeerisia menetelmis maksimin 16ytdmiseksi on muitakin ja ne soveltuvat
my6s mallintamiseen samoin suoraan: gradienttimenetelm&d parempi menetel-
m3 on Newtonin menetelmd®, jonka algoritmi on seuraava:

7Suunnattu derivaatta on kasvunopeus, jos suunnan normi on 1. Muuten kelpaisi pelkks
Vf(z).

8Jos tdytyisi hakea funktion f minimis, kiytettiisiin hyvidksi sitd, ettd suuntaan
=V f(z)/||Vf(z)|| funktio f pienenee nopeiten. Silloin algoritmin toista askelta muutetaan
seuraavasti: dn: = —V f(z,). Menetelmén nimi on t&lloin jyrkimmin laskun menetelm4.

9Newtonin menetelmi vaatii enemmain sdinnéllisyyttd maksimoitavalta funktiolta ja siini
mielessd se on huonompi kuin gradienttimenetelmé. Toisaalta Newtonin menetelm& suppenee
nopeammin etenkin ddriarvokohdan 1dhella.
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1. Valitse lopetusparametri € > 0 ja alkupiste g € IR™. Aseta n = 0.

2. Laske d,,: = —H (z,) "'V f(z,) missi H(z,) on funktion f Hessen matrii-
sil0 pisteessd x, € R™. Jos ||d,|| < €, lopeta.

3. Aseta Tpy1:= xp + d, ja n:=n + 1. Jatka kohdasta 2.

Newtonin menetelmd perustuu siihen, ettd maksimoitavaa kuvausta approksi-
moidaan pisteessd x, sen toisen asteen Taylorin polynomilla ja pisteeksi 1
valitaan approksimaatin maksimikohta!®. Titen Newtonin menetelm$ ratkaisee
samalla yhtalod V f(z) = 0. Newtoninkaan menetelmd ei vaadi sitd soveltavaa
yrittdjad tietdmadn tulevaisuutta, vaan laskemaan toteutuneista myynneistain
ja kuluistaan ensimméisen ja toisen kertaluvun osittaisderivaatat.

4.2.1 Vapaa markkinatalous vs. suunnitelmatalous

Niin gradienttimenetelmd kuin Newtonin menetelma soveltuvat lokaalien &ériar-
vokohtien hakemiseen. On helppo muodostaa kuvauksia f:IR*> — IR, joiden glo-
baaleja ddriarvoja kumpikaan niistd ei 16ydd (timén havainnollistaminen kiy
parhaiten piirtdmé&lla korkeuskdyrid sopivasta maastosta tai muovaamalla lu-
mesta pinta, jolla lumipallo saa hakea alinta kohtaa). Edelleen tistd huomiosta
seuraa, ettd voittoaan tai hyotyddn maksimoivien taloudellisten toimijoiden yh-
teisd ei valttdmattd osaa hakeutua tilaan, jossa sen enempéi kokonaisvoiton ja
-hy6dyn summa tai edes yksittdisten toimijoiden voitto tai hyoty olisi mahdolli-
simman suuri. Voi jopa kiyd4a niin, ettd yksildiden voitontavoittelu tuhoaa koko
yhteisén. Tavallinen historiallinen esimerkki talouden ohjaamisesta vékisin koh-
ti suurempia voittoja ja hyotyji on sdhkoistdmisen tai rautateiden rakentamisen
kaltaiset suurinvestoinnit: Euroopassa ne on toteuttanut valtio.

Tarkastellaan taloutta, jossa tuotetaan ja kulutetaan vain yhté tuotetta, joka
on nopeasti pilaantuva ja jonka yksikkohinta hetkelld ¢ on p(t). Sen tuotanto-
nopeus hetkelld ¢ on ¢,(t) ja kysyntdnopeus on g4(t). Tuottajat voivat paatttaa
vapaasti tuotantonopeutensa ja kuluttajat kysyntédnopeutensa. Tuottajien voit-
to aikayksikossa hetkelld ¢ on

TI(t) = min{qa(t),¢s(t)} — C(aa(t)),

missd C: IR — IR esittdd tuotantokustannuksia aikayksikossa hetkelld ¢. Nyt

oI { p—C"(¢s), Jjos g5 < qa, }

= . :H — (s _Cl s)»
dgs —C'(gs), jos qs > qq, (9a = a5)p (45)

missd H on Heavisiden askelfunktio. Kuluttajien hy6ty aikayksikdssé hetkelld ¢
on

U(t) = P(qa(t)) — p(t)ga(t),
missd P(gq(t)) esittiid heidén mielihyvéiinsi aikayksikdssi. Nyt

ou

Eroie h(qa) — p,

missd h: IR — R esittdd kuluttajien maksuhalukkuutta. Yksinkertaistetun gra-
dienttimenetelmén mukaisesti

q,(t) = a(h(qd(t)) - p(t)), teR, (4.13)
qs(t) = B(p(t)H(qd(t) —q(t)) = C' (qs(t))) ,teR, (4.14)

10Kuvauksen f:IR™ — IR toisen kertaluvun differentiaali h + d?f(z;h) on neliSmuoto
R™ - R, h+ (h1 hy ... hw)H(2)(h1 h2 ... hp)T.

11 Jotta Newtonin menetelmin algoritmi olisi kaikille zo € IR™ hyvin méiritelty, on toisen
kertaluvun differentiaalin h +— d? f(z;h) oltava kaikilla z € IR™ olemassa ja definiitti. Jos se
on positiivisesti definiitti kaikkialla, ei funktiolla ole maksimeita.




4.90. HARJOILUSITEOLIAVIA

missé « ja [ ovat positiivisia vakioita.
Markkinataloudessa tuotteen yksikkohinta méardytyy kysynnin ja tarjon-
nan lain mukaan. Paul Samuelson'? ilmaisi sen differentiaaliyht&l&113

P'(t) =v(qa(t) — ¢:(t)), t € R, (4.15)

misséd v > 0 on vakio. Differentiaaliyhtdlot (4.13)-(4.15) kuvaavat yksinkertais-
ta vapaata markkinataloutta: tuottajat tavoittelevat suurinta mahdollista voit-
toaan, kuluttajat suurinta mahdollista hyotyddn ja tuotteen hinta madrdytyy
markkinoilla. Yhtaloistd (4.13)-(4.15) voidaan muodostaa myds diskreetit ver-
siot, joko itse malliksi tai sitten jatkuvan mallin numeeriseksi ratkaisemiseksi.
Joka tapauksessa voimme nyt konstruoida esimerkkeji, joissa vapaa markkina-
talous hakeutuu tai ei hakeudu ilman ulkopuolista ohjausta kohti tilaa, joka an-
taisi tuottajille suurimman voiton ja kuluttajille suurimman hyddyn (erikseen
tai mind hyvinsé painotettuna summana).

4.3 Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan yhtaloa f(z) = 22+ e® = 0, z € R. Osoita jatkuvien funk-
tioiden teorian avulla, ettd silld on tdsméilleen yksi ratkaisu. Hae ratkaisun
likiarvo haarukoimalla eli seuraavalla algoritmilla:

(a) Valitse lopetusparametri € > 0 sek ja vili [zo, z1] siten, ettd
f(z1) f(z2) < 0. Aseta n: = 0.
1

(b) Jos |Zpt1 —n| < €, niin lopeta. Muuten aseta Tpy2: = 5(Tn +Tny1)-
Jos f(zy)f(ny2) < 0, aseta xpips:= p. Jos f(zn)f(Tny2) > 0,
aseta Tpn43: = Tpt1. Jos f(z,) f(Tni2) =0, aseta Tp43:= Tpio.

(c) Aseta n:=n + 2 ja jatka kohdasta (b).
Hae ratkaisun likiarvo taskulaskimen laskentatarkkuudella.

2. Ratkaise edellisen tehtévin yhtilo iteroiden taskulaskimen laskentatark-
kuudella. Yrita ratkaista iteroiden yhtdlo —2z + e® = 0, x € IR. Kokeile
alkuarvoja zg =1 ja o = 2.

3. Hae funktion f:IR — R, z — —z* + 22° +  maksimit taskulaskimen
laskentatarkkuudella yksinkertaistetulla gradienttimenetelmalld (A, = 1).

4. Ratkaise edellinen tehtdvé taskulaskimen laskentatarkkuudella Newtonin
menetelmélld. Hessen matriisin kdanteismatriisi on nyt 1/f"(x).

5. Muodosta sellainen C*°-funktio (kaikki derivaatat ovat olemassa ja jat-
kuvia) f:IR — IR, jonka kaikki lokaalit ja globaalit maksimit jadvit niin
gradientti- kuin Newtonin menetelmalld 16ytyméatta, kun alkuarvo o € IR
pidetdan kiinnitettyna.

6. Kuvatkoot vapaata markkinataloutta differentiaaliyhtalot (4.13)-(4.15).
Olkoon edelleen o = =y =1,

1.2 s
_ 1 2% jos g <1,
c@ {%(q—2)3+%, jos ¢ > 1,
1.2 5 3
qg—59"+3 jos g <1,
P(q) = 2 3 ) 4.1
@) {—%(q—2)3+q, josg>1, (4.16)

12Ks. Samuelson, P. A: The stability of equilibrium, Econometrica 9, (1941), ss. 97-120.
Uusintapainos teoksessa “The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson I”, toim. Joseph
E. Stiglitz, ss. 539-562, 565-589. M.I.T. Press, Cambridge Mass., 1966.
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LUunvU 4. KAROSI NUMBEINISEIN MALTHVIATIIKAIN VMIBINE T ELIVIAA

Todistele laskemalla tai hahmottelemalla funktioiden p(t), gq4(t) ja gs(t)
kuvaajia, ettd jos alkuehtona on (p(0), ¢4(0), ¢s(0)) = (0,0,0), niin

kun t — oo.

. Edellisessd tehtdvissd vapaa markkinatalous sai kehittyd omien lakiensa

mukaan. Oleta, ettd hallinnollisella padtdkselld sen kulkuun puututaan ja
ajanhetkelld ¢ = 1 pakotetaan sen tilaksi (p(1),g4(1),¢s(1)) = (5,2,2).
Todistele, ettd sen jalkeen sekd kuluttajien hyoGty ettd tuottajien voitto

hakeutuvat kohti suurempia arvoja kuin edellisessd tehtavissa.

. Muutetaan tehtdvii 6 seuraavasti:

1 1
Todistele tai todista, ettd on olemassa ¢1 > 0 siten, ettd g4(t) — oo, kun
t — t1—. Mitd psykologista ilmitté kasvava maksuhalukkuus voisi esittaa?
Miké mahtaisi olla tuote?



