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Luku 0O

Johdanto

Tama nidos sisdltdd Jyviskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitok-
sessa lukuvuonna 2001-2002 luennoidun matematiikan valinnaisen cum laude -
kurssin luennot ja harjoitustehtévit. Kurssin nimi oli Optimointi ja mallinnus
taloustieteissa ja sen tarkoituksena on johdattaa matemaattiseen mallintamiseen
ja optimointiin taloustieteissé ja edelleen tasoittaa matemaattisen koulutuksen
saaneiden tai saavien tietd niin matemaattisen rahoitusteorian kuin yleensékin
matemaattisen taloustieteen maailmaan. Yleisind matemaattisina pohjatietoi-
na vaaditaan vain perusosaaminen moniuloitteisesta differentiaali- integraalilas-
kennasta (Differentiaali- ja integraalilaskenta 1), joka siséltyy kansantaloustie-
teen opiskelijoille pakollisiin menetelmékursseihin (Matematiikan peruskurssi ja
Matemaattinen taloustiede 1), joten tdmé kurssi soveltuu myos taloustieteiden
perus- ja jatko-opiskelijoille.

Koska kurssi on luonteeltaan peruskurssi ja osalla opiskelijoista ei ole ennes-
tddn takana taloustieteiden tai yleensdkdidn yhteiskuntatieteiden opintoja, on
ensimmaéisessé luvussa kasitelty luonnontieteiden ja yhteiskuntatieteiden véli-
sid eroja. G.H. von Wrightin teoksen Explanation and Understanding hengessa
kyseenalaistetaan, onko ylipddtansa hyvaksyttavas ja menestyksekistd soveltaa
taloudellisten jirjestelmien tarkastelussa samoja kisitteellisia keinoja kuin fy-
sitkassa ja matemaattisessa biologiassa (esim. populaatiomallit). Esitetdin rat-
kaisu, joka sallii samanaikaisen taloudellisen jérjestelméin ymmdrtdimisen ja se-
littdmisen: v. Wrightin praktinen syllogismi tulkitaan rationaalisuuden mé&ari-
telmaksi ja taloustieteiden aksioomaksi asetetaan, ettd talouden toimijat ovat
rationaalisia.

Toisessa luvussa kasitelldan erityisempia tieteenfilosofisia kysymyksié. Aluksi
tutustutaan aksiomaattiseen tieteenihanteeseen ja sen toteutumiseen fysiikassa
Mario Bungen johdattamana (Philosophy of Physics). Teorian aksiomatisoimi-
seen tutustutaan esimerkin avulla. Paljastuu, ettd mitdan yleistd yhtendista fy-
sitkkan maailmankuvaa ei ole olemassa, vaan fysiikka on tilkkutékki eri teorioita,
jotka ovat osin paillekkiisid ja jopa ristiriidassa keskenddn. Maaritellasn malli
mini- tai esiteoriaksi ja tutustutaan mallintamiseen esimerkkien avulla. Toises-
sa luvussa kisitellddn lyhyesti my6s dimensioanalyysié ja opitaan vihentdmain
Buckinhamin n-teoreeman avulla toisistaan riippuvien muuttujien mairad. Se
on menetelm3, jolla on runsaasti kiyttod empiirisessd tutkimuksessa. Lopuksi
toisessa luvussa kisitellddn lyhyesti ajan, avaruuden ja kentdn kisitteita.

Kolmannessa luvussa kisitellddn taloustieteiden tavallisimpia suureita: ker-
tyma-, arvo-, nopeus- ja rajasuureita seka rajoitteita ja informaatiota. Alenevaan
rajahyddyn lakiin tutustutaan.

Neljidnnessé luvussa tutustutaan kahteen numeerisen matematiikan mene-
telm&én, iterointiin yhtalon ratkaisemiseksi ja gradienttimenetelm&dn funktion
ddriarvon 10ytadmiseksi. Molemmat osoittautuvat taloustieteen kannalta perus-
taviksi: iterointikaavat vastaavat dynaamisia jarjestelmié diskreetin ajan kera;
gradienttimenetelmd antaa mallin, miten voittoaan maksimoivan yrittdjin on
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jarkevéa toimia, kun hin tietdd voittofunktiostaan vain sen arvon nykyhetkelld
toteutuneiden muuttujien arvoilla ja joinakin menneini hetkind toteutuneiden
muuttujien arvoilla. Gradienttimenetelmi3 voidaan pitdd markkinatalouden “al-
kusymbolina” Goethen tai Spenglerin mielessa.

Viidennessd luvussa kisitellddan ddretonulotteisissa joukoissa méiriteltyjen
funktioiden diriarvo-oppia. Sovellutuksena johdetaan klassisen variaatiolasken-
nan Eulerin-Lagrangen yht&lot. Mainitaan myo6s niiden muoto sidotuille &&riar-
votehtdville sekd kentille. Jalkimmaisistd esitetddn esimerkki, jossa optimaali-
nen hinnoittelu ajan ja paikan funktiona saadaan osittaisdifferentiaaliyhtalon
ratkaisuna.

Kuudennessa luvussa tarkastellaan d3riarvotehtévia, joilla ei klassisessa mie-
lessé ole ratkaisua. Yksi téllainen on junalle kiirehtijin ongelma: han pyrkii mi-
nimoimaan junan odotusajan, kun tdsmaélleen junan ldhtShetkelld sen ovet luk-
kiutuvat. Minimin sijasta haetaan e-minimej§ eli niitd muuttujan arvoja, joilla
funktio on korkeintaan e:n pdissi infimumistaan. Reaalilukujen téydellisyysak-
siooma takaa, ettd jokaisella alhaalta rajoitetulla funktiolla on infimum. Esi-
tetddn ja todistetaan Ekelandin lause, joka sanoo karkeasti, ettd e-minimissi
funktion derivaatta on normiltaan pienempi kuin e.

Seitseménnessd luvussa kisitelldan diskreetin optimoinnin alkeita. Aluksi
tarkastellaan tieverkossa liikkumisen kustannusten minimointia ja tutustutaan
Bellmanin optimaalisuusperiaatteeseen. Siitd muokataan yleinen optimaalisuus-
periaate, jota sovelletaan sdato- eli kontrolliteoriaan, kun aika on diskreetti.
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Yleista tieteenfilosofiaa

Téssé luvussa pohdimme, miksi ylipdataan ihmisten ja heidin muodostamiensa,
yhteis6jen taloudellista toimintaa voidaan menestyksekkéisti selittdd, ennustaa
ja mallintaa samalla tavalla kuin elotonta luontoa. Tutustumme lyhyesti késit-
teisiin selittad ja ymmartad seki niihin liittyvaédn kiistaan ihmistieteiden (kuten
historia) oikeasta metodologiasta. Lopuksi omaksumme kannan, ettd selittdmi-
nen ja ymmartdminen ovatkin mahdollisia samanaikaisesti ja etta ei ole mitdin
periaatteellista estettd fysiikan kiyttdmien matemaattisten rakenteiden sovelta-
miselle taloustieteisiin tai muihinkaan ihmistieteisiin.

1.1 Teoreettisen fysiikan menestystarina

Modernin tieteen ja fysiikan alkuna piddmme Galileo Galilein kokeita, Johan-
nes Keplerin systematisointia planeettojen liikkeistd (Keplerin lait) ja lopulli-
sena, lapimurtona Isaac Newtonin yleistd teoriaa mekaniikasta ja gravitaatios-
ta. Newton ja hinen aikalaisensa Gotlieb Leibniz kehittivit differentiaali- ja
integraalilaskentaa fysikaalista teoriaansa varten ja niin tuo matematiikan ala
syntyi vahintdankin fysiikan kieleksi. Myohempi fysiikan kehitys vain vahvis-
ti tata fysiikan ja matematiikan sisdistd sukulaisuutta: analyyttinen mekaniik-
ka Hamiltonin yhtéldineen ja yleistettyine koordinaatteineen johdatti matema-
tiikkaa kohti koordinaatistosta riippumatonta, esitystd, klassisen sihkdmagne-
tismin yhtdlot (Maxwellin yhtdlot) ovat osittaisdifferentiaaliyhtaloita, samoin
kuin kvanttimekaniikan tilayhtdlot.

Moderni fysiikka on tehnyt ihmisestd luonnon valtiaan!: jo pelkiit meka-
niikan, termodynamiikan ja sihkdmagnetismin klassiset teoriat edistivit noi-
den alojen insinddritaitoja niin, ettd vihistd materiaaleista rakennetaan lujia ja
tehokkaita taloja, siltoja, kulku- ja viestintévillineiti2. .. Tietokoneiden kehitys
mahdollistaa yhd monimutkaisempien jirjestelmien ja ilmididen laskennallisen
tutkimisen ja suunnittelemisen. Esimerkiksi sopii mainita uusien nopeiden pa-
perikoneiden suunnittelemisen (Metso Oyj ja Jyvéskyldn yliopisto): paperinval-
mistusprosessia kuvaaviin virtausdynamiikan osittaisdifferentiaaliyhtaléihin on
tdytynyt ja voitu siséllyttad epilineaarisia viskositeettitermejé.

Moderni fysiikka on mullistanut my6s ihmisen maailmankuvan. Ymp&roi-
vin maailman ilmi6itd ja prosesseja on voitu yhé tyhjentdvimmin ja tyhjenté-
viammin selittdd ja ennustaa. Maailma ei niyttdytynyt endd arvaamattomana
ja jarjettoménd paikkana, vaan sen lainalaisuudet voidaan paljastaa ja ymmér-
td&d. Kun maailmankuva on muuttunut, ovat muuttuneet usein myos kisitykset
ihmisen arvosta, oikeuksista ja velvollisuuksista.

IT4t5 kisitystd ei esimerkiksi T.S. Kuhn kiistd kuuluisassa teoksessaan The Structure of
Scientific Revolutions. Thmisen kyky hallita luontoa on kasvanut alati tieteen vallankumouk-
sista huolimatta.

2Kvantti- ja ydinfysiikan sovellutukset tulivat merkittiviksi vasta 1940-luvulla puolijohtei-
den, ydinaseiden ja -energian myG&ta.
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Fysiikan ja vield tarkemmin teoreettisen fysiikan menestys on tehnyt siiti
esimerkin tai jopa esikuvan muille tieteille. Kuvaavaa on, ettd merkittivimmat
tieteenfilosofit (P. Duhem, K. Popper, T.S. Kuhn, I. Lakatos, P. Feyerabend,
L. Laudan ...) ovat itse asiassa kehittdneet tieteenteorioitaan ensisijaisesti fy-
siikasta ja silti niitd pidetddn yleisend tieteenfilosofiana. Varsin usein talous-
tieteilijat ja toisinaan jopa jotkut sosiologit kaipaavat tieteenalansa Newtonia,
joka klassisen mekaniikan kaltaisella uudella teorialla loisi pohjan tieteenalansa
kehittymiselle teoreettisen fysiikan kaltaiseksi “oikeaksi tieteeksi”.

1.2 Selittaminen

Karl Popper madritteli teoksessaan [10, §12], ettd tapahtuman (kausaalinen)
selittdminen tarkoittaa sitd, ettd se paitellddin kahdesta lausejoukosta, joista
ensimméinen koostuu yleisisti laeista ja toinen erityisistd lauseista®, joita sa-
notaan myos alkuehdoiksi. Esimerkiksi vuorikiipeilijin putoaminen turvakoyden
katkettua selitetdan seuraavasti. Yleinen laki sanoo, etté jokainen tyypin A koysi
katkeaa, jos sitd kuormittaa suurempi voima kuin 1,0 kN. Alkuehtoina on, et-
ta vuorikiipeilijd N.N. joutui A-tyyppisen turvakdyden varaan, hinen massansa
oli 150 kg ja paikkakunnalla vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyys oli 9,8 m/s?.
Alkuehdoista seuraa, ettd N.N. kuormitti kdytta voimalla 1,5 kN, jolloin se ylei-
sen lain mukaan katkesi. Tadma tietyn kdyden tietyssi tilanteessa katkeavaksi
viittdva lause on ennustus. Lausumme tidmin esimerkin yleisemmin termein.
Selittaminen on loogiselta rakenteeltaan seuraava:

1. Yleiset lait L.
2. Alkuehdot A.  (pLM)

3. Ennustus P.

Tatéd paattelykaaviota, syllogismia, vastaa logiikan lause “Jos L ja A, niin P”.
Lyhennys (PLM) tulee sanoista peittavin lain malli; Carl Hempel kiytti tas-
td syllogismista sitd nimitystd. Ennustus selittdmisen lopputuloksena tarkoittaa
niin tulevaisuuteen sijoittuvaa tapahtumaa (prediktio), menneisyyden tapahtu-
maa (retrodiktio) tai sitten ajallisesti epamé#ériistd tapahtumaa. Retrodiktio
tuli tdhtitieteeseen ja fysiikkaan jo Keplerin lakien my6ta: planeetan sijainti
kullakin ajanhetkelld — menneen tai tulevana — voidaan ratkaista sen ratae-
lementeistd (alkuehdot) ja Keplerin laeista (yleiset lait)*. Klassisen mekaniikan
avulla planeetan paikan ennustaminen kiy siten, ettd alkuehtona on planeetan
sijainti ja nopeus jollakin ajanhetkelld ja yleisend lakina planeetan liikeyhtald,
joka on toisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyht&lé. Ennustaminen on nyt
seuraavan alkuarvotehtivin ratkaisemista®:

%! _ _’YMOX(t)
t) = O’ teRR, (1.1)
x(0) = xg, x'(0) = vo, (1.2)

missd v on gravitaatiovakio, My esittdd Auringon massaa, ¢ ajanhetked ja x(t)
planeetan sijaintia hetkelld ¢. Voimme ennustaa siis planeetan paikkaa nyt, men-
neisyydessd tai tulevaisuudessa’.

3Engl. singular statements.

4Ks. esimerkiksi Hannu Karttunen, Johdatus taivaanmekaniikkaan. Limes ry, Helsinki, 1980

50letamme, etti planeetan massa on hyvin pieni Auringon massaan verrattuna; oletuksesta
voidaan luopua siirtymélld massakeskipistekoordinaatistoon, jolloin saadaan kerrointa yMjp
vaille sama differentiaaliyhtilo

6 Ahti Karjalainen lausuikin taannoin, etti “ennustaminen on vaikeaa, varsinkin tulevaisuu-
den ennustaminen”.
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1.3 Thmiset jarjettomia luontokappaleita?

On ilmeista ettd selittiminen syllogismin (PLM) mukaan on oikea ja sopiva me-
netelm3 luonnontieteille aina biologiaa ja fysiologiaa mydten”. Mutta sopiiko se
esimerkiksi historiaan. Jo Popper itse oli epdileviinen: (PLM) olisi kylld sinénsa
sovellettavissa, mutta historian lainalaisuudet ovat niin banaaleja, ettd niita ei
edes vaivauduta muotoilemaan. Ja jos ne muotoiltaisiin, saataisiin niistd vain
harvoin tdsmallisid ennustuksia. Toisenlaisen kannan esitti William Dray teok-
sessaan Laws and Ezplanation in History (1957): historian yleiset lainalaisuudet
ovat niin yksityiskohtaisia, ettd ne eivit ole enéd yleisid. Téallainen on esimerkik-
si se “yleinen” historian laki, joka selittdi, miksi Ludwig XTIV joutui epdsuosioon.
Tuo laki lausuu itse asiassa, ettd jokainen hallitsija, joka harjoittaa sellaista po-
litiikkaa kuin Ludwig XIV niiss4 oloissa kuin Ludwig XIV, joutuu epdsuosioon.
Tama “yleinen” laki soveltuu vain Ludwig XIV:een. Historian tapahtumien se-
lityksien looginen rakenne on siis jotakin muuta kuin luonnontieteissi pétevi
(PLM),

Lisdongelmiin (PLM) joutuu siitd, ettd ennustuksen esittdminen voi saada
ihmiset muuttamaan kiyttaytymistddn ja siten kumoamaan ennustuksen. Th-
miset voivat olla patologisesti niin itsepaisid, ettd he tekevit pédinvastoin kuin
ennustetaan. T4lldin heiddn kiyttdytymisensd ennustaminen on loogisesti mah-
dotonta. Ennustus voi olla my0s itsensd toteuttava tai kumoava: uskottavan
ennustuksen julkistaminen talouslaman alkamisesta saa kuluttajat supistamaan
kulutustaan, jolloin talous ajautuu lamaan, johon se ei muuten paétyisi; julkis-
tettu ennustus jonkin osakkeen kurssinoususta lisdd sen kysyntda niin, etti sen
kurssi nousee.

Aristoteles tunnisti neljénlaisia syitd. Causa materialis eli aineksellinen syy
on se materiaali, josta olio on muodostunut. Tietystd materiaalista ei sovi odot-
taa saavansa mitd hyvinsd. Suomalaisissa sotilaissa ei tunnetusti ole ainesta
virheettomasti marssivaan paraatijoukkoon. Causa formalis eli muodollinen syy
on rakenne tai yleinen laki, jonka mukaan tapahtuminen kivisi, jos ulkoisia te-
kijoitd ei olisi. Causa efficiens eli vaikuttava syy on se ulkoinen tekiji, joka
panee tapahtumisen liikkeelle. Causa finalis eli padmairdsyy on se, mitd kohti
tapahtuminen kehittyy, mihin se paéttyy ja jonka luonnollinen tarkoitus se on.

Nykyaikaisessa mielessd tapahtuman (kausaalinen) selittiminen on 13hinna
Aristoteleen muodollisen ja vaikuttavan syyn hakemista. Kuitenkin tallaisissa
rinnastuksissa on oltava varovainen, silld Aristoteleen maailmankuva ja perus-
kisitteet poikkeavat oleellisesti nykyisist&®

1.3.1 Teleologia ja variaatioperiaatteet

Aristoteleen selitysmalli lukuisine syineen ndyttda perustuvan analogiaan ihmi-
sen kdyttdytymisestd: ihmisills on tavoitteita, joita he pyrkivit saavuttamaan
toiminnallaan. Aristoteles laajensi mallinsa my0s fysiikkaan: kivi pyrkii kohti
luonnollista tilaansa, siksi kivi putoaa. Aristoteleen maailmankuva oli fysiikkaa
my6ten teleologinen.

Fysiikassa tunnetaan joukko variaatioperiaatteita. Yksi niistd on Fermat’n
periaate, joka sanoo valonsiteen kulkevan taittavassa viliaineessa pisteestd a
pisteeseen b sitd reittis, jota pitkin matkaan kuluu vahiten aikaa, eli valonsiteen
reitti eli polku v:[0,1] = IR® on seuraavan #iriarvotehtéiviin ratkaisu:

min { 1 / (6@ @)l1ds |7 € CHO. TR, 2(0) = a, 1) =B},

7Georg Henrik von Wrightin teos Vetenskapen och férnuftet, Bonnier, Tukholma 1986,
on yritys alustavasti hahmottaa toisenlaista menetelm&di ja ajattelutapaa luonnontieteille.
Holistista, sanoi v. Wright. Romanttista antiteknologiaa, sanoi Erik Allardt.

8T4t3 valaisevat hyvin Jaakko Hintikan esseet kokoelmassa Tieto on valtaa. Esimerkiksi
mahdollinen oli Aristoteleelle sellaista, joka toteutuu joskus.
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missé n(x) on taitekerroin paikassa x ja ¢ valon nopeus tyhjiossé (valon nopeus
taittavassa véliaineessahan on ¢/n). Toinen kuuluisa fysiikan variaatioperiaate
on Hamiltonin pienimmdan vaikutuksen periaate. Sen mukaan jarjestelma kehit-
tyy ajanhetkien tg ja t1, to < t1, valilla niin, ettd vaikutusintegraali

/ " L(tx(), % (1)) dt

to

saavuttaa pienimmén arvonsa; tissi L(t, x,x') on jirjestelman Lagrangen funk-
tio, esimerkiksi m-massaiselle planeetalle M -massaisen auringon gravitaatioken-

téssé se on
ymM

1[I’

missd T on liike-energia ja V' potentiaalienergia. Newtonin jilkeisestd fysiikas-
ta teleologiset selitykset on jirjestelmaillisesti karkotettu pois. Kuitenkin vari-
aatioperiaatteita on — sindnsd virheellisesti — tulkittu teleologisina: valonsa-
de pyrkii minimoimaan matkaansa kuluvan ajan. Oikea variaatioperiaatteiden
tulkinta kiy ilman tarkoituksia tai pyrkimyksia: jos u on funktionaalin J(-) mi-
nimikohta ja suunnattu derivaatta eli Gateaux’n derivaatta

1
Lt,x,x)=T-V = §m||x'||2 +

lim J(u+ eh) — J(u)
e—0+ €

on olemassa, on se nolla. Toisaalta Gateaux’n derivaatta osataan laskea kaik-
kiin suuntiin®, jolloin Hamiltonin pienimmin vaikutuksen periaatteesta seuraa
Lagrangen liikeyht&l6

d OL 0L _

dtox'  Ox
joka esimerkiksi yll& mainitun planeetan tapauksessa on tuttu Newtonin lii-
keyht&ld. Implikaation saamme pateméin toisinkin pdin, kun muotoilemme va-
riaatioperiaatteet ekstremaaliperiaatteina eli ettd ddriarvokohdan sijasta hae-
taan funktiota, joka on kyseisen funktionaalin ekstremaali eli se piste, jossa
Gateaux’n derivaatta on nolla kaikkiin suuntiin.

Biologiassa evoluutioajatuksia muotoillaan usein variaatioperiaatteina ja nii-
hin vedoten huonossa popularisoimisessa puhutaan luonnon viisaudesta tai tar-
koituksenmukaisuudesta. Yksi kehitysbiologinen teoria viittdd, ettd ne hyppy-
rottaurokset, jotka tuottavat mahdollisimman paljon jilkeldisid, menestyvit ge-
neettisesti. Tastd ei kuitenkaan seuraa, ettd luonnon, hyppyrottapopulaation tai
edes yksittdisten hyppyrottakoiraiden tarkoituksena olisi maksimoida jalkeldis-
tensd maaraa.

1.4 Ymmartaminen

Olemme jo todenneet koko joukon ongelmia, joihin peittdvin lain malli jou-
tuu, jos sitd tarjotaan yleiseksi selityksen malliksi ihmistieteissd!®. G.H. von
Wright kirjoittaa merkittavissd teoksessaan [12] kahdesta tieteellisestd perin-
teestd, aristotelisesta ja galileisesta. Niin ansiokas kuin galileinen perinne on
ollutkin luonnontieteissi, ei sitd ole pidettdva ihmistieteissd péatevini. Talloin
metodologisen monismin ihanteesta joudutaan luopumaan.

Aristoteleen syiden oppi ja sen ilmeinen perustuminen ihmisten tavalliseen
kiyttaytymiseen tavoitteitaan toteuttavina olioina tekee ymmarrettavéksi, miksi
koko aristotelinen traditio (Aristoteles-Tuomas Akvinolainen-Hegel-Marx-her-
meneutikot...) tarjoaa kelvollisemman pohjan hakea ihmistieteiden selitysten
yleistd rakennetta. Avainkisite on aikomus, intentio. Tarked vaihe aristoteli-
sessa traditiossa on 1800-luvun hermeneutikot, jotka pyrkivit tulkitsemaan ja

90letetaan, ettd h on jatkuvasti differentioituva ja h(tg) = h(t1) = 0.
10Ks. timén jakson aiheesta laajemmin [12] ja [8]
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ymméirtadméian uskonnollisia tekstejd. Saksalainen filosofi ja historioitsija Dro-
ysen lienee ensimmaéinen, joka kiytti kiisiteparia selittad-ymmartad (Erklaren-
Verstehen) painottamaan metodologista dualismia: luontoa sopii kylld selittad,
mutta ihmistad on ymmaérrettivi. Nama ajatukset esitti systemaattisesti William
Dilthey, joka kutsui tieteenaloja, joilla ymmartadmismenetelmid on kiytettava,
termilld Geistwissensaften. Kddnndmme sen suomeksi sanalla ihmistieteet. Ym-
mirtdmiseen liittyy sellaisia psykologisia osasia, joita selittdmisessa ei ole. Sim-
mel painotti, ettd ymmértdmiseen sisiltyy eldytyminen (Einfiithlen): tutkijan on
pyrittdva luomaan uudestaan tutkimuskohteensa henkinen ilmapiiri, kisitykset,
motivaatiot, tunteet.

Néiden psykologisten osasten lisdksi ymméartdmiseen kuuluu aikomuksen eli
intention kisite. von Wright esitti seuraavan praktisen syllogismin, [12, IV 4]:

1. Henkilo A aikoo aiheuttaa tapahtuman p.
2. A otaksuu, ettd hin ei voi aiheuttaa p:td, ellei hin tee tekoa a. (PS)

3. A alkaa tehdi tekoa a.

Tasta paattelykaaviosta von Wright esittdéd joukon muunnoksia ja tdydennyk-
sid'!, mutta perusidean niemme parhaiten tists yksinkertaisimmasta versiosta.
Hin tarjoaa praktista syllogismia yleiseksi selityksen malliksi ihmistieteisiin.

1.5 Selittidminen ja ymmartaminen

Metodologinen monismi oli yksi positivismin tunnusmerkeistd. Kuitenkin niin
klassinen positivismi kuin uuspositivismi ovat aikoja sitten olleet passé. Tuleeko
ihmisen kiyttaytymista selittdd vai ymmartad? Onko tdmé kysymys edes hyvin
asetettu? Vai-sanahan sulkee pois sen, ettd molempia menetelmis voidaan kiyt-
t44 samasta tutkimuskohteesta. Muistellaanpa esimerkkis, jonka Rudolf Car-
nap'? esitti teonvapautta pohtiessaan'3. Hianells oli ystivi, Jussi, joka rakasti
klassista musiikkia ja tdmé&n kotikaupungissa oli tunnetun artistin konsertti, jo-
ka oli kuitenkin jo loppuunmyyty. Carnap tunsi ystdvénsd hyvin ja tiesi, ettd
jos tdlle annetaan péaasylippu tuohon konserttiin, tim& menee sinne vuorenvar-
masti'4. T#ssd tapauksessa on yleinen laki, alkuehdot, ennustus aivan kuten
peittdvan lain malli vaatii, joten Jussin meneminen konserttiin voidaan selitt&a.
Mutta me voimme myos soveltaa praktista syllogismia tahén tilanteeseen: (1)
Jussi aikoo kuulla ihailemaansa artistia, (2) hén tietdd, ettd hin ei kuule téta,
jos ei kilytd saamaansa padsylippua, (3) niinpd hén menee konserttiin. Huo-
maamme, ettd selittiminen ja ymméartdminen ovat vastauksia eri kysymyksiin,
jotka voidaan esittds samasta kohteesta!®.

Kehitdmme tatd ajatusta pidemmdélle taloustieteitd silmalls pitden. Muu-
tamme von Wrightin praktisen syllogismin rationaalisuuden mddritelmdksi‘®:

1. Henkilo A aikoo aiheuttaa tapahtuman p.
2. A otaksuu, ettd hén ei voi aiheuttaa p:td, ellei hin tee tekoa a.

3. A:m on rationaalista alkaa tehda tekoa a.

Jos asetamme taloustieteiden aksioomaksi seuraavan oletuksen

UKs. mybs [8].

12Sattumoisin hinen teoksensa Logische Aufbau der Welt, Berliini 1928, on uuspositivismin
klassikko. Maailma yritetddn rakentaa vilittomid aistimuksia kuvaavista lauseista.

13Rudolf Carnap, Philosophical Foundations of Physics, luku 22, Basic Books, Lontoo 1966

14Carnap antaa Jussille pagsylipun ja saa hinet siten menemiin konserttiin. Oliko Jussin
konserttiin meneminen vapaa teko?

15N4in Matti Sintonen on huomauttanut.

16Toki a:n tekeminen oletetaan vain vilttimittdmaksi, ei riittiviksi toimeksi. Emme puutu
tahén.
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(RA) Kaikki taloudelliset toimijat ovat rationaalisia.

niin selittdminen ja ymméartdminen ovat saman kolikon eri puolia.

Havainnollistetaan tatd konkreettisella esimerkilla. Olkoon A yrittéajé, joka
tuottaa tiettyd tuotetta madrin ¢ piivissid. Tuotantokustannukset péivissa ol-
koot C(g) = ¢* + 3 ja héin voi myydi tuotteet yksikkohinnalla p = 2. T&llin
hinen voittonsa paivissi on

1 1
H(q)=pq—0(q)=2q—q2—5=—(q—1)2+§-

Yrittdjan voitto on suurin, kun hin tuottaa tuotetta paivissd mairdn ¢ = 1.
Muodostamme seuraavat lauseet.

(i) Kaikki yrittdjat tuottavat niin, ettd heidén otaksumansa voitto on suurin
mahdollinen.

(ii) Yrittaja A otaksuu voittofunktionsa olevan II(q).
(iii) Jokainen yrittdja aikoo maksimoida voittonsa.

(iv) Yrittdja A otaksuu, ettd hin ei maksimoi voittoaan ellei tuota madrds g*,
missi II(¢*) > II(g) kaikilla q.

Yleinen laki (i) seuraa lauseesta (iii), rationaalisuuden maaritelméasta ja aksioo-
masta (RA). Lauseesta (ii) seuraa lause (iv), jos yrittdji osaa funktion ja sen
suurimman arvon kasitteet. Nyt praktinen syllogismi kuuluu:

1. Yrittdja A aikoo maksimoida voittonsa.
2. A otaksuu, ettd hin ei maksimoi voittoaan, ellei hidn tuota maaraa q*.

3. A tuottaa miarin ¢*.

Peittdvan lain malli taasen siséltdd lauseen (i) yleisend lakina ja lauseen (ii)
alkuehtona ja johtopaédtoksend on se, ettd A tuottaa madran ¢*.

Fysiikan vahvimmat kisitteelliset menetelmét ovat differentiaali- ja osittais-
differentiaaliyhtéloitd. Niitd voidaan johtaa vastaavista variaatioperiaatteista.
Niin idea taloudellisista toimijoista rationaalisina voittonsa tai hyGtynsd mak-
simoijina johtaa luonnollisella tavalla samanlaisiin differentiaali- ja osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdloihin kuin fysiikassa ja silti ei oleteta, ettd ihmiset olisivat jarjetto-
mii tai tavoitteettomia luontokappaleita'”. Eksakti ja matemaattinen kiisitteen-
ja teorianmuodostus on siis mahdollista niin taloustieteissd kuin muissakin yh-
teiskuntatieteissd. Talld kurssilla tulemme soveltamaan suoraan muun muassa
mekaniikan tai lampdopin matemaattista kalustoa taloustieteisiin.

1.5.1 Poliittisesta taloustieteesta

Karl Marxin Pddoman esityon nimi oli Poliittisen taloustieteen kritiikkia. Ta-
voitteena se ei ole vanhentunut. Yksi kurssimme tavoitteista on oppia muodosta-
maan taloustieteellisis malleja, joita ja joiden antamia tuloksia voidaan kayttas
argumentteina poliittisessa keskustelussa ja propagandassa. Opimme esimerkik-
si todistelemaan, ettd sama verojirjestelmin muutos aiheuttaa massatyotto-
myyden tai tyévoiman kysynnin kasvun, kumpaa tulosta toimeksiantajamme
sitten sattuu haluamaan. Tutustumme seuraavassa luvussa teorioiden aksioma-
tisoimiseen myo0s siksi, ettd aksiomatisoitu teoria tai malli paljastaa ideologiset
olettamuksensa.

17 Ja jos he ovat jirjettdmis luontokappaleita, niin silloin fysiikan menetelmit ovat omiaan
heiddn kiyttdytymisensd selittdmiseen.
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1.6 Harjoitustehtavia

1.

Olkoon z — (z, f(2)), [a1,b1] = R?, a1 < by, jatkuvasti differentioituva
polku pisteestd (a1, as) pisteeseen (by,bs). Sen pituus on

b1
/ V14 fl(x)?de.

Osoita Eulerin-Lagrangen yhtdlon avulla, ettd lyhin polku yhdestd pis-
teestd (a1, as) toiseen pisteeseen (by,bs) on niitd yhdistavi jana.

. Osoita Fermat’n periaatteen ja Eulerin-Lagrangen yhtdlon avulla, etté ho-

mogeenisessa véliaineessa (eli taitekerroin on vakio ng > 1) valo kulkee
yhdestd pisteestd toiseen pitkin niitd yhdistdvas janaa. Tarkastele vain 2-
ulotteinen tapaus ja kiiyta z-koordinaattia polun parametrina eli polku on

z > (z, f(z)).

Mé&érds valonsiteen reitti origosta pisteeseen (1,1,0), kun véliaineen tai-
tekerroin on n(z,y, 2) = 1+%2. Ongelma pelkistyy kaksiulotteiseksi, joten
riittéé hakea polku z — (z, f(z)), [0,1] — IR?. Jos et osaa ratkaista saa-
maasi differentiaaliyhtdldd, kokeile polun parametrisointia y +— (g(y), y)

(Darsinhz = 1/v/1 + z2.)

Yrittdjan voitto aikayksikossé hetkelld ¢ olkoon

II(t,q(t)) = p(t)a(t) — C(q(t)),

missé p(t) on tuotteen yksikkohinta hetkelld ¢, ¢(t) on tuotteen tuotanto-
nopeus hetkelld ¢ ja differentioituva funktio C: IR — IR esittds tuotanto-
kustannuksia aikayksikossd. Télloin hinen voittonsa ajanjaksolla [to, 1],
to < t1, on
t1
/ II(t,q(t)) dt.

to
Yrittaja ei voi vaikuttaa yksikkGhintaan p(t), mutta tuotantonopeutensa
q(t) han voi valita vapaasti. Osoita Eulerin-Lagrangen yhtalon avulla, ettd
hetkellisen voiton maksimointi antaa parhaan voiton my0s ajalla [to,t1].

. Muutetaan edellisen tehtévin tapausta niin, ettd tuotantonopeuden muut-

tamisesta tulee sopeutumiskustannuksia; olkoon esimerkiksi

1
II(t,q,q") = pq — an’r" — C(q), t € [to, 1],

missd vakio a > 0. Johda voiton maksimoimisesta ja Eulerin-Lagrangen
yhtalosta litkeyhtald

aq"(t) +p(t) — C'(q(t)) =0, t € [to, t1].

Ratkaise se kun C(q) = 18¢%, vakio f > 0, p(t) =1, t = 0, ¢ =1
¢(0) = 0 ja ¢(1) = 1. (Lineaarisen epdhomogeenisen differentiaaliyhtalon
yleinen ratkaisu on yksittaisratkaisun ja vastaavan homogeenisen differen-
tiaaliyhtdlon yleisen ratkaisun summa.)

. Vertaile kahden edellisen tehtdvin liikeyhtalGité ja niiden ratkaisuja. Mita

tapahtuu, kun o — 047
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Luku 2

Erityista tieteenfilosofiaa ja
-metodologiaa

Luomme téssé luvussa yleissilméyksen tieteellisen teorian rakenteeseen ja luon-
nehdimme mallit — mallinnuksen kohteet tai tulokset — mini- tai esiteorioina.
Erityistd huomiota kiinnitdmme siihen, ettd malleissa esiintyvit suureet eivit
voi riippua toisistaan miten tahansa (ks. jakso dimensioanalyysistd). Lopuksi
kisittelemme aikaa, avaruutta, tilaa ja kenttda.

2.1 Aksiomaattinen tieteenihanne

Kisittelemme téssd ja seuraavassa jaksossa nykyfysiikan rakennetta, ei fysii-
kan syntyd eikd fysiikan historiaa. Monelta osin nojaudumme argentiinalais-
kanadalaisen filosofin ja fyysikon Mario Bungen teokseen Philosophy of Physics
(D. Reidel, 1973). Emme kuitenkaan sitoudu Bungen ankaraan tieteelliseen rea-
lismiin' , vaan pyrimme esitykseen, joka on sopusoinnussa sekd tieteellisen realis-
min ettd tieteellisen instrumentalismin® kanssa. Tieteellisen instrumentalismin
klassikkona pidetdin ranskalaisen Pierre Duhemin teosta La théorie physique
(1914), josta otamme joitakin tarkasteluja.

2.1.1 Fyysikot ja filosofia

Useimmat nykyfyysikot suhtautuvat filosofiaan vastenmielisesti: se on hyodyton-
td kisitevadntelyd, josta oivallinen esimerkki on G.W. Hegelin esittdm sdhkon
médritelmd. Fyysikoiden vieroksunta ei kohdistu vain spekulatiiviseen Hegelin
filosofiaan vaan jopa analyyttiseen filosofiaan. Lisdksi moni fyysikko, teoreetti-
nenkin, vieroksuu matematiikkaa. Voidaankin sanoa, ettd yhteistd ihmistieteili-
joille ja fyysikoille on tasmallisen kisitteen- ja teorianmuodostuksen viheksymi-
nen ja vieroksuminen. Teorioita muodostellaan ja kokeita tehddsn valittamatta
tehda selviksi, mitéd oikeastaan on tehty.

Kysymykseen, miksi teoriaa ei ole aksiomatisoitu tai miksi teorian mate-
maattiset kisitteet eivit ole hyvin mairiteltyja, fyysikko tavallisesti vastaa, ettd
se ei ole tarpeen tai ettd se on jopa haitallista tieteelliselle luovuudelle. Kuitenkin
varsinkin nimekkdimmit fyysikot ovat vanhoilla paivillaan alkaneet kiinnostua
ja kirjoitella fysiikan filosofiasta ja filosofiasta yleensd (Einstein, Bohr, Heisen-
berg, Wigner, von Weizsécker, Laurikainen...). Esimerkiksi kvanttimekaniikasta
ja sen filosofisesta merkityksestd filosofoivat fyysikot kiistelevit yha.

ITieteenfilosofinen kanta, jonka mukaan teorian teoreettiset termit viittaavat todellisuuden
olioihin tai esittdvit niitd. Esimerkiksi sihk6- ja magneettikenttd ovat olemassa.

2Tieteenfilosofinen kanta, jonka mukaan teorian teoreettiset termit ovat vain lyhennysmer-
kint6ja. Siis sahko- ja magneettikenttid ei ole olemassa.

9
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2.1.2 Fysiikka ja filosofia

Matematiikan harjoittamisessa on tuloksen 16ytdminen ja todistaminen eri asioi-
ta: tuloksen saa arvata tai ndhd& unessa, mutta sen todistaminen on sidotum-
paa; tulos on paateltivi loogisesti madritelmistd ja jo todistetuista lauseista.
Samoin fysiikan teorioiden muodostamisessa saadaan olla huolettomia, mutta
aikanaan teoriat olisi systematisoitava, lausuttava tasmaéllisesti, itse asiassa ne
tulisi aksiomatisoida. Siind vaiheessa filosofia ja fysiikka ovat erottamattomia,
sillg silloin herddvit muun muassa seuraavat kysymykset:

1. Tulkitseeko matemaattinen formalismi itse itsensi vai tarvitaanko tulkin-
taolettamuksia, ja jos tarvitaan, kuinka ndma olettamukset tulee ymmar-
taa?

2. Misté fysiikan teoriat kertovat: fysikaalisista jarjestelmistd, laboratorio-
jarjestelyistd, tiedostamme maailmasta vai jostakin muusta?

3. Miten teorian peruskisitteet on otettu kiyttoon: viittaamalla mittaukseen,
méidrittelemalld suoraan vai aksiomaattisesti?

4. Mitd kayttoa aksiomatiikalla on fysiikassa?
5. Miten eri fysiikan teoriat suhtautuvat toisiinsa?
6. Miten teoria kohtaa kokeen: suoraan vai muiden teorioiden avulla?

Niitd joudutaan kysymé&dn viimeistddn silloin, kun halutaan ymmaértas, mitd
kukin fysiikan teoria kertoo maailmasta. Tai mit4 fysiikka yleensd kertoo maa-
ilmasta.

2.1.3 Fysiikan maailmankuva

Fysiikan yliopisto-opetuksessa Jyvéskyldssid opiskelija perehtyy aluksi valtta-
mittomimpiin matemaattiseen kisitteistoon ja menetelmiin. Rinnan sen kans-
sa tutustutaan aluksi klassiseen mekaniikkaan, erikoiseen suhteellisuusteorian,
sitten sdhkd- ja magnetismioppiin, termodynamiikkaan, kvanttimekaniikkaan,
tilastolliseen fysiikkaan (seki klassiseen ettéd kvanttimekaaniseen), atomi-, ydin-
ja alkeishiukkasfysiikkaan. Varsinkin alkeishiukkasfysiikan osalta opetus jii var-
sin pinnalliseksi ja vain tuloksia esitteleviiksi: alan teoria (kvanttikentta- ja yh-
tendisteoriat) on niin monimutkaista ja vaikeaa, ettd sitd ei voida cum laude
-tasolla esittdd. Teorioita ei opeteta aksiomaattisessa muodossa, eksplisiittisesti
ei tehdé selkoa, misté teoriat kertovat. Ei korosteta, etté fysiikka koostuu useis-
ta teorioista, joita ei voida toisistaan péitelld, jotka menevit toistensa kanssa
péallekdin ja jotka ovat usein jopa ristiriidassa keskendin.

Albert Einsteinin unelma oli muodostaa yleinen kenttéiteoria, joka sisaltéi-
si erikoistapauksina tunnetut ja testeistd selvinneet fysiikan teoriat. Einsteinin
unelman toteuttamiseksi on ponnisteltu ahkerasti ja on edistyttykin, mutta nel-
jasta perusvuorovaikutuksesta on vasta kolme saatu saman teorian alle (sdh-
koéinen, heikko ja vahva) eikéi esimerkiksi hiukkasmekaniikkaa ja tilastollista me-
kaniikkaa ole saatu yhdistettya. Yleisté fysikaalista teoriaa ei siis vield ole. Toi-
saalta kokemus osoittaa, ettd vanhojen teorioiden kiytdnnollinen arvo siilyy:
autoinsindori haaskaa vain aikaansa, jos han kiyttds tyossddn klassisen meka-
niikan sijasta yleistd suhteellisuusteoriaa, silla jalkimmainen vie vain hankaliin
laskuihin. Samoin maailman ja sen lainalaisuuksien ymmartamisen kannalta yk-
sinkertaisempi, mutta patevyysalueeltaan rajallisempi teoria, on usein parempi.

Yleistd yhtendistd fysikaalista maailmankuvaa ei siis ole: fysiikka on eri teo-
rioiden verkosto. Tamén luulisi olevan kuolinisku tieteelliselle realismille, mutta
juuri Mario Bunge korostaa, ettd yhtendisteoriaa ei ole ja silti hin puolustaa va-
kain d3nenpainon kisitysté, etté fysiikan teoriat kertovat todellisista fysikaalista
olioista, ettd elektronilla ja magneettikent&lld on fysikaaliset referentit.
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Mika fysiikan maailmankuva kulloinkin on ollut, on vaihdellut fyysikoiden
muotifilosofian mukaan. 1950- ja 60-luvuilla vallitsi uuspositivismi: silloin kat-
sottiin, ettd esimerkiksi kvanttimekaniikan aaltofunktio ei olekaan fysikaalinen
suure, vaan se kuvaa vain tietoamme tutkimuskohteesta, jolloin mittauksen myo-
td aaltofunktion tuleekin muuttua. Samoin erikoista suhteellisuusteoriaa esitet-
tiin havaitsijoiden avulla niin kiihke#sti, ettd padadyttiin jopa kisitykseen, ettd
jarjestelmd on olemassa vain, jos sitd joku havaitsee. Sittemmin realismi on voit-
tanut alaa ja tullut ilmeisesti vallitsevaksi muotifilosofiaksi. Kun ennen fyysikot
pitivit itsestddn selvidnd, ettd kvanttimekaaniset jarjestelmét eivét ole kovin-
kaan todellisia, vaan vain mitatut energiatasot (spektriviivat) ovat todellisia,
ovat nyttemmin realistiset dogmit jilleen saaneet itsestddnselvyyden asemaa.
Millainen fysiikan maailmakuva on, riippuu siten oleellisesti niistéd filosofisista
ja metodologisista periaatteista, joihin kulloinkin sitoudutaan.

2.2 Tieteellisen teorian rakenne

2.2.1 Miksi fysiikan teoriat on aksiomatisoitava?

Tieteellinen teoria voidaan esittdad kolmella tavalla: historiallisesti, heuristises-
ti tai aksiomaattisesti. Historiallinen esitys hahmottaa alkuperdisen ongelman
ja sen erilaiset ratkaisuyritykset, tavan, jolla omaksuttu ratkaisu perusteltiin ja
ratkaisun todelliset tai todenndkdiset vaikutukset myShempédn alan kehityk-
seen. Heuristinen 1dhestymistapa tarttuu teorian kaikkein hy6dyllisimpiin kaa-
voihin (ei vilttdmatta kaikkein perustavimpiin) ja se ryntdd johtamaan niista
seurauksia ja soveltamaan niitd. Heuristinen l&hestymistapa on vallitseva fysii-
kan opetuksessa ja julkaisuissa. Sekd historiallinen ettd heuristinen 1ihestymis-
tapa ovat valaisevia, mutta historiallinen on epékiyténnollinen: jos halutaan
nopeita tuloksia, heuristista ldhestymistapaa tulee suosia.

Molemmat ndmé ldhestymistavat epdonnistuvat teorian esittdmisessé koko-
naisuudessaan: ne vaikenevat useimmista teorian esiolettamuksista, ne eivit esi-
td kaikkia sen perusoletuksia, ne jattdvit sen loogisen rakenteen laajalti pi-
meyteen ja ne ovat monimielisid tai epadméaariisid puhuessaan sen fysikaalisesta
merkityksestd. Naihin pulmiin tarjoaa ratkaisun fysikaalisen teorian aksiomati-
sointi.

Heuristisesti tai historiallisesti esitetyt teoriat ovat yksinkertaisesti niin epé-
madriisid, ettd niiden avulla ei voida vastata, millainen on fysiikan maailman-
kuva. Huolellinen aksiomatisointi sen mahdollistaa, mutta silloin paljastuu, ett
saatu maailmankuva riippuu niisté filosofisista opeista, joista on pidetty kiinni
(esim. tieteellinen instrumentalismi tai realismi).

2.2.2 Esimerkki aksiomatisoidusta teoriasta: virtapiirit

Teoksessaan [2, ss. 152-153] Mario Bunge aksiomatisoi Kirchhoffin-Helmholtzin
teorian virtapiireists seuraavalla tavalla.

Muodollinen tausta: tavallinen logiikka (toisen kertaluvun predikaattilogiik-
ka), graafiteoria, matemaattinen alkeisanalyysi.

Filosofinen tausta: semantiikka (teoria merkityksesta ja totuudesta) ja meta-
fyysiset tieteellisen tutkimuksen oletukset (oletukset ulkoisen maailman riippu-
mattomuudesta ja kiisitettdvyydesta).

Protofysikaalinen tausta: alkeissysteemiteoria, alkeisteoria yleisesté ajasta ja
dimensioanalyysi.

Teorian primitiivit: T' (aika), G (graafi), V (potentiaali), e (sihkémotorinen
voima), ¢ (virta), R (ohminen vastus), C' kapasitanssi, L (itseinduktanssi) ja M
(keskindinen induktanssi).
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(1a)
(1b)

(4a)

Aksioomat ajasta

T on lukusuoran vali (MO).

Jokainen ¢t € T esittdd ajan hetked. Relaatio <, joka jirjestad (osittain)
joukon T, esittdd ajanhetkien vilisen relaation “olla aiempi tai saman-
aikainen” (SO).

Aksioomat piirista
G on epidtyhjd perhe suunnistettuja graafeja (MO).

Jokaista virtapiirid kohti on olemassa perheen G alkio G siten, etté jokaista
virtapiirin pdatekohtaa tai liitosta vastaa G:n verteksi ja jokaista virta-
piirin komponenttia vastaa G :n sivu (SO).

Aksioomat potentiaalista ja virrasta

e ja i ovat kuvauksia parilta (sivu,t) reaaliluvuille ja V' on kuvaus pa-
rilta (verteksi,t) reaaliluvuille siten, ettd ne ovat t-muuttujansa suhteen
jatkuvia ja rajoitetusti heilahtelevia® (MO).

Jos n on virtapiirié esittdvin graafin G € G sivu ja a on G:n verteksi, niin
en(t) esittdd jannitettd ja i, (t) sdhkovirran voimakkuutta tuon virtapiirin
n:nnessd komponentissa seki V,,(t) esittad sdhkoistd potentiaalia a:nnessa
paitekohdassa tai liitoksessa (SO).

Aksioomat parametreista

R,C ja L ovat kuvauksia joukolta G reaaliluvuille ja M on symmetrinen
neliématriisi, jonka alkiot ovat kuvauksia joukolta G' x G reaaliluvuille;
merkitsemme n — R,, n — Cp, n+— L, ja (m,n) = M, missi m jan
ovat graafin G sivuja. (MO).

Jos n ja m ovat kaksi virtapiirid esittévin graafin G € G sivua, niin R,
esittdd n:nnen komponentin ohmista vastusta, C, kapasitanssia, L, in-
duktanssia ja My, esittid n:nnen ja m:nnen komponentin keskindisté
induktanssia (SO).

Aksioomat laeista

Esittdkoon G € G virtapiirii.

(5a)

(5b)

(5¢)

Jokaisessa G':n verteksissa siihen liittyvien sivujen esittdmien komponent-
tien virranvoimakkuuksien summa on nolla.

Jokaiselle G:n silmukalle sen sivujen esittdmien komponenttien potentiaa-
lierojen summa, hivida.

Jokaiselle t € T ja G:n sivulle n verteksien a ja b vilissé pitee

Lpi' () + Ryin(t) + Ci / in(t) dt +

+ > Mopin(t) + en(t) = Va(t) — Vi (t).

3Kuvaus f:T — IR on rajoitetusti heilahteleva, jos jokaisella rajoitetulla vilills [s1,82] C T

péitee

N
sup { Z [f(tit1) — f(ts)] | {t1,...,tn} on vilin [s1, s2] jako } < 00.



2.9. MALLIL JA MALLININUS

Aksioomat (1)-(4) luonnehtivat yhdeksan primitiivid kunkin yksindan, mut-
tei niiden suhteita. Tama luonnehdinta on sekd muodollinen (matemaattinen)
ettd faktuaalinen (fysikaalinen). Edellisen tekevdt aksioomat, joita merkittiin
(MO) niin kuin muodollinen oletus. Jalkimmaisen tekevit aksioomat, joita mer-
kittiin (SO) niin kuin semanttinen oletus. Niissi esiintyy avainsana esittdd. Siksi
aksiooma (2b) ei viitd, etta virtapiiri on suunnistettu graafi, vaan etté se on vir-
tapiirin edustaja tai esittdji. Graafi on abstraktio, virtapiiri todellisuuden olio.
Talloin sama graafi voi esittdd kokonaista ekvivalenssiluokkaa eri virtapiireja.

Semanttisten oletustensa takia Bungen aksiomatisointi on tieteellisen realis-
min mukainen, mutta muuttamalla vain niitd, saataisiin tasta aksiomatisoinnista
tieteellisen instrumentalismin mukainen "empiiristen lainalaisuuksien luonnolli-
nen luokittelu". Esimerkkiaksiomatisointi valaissee riittavésti, kuinka hedelmél-
listd aksiomatisointi on pohdittaessa kysymyksid, mikd on eri fysiikan teorioi-
den suhde toisiinsa, voidaanko yksi teoria palauttaa toiseen (reduktio), onko
yksi teoria toisen rajatapaus...

2.3 Mallit ja mallinnus

Kahdessa edellisesséd jaksossa tutustuimme Mario Bungen n&kemykseen fysii-
kasta eri teorioiden tilkkutdkkini. Sellainen on myos mallintamisen tuloksena
syntyneiden mallien joukko. Ne ovat mini- tai esiteorioita ja siksi raja teorian
ja mallin valilld on epdm&iriinen.

2.3.1 Esimerkki: laskuvarjohyppy

Varsin usein mallin muodostamisessa kiytetddn hyviksi yleisempid teorioita.
Muodostamme malliksi mallin laskuvarjohypysta. Esittakoon y(t) hyppadjan
etdisyyttd maanpinnasta hetkelld ¢, A9 hinen poikkileikkauspinta-alaansa pi-
tuusakselinsa suhteen, m hinen massaansa ja g vapaan putoamisliikkeen kiihty-
vyyttd. Newtonin toisen lain mukaan

my"(t) = —mg + F,, t € Ry,

missd F), esittdd ilmanvastusta. Kokeellisesta virtausdynamiikasta tieddmme,
ettd ilmanvastus on suoraan verrannollinen seki kappaleen poikkileikkauspinta-
alaan A(t) ettd vauhdin neliéon eli

Fu = CwA(t)yl(t)27 t> 07

missd Cy, > 0 on jokin vakio. Hetkelld ¢ = 0 olkoon hyppdijan etdisyys maasta
yo- Hyppyé kuvaa siten seuraava alkuarvotehtiva

{ my" (t) = —mg + C, A(t)y'(t)?, t € Ry, 2.1)

y(0) = yo, ¥'(0) =0.

missé
AO: jOSOStStb

Alt) = 349, josti <t <t (2.2)
20049, josts <t,

kertoo, ettd ensin hyppaija sukeltaa, sitten kiddntyy poikittain ja lopulta avaa
varjonsa.

2.3.2 Esimerkki: loisiminen

Tarkastellaan kahta populaatiota: isinnét ja loiset. Esittdko6t H(t) ja P(t) nii-
den maéarid hetkelld t. Arvaamme kokemuksemme perusteella, etté isdntien méa-
ran muutosnopeus on suoraan verrannollinen niiden m#éraén ja ettd verrannol-
lisuuskerroin on positiivinen kun loisia on vihin ja negatiivinen kun loisia on
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paljon. Yksinkertaisin tuollainen kerroin on a11 — a12 P(t), missé ai1,a12 € R4
ovat vakioita. Vastaavan riippuvuuden arvaamme loisien méirille, jolloin saam-
me seuraavan parin differentiaaliyhtal6ita:
H'(t) = (a11 — a2 P(t)) H(t), t € Ry (2.3)
P'(t) = (—a21 + axH(t)) P(t), t € Ry,

missé as1,a22 € IRy. Sanomme yhtaloitd (2.3) lyhyesti malliksi loisimisesta,
mutta implisiittisesti liitdmme niihin koko joukon oletuksia. Niilld yhtaloilla
on nimi: Lotkan-Volterran yhtdlot, ja voisimme myds puhua loisimisen teorias-
ta. Tarvittaessa osaisimme esittdsd sen aksiomaattisesti kaikkine aidon teorian
osasineen?*.

Lotkan-Volterran mallilla loisimisesta on kuitenkin yksi huono puoli: sen epé-
lineaaristen differentiaaliyhtiloiden ryhmé& on vaikea ratkaista. Muodostamme
uuden ja yksinkertaisemman mallin linearisoimalla yhtdlst (2.3). Merkitsemme

a1 aii

Ho=—, Po=—;
a22 a12

namé vakiot ovat jirjestelmin tasapainoarvot eli (Hy,, Py ) On jirjestelméin sta-
tionaarinen tila, silld ne toteuttavat yhtdlot (2.3). Tutkimme, mité tapahtuu,
jos H(t) ja P(t) ovat lahella noita vakioita. Kirjoitamme siis

H(t) = Hao + h(t) ja P(t) = Poo + p(t),
missé |h(t)| € Hx ja |p(t)| € Peo. Tall6in

{ W (t) = a12p(t) (Hoo + (t)) ~ a1aHoop(t),
P'(t) = azah(t) (Po + p(t)) & aza Pooh(t).

Pudotamme tulot p(t)h(t) pois, koska ne ovat pieni#®. Silloin saamme seuraavan

parin lineaarisia differentiaaliyht&loité:

hl(t) = a12Hoop(t)’ te IR-H (2 4)
p'(t) = azzpooh(t), teR,. ’
Helposti 16ydimme timn yht#loparin yleisen ratkaisun®

h(t) = Asin(wt + d), t >0,
wA

p(t) = wA cos(wt + 9) =

™
- Asi (t 6——),t>0,
1o o sin { wt + 2 >

a12H

missd w = /ai1a12 ja vakiot 4,5 € IR maardytyvat yksikisitteisesti esimerkiksi
alkuehdoista

Naiin jirjestelméssd esiintyy jaksollista heilahtelua: jos alkutila ei ole stationaa-
rinen tila (Hy, Poo) mutta silti 1dhelld sitd, niin jarjestelmd ei koskaan asetu
tasapainoon, vaan virdhtelee alati sinimuotoisesti stationaarisen tilan ympé-
rilla. Taloustieteilija puhuisi loisimisen suhdannevaihtelusta. Huomaamme, etté
loisien méérd seuraa iséintien méarié ajan 5 jéljessd.

Voisimme alkaa tutkia, kuinka suuren virheen teimme, kun korvasimme epa-
lineaariset differentiaaliyhtdlot (2.3) lineaarisilla yht&loilld (2.4).

4Ks. Bunge, Mario: Sosiaalisen rakenteen kisite, “Yhteiskuntatieteiden eksakti metodolo-
gia”, toim. R. Tuomela. Gaudeamus, Helsinki, 1975.

5Jsljelle ji4ineet termit ovat ensimméisen asteen polynomeja pienistd luvuista p(t) ja q(t),
joten sanomme aproksimaatiomme olevan ensimmadistd kertalukua.

6Muista, ettd sin(wt + &) = cos § sin wt + sin § cos wt.
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2.4 Dimensioanalyysia

Jos tunnemme johonkin fysikaaliseen jarjestelmaidn liittyvit suureet, tiedimme
implisiittisesti jo jotain siitd, miten ndm4 suureet riippuvat toisistaan. Menetel-
mii, jolla tAma tieto saadaan esiin, kutsutaan dimensioanalyysiksi. Se on hyo-
dyllinen ja laajasti kiytetty menetelmé erityisesti virtausdynamiikassa, mutta
sitd voidaan soveltaa kaikilla tieteenaloilla, joissa kiytetddn suureita. Toisaal-
ta dimensioanalyysi —oikeammin k#sitteet suure, mittaluku, mittayksikko ja
dimensio— ovat yksi tieteellisen teorian osa, jonka mukanaolo on tehtivi ek-
splisiittiseksi viimeistddn silloin kun teoria aksiomatisoidaan. Tassd jaksossa
tutustumme dimensioanalyysiin sekd ndppérind mallintamisen apukeinona etta
tieteellisen teorian osasena.

2.4.1 Esimerkki: yksinkertainen heiluri

Tarkastelemme heiluria, jonka heilahdusaika on P sekuntia, langan pituus on [
metrid ja punnuksen massa on m kilogrammaa. Heiluri on tasaisessa gravitaatio-
kentéssd, jossa vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyys on g. Kun heilahduskulma
on pieni, oletamme, ettd mitkddn muut tekijit eivit heilahdusaikaan vaikuta eli

P = f(m,l,9), (2.5)

missd f on jokin tuntematon kolmen reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio.
Kaytamme massan, ajan ja pituuden mittayksikkdind SI-yksikkoja kg, s ja m.
Mutta se on vain mielivaltainen valintamme: yhta hyvin voisimme kiyttda nai-
den perussuureiden yksikkoind leiviskéd, lasia ja syltd tai mitd hyvénsa niiden
monikertaa. Heilurin kiyttdytyminen ei muutu, vaikka vaihtaisimme perusuurei-
den mittayksikdt toisiksi. Jos esimerkiksi massan mittayksikkd on kilogramman
sijasta leiviskd, on massan mittaluku jaettava kymmenelld: Villen massa on 60
kg eli 6 leiviskia.

Vaihdetaan perussuureiden massa, pituus ja aika mittayksikdt monikerroiksi
pkg, Am ja 7s, missd A, u, 7 > 0. Silloin heilahdusajan mittaluku P on jaet-
tava luvulla 7, punnuksen massan mittaluku m luvulla p ja langan pituuden
mittaluku / luvulla A. Vakion g mittayksikké on m/s? SI-yksikdissd, joten sen
mittaluku on jaettava luvulla \/72. Koska mittayksikkdjen muuttaminen ei saa
muuttaa heilurin kiyttdytymista, ei sitd kuvaavan yhtdlonkdin tule muodoltaan
muuttua. Siis

7P = f(p™ m, A7, A7 72 g) kaikilla A, p, 7 > 0. (2.6)

Valitaan nyt = m, A =1 ja 7 = y/l/g, jolloin

P\/% =f(1,1,1)=Celi P = C\/g, (2.7)

misséd C on jokin vakio. Sen arvo jii nyt madradmétta, mutta jos mittaamme yh-
den yksinkertaisen heilurin heilahdusajan ja langan pituuden, saamme kaavasta
(2.7) laskettua vakion C ja niin meilld on yleinen kaava kaikille yksinkertaisille
heilureille. Tassa tapauksessa tieddmme heilurin liikeyhtalon ja osaamme sen
ratkaistakin (jolloin saamme, ettd C = 27), mutta merkittdvid on, ettd (2.7)
saatiin ilman tietoa tai oletuksia Newtonin laeista.

2.4.2 Suureet ja mittayksikot

Jokainen fysiikan teoria T sisiltdd (ddrettoman) joukon Q7 suureita, josta osa
riippuu toisistaan sellaisten yhtéldiden kuin F' = ma tai v = % kautta. Teorian
T perussuureiden joukoksi Q% sanotaan niiden teoriassa 7' méiritteleméttomien
suureiden joukkoa, joiden avulla muut teorian T suureet méaritelliin. Jokainen



10 LURU 4. il YIoIA LIl i NFILOUSUEFIAA JA -MELTUDULUGIAA

fysikaalinen jérjestelmd luonnehditaan reaaliarvoisten funktioiden avulla. Jos
A1, Ay, ..., A, ovat fysikaalisen jarjestelmén piirteitd (hiiliatomeita, magneet-
tikenttid, nopeuksia,. .. ), niin on olemassa epatyhja joukko U, ja kuvaus

P:A x Ay x...x A, xUp = Ry (2.8)

siten ettd tami kuvaus kuvaa jokaisen joukon A; x ... x A, alkion tiettya omi-
naisuutta. Kuvausta P sanotaan mittaluvuksi ja joukkoa Up P-mittayksikoiden
joukoksi. Funktion P arvo riippuu mielivaltaisesta mittayksikostd u € Up siten,
ettd

P(a, A ‘u) = AP(a,u) kaikilla u € Up, A > 0. (2.9)

Esimerkiksi klassisessa mekaniikassa kappaleen massaa esittdd kahden muuttu-
jan kuvaus
m: B x Uyt — Ry, (2.10)

missd B on massakappaleiden joukko ja Ujps massayksikoiden joukko.

Suureen ei tarvitse olla mitattavissa: riittdd, ettd sitd kuvaa positiiviarvoi-
nen funktio, jolla on ominaisuudet (2.8)-(2.9) ja jota kutsutaan mittaluvuksi.
Lukija pohtinee, mikd tavallisissa ilmauksissa F' = ma ja m = 60 kg esiinty-
viat m tai kg ovat. Lyhin vastaus on sanoa, ettd F' = ma on mittalukuyhtald,
joka sitoo voiman, massan ja kiihtyvyyden mittaluvut. Yksikot ovat kisitteel-
lisid konstruktioita: voimme sopia, ettd kilogramma on (1,0,0) ja leiviskd on
(10,0,0); ne ovat talldin siis vektoriavaruuden IR® alkioita.

2.4.3 Dimensiokuvaus

Olkoot M;, Ms, ..., M,, teorian T perussuureet ja S jokin sen suure siten, ettd
mittaluvuille pétee
S:f(M17M27"'7MM)7 (211)

missd f:R}" — IR;. Bridgmanin aksiooma sanoo, ettéd suureen S kahden eri
arvon mittalukujen suhde ei muutu, kun niitd vastaavien perussuureiden mit-
tayksikot vaihdetaan A;l—kertaisiksi eli

S f(My,...,My)  f(AMMi,..., \nMpy)

Z = = 2.12
S f(MllaaMrln) f(/\lMllaa)\mMrIn) ( )

kaikilla A; > 0,7 = 1,2,...,m. Bridgmanin aksiooma siis sanoo esimerkiksi,
ettd Villen ja Kallen massojen mittalukujen suhde on %, kiytettiinpd sitten
massan mittayksikkénd kilogrammaa, paunaa tai leiviskaé.

Seuraavan lauseen avulla madrittelemme suureen dimension.

Lause 2.4.1 Olkoot Mu,..., M,, perussuureita ja S kaavalla (2.11) annettu
suure seki f:RT" — Ry Lebesgue-integroituva jokaisessa mdadrittelyjoukkonsa
kompaktissa osajoukossa eli f € Lj, .(RT'). Tallgin

loc
m
S=CHM;“, missi a; € R,C >0,i=1,...,m, (2.13)
i=1

jos ja vain jos Bridgmanin aksiooma pditee.

Tamé lause voidaan todistaa seuraavan tuloksen avulla: Jos g € L}, (R4 ) ja

g(zy) = g(x)g(y) kaikilla 2,y € R4,

niin silloin
g(z) = z°, kaikilla z € R,

missd a € IR.
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Maiidritelmi 2.4.2 Olkoon Bridgmanin aksiooma voimassa sekd suure S an-
nettu yhtdlolla (2.11), missi f € Ly, .(RY'). Suureen S dimensio on

loc
m

[S]: = [

i=1
missd esiintyvat reaaliluvut a; antaa kaava (2.13).

Mekaniikassa perussuureina pidetddn tavallisimmin massaa M, pituutta L ja
aikaa T jolloin massan dimensio on M = M'LOT°, pituuden L = MOL'T°, kes-
kinopeuden LT !, keskikiihtyvyyden L*T—2, keskivoiman M LT 2, ...Kaikki
mekaniikan suureet eiviit kuitenkaan ole niin yksinkertaisia kuin S kaavassa
(2.11). Esimerkiksi kappaleen nopeuden mittaluku v(t) hetkelld ¢ on derivaatta

missé z(t) on kappaleen sijainnin mittaluku hetkelld ¢. Toisaalta kertymésuu-
reet ovat vastaavasti integraaleja muista suureista. Integraalikin on raja-arvo,
joten méirittelemme kaikkien integraalin tai derivaatan avulla mairiteltyjen
suureiden dimensiot samoiksi kuin sen suureen dimensio, josta vastaava rajan-
kiiynti tehddén. Siten esimerkiksi hetkellisen nopeuden dimensio on L7 ~!. Fy-
siikan teorioissa ei esiinny muunlaisia suureita kuin perussuureita, niistd kaavan
(2.11) mukaisesti johdettuja suureita tai naistd rajankiynnilld johdettuja suu-
reita. Siten meilld on kullekin fysiikan teorialle T ja sen perussuureiden joukolle
Q% = {M,...,M,,} yksikisitteinen kuvaus []: Q7 — (M, ..., M), S — [9],
missd

(My,..., Myp):= {ﬁM;’f b € JR}.
i=1

Sanomme kuvausta [-] dimensiokuvaukseksi. Jos suureelle S pétee [S] = 1, niin
sanomme, ettd S on dimensioton.

Lause 2.4.3 Dimensiofunktio toteuttaa:
1. [C] =1 kaikilla C € R;.
2. [S°RY =[][R]’ kaikilla a,b € R, S,R € Qr.

3. Joukko (My,...,M,,) on m-ulotteinen vektoriavaruus seuraavien lasku-
toimitusten suhteen:
m m m m m
1 BZE | BZARE | BUARRN TP || BUASES || BUASNPYCY X
i=1 1=1 i=1 i=1 i=1

Thmisen aistiminen noudattaa psykofyysistd lainalaisuutta, jonka mukaan
aistimuksen voimakkuus on suoraan verrannollinen drsykkeen logaritmiin. Joi-
takin siihen perustuvia mitta-asteikoita kiytetdén yhé (danenvoimakkuuden il-
moittaminen desibeleissé ja tahtien kirkkauden magnitudeissa). Nam& mittalu-
vut eivit toteuta Bridgmanin aksioomaa kuten ei myoskaan lampotilan Celsius-
tai Fahrenheit-asteikko. Kaikille néille suureille on toki olemassa asteikot, joilla
mittaluku toteuttaa Bridgmanin aksiooman.

2.4.4 Dimensiohomogeenisuus

Olkoot M, ..., M,, teorian T perussuureet ja X1, ..., X, sen suureita. Suurei-
den Xi,...,X, dimensiomatriisiksi perussuurejirjestelmissd M, ..., M,, sa-
notaan matriisia A = (a;;), jolle

m
[[ M =X, i=1,...m.
j=1
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Dimensiohomogeenisuuden periaate sanoo, ettd mittalukuyht&lén muoto ei muu-
tu, vaikka perusuureita M, ..., M,, vastaavat yksik6t muutetaan A;l—kertai—
siksi, A\; > 0,4 =1,...,m. Jos siis suureet X, ..., X, sitoo yhtilo

f(X1,...,X,) =0,

niin
f( ﬁ AX, ﬁ X;™ X)) = 0 Jaikilla (Ar, ., Am) € R
j=1 j=1

Dimensiohomogeenisuuden periaate muistuttaa Einsteinin suhteellisuusperiaat-
teita: luonnonlakien muotojen on oltava invariantteja yksikbnmuutosten suh-
teen. Ilmid ei saa riippua mielivaltaisista yksikGista.

Dimensiohomogeenisuuden periaatteen mukaan yhteenlaskettavien suurei-
den dimensioiden on oltava samat. Samoin transsendenttisten funktioiden muut-
tujien on oltava dimensiottomia, sillé noiden funktioiden potenssisarjat on paat-
tymattomia.

2.4.5 Buckinghamin 7-teoreema

Olkoot M, ..., M,, teorian T perussuureet ja X1, ..., X, sen suureita. Joukko
(X1,...,Xpn) on n-ulotteinen vektoriavaruus lauseen 2.4.3 kohdan 3 kaavoja
vastaavien laskutoimitusten suhteen. Sen osajoukko { P, ..., P} on lineaarisesti
riippumaton, jos ja vain jos

p

i=1

Dimensioanalyysissd dimensiottomat potenssitulot ovat tarkeitd. Lauseen 2.4.3
mukaan potenssitulo [}, Xf", k = (k1,...,k,) € R"™, on dimensioton, jos ja
vain jos

n ks n n o m ke m Z" heass
t= (k1 = TIes = [LIT g = [L "
i=1 i=1 e

i=1j=1

Tam3i toteutuu tésmaélleen silloin, kun matriisitulo
n
kA = (Z kla”) =0. (2.15)
=1

Lineaarialgebrasta tieddmme, ettéd lineaarikuvauksen A:R™ 5> R™, k — kA
ydin on (n — r)-ulotteinen vektoriavaruus, missd r on matriisin A aste (eli sen
suurimman kd#ntyvin nelidméiisen alimatriisin rivien m#érd). Téten suureista
X1,..., X, voidaan muodostaa p = n — r kpl lineaarisesti riippumattomia di-
mensiottomia potenssituloja mq, .. ., mp. Ne eivit ole yksikésitteisid: miks hyvén-
s lineaarikuvauksen A ytimen kanta kelpaa antamaan noiden potenssitulojen
eksponentit.
Nyt voimme esittdd dimensioanalyysin tarkeimméan lauseen.

Lause 2.4.4 (Buckinghamin 7-teoreema) Olkoot M, ..., M, teorian pe-
russuureita ja X1,..., X, suureita siten, ettd dimensiokuvaus [-] on mddritel-
ty joukossa (Xi,...,Xs). Merkitiin r:lli dimensiomatriisin astetta ja olkoon
f:RY — IR. Tdlloin on olemassa p =n — r kpl lineaarisesti risppumatonta di-
mensiotonta potenssituloa my,. .., 7, jo kwwaus F:IRE — TR siten ettd suureet
Xi,..., X, sitoo dimensiohomogeeninen yhtdlé

F(X1,. s Xn) =0 (2.16)
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tasmdlleen silloin, kun

F(mi,...,mp) =0. (2.17)
Jos r =n ja (2.16) on dimensiohomogeeninen, eivdit suureet Xi,..., X, riipu
toisistaan. Josr < mn, f(-,Xo,...,X,) on injektio ja X1 esiintyy potenssitulossa
w1, niin F(-,m,...,m) on injektio.

Lineaarisesti riippumattomien potenssitulojen olemassaolo on jo todettu, jo-
ten riittad todistaa (2.16) = (2.17), silld (2.17) = (2.16 on triviaali. Josr = n,
dimensiohomogeenisuus vaatii, ettd f on vakiofunktio eli suureet X3,..., X, ei-
vit riipu toisistaan. Tapauksessa r < n sivuutamme todistuksen, joka ei ole
kovin pitki eikd vaikea (ks. matriisien ominaisuuksia kiyttéva alkeellinen todis-
tus Arkhimedes 1/1985, ss. 45-47, dualiteetin kisitteeseen perustuva todistus
Arkhimedes 2/1985, ss. 117-119.)

2.4.6 Esimerkkeja

Sovelletaan Buckinghamin 7-teoreemaa yksinkertaiseen heiluriin. Perussuureet
ovat siis M, L ja T ja relevanteiksi otaksutut suureet P, [, m ja g. Muodostamme
dimensiomatriisin A:

A | M L T 0 0 1
P| 0 O 1 1 0 0
m| 1 0 0 ei A=

01 0
l 0 1 0 01 -2
g 0 1 -2

Dimensiomatriisin aste r = 3 ja toisaalta n = 4, joten Buckinghamin 7-teo-
reeman nojalla on olemassa vain yksi dimensioton potenssitulo 71 siten, ettd
jérjestelméi kuvaa yhtild F(m) = 0. Koska F ei ole vakio, niin m; = C?, missi
C > 0 on jokin vakio. Potenssitulon

4
m = HX{“ = Primkpks gks
i=1

eksponentit k; ratkaisemme yhtélostd kA = 0 eli A%k? = 0 (¢ niin kuin trans-
poosi). Siis

k‘g =0
ks +ks =0
k1 —2ky =0.

Ratkaisut ovat k& = (2X,0,—X,A), A € IR, joista valitsemme k = (—2,0,—1,1).
Siten saamme jalleen yksinkertaisen heilurin heilahdusajaksi

p=c/t.
9

Tarkastellaan seuraavaksi taloustieteellistd ongelmaa ([4, ss. 56-59]). Tehtai-
lija pohtii, miten paljon hin tarvitsee tyGvoimaa aikayksikkod kohti. Merkitain
tatd suuretta N. Perusuureet ovat M, R,, Ry, R, ja T. Niistd M vastaa rahaa
ja sen mittayksikkd on markka, R, vastaa tehtyd tyotd (miestyOtunti), Ry vas-
taa tehtaaseen sijoitettua kiintedd pasomaa (laitteet, rakennukset), R. vastaa
tuotetta (pyykkipoika) ja T vastaa aikaa (tunti). Tehtailija arvioi, ettd tyovoi-
man tarve riippuu vain palkkatasosta w, jonka dimensio [w] = M R, !, tuotteen
yksikkdhinnasta p, [p] = M R_!, kiinte#istd piddomasta K, [K] = Ry, ja tuotan-
totekniikan indeksista c,, joka esiintyy yht&dlossa

u=coN*K'™®, a €]0,1],



2V LURAU 2. Ll L YIOLA 1TIRITEENFILOSUNIAA JA -METODULUGIAA

missd u on tuotantovauhti, [u] = R.T~1, ja N on tydllistiminen, [N] = R,T1.
Itse asiassa tehtailija olettaa, ettd yhtilo

f(N,’LU,p,K,Ca) = 0

on dimensiohomogeeninen. Muodostetaan jalleen dimensiomatriisi A:

A|M R, Ry R, T
N| 0 1 0 0 -1
w |1 -1 0 0 0
p 1 0 0 -1 0
K| 0 0 1 0 0
| 0 —a a—1 1 a-1

Koska n = 5 ja dimensiomatriisin aste on 4, on olemassa vain yksi dimensio-
ton potenssitulo m; ja pitee F(m) = 0 eli 7 = C?, missii C' > 0 on vakio.
Ratkaisemalla yhtalo kA = 0 saadaan

N/w\T= i PCa\ T2
7”:?(;7(1) :CehN:CK(T) .

Tyovoiman kysynnilld on siis ominaisuudet
NxK; N—0, kung—)O;N%oo, kun%—)oo.

Koko kansantalouteen sovellettuna tdma tulos néyttiisi osoittavan, ettd inves-
toinnit tuotantolaitoksiin ja palkkatason lasku vdhentévit tehokkaasti tyotto-
myytta.

Olisimme voineet kiyttad vain kahta perussuuretta: M ja T'. Silloin olisim-
me samastaneet dimensioltaan nelja eri arvosuuretta M, R,, R, ja Rj. Siini
tapauksessa dimensiottomia potenssituloja olisi saatu ainakin kolme ja niin oli-
simme saaneet epdmaidriisemman tuloksen

F(7T1,7T2,7T3) =0.

Taméan vuoksi kannattaa kdyttad mahdollisimman monta eri perusuuretta. Jois-
sakin fysiikan ongelmissa on jopa mahdollista tunnistaa esimerkiksi kahta eri
lajin pituutta: luotisuoran suuntainen ja sitd vastaan kohtisuora pituus.

2.4.7 Huomioita dimensioanalyysisti

Dimensioanalyysin teoriaa edelld luonnostellessamme emme vaatineet suureilta
mitattavuutta: riitti ettd niilld on vain joitakin mitattavien suureiden ominai-
suuksia. On ilmeistd, ettd dimensiohomogeenisuus ei rajoitu vain fysiikkaan,
vaan dimensiohomogeenisia yhtil6itd voidaan rakentaa minki tahansa inhimil-
lisen tiedon piiriin kuuluvien suureiden vilille, kunhan vain noiden suureiden
dimensiot tunnetaan. Tehtailijaesimerkissimme yhtend suureena oli raha, joka
on arvon mitta. Voisimme kuvitella dimensioanalyysid sovellettavan muihinkin
arvosuureisiin kuten kauneuteen, pyhyyteen. ..

Milla edellytyksilld sitten dimensioanalyysin antamat tulokset ovat tosia tai
kiyttokelpoisia? Dimensioanalyyttisen pdattelyn yleinen kulku on seuraava:

(1) Jarjestelmén oleelliset suureet ovat X1, ..., X, jotka sitoo
dimensiohomogeeninen yhtalo.

(2) Perussuurejirjestelméssa { My, ..., M, } suureen X; dimen-
sio on [X;] = [/, M9, i=1,...,n.
(DA)

(3) Jarjestelmdd kuvaa yhtalé F(mq,...,7p) = 0.
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Kyseessi on tavallinen deduktiivinen p#ittely, jonka premissit ovat (1) ja (2):
kun on ndhty ongelman kannalta oleelliset suureet, valittu perussuureet ja maa-
ritetty oleellisten suureiden dimensiot valitussa perussuurejirjestelméssi, voi-
daan johtopaitoksen (3) laskeminen jattdd yksinkertaisen tietokoneohjelman
tehtdvaksi. Todellinen vaikeus piilee premissien 16ytamisessa: jos 1dhtokohdat
ovat pa#ttomid, ei johtopadtokseltd pidd odottaa sen enempéd. Tarvitaan hyva
fyysikko, taloustieteiliji ..., jonka intuitio ja kokemus opastavat hinet arvaa-
maan kohtuullisen hyvin perusuureet ja oleelliset suureet dimensioineen.

Tehtailijaesimerkissd tarkasteltiin mikrotalouden ongelmaa ja tarjottiin sen
ratkaisua suoraan makrotalouteen: tyottomyys voidaan poistaa sijoituksin tuo-
tantolaitoksiin ja laskemalla palkkoja. Makrotaloudessa kuitenkin palkkatason
lasku vihentdd kuluttajien ostovoimaa, miki puolestaan vihentdd tuotteen ky-
syntédd, miki laskisi sen hintaa. N&in ollen tulos, joka pdtee yhdelle tehtaalle, ei
valttamattd yleistykddn koko kansantalouteen kaikkine vuorovaikutuksineen ja
takaisinkytkentdineen.

2.5 Aika, avaruus, jirjestelma, tila, kentta

Kasittelemme téssé jaksossa lyhyesti taloudellisissa malleissa toistuvasti esiinty-
via kisitteitd. Tavallisesti mallia muodostettaessa ei vaivauduta yhd uudestaan
ja uudestaan toistamaan niiden luonnehdintoja.

2.5.1 Aika ja avaruus

Ajan sisdllytdmme malleihimme silloin, kun haluamme kuvata tai ottaa huo-
mioon muutoksia ajan suhteen. Silloin mallimme ovat dynaamisia. Asetamme
seuraavat aksioomat ajasta.

(A.1) Joukko T on epétyhjs lukusuoran osajoukko.

(A.2) Jokainen t € T esittdd ajan hetked. Relaatio <, joka jérjestdd (osittain)
joukon T, esittdd ajanhetkien vilisen relaation “olla aiempi tai samanai-
kainen”.

Niistd aksioomista ensimmainen on muodollinen oletus eli se kertoo, millainen
abstrakti olio T" on. Toinen aksiooma on semanttinen oletus, joka sitoo joukon T'
alkiot todellisuuden ajanhetkiin. Voi olla, ettd T' = R, jolloin aika on tuttu klas-
sisen mekaniikan jatkuva absoluuttinen aika. Voi my®s olla T' = IRy = [0, o[,
jolloin aika alkaa siitd hetkesté, jota esittad reaaliluku 0. Jos taas T' =] — oo, 10],
niin aika loppuu hetkeen, jota esitt&d luku 10. Voi olla myés T' = Z tai T = IN,
jolloin aika on diskreetti. Tama tapaus on tavallinen ja luonnollinen taloudelli-
sissa malleissa etenkin silloin, kun yrittdji tekee ratkaisunsa laskettuaan paivin
kassan. Adritapaus on se, ettd joukko 7T sisdltéd vain yhden alkion. Silloin mal-
lissa ei tarkastella muutoksia ajan suhteen lainkaan.

Joskus tarvitsemme ajankisitteen, jolla on enemmén rakennetta. Seuraava
aksiooma lausuu ajan puoliryhméaominaisuuden:

(A.8) Joss,t €T, niin s+teT.

Tastd aksioomasta seuraa ikuisen tulevaisuuden olemassaolo eli joukko 7' ei voi
olla ylhaaltd rajoitettu.

Newtonin mekaniikassa avaruutta esittis IR®. Joskus meille riittéivit sen os-
ajoukot: mallimme voi olla kaksi- tai yksiulotteinen tai diskreetti avaruuden
suhteen (katuosoitteetkin ovat diskreettejd).

Suhteellisuusteorioissa aika ja avaruus eivét ole toisistaan riippumattomia:
aika-avaruutta esittda neliulotteinen differentioituva monisto. Tosin jo Newtonin
gravitaatioteorian yhdessd muunnoksessa (Newtonin-Poissonin gravitaatioteo-
ria) esitetddn avaruutta kolmiulotteisella differentioituvalla monistolla. Voimme
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toki muodostaa taloudellisia malleja, joissa kiytetdén vaikkapa yleisen suhteel-
lisuusteorian kaltaisia rakenteita aika-avaruuden kuvaamiseen: tillainen malli
siséltéisi ddrellisen informaation siirtymisnopeuden.

2.5.2 Jirjestelmi ja tila

Jérjestelmin tilaa ajanhetkelld, jota esittdd t € T, esitetddn oliolla y(t). Ta-
pauksesta riippuen y(t) on reaaliluku tai monimutkaisempi matemaattinen olio.
Meilla on siis joukolla 7' madritelty kuvaus. Esimerkiksi sijoittajan tilaa ajan-
hetkelld ¢ voisi esitti#id pari (m(t), s(t)), missd m(t) on hénen pankkitilinsi sal-
do markoissa ja s(t) hdnen omistamiensa Olvi Oyj:n osakkeiden mé&éra. Jér-
jestelman kehittymistd kuvaavat lait muotoillaan sen tilaa esittévin funktion
avulla. Tall6in pyrimme klassisen mekaniikan ja peittdvén lain mallin esimerkin
mukaisesti siten, ettd tila jollakin hetkelld maardisi yksikasitteisesti jarjestel-
mén myohemmét tilat. Nain ollen klassisessa massipistemekaniikassa tila ei ole
vain jarjestelmén kappaleiden sijainnit vaan myos niiden nopeudet tai impulssit.
Jarjestelmén, joka koostuu n:sté kappaleesta, lilkeyht#lé massapistemekaniikan
mukaan on muotoa
y'(t) = Ay(t), te R,

misséi y: IR — IR?". Kun siihen liitetéisin alkuehto y(tg) = o, on ratkaisu —
ainakin yleensd— olemassa ja yksikdsitteinen. Huomaa kuitenkin, ettd jo seuraa-
van yksinkertaisen alkuarvotehtdvin ratkaisu ei ole yksikisitteinen:

u'(t) = Vu(t), t € Ry, u(0) =0.

2.5.3 Kentta

Tavallisia fysiikan kenttid ovat gravitaatiokenttd ja magneettikenttd. Kenttid
esittdd paikan ja ajan funktio eli sen muuttujina on ainakin x ja ¢. Se voi olla
arvoltaan reaalinen, kompleksinen, vektori, matriisi...

Yksi taloustieteen kenttdsuure on maan yksikkohinta p, jonka mittayksik-
ko on mk/m? ja joka riippuu sekii maa-alan sijainnista ettd ajasta. Voisimme
suoraan tarjota kaksiulotteista 1dmpdyhtaloa

2

Op 8%p _
a(xat) - ﬂ; 8—%2(%75) =0

kuvaamaan maan yksikkohinnan kehittymistd kaupungin liheisyydessi (k on
jokin positiivinen vakio).

2.6 Harjoitustehtivia

1. Tarkastellaan kauppiaan toimintaa. Hin myy yhtid tuotetta vapaasti va-
litsemallaan yksikkohinnalla p(t) ajanhetkelld ¢. Kuluttajien kysyntino-
peus gq(t) on jokin funktio tuotteen yksikkdhinnasta, siis ga(t) = f(p(t)).
Kauppias ostaa rajoittamattomasti tuotetta yksikkohinnalla 1 juuri silla
nopeudella, jolla hén saa sitd myytyé, siis gs(¢) = g4(t). Kauppiaan voitto
aikayksikOssé on siten

I =T(p(t)) = p(t)aa(t) — ¢:(t) = pt)f (p(t)) — F((p()).  (2.18)

Kauppias ei tiedd, millainen funktio f on, mutta hin osaa approksimoida
f:n derivaattaa toteutuneesta kuluttajien kiyttaytymisesta:
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Niin kauppias osaa laskea voittonsa derivaatan yksikkGhinnan suhteen ja
niin hin laskee tai nostaa yksikkoéhintaa, jos se parantaa hinen voittoaan.
Yksinkertaisin tdmén lausuva kaava on

p'(t) =1'(p(t)), t > 0. (2.19)

Tamén differentiaaliyhtdlon oikealla puolella voisi vield olla uloimmaisena
funktiona miki hyvénsi aidosti kasvava funktio g: IR — IR, jolle g(0) = 0.

Olkoon f(p) =3 —p ja p(0) = 0. Ratkaise p yhtdlostd (2.19) ja piirrd sen
kuvaaja. Laske optimaalinen yksikkohinta p* lausekkeesta (2.18). Mitéd
tapahtuu, kun ¢ — oo?

2. Tarkastellaan taloutta, jossa tuotetaan ja kulutetaan tasan yhtd nopeasti
pilaantuvaa tuotetta. Tuottajat voivat padttad tuotantonopeutensa gs(t)
ja yksikkohinnan p(t) hetkelld ¢. Kysyntdnopeus g4(t) on jokin funktio
tuotteen yksikkShinnasta p(t), siis qa(t) = f(p(t)). Tuottajien voitto ai-
kayksikOssd on siten kahden muuttujan funktio

(p,qs) = I(p,qs) = pmin{qq,qs} — C(gs), (2.20)

missd C:IR — IR esittdd tuotantokustannuksia aikayksikossd. Tuottajat
eivdt tiedd funktioita f ja C, mutta he osaavat approksimoida voittonsa

osittaisderivaattoja:
on_a . / . 4a(t) —qalt—h)
ap =~ 5p ™ {pas,pf(0)}, ' (p(t)) ~ o) —plt—h) h =0,
0 0
o = 7o min{p 2 (1))
C (l]s(t)) ~ C(Qs(t)) - C(QS(t - h)) . h 0.

qs(t) — qs(t — h)

Muodosta yksinkertaisimmat mahdolliset differentiaaliyhtalot suureille p
ja gqs, jotka kertovat, ettd tuottajat nostavat tai laskevat yksikkShintaa
jos se nayttdd kasvattavan heiddn voittoaan samoin kuin he lisddvat tai
vihentavit tuotantonopeutta sen mukaan, onko OII/dq, positiivinen tai
negatiivinen. Lausu tuo yhtdlépari vektorimuodossa.

3. Todista, ettd Pythagoraan lause ¢ = va? + b2 on dimensiohomogeeninen.
Oleta, ettd [c] = [a] = [b] = L ja ¢ = f(a,b) dimensiohomogeenisesti ja
padttele, millainen funktio f on.

4. Tarkastellaan ilmakuplan nousunopeutta v pystysuorassa putkessa, jonka
halkaisija on d ja jossa on vettd, jonka tiheys on p,. Vapaan putoamisliik-
keen kiihtyvyys on g ja ilman tiheys p;. Oleta, ettd nousunopeus riippuu
vain naisti suureista, siis

v = f(d, g, pi, po)-

Maaraa ilman Buckinghamin 7-teoreemaa ensin yleinen lauseke nousuno-
peudelle. Miten se yksinkertaistuu, kun ilman ja veden tiheys ovat vakioi-
ta?

5. Viitetddn, ettd ns. isokenkiiset ajavat autoillaan vauhdikkaammin kuin
pienikenkiiset. “Todista” dimensioanalyysin avulla, ettd se ei voi pitdd
paikkaansa. Oleta, ettéd auton nopeus v (metri/sekunti) riippuu polttoai-
neen kulutuksesta V' (kuutiometri/sekunti) ja kuljettajan kengdnnumeros-
ta, jota esittdd kengén pituus ! (metri). Mikd on johtopaatoksesi?
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6. Jatketaan edellistd tehtdvdd. Oletetaan, ettd autoilijan nopeus riippuu
hénen kengidnnumeronsa ja autonsa polttoaineenkulutuksen lisdksi vie-
18 hénen tuloistaan S (mk/sekunti) ja polttoaineen yksikkohinnasta p
(mk /kuutiometri). Siis v = f(V,1, S, p). Tee dimensioanalyysi. Miten ajo-
nopeus jakautuu niiden autoilijoiden keskuudessa, joilla pV /S on vakio?

7. Valmisbetonikauppias olettaa, etté betonin menekki V (kuutiometri/se-
kunti) paikkakunnalla riippuu vain betonin yksikkohinnasta (mk/kuutio-
metri), asuntolainojen korosta r (1/sekunti), paikkakunnan rakentamat-
tomien tonttien pinta-alasta A (nelidmetri) ja sen asukkaiden kokonaistu-
loista S (mk/sekunti). Siis V' = f(p, S,r, A). Kéyta perussuurejarjestelmas
{L,T, R}, missé R vastaa rahaa. Madrit4 funktion f muoto dimensioana-
lyysin avulla.

8. Olkoon pystysuoran ohuen putken side r ja olkoon siind nestettd, jonka
tiheys on p ja pintajénnitys . Halutaan ratkaista nestepinnan nousukor-
keus h painovoimakentissé, jossa vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyys on
g- Dimensiomatriisi on

AM L T
h|0 1 0
r| 0 1 0
pl 1 =3 0
y{1 0 =2
g| 0 1 =2

Tee dimensioanalyysi Buckinghamin 7-teoreeman avulla ja johda lauseke

e

missd ¢: IR+ — IR on tuntematon funktio.

Tarkastellaan tilanteen geometriaa hieman huolellisemmin. Jaetaan pituus
pystysuoraan ja vaakasuoraan komponenttiin Z ja R. Nyt h ja g vaikut-
tavat Z-suunnassa, p on taas symmetrinen joka suunnassa ja r vaikuttaa
R-suunnassa. Mité taas pintajannitykseen v tulee, se maaritellddn voima-
na pinnan tangentin suuntaiseen tasoon kuuluvaa pituusyksikkoa kohti,
joten sen dimensio on M ZT~?R~!. Dimensiomatriisi on nyt

A\M R Z T
h]10 0 1 0
r| 0 1 0 0
pl 1 -2 -1 0
vyl 1 -1 1 =2
g| 0 0 1 -2

Tee dimensioanalyysi Buckinghamin 7-teoreeman avulla ja paittele, ettd

v

gpr’

missé C > 0 on jokin vakio.



Luku 3

Taloustieteiden tarkeimpia
suureita

Mitddn yleistd ja yksikisitteistd perussuurejirjestelmid taloustieteissd ei ole,
koska sellaista ei ole fysiikassakaan. Kulloistakin teoriaamme tai malliamme var-
ten kiinnitdmme jotkin suureet perussuureiksi ja muut esiintyvét suureet ovat
niistd johdettuja. Riittdd, ettd suureen mittaluku toteuttaa Bridgmanin aksioo-
man. Tuollaisen mittaluvun olemassaolo voidaan perustella olettamalla sopi-
va, jirjestysrelaatio: jos on olemassa ideaalinen orsivaaka, jolla voidaan jérjes-
td4 massakappaleet, niin sitten on olemassa Bridgmanin aksiooman toteuttava
massan mittalukukin®

Oletukset jirjestysrelaatiosta ovat kuitenkin riittavid, eivit valttamattomia
ehtoja. Teoriassamme tai mallissamme saa esiintya suureita, joita emme periaat-
teessakaan voi mitata suoraan, koska sellaista esiintyy myds fysiikan teorioissa
(vektoripotentiaali, aaltofunktio...) ja on myds muistettava Duhemin-Quinen
teesi, jonka mukaan ainoatakaan fysiikan teoriaa ei voida suoraan testata empii-
risesti, vaan aina testi kohdistuu koeteltavan teorian ja koejarjestelyd koskevien
teorioiden ja alkuehtojen kompleksiin.

3.1 Maarasuureet

Maéarasuureina kiytetddn kaikkia fysikaalisia méarasuureita: tilavuus, massa,
pinta-ala, pituus.... Rahan tai osakkeiden miirdt ovat myds madrdsuureita.
Joskus on hyodyllistd panna esimerkiksi maidon ja bensiinin ma&rat dimensiol-
taan erisuuriksi: ne ovat molemmat nesteitd ja kelpaavat polttoaineeksi, mutta
edellinen ihmisille, jalkimmé&inen bensiinimoottoreille eikd niitéd voi korvata toi-
sillaan.

3.2 Arvosuureet

Taloustieteissd tavallisin arvosuure on vastaavan madrasuureen yksikkGhinta.
Maidon yksikkdhinnan mittayksikk6é on mk/l, hamppukdyden mk/m, metséta-
lousmaan mk/m?, Olvi Oyj:n osakkeen mk/kpl. ..

Thmiset voivat tunnistaa useampaa lajia samaa rahaa (omaa, ansaittua, vie-
rasta, perittyd) ja kohdella samoja markkoja eri lailla. T&llin heiddn kiyt-
tdytymisensd kuvaamisessa on paikallaan jakaa rahan m#ird vastaavasti eridi-
mensioisiksi suureiksi. Arvosuureina on myos pidettava kauneuden tai pyhyyden

1Ks. Niiniluoto, Ilkka: Approksimaatio ja idealisaatio teorianmuodostuksessa. Arkhimedes
1A /1986, ss. A38-A48. Aiheesta my0s: Krantz, David H.; Luce, R. Duncan; Suppes, Patrick;
Tversky, Amos: “Foundations of measurement. Vol. 1: Additive and polynomial representa-
tions”. Academic Press, New York & Lontoo, 1971. Vrt. janamitan yksikisitteisyys geometrian
kurssilla.
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médrid. Molemmilla voisi olla kiyttoa, jos kuvaisimme vaikkapa kynttiléiden ja
ikoninkuvien menekkis krasnodarilaisen kirkon eteisessé.

3.3 Nopeussuureet

Huomattava osa taloudellisista ilmi6istd on dynaamisia: maata kylla omistetaan
siitd siirtelem#ttd, mutta paivittdistavaroita ostetaan ja myydaan joka paiva.
Tarkeitd suureita ovat siksi kulutus-, tuotanto-, investointinopeudet. Niiden yk-
sikkd on vastaavan madrdsuureen yksikko jaettuna aikayksikolld. Jos aika on
jatkuva, niin nopeussuureen ¢(t) yleinen méiéritelms on vastaavan miirdsuu-
reen Q(t) derivaatta ajan suhteen:

Jos taas aika on diskreetti, kiytdmme miardsuureita tai erotusosamaarilla

t) =
Q( z) t— ;1

médriteltyd nopeussuuretta.

Tavallisia yksikéitd tuotanto- tai kulutusnopeudelle ovat m/kk, 1/s, kpl/d.
Investointinopeuden yksikkoénd voi olla mk/d. My6s tuotantokustannukset ai-
kayksikdssd ja myyntitulot aikayksikdssd ovat nopeussuureita. Niiden yksikko
voi olla my6s mk/d. Huomaa, ettd korko on sikilli nopeussuure, ettd sen yksikko
on 1/d , dimensio 71, ja korko X p#fioma on selviisti nopeussuure.

3.4 Kertymasuureet
Jos g on nopeussuure ja aika on diskreetti eli 7" = {r; € R | i = 1,2,...,b},
missd b € IN U {oo}, niin summa

b

> a(m)(n = 7im)

i=1

kertoo aikana T kertyneen méadrin. Jos aika on jatkuva ja [t1,t2] C T, niin

silloin integraali
ta
/ q(t) dt
t1

kertoo ajanhetkien t; ja to vilill4 kertyneen ma&rén.
Jos siis tuotteen tuotantonopeus on ¢(t) = at?, @ > 0 on vakio, niin ajan-
hetkien t = 0 ja t = 3d vililla tuotettu tavaramiiri on

3d 3da
= 2 dt = —t3 = 9ad®.
Q /0 Q /0 3 Je’

Huomaa, ettd integraalilaskennan peruslauseen mukaan kertymésuureen deri-
vaatta ajan suhteen on vastaava nopeussuure.

Tyypillinen taloudellinen kertymésuure on péivittdin korkoa antavan pank-
kitilin korkotulot. Jos r(t) on korko ja y(t) on tilin saldo hetkelld ¢, niin ajan-
jaksolla [0, ] kertyneet korkotulot ovat

t
/ r(r)y(r) dr
0
Jos korko maksetaan piivittiin tilille, patee kasvuyhtild

y'(t) = r(t)y(t), t > 0.
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3.4.1 Diracin d-funktio

Fysiikassa tarvitaan funktiota §, jolla on seuraavat ominaisuudet:
1. :IR — [0, o0].
2. §(x) = 0 kaikilla z # 0.
3. [%_6(z)f(z)dz = f(0) kaikilla origossa jatkuvilla f:IR — IR.

Taté oliota sanotaan Diracin J-funktioksi.
Olkoon H:IR — IR Heavisiden askelfunktio eli

0, josz<O,
H(m)_{l, jos ¢ > 0.

Sen derivaatta on Diracin é-funktio, silli jokaiselle funktiolle f € C3(IR) piitee
osittaisintegrointikaavan mukaan

/ Z S@H @)z = |7 f@)) - [ Z f(@) H(z) dz =
_ _/Ooo (@) dz = £(0). (3.1)

Niin siis §(z) = H'(z) kaikilla z € R.
Esimerkiksi pisteessi a = (a1, a2, a3) olevan elektronin varausjakaumaa esit-
taa
p(y) = —eds3(y —a) = —ed(y1 — a1)é(y2 — a2)d(ys — as),

missi d3 on kolmiulotteinen Diracin §-funktio ja e = 1,602 10 ' () on alkeisva-
raus. Tall6in elektronin kokonaisvaraus on

/]R ply)dy = / / / —e8(ys — 1) (y2—az)(ys —as) dys dya, dys = —e.

Matemaattisesti Diracin d-funktio ei ole funktio ja yll& oleva lasku Heavisiden
askelfunktion derivaatasta on hélynpolyé. Seikka synnytti kithkesdn selkkauksen
teoreettisten fyysikkojen ja matemaatikkojen vilille. Tastd dialektisesta risti-
riiddasta syntyi synteesi, distribuutioteoria, joka on matemaattisesti korrekti ja
merkittiva ala modernia matematiikkaa (distributionaalinen derivaatta, Sobole-
vin avaruudet. . .). Oikeasti Diracin d-funktio ei ole funktio, vaan olio §(z) dz on
mitta. Osittainintegrointikaava (3.1) mdadrittelee funktion (distributionaalisen)
derivaatan.

Osakkeiden osinko R (mk/osake) maksetaan tavallisesti kerran vuodessa tiet-
tynd tdsmayshetkend ¢; omistettujen osakkeiden maidrén y(¢1) mukaan, joten
osinkojen kertyma hetkelld ¢ on

— Ry(tl)a jOS t Z tla
o) = { 0, jos t < 0.

Diracin §-funktion avulla voidaan ilmaista osinkotulot samann&kéiselld integraa-
lilausekkeella kuin jatkuvat korkotulot:

jost > tg,

‘ B t—t1 _ R(t )’

—t1

Taten hetkellistd korkoa vastaava hetkellinen osinko on Ré(t — ¢1) ja vastaava
differentiaaliyht&l6 on

y'(t) = RO(t — t1)y(t), t > 0.
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3.5 Rajasuureet

Suureita voidaan yrittdd derivoida muidenkin muuttujiensa kuin ajan suhteen.
Tuloverotus Suomessa riippuu vuotuisista tuloista. Henkilon vuodessa makset-
tava tulovero on V'(g), missi ¢ on hinen tulonsa vuodessa. Sekd V' (q) ettd q ovat
nopeussuureita. Funktio ¢ — V(q), Ry — R, on paloittain affiini ja jatkuva.
Rajaveroasteeksi sanotaan derivaattaa V'(q).

Kuluttajan mielihyvd P voi olla funktio hinen kulutusnopeudestaan q ja
massastaan m. Talloin siis P = P(m,q) eli mielihyvd on kahden muuttujan
funktio. Nyt voidaan tutkia, onko silld osittaisderivaatat noiden muuttujiensa
suhteen. Jos on, niin niitd sanotaan rajamielihyviksi kulutusnopeuden ja mas-
san suhteen, ja ne kertovat, miten kuluttajan mielihyvd muuttuu, jos tésmal-
leen toista noista muuttujista muutetaan. Yksi uskottava lauseke? kuluttajan
mielihyville on v .

Plm0) = e e g

missd v > 0 on vakio, & = 100kg ja f = 100g/d. Huomaamme, ettd rajamieli-
hyvéit

o°P a? —m? q OP _ ym 1

om _’y(a2+m2)2 nﬁ’ dqg a2+m2q’
kiyttaytyvét eri lailla kun m ja ¢ kasvavat. Kun m ylittda vakion «a ja g > £,
tulee rajamielihyvd OP/Om negatiiviseksi ja siten massan lisdys vahentdd ku-
luttajan mielihyvia. Kun taas kulutusnopeus kasvaa, lisiéntyy mielihyvé alati.
Mutta mitd suurempi ¢ on, sitd pienemméksi tulee rajamielihyvd 0P/0q ja niin
sitd vihemmain mielihyvi kasvaa. Téta ilmiotd sanotaan alenevan rajamielihy-
vin laiksi (jos mielihyvén sijasta tarkastelisimme hy6ty#, nimitys olisi alenevan
rajahyédyn laki). Ensimméiset leipépalat ovat nilkiiselle mieluisimmat?.

Olkoon f: A — R, missd ) # A C V ja V on vektoriavaruus. Sanotaan, etti
kuvaus f on kupera, jos kaikilla z,y € A ja A € [0, 1] pétee

Az + (1= XNy € Aja fAz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =X f(y).

Jos —f on kupera, niin kuvausta f sanotaan koveraksi. Olkoon P:IR} — IR
funktio joka ilmoittaa n:34 eri hyodykettad nopeuksilla ¢y, .. ., ¢, kuluttavan ku-
luttajan mielihyvan aikayksikossd. Alenevan rajahyodyn laki toteutuu, kun ku-
vaus P on kovera, silli silloin kaikki osittaisderivaatat ovat vihenevis vastaavan
muuttujan kasvaessa. Sanomme mielihyvin P gradienttia

oP oP )

h(ql,.”,qn):(a_ql’.“’a

kuluttajan maksuhalukkuudeksi; sen i:s komponentti kertoo, paljonko kuluttaja
on halukas maksamaan i:nnesté tuotteesta noilla kulutusnopeuksillaan. Alene-
van rajamielihyvin lain mukaan maksuhalukkuus vdhenee kulutuksen kasvaes-
sa*. Klassisen potentiaaliteorian termein maksuhalukkuus on skalaaripotentiaa-
lin P vektorikenttd®.

2Seuraavat raja-arvo-ominaisuudet ainakin toteutuvat:

lim P(m,q) =0, lim P(m,q) =0,
m—r o0

m—0+

lim P(m,q) = —o0, lim P(m,q) = occ.
q—0+ g—ro0

3 Aleneva rajamielihyvén laki on poliittista dynamiittia: tulonsiirrot pienituloisimmille li-
sddvit vieston kokonaismielihyvad.

4Jos f:IR — IR ja kahdesti derivoituva, niin f on kupera tismilleen silloin kun f”(z) > 0
kaikilla z € IR.

5Kuten klassisessa mekaniikassa gravitaatiokentts tai sihkostatiikassa sihkokentts. Huo-
maa kuitenkin, ettd mielihyvin muuttujat ovat nopeussuureita ja gradientti lasketaan niiden
suhteen; gravitaatiokenttd ja staattinen sdhkokenttd saadaan laskemalla vastaavan potentiaa-
lin gradientti paikkamuuttujien suhteen; paikkamuuttujat ovat médrasuureita.
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Maksuhalukkuuden mittaaminen on yksinkertaista kyselytutkimuksin; toi-
saalta fysiikassa yleensédkin skalaaripotentiaali on vain apusuure vektorikentin
laskemiseksi. Siksi piddmme maksuhalukkuutta perustavampana suureena kuin
mielihyvai®. Aivan kuten pyorteiset fysikaaliset vektorikentsit voi maksuhaluk-
kuus olla sellainen, ett se ei ole skalaaripotentiaalin gradientti’.

Kuluttajan hyéty U(p, q) aikayksikdssé kulutusnopeudella g on erotus®

Up,q) = P(q) —p-q=Plar,---,an) — Y_ piti,
i=1

missd p; on tuotteen ¢ yksikkohinta ja g; sen kulutusnopeus, ¢ = 1,2,...,n.
Hy6ty on siis mielihyva pois kustannukset.

Tuottajalle mielihyv&a ja hy6tyé vastaavat suureet ovat tuotantokustannuk-
set ja voitto. Tuottakoon tuottaja n:44 eri tuotetta nopeuksilla ¢, . . ., ¢,. Merki-
tddn tuotantokustannusta aikayksikossa C(g). Varsin usein g — C(q) on kupera
kuvaus, jolloin rajatuotantokustannukset ovat kasvavia. Tuotannon lisd&dmiseksi
on laajennettava tuotantolaitosta, mistd tulee kuluja raaka-aine- ja tyovoimaku-
lujen lisdksi. Tuottajan voitto aikayksikdssd on tulot aikayksikdsséd pois tuotan-
tokustannus aikayksikdssd. Jos tuottaja saa kaikki tuotteensa myytyd ja kunkin
yksikk6hinta on p;, niin hénen voittonsa aikayksikdssi on

M(p,q) =p-q—Clq) =Y _pigi = C(g1,---,qn)-
i=1

Tuotantokustannuksen kuperuudesta seuraa tilloin, ettd rajavoitot ovat vihe-
nevia.

3.6 Rajoitteet

Taloudelliselle toiminnalle on ominaista sopeutuminen lukuisiin rajoitteisiin:
kiytettavissd olevien rahojen niukkuus rajoittaa kuluttamista budjettirajoit-
tein, jotka ovat muotoa

n
prag=) pigi <M,
i=1
missd p; on i:nnen tuotteen yksikkohinta ja g; sen kulutusnopeus. Negatiivinen
tuotanto- tai kulutusnopeus ei ehkd olekaan mahdollinen, tuotannon kasvat-
taminen yli tietyn rajan voi olla kilpailunedistdmislainsdadannoén vastaista tai
tuotannon laajentamiseen tarvittavia tehdaskiinteistdja ei ole saatavissa.

3.7 Informaatio

Praktisessa syllogismissa oleellinen tekiji on toimijan otaksumat vaikutusmah-
dollisuuksistaan, siis hinen informaationsa® toimintaympéristdstisn ja sen ke-
hittymisestd. Ajan myG6té tekijin informaatio muuttuu ja hin korjaa kiyttayty-
mistdin uusien otaksumiensa mukaiseksi.

6Mielihyvin kiisitteen kiytt6d vastaan on huomautettu, ettd se olisi muka huonosti maari-
telty, koska miki hyvinsi funktio f (P(q)) , missi f on aidosti kasvava, kertoisi samat ihmisen
preferenssit, ja siten ihmisjoukon kokonaismielihyvi olisi sekin mielivaltainen kisite. Samalla
perusteella ihmisen massa ja ihmisjoukon yhteismassa olisivat kelvottomia kisitteitd.

"T4#l16in voidaan yhi puhua mielihyvist, sill klassisen potentiaaliteorian mukaan jokainen
vektorikenttd on summa skalaaripotentiaalin gradientista ja vektoripotentiaalin roottorista.

8T4ll6in oletetaan, ettd mielihyvin dimensio on sama kuin rahan méirin dimensio.

9nformaatio sinfinsi ei ole tietoa, silli tieto on totta tai ainakin “esiintyy totuuden vaati-
muksin”.
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3.7.1 Esimerkki: osakesijoittaja

Tarkastellaan osakesijoittajaa, joka ostaa ja myy Olvi Oyj:n osakkeita. Hanen
tilansa ajanhetkelld ¢ on pari (y1(t),y2(t)) = y(t), missd y1(¢) on hiinen asiakas-
tilinsd saldo (mk) ja y2(t) on hinen arvo-osuustililleen kirjattujen Olvi Oyj:n
osakkeiden méaadré. Hetkelld o hanelld on tililld rahaa maard yo ja osakkeita ei
lainkaan. Han haluaa toimia niin, ettd hanen varallisuutensa hetkelld ¢; > tg

W(y,t1) = y1(t1) + p(t1)y2(t1)

on mahdollisimman suuri; tdssd p(t) on osakkeen yksikkohinta hetkelld ¢. Jos
kiytdmme jatkuvaa aikaa ja jos sijoittajan asiakastilin korko maksetaan tillille
heti, niin hénen asiakastilinsé saldo hetkelld ¢ € [to,%1] on

t

t Ny
n® =w+ [ nEuEds+Y nEem - [ poned, (62

to i=1 to

missé 71 (s) on pankkitilin korko hetkelld s ja ro(7;) osakkeista hetkelld 7; omis-
tettujen osakkeiden perusteella maksettava osinko; V; € IN siten, ettd 7 < 7 <
...< 1N, <tjaTn,41 >t Toinen termi on korkotulot: lauseke r1(s)y;(s)ds on
infinitesimaalisella!® aikavililld ds kertynyt korkotulo, jolloin integraali yli koko
valin [to,?1] antaa kaikki korkotulot. Tavallisesti korko maksetaan piivittdisen
saldon mukaan ja siten toinen termi on tarkkojen korkotulojen likiarvo!l. Sum-
man korvaaminen integraalilla (ja erotusosamiirin derivaatalla) mahdollistaa
vuosisatoja kehittyneen matemaattisen analyysin'? ja sen vahvojen menetelmien
soveltamisen. Kolmas termi antaa osinkotulot: 71, ..., 7n € [to,?1] ovat ajanhet-
ket, joina omistettujen osakkeiden m&irdn perusteella jaetaan tuon tilivuoden
osinko ro(7;). Neljis termi on myyntitulot osakkeista: jos —dy2 = y5(s)ds osa-
ketta myydaan infinitesimalisessa ajassa ds, niin niistd saadaan rahaa maira
—p(s)y4(s)ds. Rajoitteet ovat

Y1 (t) >0, yz(t) > 0 kaikilla t € [to,tl], (33)
y1(to) = o, y2(to) = 0. (3.4)

Epéyhtalot y1(t) > 0 ja y2(t) > 0 saadaan siitd, ettd tileilld ei ole luottoa.
Viimeiset kaksi yht#lod kertovat alkutilan.

Tulevaa korkoa, osinkoja eikd osakekurssia sijoittaja ei tiedd. Aina kun hi-
nen informaationsa eli kisityksensd niiden tulevista arvoista muuttuu, on hi-
nen haettava uudestaan ne funktiot y; ja y», joilla h&inen varallisuudestaan tulee
suurin. Hanen on siis haettava ne derivoituvat funktiot y1,ys: [t1,t2] — R, jot-
ka toteuttavat (3.2)-(3.4) ja joilla funktionaalit® (y1,y2) — W (y,t1) on suurin.
Osakesijoittajamme dariarvotehtivin osasia nimitetdan toisinaan, etenkin sdd-
toteoriassa®, seuraavasti: y — W (y,t;) on voittofunktio, (3.2) on tilayhtld,
(3.3) on rajoitteet ja (3.4) on alkuehdot.

Y114 rajoituttiin derivoituviin funktioihin y; ja y2. Maksimoitava funktionaali
on lineaarinen ja se ei ole identtisesti nolla, joten jos ddriarvokohta on olemassa,
niin ainakin toinen rajoite-epayhtaloistd (3.3) toteutuu yhtdlona. Nainhin kiy
myos maksimoitaessa lineaarikuvausta IR — IR jossakin tason joukossa. Tal-
16in derivoituvuuden olettaminen funktioista y; ja y2 on liian paljon. Paloittain
jatkuvuuden on riitettévi, silla selvisti ndemme erikoistapauksia (sopivat p(t),
r1(t) ja ri(t)), joissa sijoittajan kiyttiytyminen on ns. bang-bang -toimintaa'®:

10Fyysikkojen kieltd, “4drettdméin pieni”. Palaamme vield infinitesimaalisiin tarkasteluihin
perusteellisemmin.

U Nykyiin pankkien olisi teknisesti helppoa laskea korko vaikkapa sekunneittain.

12Se matematiikka, joka perustuu raja-arvon kisitteeseen. Siis differentiaali- ja integraali-
laskenta, differentiaaliyhtdlot yms.

13Tk, reaaliarvoinen funktio, jonka muuttuja on funktio.

4 Engl. (optimal) control theory.

15854t6teorian termi, tarkoittaa menettelys, jossa resursseja vuorotellen kiytetdin tiydells
teholla ja ei lainkaan.
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jos sijoittaja uskoo osakekurssien nousevan huomiseksi kaksinkertaiseksi ja las-
kevan takaisin ylihuomiseksi, niin hinen on ostettava tdndin osakkeita kaikilla
varoillaan ja myytavd ne kaikki huomenna. Integraaliyhtdlostd (3.2) saadaan
integroimalla viimeinen termi osittain ja soveltamalla alkuehtoja (3.4), etta

t N
n® = [ nEunEds =m0+ ramem) -
to i=1
—y2(t)p(t) + /t y2(8)p'(s) ds kaikilla t € [to, 1] (3.5)
to

Tamé yhtdlo ei vaadi funktioilta y; ja y2 kuin integroituvuuden'®, johon riit-
ta4 paloittain jatkuvuus. Edelleen yht#losta (3.5) voidaan ratkaista vakion va-
rioimiskeinolla y; yo:n funktiona. Lauseke on afffini'” ys:n suhteen. Korvaam-
me yhtélon (3.2) yhtalslla (3.5), joilloin voimme eliminoida loppuvarallisuuden
lausekkeesta funktion y; pois ja saamme yhden tuntemattoman funktion &ariar-
votehtévin rajoittein (3.3).

3.8 Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan palkansaajan kiyttotilin saldoa y(¢) hetkelld ¢ vuoden ai-
kana. Hin saa jokaisen kuukauden viimeinen péiivé tililleen palkkaa 8000
mk, 30.6 lisdksi lomarahaa 5000 mk, jokaisen kuukauden 15. pdivd hin
maksaa vuokraa asunnostaan 2000 mk. Kayttotililltdén han nostaa pank-
kikorttiostoksina joka pdivd 100 mk. Kayttotilin korko on 2 %/vuosi, se
lasketaan paivittdisestd saldosta ja maksetaan kiyttotilille 30.11. K&yta
jatkuvaa aikaa ja oleta, ettd vuodessa on tasan 12 kpl 30-paiviistd kuu-
kautta. Laske y(t) jokaiselle 0 < ¢t < 360 vrk, kun y(0) = 8000 mk.

2. Jatketaan edellistd tehtavdd. Laske y'(t) ja lausu se Diracin §-funktion

avulla. Tarkasta tuloksesi laskemalla f03 Stork (t) dt.

3. Poliittisessa propagandassa esitetddn toisinaan yleispdtevind tosiasiana
vdite, ettd yrityksen optimaalinen tyovoiman kysynt vihenee, jos palkko-
ja korotetaan ja korkotaso laskee. Siten palkkojen korottaminen heikentaisi
tyollisyyttd. Tutki viitteen todenperdisyyttd seuraavan yrityksen avulla.
Sen voiton aikayksikossa hetkelld ¢ lausuu funktio

I: [0, 00[>— R, (K, L) = aK>L3 — 1K — wL,

missd K on tuotantolaitteisiin sijoitetun pddoman maird (mk) ja L on
kiytetyn tyovoiman méird aikayksikossd (miestyGtunti/tunti). Ensimmai-
nen termi antaa tuotteen myyntitulot; vakio a > 0 sisdltdd tuotteen yk-
sikkdhinnan, joka on vakio, ja edelleen tuotantonopeus on kertovaa vakio-
ta vaille K2 Li. Toinen termi esittiis tyovoimakustannuksia aikayksikossé
ja kolmas padomakustannuksia aikayksikossd (r on korko, joka joudutaan
maksamaan laitteiden hankkimislainasta). Osoita, ettd II saavuttaa suu-
rimman arvonsa yksikésitteisesssi pisteessi (K., L.) € (0,00)? ja ilmoi-
ta se parametrien «, r ja w avulla. Valitse edelleen w = wo(1 + a) ja
r=ro(l—a), -1 <a<1, wy,re >0, jolloin L, = L.(a). Mitd tapah-
tuu kun a kasvaa? (Muista, ettd a8 < ea? + %éﬂz kaikilla o, 8 > 0 ja
€ > 0 ja ettd kompaktissa joukossa jatkuva kuvaus saavuttaa suurimman
ja pienimmin arvonsa.)

4. Poliitikko Piia-Noora Kaupin mielest#!® olisi oikeudenmukaista jakaa mil-
joonan markan perintd rutikdyhén ja upporikkaan veljeksen vililla siten,

16Riemann-integroituvuuden tai Lebesgue-integroituvuuden.
17 Affiini kuvaus on lineaarikuvaus ynnj vakio.
8NYT, 7/2000, s. 10.
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ettd kOoyhimys saa 100 000 mk ja pohatta 900 000 mk, koska sellainen
jako olisi molemmille suhteellisesti sama.

Oletetaan, ettd kummakin veljeksen mielihyvi U riippuu hiinen varallisuu-
destaan r (1000 mk) ja eldvien sukulaistensa masrasté s (1 kpl) lausekkeen
U(r,s) = +/r +1000s mukaisesti. Olkoon alkutilanne (rq,s¢) = (0,2) ja
(Fo, 80) = (16000, 2). Sukulaisen kuoleman ja perinndnjaon jalkeen tilanne
on (ry,s1) = (z,1) ja (f1,81) = (17000 -2, 1), missé z on siis kdyhimyksen
osa perinndnjaossa. Totea ensiksi, ettd rajamielihyva on positiivinen ja vi-
henevi niin varallisuuden kuin sukulaisten mairan kasvaessa eli kyseessé
on aivan tavallinen mielihyvéifunktio. Maarad x Kaupin ehdosta

U(’f'l,Sl) - U(T0780) U(,Flagl) - U(F07§0)

Uf(ro, s0) - U(7o, 30) ' (3.6)

Laske vield, mitd ehtoa (3.6) noudattavan tuomarin tulisi paéttad, jos
perinto onkin vain 1000 mk.



Luku 4

Kaksi numeerisen
matematiikan menetelmaa

Tarkastelemme téssé luvussa kahta numeerisen matematiikan menetelméi, jot-
ka ovat perustavia taloudellisten mallien ja taloustieteiden kannalta. Ndm3 me-
netelmét ovat iterointi yhtalon ratkaisemiseksi ja gradienttimenetelmd funktion
ddriarvon loytamiseksi.

4.1 Iterointi

4.1.1 Keplerin yhtilon ratkaiseminen

Keplerin ensimmadinen laki sanoo, ettd planeetat kiertavit ellipsinmuotoisia ra-
toja, joiden toisessa polttopisteessd on Aurinko on. Keplerin toisen lain mukaan
Aurinko-planeetta-yhdysjanan ja ellipsin isoakselin rajaama pinta-ala kasvaa va-
kionopeudella (eli pintanopeus on vakio!). Keplerin kolmannen lain mukaan pla-
neetan radan isoakselin kuutio on suoraan verrannollinen planeetan kiertoajan
neli6on. Nam3 lait mahdollistavat planeetan paikan laskemisen, kunhan kuusi
kullekin planeetalle ominaista vakiota, ns. rataelementtifi, tiedetdsin?. Taméin
laskun vaikein askel on seuraavan Keplerin yhtdlon

E—-esinE=M (4.1)
ratkaiseminen; M on planeetan keskianomalia,

t—T
M=2
5

missé T on aika, jolloin planeetta on perihelissi®, ja P on planeetan kiertoaika;

0<e= l_a_2<1 (4.2)
on planeetan radan eksentrisyys (a ja b ovat radan iso- ja pikkuakselin puolik-
kaat). Tuntematon suure E on planeetan eksentrinen anomalia eli kulma, jonka
sivuilla planeetta ja periheli ovat ja jonka kiirkens on radan keskipiste.

!Pintanopeus A(t) = $x(t) x x/(¢), missd X on vektoritulo, jolloin keskeisvoimakentéssa
2A'(t) =x'(t) x x'(t) + x(¢) x x"'(t) = 0.

2Ks. Heikki Oja, Taivaanmekaniikka, Limes ry, Helsinki 1977, ss. 10-17, tai Hannu Kart-
tunen, Johdatus taivaanmekaniikkaan, Limes ry, Helsinki 1980, ss. 26-35.

3Kiertolaisen radan piste, joka on lihinni keskuskappaletta. Jupiterin kuilla vastaavan
pisteen nimi on perijovium, Kuulla perigeum.
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Yht#lon (4.1) tarkka ratkaiseminen onnistuu? helposti vain joissakin erikois-
tapauksissa (esim. jos M = 0), joten yritetdin seuraavaa menettelyd. Yhtalosta
(4.1) saamme

E=M+esinE, (4.3)

joten médrittelemme induktiivisesti lukujonon (E,):
Ey=0, Epy1 =M +esinE,, n=0,1,2,... (4.4)

Osoitetaan, ettd Keplerin yhtilon ratkaisu on yksikisitteinen. Olkoot E ja E
kaksi sen ratkaisua siten, ettd E # E. Silloin viliarvolauseen nojalla on niiden
vélissd luku € siten, ettd

|E — E| =e|sinE —sin E| = e|cosé]| - |E — E| =
SelE_El < |E_E|7

miks on mahdotonta. Siten E = E.

Jono (E,) on rajoitettu, silla |E,| < |M| + e. Siten silld on osajono, joka
suppenee kohti jotakin lukua E. Sinin jatkuvuuden perusteella tuo E on Keple-
rin yht#lon ratkaisu. Jos jono (E,) ei suppenisi kohti lukua E, niin jonolla (E,,)
olisi osajono, jonka kaikki alkiot olisivat kauempana kuin jokin kiinted € > 0 lu-
vusta E. Kuitenkin tuolla osajonolla on suppeneva osajono, joka suppenisi kohti
Keplerin yhtélon ratkaisua. Koska ratkaisu on yksikdsitteinen, saadaan ristirii-
ta. Siten koko jono (E,) suppenee. Tarvitsemme kuitenkin myds virhearvion
termille E,,. Haemme siksi toisenlaista todistusta ratkaisun olemassaololle.

Olkoot n,p € IN. Huomaamme ensin — kuten ratkaisun yksikisitteisyyden
todistuksessa—, ettd

|Ept1—En| =e|sinE,—sinE, 1| <e|lE,—E,_1| < ... < e"|E1—Ey| = e"|M]|.
Kolmioepayhtalon nojalla edelleen

|En+p - En| < |En+p - En+p—1| + |En+p—1 - En+p—2| +...F
HEn1 — Ep| <e™PTHM| + " PTM| 4. 4 "M =
|M]

:e”|M|(1+e+...+e’”*1) <e'T—

(4.5)

Téten |E, — En| — 0, kun n,m — oo, eli (E,) on Cauchyn jono. Koska jokainen
lukusuoran Cauchyn jono suppenee, on olemassa E = lim,,_,, E,,. Télloin (4.5)
antaa virhearvion

M
|E — E,| Se"%, n € IN. (4.6)

Suppeneminen on nopeaa, silld esimerkiksi Marsille e = 0, 093.

4.1.2 Banachin kiintopistelause

Yleistamme edellisessé jaksossa loytdmamme ongelman ja sen ratkaisumenetel-
mén. Olkoon V' epityhji joukko ja d:V x V — [0,00) kuvaus, joka toteuttaa
seuraavat kolme ehtoa.

1. d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € V. (Symmetrisyys).

4Jos kuvauksella f:[a,b] — [¢,d], a < b, ¢ < d, on kisinteisfunktio f~! = g, jonka pisteesss
¢ kehitetty Taylorin sarja suppenee vililld [c, d], niin yhtdlon f(z) =y, y € [c, d], ratkaisu on

=L 0@ (e )
w=g(y)=zgjj!( )(y*C)]-
j=0

Derivaatat g(j )(c) voidaan laskea ketjusddnnon avulla ja Taylorin kaava antaa arvion sarjan
katkaisemisesta syntyville virheelle.
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2. d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) kaikilla z,y,2 € V. (Kolmioepayhtild).
3. d(z,y) =0, jos ja vain jos z = y. (Definiittisyys).

Sanomme paria (V, d) metriseksi avaruudeksi ja kuvausta d sen metriikaksi. Jono
(2,,) metrisen avaruuden (V,d) alkioita on Cauchyn jono, jos

d(Zm,Tn) — 0, kun m,n — oc.

Metrinen avaruus (V,d) on taydellinen, jos sen jokainen Cauchyn jono (z,)
suppenee eli on olemassa x € V siten, ettd d(x,,z) — 0, kun n — oc.

Olkoon (V,d) metrinen avaruus ja F:V — V. Pistetta x € V, joka toteuttaa
yhtédlon F(x) = z, sanomme kuvauksen F' kiintopisteeksi. Kuvausta F' sanomme
vahvaksi kutistuskuvaukseksi, jos on olemassa a € [0, 1) siten ettd

d(F(z),F(y)) < ad(z,y) kaikilla z,y € V. (4.7

Jos (4.7) toteutuu luvulla a = 1, sanomme kuvausta F' kutistuskuvaukseksi.
Lukua «a sanomme kuvauksen F' suurennussuhteeksi.

Lause 4.1.1 (Banachin kiintopistelause). Olkoon (V,d) tdaydellinen metrinen
avaruus, £g € V, F:V — V wvahva kutistuskuvaus ja o sen suurennussuhde.
Silloin kuvauksella F on yksikdsitteinen kiintopiste x € V. Lisdksi jono (x,,),
Tnt1 = Fxyn), n=0,1,2,..., toteuttaa epayhtilon

n d(mOJ F(.To))

<
d(z,z,) <« T

,n=1,2,... (4.8)

Todistus. Olkoot n,p € IN. Koska F' on vahva kutistuskuvaus,
A(Tny1,%n) = d(F(2n), F(@n-1)) < ad(zn,n-1) < ... < a"d(z1,20).
Kolmioepidyht#lon nojalla edelleen

d(xn—i-p: Ty) < d($n+p, $n+p—1) + d(xn-l-p—l: xn+p—2) +...
vt d(Tng1,20) < (a"+p_1 +a™P 24+ a”)d(xl,wo) <

d(zy,x
<a"(l+a+a®+..)d(x1,20) < a”(l%ao).

Téten d(z,,T,) — 0, kun n,m — oo, eli (z,) on Cauchyn jono. Koska (V,d)
on taydellinen, (z,) suppenee kohti jotakin x € V. Kolmioepayhtdlon nojalla

nyt

nd(iIJl,.’Eo)

d(z,2n) < d(@, Tnyp) + d(Tntp, Tn) < d(T, Tnip) + 1—a

)

mistd (4.8) seuraa, kun p — oo. Edelleen kolmioepayht&lon nojalla
d(x,F(.Z’)) S d(x7xn+l) + d($n+1,F($))
=d(z,Tny1) + d(F(:L‘n),F(II})) <
<d(z,zny1) + ad(z,,z) - 0, kun n — oo.

Metriikan definiittisyyden nojalla z = F(x) eli z on kuvauksen F kiintopiste.
Osoitetaan vield kiintopisteen yksikasitteisyys. Olkoot x ja & kiintopisteité.
Silloin
d(z,3) = d(F(x), F(&)) < ad(z,5) < d(z,5),

josta d(z,%) =0eliz = Z. m.o.t.

Banachin kiintopistelause sisdltda my0s numeerisen menetelman virhearvioi-
neen kiintopisteen laskemiseksi. Tatd menetelm&d sanotaan iteroimiseksi yh-
télon f(z) = 0 ratkaisemiseksi. Ensin muokkaamme alkuperdisestd yhtalosté
f(x) = 0 lausekkeen x = F(z). Kuvaus F ei luonnollisestikaan maaraydy yk-
sikdsitteisesti, joten pyrimme valitsemaan sellaisen F', joka on vahva kutistus-
kuvaus ja vield kohtuullisen pienelld suurennussuhteella «, sill§ silloin iterointi
suppenee nopeasti.
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4.1.3 Diskreetit dynaamiset jirjestelmit

Kiintopistelauseet ovat sovellutustensa kannalta tirked osa matematiikkaa: dif-
ferentiaali- ja integraaliyhtdldiden ratkeavuus voidaan usein palauttaa kysymyk-
seksi sopivan apufunktion kiintopisteen olemassaolosta. Esimerkiksi Banachin
kiintopistelauseella ndytetadn, ettd alkuarvotehtavilla

y'(t) + Ly(t) =0, t > 0, y(0) = yo,

on yksikisitteinen jatkuvasti differentioituva ratkaisu y:[0,00) — IR™, m =
1,2,..., kunhan L : R™ — IR™ on Lipschitz-jatkuva.
Tarkastellaan seuraavaa differentiaaliyht&lod alkuehdon kera

y'(t) = f(y@), t >0, y(0) = yo, (4.9)

missd f:IR™ — IR™, m = 1,2,... Yksinkertainen numeerinen menetelmé té-
méan ratkaisemiseksi perustuu derivaatan korvaamiseen erotusosamasralla. Sil-
loin saamme differenssiyhtdlon

Y(tnt1) — y(tn)

:f(y(tn))a n:03152a7 (410)
tn+1 _tn

alkuehdolla y(tg) = yo; téssd 0 = tg < t; < ta < ... Merkitsemme
Tp =y(tn), Fu(z) =2+ (tpt1 —tn) f(z), n=0,1,2,... (4.11)
Silloin differenssiyhtlosté (4.7) tulee iterointikaava
ZTnpt1 = Fo(zn), n=0,1,2,... (4.12)

Téahan samaan kaavaan paddytdin, kun taloudellisen jarjestelmén aika on dis-
kreetti. Nain on esimerkiksi silloin, kun yritt&ja paattad illalla suljettuaan liik-
keensd ja laskettuaan pdivan ostot ja myynnit, miten hin seuraavana péivand
kiyttaytyy. Ajan askelpituus on talléin yksi paivia. Kun aika on diskreetti, ei
iterointikaava (4.12) ole approksimaatio vaan tarkka.

Olkoon aika diskreetti ja sen askelpituus vakio. Silloin F,, = F kaavassa
(4.11) ja Banachin kiintopistelause antaa oitis riittdvin ehdon sille, ettd dynaa-
minen jarjestelma (4.12) kehittyy kohti stationaarista tilaa, kun n — co. Riittaa,
ettd kuvaus F' on vahva kutistuskuvaus, miké toteutuu, jos F(z) = ¢ — Sz ja
B € (0,2). Itse asiassa

-0, jos 0 < B <2,

= xo, jos B =0 tai zg =0,
Tp=(1=8)"zg = — o0, jos B < 0jaxzg >0,

— —00, josf<O0jaxy<O,

b muulloin.

4.2 Gradienttimenetelma

Olkoon® f:IR™ — R, m = 1,2,..., differentioituva. Sen differentiaali df =

(Vf(z)|-) pisteessi x € IR™ approksimoi funktion f muutosta tuossa pisteessi®:

[l +h) = f(2) = (Vi(@)[h) + ez (B)||]],

5T4mén jakson yksityiskohdista tarkemmin esim. Kaisa Miettinen, Optimointi, Jyviskyldn
yliopisto, matematiikan laitos, luentomoniste 33, 1995, ss. 33-39.
S Merkitssn

m

m 1/2
llzl| = (Zz?) ja (z|ly) = ZmzyZ kaikilla z,y € R™.
i=1

i=1
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missd h € R™ ja €;(v) — 0 kun ||v]| = 0. Téastd saadaan edelleen, ettéd funktion
f suunnattu derivaatta Dy, f(x) pisteessd x € R™ suuntaan h € R™, ||h]| = 1,
on funktion muutosnopeus tuohon suuntaan ja

Df(e) = ti 1E I =16

= (Vf(@)[h).
Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epdyhtilo sanoo, ettéd
—llall 1]l < (alb) < llall [|]],

missd jilkimmaisessd patee yhtdsuuruus vain jos vektorit a # 0 ja b # 0 ovat
samansuuntaisia eli a = Ab, A\ > 0. Niin funktio f kasvaa pisteessi z € R™
nopeiten suuntaan’ V f(x)/||V f(x)||. Téhéin huomioon perustuu gradienttime-
netelmd eli jyrkimmé&n nousun menetelmd funktion f:IR™ — IR (lokaalin) mak-
simin® 16ytimiseksi. Sen algoritmi on seuraava:

1. Valitse lopetusparametri € > 0 ja alkupiste zg € R™. Aseta n = 0.
2. Laske d,: = V f(z,). Jos ||d,|| < €, lopeta.
3. Ratkaise yksiulotteinen maksimointitehtava
max{ f(z, + Ad,) | A > 0}
ja merkitse sen ratkaisua A,.
4. Aseta Tpy1:= 2 + Andy, ja n:=n + 1. Jatka kohdasta 2.

Lopetusehto ||dy|| < € korvataan toisinaan jollakin seuraavista ehdoista:

0
max {\6—;1\} <€, VI <& |f@ns1 — flan)| <€ |lTnsr —aall <e.

i=1,...,m
Funktion f gradientti lasketaan tavallisesti numeerisesti kaavasta

of _ f(z+de;) — f(z)

oz; s ’
missd § = 0 ja e; on i:nnen koordinaattiakselin suuntainen yksikkévektori.

Yksinkertaistetussa gradienttimenetelméssa algoritmin toisen askeleen mak-
simointitehtdvi jatetdan pois: valitaan joko A, kiintedksi positiiviseksi paramet-
riksi tai sitten sitd muutellaan algoritmin edetessi. Téllainen yksinkertaistettu
gradienttimenetelmd on taloustieteen ja taloudellisen mallintamisen kannalta
muutakin kuin ndppird numeerisen matematiikan keino. Voittoaan tai hyoty-
44n maksimoiva puutteellisesti informoitu yrittdja tai kuluttaja kiyttaytyy kuin
yksinkertaistettu gradienttimenetelmi. He laskevat voittonsa tai hyGtynsi gra-
dientin kullakin ajan hetkelld ja muuttavat kiyttdytymistdan siihen suuntaan,
mihin voitto tai hySty niyttda kasvavan nopeiten.

Gradienttimenetelmad ilman yksinkertaistuksia kiyttava yrittaja voisi tehda
tai teettdd markkinatutkimuksia, mutta ne olisivat niin kalliita tai vaikeita, etta
voittofunktion lauseke on kohtuullisin vaivoin ja kustannuksin saatavissa vain
yhteen suuntaan.

Numeerisia menetelmis maksimin 16ytdmiseksi on muitakin ja ne soveltuvat
my6s mallintamiseen samoin suoraan: gradienttimenetelm&d parempi menetel-
m3 on Newtonin menetelmd®, jonka algoritmi on seuraava:

7Suunnattu derivaatta on kasvunopeus, jos suunnan normi on 1. Muuten kelpaisi pelkks
Vf(z).

8Jos tdytyisi hakea funktion f minimis, kiytettiisiin hyvidksi sitd, ettd suuntaan
=V f(z)/||Vf(z)|| funktio f pienenee nopeiten. Silloin algoritmin toista askelta muutetaan
seuraavasti: dn: = —V f(z,). Menetelmén nimi on t&lloin jyrkimmin laskun menetelm4.

9Newtonin menetelmi vaatii enemmain sdinnéllisyyttd maksimoitavalta funktiolta ja siini
mielessd se on huonompi kuin gradienttimenetelmé. Toisaalta Newtonin menetelm& suppenee
nopeammin etenkin ddriarvokohdan 1dhella.
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1. Valitse lopetusparametri € > 0 ja alkupiste g € IR™. Aseta n = 0.

2. Laske d,,: = —H (z,) "'V f(z,) missi H(z,) on funktion f Hessen matrii-
sil0 pisteessd x, € R™. Jos ||d,|| < €, lopeta.

3. Aseta Tpy1:= xp + d, ja n:=n + 1. Jatka kohdasta 2.

Newtonin menetelmd perustuu siihen, ettd maksimoitavaa kuvausta approksi-
moidaan pisteessd x, sen toisen asteen Taylorin polynomilla ja pisteeksi 1
valitaan approksimaatin maksimikohta!®. Titen Newtonin menetelm$ ratkaisee
samalla yhtalod V f(z) = 0. Newtoninkaan menetelmd ei vaadi sitd soveltavaa
yrittdjad tietdmadn tulevaisuutta, vaan laskemaan toteutuneista myynneistain
ja kuluistaan ensimméisen ja toisen kertaluvun osittaisderivaatat.

4.2.1 Vapaa markkinatalous vs. suunnitelmatalous

Niin gradienttimenetelm& kuin Newtonin menetelma soveltuvat lokaalien &&riar-
vokohtien hakemiseen. On helppo muodostaa kuvauksia f:IR* — IR, joiden glo-
baaleja ddriarvoja kumpikaan niistd ei 16ydd (timén havainnollistaminen kdy
parhaiten piirtdmé&lla korkeuskdyrid sopivasta maastosta tai muovaamalla lu-
mesta pinta, jolla lumipallo saa hakea alinta kohtaa). Edelleen tistd huomiosta
seuraa, ettd voittoaan tai hyotyddn maksimoivien taloudellisten toimijoiden yh-
teisd ei valttdmattd osaa hakeutua tilaan, jossa sen enempéi kokonaisvoiton ja
-hy6dyn summa tai edes yksittdisten toimijoiden voitto tai hyoty olisi mahdolli-
simman suuri. Voi jopa kiyd4a niin, ettd yksildiden voitontavoittelu tuhoaa koko
yhteisén. Tavallinen historiallinen esimerkki talouden ohjaamisesta vékisin koh-
ti suurempia voittoja ja hyotyji on sdhkoistdmisen tai rautateiden rakentamisen
kaltaiset suurinvestoinnit: Euroopassa ne on toteuttanut valtio.

Tarkastellaan taloutta, jossa tuotetaan ja kulutetaan vain yhté tuotetta, joka
on nopeasti pilaantuva ja jonka yksikkohinta hetkelld ¢ on p(t). Sen tuotanto-
nopeus hetkelld ¢ on gs(¢t) ja kysyntdnopeus on g4(t). Tuottajat voivat paattaa
vapaasti tuotantonopeutensa ja kuluttajat kysynténopeutensa. Tuottajien voit-
to aikayksik&ssa hetkelld ¢ on

TI(t) = min{qa(t),¢s(t)} — C(aa(t)),

missd C: IR — IR esittdd tuotantokustannuksia aikayksikossa hetkelld ¢. Nyt

oI { p—C"(¢s), Jjos g5 < qu, }

= . :H — (s _Cl s)»
dgs —C'(gs), jos g5 > qq, (9a = a5)p (45)

missd H on Heavisiden askelfunktio. Kuluttajien hy6ty aikayksikdssé hetkelld ¢
on

U(t) = P(qa(t)) — p(t)ga(t),
missd P(gq(t)) esittiid heidén mielihyvéinsd aikayksikdssi. Nyt

ou

Eroie h(qa) — p,

missd h: IR — R esittdd kuluttajien maksuhalukkuutta. Yksinkertaistetun gra-
dienttimenetelmén mukaisesti

q,(t) = a(h(qd(t)) - p(t)), teR, (4.13)
qs(t) = B(p(t)H(qd(t) —q(t)) = C' (qs(t))) ,teR, (4.14)

10Kuvauksen f:IR™ — IR toisen kertaluvun differentiaali h + d?f(z;h) on neliSmuoto
R™ - R, h+ (h1 hy ... hw)H(2)(h1 h2 ... hp)T.

11 Jotta Newtonin menetelmin algoritmi olisi kaikille zo € IR™ hyvin méiritelty, on toisen
kertaluvun differentiaalin h +— d? f(z;h) oltava kaikilla z € IR™ olemassa ja definiitti. Jos se
on positiivisesti definiitti kaikkialla, ei funktiolla ole maksimeita.
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missé « ja [ ovat positiivisia vakioita.
Markkinataloudessa tuotteen yksikkGhinta mairdytyy kysynnin ja tarjon-
nan lain mukaan. Paul Samuelson'? ilmaisi sen differentiaaliyht&l&113

P'(t) =v(qa(t) — ¢:(t)), t € R, (4.15)

misséd v > 0 on vakio. Differentiaaliyhtdlot (4.13)-(4.15) kuvaavat yksinkertais-
ta vapaata markkinataloutta: tuottajat tavoittelevat suurinta mahdollista voit-
toaan, kuluttajat suurinta mahdollista hyotyddn ja tuotteen hinta madrdytyy
markkinoilla. Yhtaloistd (4.13)-(4.15) voidaan muodostaa myds diskreetit ver-
siot, joko itse malliksi tai sitten jatkuvan mallin numeeriseksi ratkaisemiseksi.
Joka tapauksessa voimme nyt konstruoida esimerkkeji, joissa vapaa markkina-
talous hakeutuu tai ei hakeudu ilman ulkopuolista ohjausta kohti tilaa, joka an-
taisi tuottajille suurimman voiton ja kuluttajille suurimman hyddyn (erikseen
tai mind hyvinsé painotettuna summana).

4.3 Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan yhtaloa f(z) = 22+ e® = 0, z € R. Osoita jatkuvien funk-
tioiden teorian avulla, ettd silld on tdsméilleen yksi ratkaisu. Hae ratkaisun
likiarvo haarukoimalla eli seuraavalla algoritmilla:

(a) Valitse lopetusparametri € > 0 sek ja vili [zo, z1] siten, ettd
f(z1) f(z2) < 0. Aseta n: = 0.
1

(b) Jos |Zpt1 —n| < €, niin lopeta. Muuten aseta Tpy2: = 5(Tn +Tny1)-
Jos f(zy)f(ny2) < 0, aseta xpips:= p. Jos f(zn)f(Tny2) > 0,
aseta Tpn43: = Tpt1. Jos f(z,) f(Tni2) =0, aseta Tp43:= Tpio.

(c) Aseta n:=n + 2 ja jatka kohdasta (b).
Hae ratkaisun likiarvo taskulaskimen laskentatarkkuudella.

2. Ratkaise edellisen tehtévin yhtilo iteroiden taskulaskimen laskentatark-
kuudella. Yrita ratkaista iteroiden yhtdlo —2z + e = 0, x € IR. Kokeile
alkuarvoja zg =1 ja oy = 2.

3. Hae funktion f:IR — R, z — —z* + 22° +  maksimit taskulaskimen
laskentatarkkuudella yksinkertaistetulla gradienttimenetelméalld (A, = 1).

4. Ratkaise edellinen tehtdvé taskulaskimen laskentatarkkuudella Newtonin
menetelmélld. Hessen matriisin kdanteismatriisi on nyt 1/f"(x).

5. Muodosta sellainen C*°-funktio (kaikki derivaatat ovat olemassa ja jat-
kuvia) f:IR — IR, jonka kaikki lokaalit ja globaalit maksimit jadvit niin
gradientti- kuin Newtonin menetelmalla 16ytyméatta, kun alkuarvo o € IR
pidetdan kiinnitettyna.

6. Kuvatkoot vapaata markkinataloutta differentiaaliyhtalot (4.13)-(4.15).
Olkoon edelleen o = g =v =1,

1.2 s
_ 1 2% jos g <1,
c@ {%(q—2)3+%, jos ¢ > 1,
1.2 5 3
qg—59"+3 jos g <1,
P(q) = 2 3 ) 4.1
@) {—%(q—2)3+q, josg>1, (4.16)

12Ks. Samuelson, P. A: The stability of equilibrium, Econometrica 9, (1941), ss. 97-120.
Uusintapainos teoksessa “The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson I”, toim. Joseph
E. Stiglitz, ss. 539-562, 565-589. M.I.T. Press, Cambridge Mass., 1966.
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LunvU 4. KAROSLI NUMBREIISEIN MALTHVIATIIKAIN VMIBINE T EILIVIAA

Todistele laskemalla tai hahmottelemalla funktioiden p(t), gq4(t) ja gs(t)
kuvaajia, ettd jos alkuehtona on (p(0),¢a(0), ¢s(0)) = (0,0,0), niin

kun t — oo.

. Edellisessd tehtdvissd vapaa markkinatalous sai kehittyd omien lakiensa

mukaan. Oleta, ettd hallinnollisella padtdkselld sen kulkuun puututaan ja
ajanhetkelld ¢ = 1 pakotetaan sen tilaksi (p(1),g4(1),¢s(1)) = (5,2,2).
Todistele, ettd sen jalkeen sekd kuluttajien hyoGty ettd tuottajien voitto
hakeutuvat kohti suurempia arvoja kuin edellisessd tehtavissa.

. Muutetaan tehtdvii 6 seuraavasti:

1 1
Todistele tai todista, ettd on olemassa ¢ > 0 siten, ettd g4(t) — oo, kun
t — t1—. Mita psykologista ilmi6ta kasvava maksuhalukkuus voisi esittad?
Miké mahtaisi olla tuote?



Luku 5

Variaatiolaskentaa

Variaatiolaskennassa haetaan kuvauksen J: A — IR a#riarvoja, kun A on jokin
funktioiden joukko. Kuvauksen eli nyt funktionaalin J derivaattakuvausta on
perinteisesti sanottu “variaatioksi” ja se syntyy, kun funktionaalin arvon anta-
vaa, pistettd (funktiota) “varioidaan”. Adriarvokohdassa variaation tulee hévit.
Tastad tulee nimitys variaatiolaskenta. Todistamme téssad luvussa valttdmatto-
mén ehdon (Eulerin-Lagrangen yht&lo) sille, ettd funktio ¢ on integraalilausek-
keen avulla mé#iritellyn funktionaalin ¢ — J(¢) ddriarvokohta. Opimme myds
johtamaan osittaisdifferentiaaliyhtél6itd variaatioperiaatteista. Sidottuja dériar-
votehtdvid tarkastelemme omassa jaksossaan: yleistimme Lagrangen kertojien
menetelmin variaatiolaskentaan.

5.1 Suunnattu derivaatta ja aariarvot

Yleistamme aluksi kuvauksen F: IR™ — IR" suunnatun derivaatan ja reaalifunk-
tion lokaalin d&riarvon kisitteet. Vektorit ja matriisit -kurssilta muistamme, et-
ta kuvausten h : B — IR™, B # 0, joukko on vektoriavaruus laskutoimitusten
(g, h) = g+ h ja (A, h) — Ah suhteen, missé

(9 + h)(z) = g(z) + h(z), (M\h)(z) = M\h(z) kaikilla z € B, A € R.

Niin meidan riittds olettaa, ettd kuvauksen F' mairittelyjoukko on yleinen vek-
toriavaruus, joka voi olla ddretdnulotteinen. Toisaalta erotusosamaérin muodos-
tamiseksi riittdd, ettd kuvauksen maalijoukko on sekin vektoriavaruus. Mutta
erotusosamairasta olisi otettava vield raja-arvo. Siksi maaliavaruuden on olta-
va myds topologinen avaruus. M#drittelemme sen alaviitteessd!; tisséd riittid
huomata, ettd jokainen metrinen avaruus on myds topologinen avaruus ja siten

10lkoon X epityhji joukko ja 7 jokin sen osajoukkojen joukko. Sanotaan, etti 7 on
topologia ja (X, T) on topologinen avaruus, jos

1. 0, XeT.
2. Jos AABE€T,niin ANBEeT.
3. Jos I on epétyhjd ja Ay € T kaikilla a € I, niin U, ey Aa € T.

Kisitteet funktion jatkuvuus ja raja-arvo voidaan méiritelld avoimien joukkojen avulla: funk-
tio on jatkuva, jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin; z, — xz, kun n — oo, jos
jokaiselle avoimelle joukolle A on olemassa N € IN siten ettd zn,x € A, kun n > N. Jou-
kossa IR ndmi miiriteltiin itseisarvon avulla. Joukossa IR™ kiytettiin samoja madritelmis
siten korjattuina, etti itseisarvon paikalla on normi || - ||. Samat miiritelmét kelpasivat ylei-
seen normiavaruuteen (vektoriavaruus, jossa on méiritelty normi). Seuraava askel oli siirtyd
metriseen avaruuteen: ilmaisut ||z — y|| korvattiin ilmaisulla d(z,y). Topologinen avaruus on
seuraava askel tdssd yleistimisen ketjussa. Otetaan maidritelmiksi sellaiset lukusuoralla IR pa-
tevit jatkuvuuden ja raja-arvon yhtdpitdvat ehdot, jotka kdyttdvat avoimen joukon kisitettd.
Topologia on joukon X kaikkien avoimien joukkojen joukko; kun sanotaan, miki topologia 7
kullekin joukolle X on, silloin itse asiassa luetellaan kokoelma joukon X osajoukkoja, joita
padtetddn kutsua avoimiksi.
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jokainen vektoriavaruus, jossa on metriikka, on topologinen avaruus. Metrisess4,
avaruudessa miaritelmin mukaan

lim z. = z jos ja vain jos lim d(z.,z) = 0.
e—0 e—0

Olkoon F: A — W, () # A C V, missd, V on vektoriavaruus ja W topologinen
vektoriavaruus?. Jos raja-arvo

DpF(z):= lim Flo+eh) = Flz)

e—0 €

, heV, (5.1)

on olemassa, niin sanotaan, ettd Dj F(x) on kuvauksen F' suunnattu derivaatta
pisteessi x € A suuntaan h € V. Kuvausta h — Dy F(x) sanotaan kuvauksen F’
Gdteauz-derivaataksi pisteessd x. Huomaamme oitis®, etti Gateaux-derivaatta
on homogeeninen funktio eli jos Dy F(x) on olemassa, niin my6s DypF(z) on
olemassa ja

DonF(z) = aDpF(z) kaikilla o € R. (56.2)

Kuvauksen F: A — IR, A # 0, suurin ja pienin arvo on jo reaalifunktion
tapauksessa méaritelty riittdvéin yleisesti: esimerkiksi F'(x¢) on suurin arvo, jos

xg € A ja F(xg) > F(x) kaikilla z € A.

Mutta lokaalien ddriarvojen kisite vaatii tdydennysté. Tehddin se metrisen ava-

ruuden tapauksessa?.

Olkoon (V,d) metrinen avaruus. Olkoot ¢ € V ja r > 0. Joukkoa
B(zo,r):={z €V | d(zo,z) <71}

sanotaan xg-keskiseksi ja r-sateiseksi avoimeksi palloksi. Piste zo € A on ku-
vauksen F: A — R lokaali minimikohta ja F(xq) on sen lokaali minimi, jos on
olemassa r > 0 siten ettd

F(z0) < F(z) kaikilla z € AN B(xo, ).

Samoin piste zg € A on kuvauksen F: A — R lokaali maksimikohta ja F(x¢) on
sen lokaali maksimi, jos on olemassa r > 0 siten ettd

F(z9) > F(z) kaikilla z € AN B(xg,r).

Palautamme vield mieleen normiavaruuden kisitteen. Pari (V|| - ||) on nor-
miavaruus ja || - ||: V' — [0, co[ on normi, jos seuraavat ehdot pétevét.

1. Joukko V on vektoriavaruus.

2. ||z =yl < |lz|| + ||y|| kaikilla z,y € V. (Kolmioepayht&ls).

2Siis sekd vektoriavaruus ettd topologinen avaruus. Lisaksi kuvaukset (u,v) — u + v, V x
V= Vja(\u)— du, R XV — V ovat jatkuvia.
3Kun € — 0,
F(z + eah) — F(z) F(z + eah) — F(x)
=«
€ e

— aDp F(x).

4Yleisessd topologisessa avaruudessa (X, 7) méirittely kily seuraavasti. Olkoon F: A — IR,
0 # A C X. Piste zop € A on kuvauksen F: A — IR lokaali minimikohta ja F(zo) on sen
lokaali minimi, jos on olemassa avoin joukko B C X eli B € T siten ettd

2o € AN B ja F(zo) < F(x) kaikilla z € AN B.

Samoin piste £o € A on kuvauksen F: A — IR lokaali maksimikohta ja F(xo) on sen lokaali
maksimi, jos on olemassa avoin joukko B C X eli B € T siten ettd

z9 € AN B ja F(xo) > F(x) kaikilla z € AN B.
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3. ||Az|| = |\l ||z|| kaikilla A € IR ja z € V. (Homogeenisuus).
4. Jos ||z|| = 0, niin = = 0. (Definiittisyys).

Yksi tavallinen normiavaruus on (R™,|| - ||g=), m =1,2,..., kun

lollwn = (302)'""

i=1

Yksi ddreténulotteinen normiavaruus on valilla [0, 1] jatkuvien reaaliarvoisten
funktioiden joukko C([0,1]), kun normina on

£l = sup |f(z)]-

z€[0,1]

Lause 5.1.1 Olkoon V normiavaruus, ) Z ACV, F:A - R ja zo € A. Jos
F(xo) on kuvauksen F lokaali ddriarvo, h € V ja suunnattu derivaatta Dy F ()
on olemassa, niin Dy F(x¢) = 0.

Todistus. Todistus kdy samoin kuin vastaavan reaalifunktioiden tuloksen todis-
taminen. Tehddin vastaoletus: Dy F(zg) = a > 0 jollakin a € IR. Raja-arvon
maaritelmén mukaan on olemassa & > 0 siten, etti

F(zo + €h) — F(x)

-« <%, kun 0 < |¢| < 6.

Itseisarvon ominaisuuksien nojalla

F(zg + €h) — F(=zo)

e}
> 5 kun 0 < || < 4.
Téstd seuraa, etta

F(wo + ¢h) > %H F(w0) > F(@o), jos § > € > 0,

a

F(zo +€h) < et F(xo) < F(zg), jos —d <e<O0,
joten F(zg) ei olekaan kuvauksen F' #driarvo, silld ||zg + €h — xo|| = |e|||h]|
ja niin 18ytyy € siten, ettd xo + eh € B(xzg,r), oli r > 0 sitten kuinka pieni
tahansa. Samoin saadaan ristiriita, jos oletetaan, ettd Dy F(zq) = 8 < 0. Siten
DpF(x9) =0. m.o.t.

Aivan samoin todistetaan seuraava tulos. Huomaa, ettd kuvauksen mairittely-
joukon riittad olla pelkks vektoriavaruus.

Lause 5.1.2 Olkoon V wvektoriavaruus, § # A C V, F:A — IR ja zo € A.
Jos F(zg) on kuvauksen F globaali ddriarvo, h € V ja suunnattu derivaatta
Dy F(z0) on olemassa, niin Dy F(z0) = 0.

5.1.1 Aériarvon olemassaolon riittivisi ehtoja

Reaalifunktioiden teoriassa seuraavat tulokset takaavat addriarvon olemassaolon.

Lause 5.1.3 (Weierstrafin lause). Olkoon f:[a,b] = IR, a < b, jatkuva. Silloin
kuvauksella f on sekd suurin ettd pienin arvo.

Lause 5.1.4 Olkoon f:la,b[— R, a < b, kahdesti derivoituva, zo €]a,b] ja
f'(xo) = 0. Jos f"(z) < 0 kaikilla x €]a,b], niin f(xo) on kuvauksen suurin
arvo. Jos f"(x) > 0 kaikilla © €]a,b[, niin f(xq) on kuvauksen f pienin arvo.



LURU 9. VARIAATIOLASKREIN1IAA

Todistus. Todistetaan vain lauseen maksimiviittdma, koska minimivaittadma
saadaan soveltamalla sitd kuvaukseen — f. Olkoon siis f"”(z) < 0 kaikilla x €
Ja, b[. Oletetaan antiteesiksi, ettd on olemassa z; €]a, b siten, ettd z1 # x2 ja
f(z1) > f(zo). Valiarvolausetta kaksi kertaa soveltamalla saadaan, etta

0 < f(z1) — f(mo) = f'(&)(x1 — o) = (F'(€) — f'(20)) (1 — m0) =
= f"(n) (€ — 2o)(x1 — o),

missd & €]zg, z1[ ja n €]xo, [ tai € €]xr, o[ ja n €]¢, xo[. Koska kummassakin
tapauksessa (£ — zo)(x1 — xo) > 0, onkin f”(n) > 0. Ristiriita, joten f(xg) on
suurin arvo. m.o.t.

Lause 5.1.4 antaa oitis riittdvin ehdon kuvauksen J¢,d[— R, ¢ < d, lokaalin
ddriarvon olemassaololle: riittdd, ettd sen rajoittuma johonkin véliin tayttdad
lauseen 5.1.4 ehdot. Weierstrafin lauseessa on oleellista se, ettd kuvauksen maa-
rittelyjoukko on suljettu ja rajoitettu eli kompakti®. Lauseessa 5.1.4 avainehto
on se, ettd kuvaus f on kovera tai kupera.

Usein haemme joko vain minimij tai vain maksimia, joten Weierstrafin lause
ja sen olettama funktion jatkuvuus on pilkottava osiin. Olkoon (X, d) metrinen
avaruus ja F: X — IR. Sanomme, ettd F on alhaalta puolijotkuva pisteessd
zo € X, jos

F(z9) < liminf F(z)

T—ZT0

eli jokaisella jonolla (z,), joka suppenee kohti pistetta xq, patee

F(zo) < liminf F(zy,).
n— o0
Téssa esiintyva reaalilukujonon (a;) alaraje-arvo mairitellddn seuraavasti:

liminfa, = su inf ;.
nooo k:17£...j=k,k+1,--- J
Jos lim inf,,_, o, @, = B, niin on olemassa osajono (an, ) siten, ettd lim a,, =
ja mikdin muu osajono ei suppene kohti pienempéad lukua kuin 3.
Sanomme, ettd F: X — IR on ylhddltd puolijatkuvae pisteessi vg € X, jos
F(z9) > limsup F(z)

T—ZT0
eli jokaisella jonolla (x,), joka suppenee kohti pistettd xq, pétee
F(zg) > limsup F(zy,).
n—o0

Tassé esiintyva reaalilukujonon (a;) yldraja-arvo méairitelldéin seuraavasti:

limsupa, = inf sup  oj.
n—00 k=1,2,... Jj=k,k+1,...
Jos lim sup,,_,, @; = f, niin on olemassa osajono (ay, ) siten, ettd lim oy, = S
ja mikddn muu osajono ei suppene kohti suurempaa lukua kuin 8. Edelleen aina
pétee liminf o, < limsup o, ja —mikd parasta— yla- ja alaraja-arvot ovat
aina olemassa (mahdollisesti arvoinaan oo tai —o0). Jos yli- ja alaraja-arvo
ovat samat, on lukujonolla tuo sama raja-arvo.

Nain funktion jatkuvuuden kisite on jaettu kahteen osaan: alhaalta ja yl-
h&alta puolijatkuvuuteen. Jos kuvaus on seki alhaalta ettd ylhaalta puolijatkuva
pisteessad g € X, niin

F(z0) < hwrg;r(l)fF(x) <limsup F(z) < F(xo)

T—>TQ

eli F' on jatkuva pisteessd x¢ € X:

lim F(z) = F(zo).

T—ZT0

5 Asretdnulotteisissa avaruuksissa jokainen suljettu ja rajoitettu joukko ei ole kompakti.
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Nyt voimme esittdd Weierstrafin lauseen yleisen muodon:

Lause 5.1.5 Olkoon X # 0 sellainen joukko, ettid sen jokaisella jonolla on
suppeneva osajono® ja F: X — IR. Jos F on alhaalta puolijatkuva, niin silli on
pienin arvo. Jos F' on ylhddltd puolijatkuva, niin silli on suurin arvo.

Todistus. Todistetaan vain maksimivéittama, silld minimivaittdma saadaan siita
tarkastelemalla kuvausta —F, silla reaalilukujonojen (a,,) yli- ja alaraja-arvoille
pitee

liminf o, = — lim sup —a,.

n—00 n—00

Olkoon siis F' ylh#ilts puolijatkuva ja merkitdin

B =sup{F(y) |y € X}.

Luku 8 € IR tai 8 = oo. Joka tapauksessa on olemassa jono (z,) joukon X al-
kioita siten, ettd lim,_, o F(x,) = (. Oletuksen mukaan talla jonolla on osajono
(2, ), joka suppenee kohti jotakin joukon X alkiota z. YIh&&ltd puolijatkuvuu-
den nojalla

F(2) > limsup F(z,,) = lim F(z,) = 8 > F(a),

k— 00 n—o0

joten F(z) = § € IR. Siten F(x) on kuvauksen F' suurin arvo. m.o.t.

Lause 5.1.6 Olkoon (V,||-||) normiavaruus, jonka jokaisella rajoitetulla jonolla
on suppeneva osajono, jo F:V — R. Jos F on alhaalta puolijatkuva ja

lim F(y) = oo, (5.3)

llyl|—o0

niin kuvauksella F on pienin arvo. Jos F on ylhddltd puolijatkuva ja

lim F(y) = —o0, (5.4)

lyll—=co

nitn kuvauksella F on suurin arvo.

Todistus. Todistetaan vain minimivaittadma. Merkitaan

p=inf{F(y) |y eV}

Luku 8 € R tai 8 = —o0o. On olemassa jono (z,) joukon V alkioita siten, ettd
lim, 00 F(2,,) = B. Raja-arvoehdon (5.3) mukaan jono (z,) on rajoitettu, jol-
loin sill4 on osajono (z,, ), joka suppenee kohti jotakin pistettd z € V. Alhaalta
puolijatkuvuuden nojalla

F(z) <liminf F(z,,) = lim F(z,) =8 < F(z).

k—o0 n—oo

Siten F(z) = f € R eli F(z) on kuvauksen F pienin arvo. m.o.t.

Esitetddn seuraavaksi lauseen 5.1.4 yleistys. Huomaa, ettd kuvausta ei oleteta
edes jatkuvaksi.

6T3llainen joukko on esimerkiksi kompakti joukko. Joukko on miiritelmin mukaan kom-
pakti, jos ja vain jos sen jokaisella avoimella peitteelld on d&rellinen osapeite eli

X CUjerA;, Ajon avoin kaikillat € [ = X C A;; U...UA;,.
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Lause 5.1.7 Olkoon V wvektoriavaruus F: A =R, 0 # A CV ja zo € A siten,
ettd suunnattu derivaatta Dy F(xg) on olemassa ja

Dy F(z0) =0 kaikilla h € {w € V | 20+ w € A}.

Jos F on kupera, niin F(xq) on sen pienin arvo. Jos F on kovera, niin F ()
Om SEn SuUTin arvo.

Todistus. Todistetaan vain minimivéittaméa. Olkoon siis F' kupera. Silloin

0 = Dy F(ag) = lim T M) F20)
€—>

— lim F((1 = €e)zo + e(h +z0)) — F(xo) <
e—0+ € -
e—0+4 €

kaikilla h € V siten, ettd h 4+ z9 € A. Siten F'(x¢) on kuvauksen F pienin arvo.
m.o.t.

Lopetetaan diriarvojen olemassaolon riittdvien ehtojen kisittely mainintaan, et-
t3 refleksiivisessi Banachin avaruudessa’ jokainen rajoitettu jono suppenee hei-
kosti®. Edelleen osoittautuu, etts jokainen alhaalta puolijatkuva kupera kuvaus
on alhaalta puolijatkuva my6s heikon suppenemisen suhteen. T&lloin lauseen
5.1.6 mukaan kuvauksella on pienin arvo. Tulos on epétriviaali ja hyvin kiytto-
kelpoinen: se takaa esimerkiksi, ettd funktionaalilla

2O >Ry [ (1) + o)) d

on pienin arvo, jos g:IR — R on jokin alhaalta puolijatkuva kupera kuvaus.

5.1.2 Variaatiolemma

Esitetdan tdrked variaatiolaskennan aputulos. Olkoon Q C R™, m = 1,2,...,
avoin joukko. Merkitdan

C*(Q) = {¢: 2 > R | kaikki ¢:n osittaisderivaatat ovat
olemassa ja jatkuvia},

Cse(Q) = {p € C() | on olemassa kompakti® K, C  siten,
ettd ¢(z) = 0 kaikilla 2 € Q \ K4}.

Apulause 5.1.1 (Variaatiolemma). Olkoon Q@ C R™, m = 1,2,..., avoin ja
f:Q = R integroituva'® Jos

/ F(@)d(@) dz = 0 kaikilla ¢ € C°(Q),
Q

niin f = 0.

Variaatiolemman todistus perustuu siihen, ettd C§° funktiot ovat tiheéssd in-
tegroituvien funktioiden joukossa L!(f2) eli jokaiselle € > 0 on olemassa ¢, €
C§°(Q) siten, ettd

||f_¢e||L1(Q)::/Q|f(5U)—¢e($)|dﬂ7<€.

"Banachin avaruus on normiavaruus, jonka jokainen Cauchyn jono suppenee. Esimerkiksi
L?(Q) on Banachin avaruus, kunhan p € [1,00], @ C R™ avoin, m = 1,2,.... Se on refleksii-
vinen, jos ja vain jos 1 < p < o0.

8Banachin avaruuden V jono (z,) suppenee heikosti kohti alkiota x, jos f(zn) — f(z)
jokaisella jatkuvalla lineaarikuvauksella f: V — R.

10Riemann-integroituva tai Lebesgue-integroituva. Variaatiolemma pitee myds jos f €
LP(Q), missd p € [1,00].
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5.2 Eulerin-Lagrangen yhtalo

Olkoon L: [tg,t1] x R x R = R, tp < t1, ja kirjoitetaan

t1
J(y) = / Lt y(0),y'(0)) dt.

to
missd y: [to, t1] — IR on jatkuvasti derivoituva.

Apulause 5.2.1 Olkoon L(t,-, -):]R2 — R differentioituva tasaisesti paramet-
rin t € [t1,t2] suhteen'! ja olkoot L,0L/0y,0L/dy" [te,t1] x R x R — R jat-
kuvia. Tilloin'? kuvauksen J suunnattu derivaatta pisteessi y € C'([t1,ta])
suuntaan h € C'([to, t1]) on olemassa ja se on

DuI) = [ (Gr O ) + 5 (.96 O) D)) .

Todistus. Ensinndkin J(y) ja DpJ(y) ovat hyvin méaariteltyji, silli ne saadaan
integroimalla jatkuvia funktioita. Olkoon e > 0. Silloin differentioituvuuden
madritelmin mukaan

J(y +€h) = J(y)

€

% / | (Lt y(®) + eh(t),y'(t) + b () = L{t,y(0),y'(1)) ) dt =

to

t1
- %/to (g—];(t,y(t),y’(t))eh(t)+ %(t,y(t),y’(t))eh,(t)+

+p(t,eh(t), eh' () || (eh(t), eh' (1) |) dt =
= DuI)+ [ pltseh(t) (@) (1), 1) .

Viimeinen termi lahestyy nollaa kun ¢ — 0, silld sekd h ettd h' ovat jatkuvia,
jolloin (h(t),R'(t)) on rajoitettu tasaisesti kaikilla ¢ € [to, t1]. m.o.t.

Apulause 5.2.2 Oletetaan apulauseen 5.2.1 ehtojen lisdksi, ettd kuvaus h €
Cgo(]to,tl[) ja etta

on paloittain jatkuvasti differentioituva. Silloin

t1
Dalty) = [ 10) (5 (6(0,0/0) = 5 5 (0.4 @)) de

to

Todistus. Sovelletaan suunnatun derivaatan apulauseen 5.2.1 mukaisen lausek-
keen toiseen termiin osittainintegrointikaavaa. Sijoitustermit hévidvit, koska
h(to) = h(tl) =0. m.o.t.

Lause 5.2.1 (Eulerin-Lagrangen yhtil). Olkoon L:[tg,t1] x R x R — IR C?-
funktio'® ja olkoon

V= {U} € 02([t07t1]) | y(tO) = a, y(tl) = b};

U414 tarkoitetaan sitd, ettd differentioituvuuden méiéritelmén jainndstermissa funktio
u +— p(t,u), jolle p(t,u) — 0 kun u — 0, toteuttaa ||p(¢,u)|| < ||p(to,w)|| kaikilla t € [to,t1].
Néin on Taylorin kaavan nojalla esimerkiksi silloin, kun L on C*-funktio.

12Todistus perustuu rajankiynnin ja integroinnin jirjestyksen vaihtamiseen. Lebesguen do-
minoidun konvergenssin lauseen avulla oletuksia voidaan lieventda.

13Hieman vihemmin sainnollisyyttd riittiisi, etenkin ensimméiisen muuttujan suhteen.
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missé a,b € R. Josy € V on funktionaalin J:V — IR ddriarvo, niin

%g_;(t,y(t),y(t)) - g—j(t,y(t),y'(t)) = 0 kaikilla t € [to, 1], (5.5)

Todistus. Kuvaus L toteuttaa C2-funktiona apulauseen 5.2.1 oletukset. Koska
myds y on C?-funktio, niin apulauseen 5.2.2 oletukset toteutuvat, ja niin

t
! oL d 0L
ht) (= (t,y(t),y' () — — == (t,y(t),y'(t)) ) dt =
| (5, tu0y0) - G55 vy @) de =0
kaikilla h € C§°(Jto, t1[, mistd variaatiolemman nojalla seuraa (5.5). m.o.t.

Eulerin-Lagrangen yhtéloiden yleistiminen vektoriarvoisten kuvausten ta-
paukseen kiy suoraviivaisesti:

Lause 5.2.2 (Eulerin-Lagrangen yhtdlét). Olkoon L:[tg,t1] x R™ x R™ — 1R,
m=1,2,..., C?-funktio ja olkoon

V ={y € C*([to, t.)™ | y(to) = a, y(t:) = b},

missi a,b € R™. Josy € V on funktionaalin J:V — R ddriarvo, niin

%g—i(hy(t),y(t)) - g—yLi(t,y(t),y’(t)) =0

kaikilla i =1,2,...,m ja t € [to,t1]- (5.6)

Tama muoto sopii juuri Hamiltonin pienimman vaikutuksen periaatteelle. Kun
mekaanisen jirjestelmin Eulerin-Lagrangen yht&lot kirjoitetaan, ne paljastuvat
Newtonin liikeyhtaloiksi. Klassisen mekaniikan esitysté, jossa liikeyhtalot johde-
taan Lagrangen funktiosta L(t, q, q') sanotaan Lagrangen mekaniikaksi. Lagran-
gen funktio muodostetaan lausekkeesta L = T'— V', missd T' on liike-energia ja L
on potentiaalienergia. On paljon helpompaa 16ytaa ja laskea yhteen skalaariar-
voisia energioita kuin vektoriarvoisia voimia. Téssd on Lagrangen mekaniikan
vahvuus. Heikkoutena on se, ettd Eulerin-Lagrangen yhtalot ovat toisen kerta-
luvun differentiaaliyhtdl6ité, joiden ratkaiseminen on jo siksi vaikeaa ja lisdksi
jirjestelmin omat symmetriat kitkeytyvat niihin: kullakin mekaanisella jarjes-
telm&lla on oma luonnollinen koordinaatistonsa. Liikeyht&lot tulisi voida kirjoit-
taa siind, jolloin ne ovat rakenteeltaan hyvin yksinkertaisia. Tdhén antaa keinon
Hamiltonin mekaniikka. Jarjestelmén Hamiltonin funktio on H(q,p) =T +V
ja sen kiyttadytymistd kuvaavat Hamiltonin yhtdldt

, O0H OH

P = _B—q’ q 2_%7 (5-7)

missd p on kanoninen impulssi

)

P—a—q,-

Hamiltonin liikeyhtiloiden ratkaisusta saadaan palaamalla muuttujiin (q,q’)
funktionaalin

ar S = / "L{tat),q (1)) de

to
Adriarvokohta.
Hamiltonin mekaniikkaa tutkitaan ja sovelletaan ahkerasti modernissa sii-
téteoriassalt.

M Hamiltonin-Jacobin yht#ld yms. Tirkes innoituksen lihde on L. Landau & E. Lifschitz,
Mehanika, Mir, Moskova 1988.
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5.2.1 Eulerin-Lagrangen kenttiyht&lot

Hamiltonin pienimmin vaikutuksen periaate ei rajoitu vain klassiseen meka-
niikkaan, vaan esimerkiksi sghkddynamiikan liikeyhtdlot eli Maxwellin yhtalot
saadaan tietyn funktionaalin d#riarvosta. Maxwellin yhtdlot ovat ensimmaisen
kertaluvun osittaisdifferentiaaliyht#l6ité, ja yhdessa reuna- ja alkuehtojen kans-
sa ne madrddvat sdhko- ja magneettikentdn. Niinpa sanomme kuvausta

L: [0, ].] X [to,tl] X ]R3 = 1R, to < t1,

Lagrangen tiheysfunktioksi ja haemme funktionaalin

t1 1
60000 = [ [ L0006, (@0, 0060 0) dodt, (59
to 0
ddriarvoja joukossa V', kun

V= {¢ € 02([07 1] X [toatl]) | ¢(07 ) = a, ¢(17 ) = ba
¢('7t0) =¢ ¢('7t1) = d}a (59)

misséd a,b € C' ([to, t1]) ja ¢,d € C*([0,1]). Yl merkittiin osittaisderivaattoja
¢t = 0¢/0t ja ¢, = O¢p/dz. Huomaa, ettd funktion ¢ arvot joukon [0, 1] X [to, 1]
koko reunalla {0,1} x [to, t1]U[0, 1] x {to, t1 } on kiinnitetty eli &4riarvoa haetaan
“varioimalla” funktiota ¢ funktioilla b € C§° ([0, 1] X [to, ¢1]). Samoin kuin lause
5.2.1 todistetaan seuraava tulos:

Lause 5.2.3 (Eulerin-Lagrangen kenttiyhtils). Olkoon L:[0,1]x [to, t1]xR® —
R Cs-funktio ja olkoon V annettu kaavalla (5.9), missi a,b € C?([to,t1]) ja
c,d € C%([0,1]). Jos ¢ € V on kaavoilla (5.8)-(5.9) mddritellyn funktionaalin
adriarvokohta, niin

a0 oc o oc

=0 kaikilla (t,2) € [to, t1] % [0,1]. (5.10)

Tarkastellaan esimerkkin suurta kiinteistonomistajaa joka vuokraa saman-
kokoisia liitkehuoneistoja Kauppakadun varrelta. Liikehuoneistojen vuokra p riip-
puu ajasta ja sijainnista kadun varrella eli yksiulotteisesta paikkakoordinaatista
z. Siis p = p(z, t). Kiinteistonomistajan voitto aikana [tg, 1] on

t1 1
[ [ 0@.0.p.0.0.p1(s,0) daat, (5.11)
to 0
missé IT on hetkellis-paikallinen voitto eli Lagrangen tiheysfunktio,
1, 1, 1
(P, pas pt) = —50; +Paa(p:pz) = 5Pz — 5- (5.12)

Ensimmadinen ja kolmas termi esittdvit vuokran muuttumisesta tulevia sopeu-
tumiskustannuksia (vuokrankorotus voi johtaa vuokralaisen l&htemiseen, vuok-
ranalennus puolestaan voi saada uusia vuokralaisia tulemaan). Toinen termi
esittdd vuokratuloja; g4 esittdd kussakin osoitteessa olevien liikehuoneistojen
kysyntas,

qa(p,pz) =4 —p+ps. (5.13)

Tall6in vuokran kohoaminen vihentdi kysyntdd ja vuokran kasvaminen kadun
suuntaan lisdéd kysyntaé.
Jos p on kaavoilla (5.11)-(5.13) annetun funktionaalin &iriarvokohta, niin
Eulerin-Lagrangen kenttiyhtiloiden avulla saadaan osittaisdifferentiaaliyhtdlo
0%p 0%p

w(m,t) + ﬁ(x,t) — 2p(=,t) = 4 kaikilla (z,t) € [0,1] X [to, t1].
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Taméan reunaehtoina ovat kiinnitetyt vuokrat eli esimerkiksi

p(0,) = 0, p(1,¢) = 0 kaikilla ¢ € [to, 1]
p(z,to) =0, p(z,t1) = z(1 — z) kaikilla z € [0,1].

Yksiulotteisen avaruusmuuttujan ja vilin [0,1] sijasta voimme tarkastella
muuttujaa z € Q, missd Q@ C R™, n = 1,2,..., on avoin joukko. Lagrangen
tiheysfunktio voi riippua kaikista funktion ¢ :  x [to,?;1] osittaisderivaatoista.
Tassédkin tapauksessa voisimme muotoilla ja todistaa lauseen 5.2.3 vastineen.

Lopetamme tdmin jakson tulokseen, joka takaa, ettd tutkittavalla funktio-
naalilla on suurin arvo. Tuloksen todistuksen ydin on jo hahmoteltu dariarvojen
olemassaoloa kiisittelevin jakson lopussa. Merkitéiin symbolilla L?(G) niiden
funktioiden G — IR joukkoa, jotka ovat mitallisia ja joiden nelié on integroitu-
va.

Lause 5.2.4 Olkoon Q@ C R" avoin, n = 1,2,..., to < t1, M > 0 ja g:Q x
[to, 1] x R® = R jatkuva siten, ettd

9(z,t,u,v,w) < M(1+ |u] + |v] + |w|)

kaikilla (x,t,u,v,w) € Q X [tg, t1] x R3. Madritelliin J: L* (Qx]to, t1]) » RU
{—o0} lausekkeella

@)= [ (e et e+
+9(2,,6(2,1), 62 (2,8), &u(2,1)) ) d(a,1),

jos timd integraali on olemassa. Jos ei ole, niin asetetaan J(¢p) = —oo. Nyt
funktionaalilla J on suurin arvo.

5.3 Lagrangen kertojat
Haetaan funktion f:IR"™ — R, n =1,2,..., ddriarvoja joukossa
{z e R" | 51(z) =0,s2(x) =0, ...,sm(z) =0},

missd kuvaukset $1,...,5,:IR" — IR lausuvat side-ehdot. Taméan sidotun dd-
riarvotehtdvdin ratkaisemiseen on kaksi menetelmié. Ensimmaéinen niistd on si-
joitusmenetelmd, jossa ratkaistaan side-ehdoista osa muuttujista muiden muut-
tujien funktiona ja ongelma palautetaan alempiulotteiseksi tavalliseksi dériarvo-
tehtéviksi. Toinen menetelmd on Lagrangen kertojien menetelmd. Se perustuu
sithen, ettd toisaalta kuvaus f kasvaa nopeiten gradienttinsa suuntaan ja toi-
saalta side-ehto s;(xz) = 0 mairdd tasa-arvopinnan, jonka normaali pisteessd x
on Vs;(x). Adriarvokohdassa nimé kaksi vektoria ovat yhdensuuntaisia, joten
on olemassa luvut \; € IR siten, ettéd

V#(z) + \Vsi(z) = 0 kaikillai = 1,2, ..., m. (5.14)

Lukuja A, As, ..., A\, sanotaan Lagrangen kertojiksi.

Tami Lagrangen kertojien menetelmé yleistyy myds daretdnulotteiseen ta-
paukseen. Esitimme seuraavan tuloksen ilman todistusta; sen geometrinen pe-
rustelu on sama kuin darellisulotteisessa tapauksessa.

Lause 5.3.1 Olkoot L,Si,...,Sm:[to,t1] X R?, to < t1, C?-funktioita. Jos y

on funktionaalin
t1
2 L(t,2(t),2'(t)) dt
to
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ddriarvokohta joukossa
V= {U) (S 02(]t0,t1[) | w(to) = a, w(tl) =b,
t1
/ Si(t,y(t),4/(8)) dt = 0 kaikilla i = 1,...,m}, (5.15)

to
missd a,b € IR, nitn on olemassa luvut A1, ..., A\, € IR siten, ettd

d 9L+ X\iS:)
dt oy’

A(L + \iSi)

(ty(t),y' () - 5

(ty(t),y' () =0 (5.16)

kaikilla t € [to,tl], t1=1,...,m.

5.4 Harjoitustehtivia

1. Osoita Weierstrafin lauseen yleisten versioiden avulla, ettd kuvaus f: IR —
IR saavuttaa pienimmin arvonsa ja kuvaus ¢g:IR — IR saavuttaa suurim-
man arvonsa, kun

sin z+z° : _ .
_ ) smzrE 0 jos x #£ 0, _ 2, jos |z| > 1,
flz) = { 0 ° o8 7 0) 9(z) { 1= 22, jos || < 1.

2. Laske maaritelméan avulla funktionaalin
1
y > Fly):= / (y®? + v/ (0 (1 +siny(®) ) dt, C*([0,1]) > R,
0

suunnattu derivaatta Dj, F(y) jokaiseen suuntaan h € C%([0,1]).

3. Hae funktionaalin

v Twi=—3 [ 7 +y0P) a

mahdollinen suurin arvo joukossa
V ={z€ C*([0,1]) | 2(0) =0, (1) =0}

(a) Eulerin-Lagrangen yhtaldiden avulla

(b) ilman niit&.
4. Onko seuraava paittely oikein? Haetaan funktionaalin

1

v Twi=—5 [ 0P +y/07) e

suurinta arvoa joukossa
V ={z € C*([0,1]) | 2(0) = 0, 2'(0) =1}.
Olkoon J(y), y € V, funktionaalin J suurin arvo joukossa V. Suunnattu
derivaatta Dy, J(y) on olemassa kaikkiin suuntiin » € C§°(]0, 1[) jay+eh €
V kaikilla € € IR, joten
Dy J(y) = 0 kaikilla h € C5° (10, 1]).

Koska kuvaus

| &

t—

t 62:%@2 +2'%) =2"(t)

U
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on jatkuva kaikilla 2 € V, niin integroimalla osittain saadaan

1
d 01 o 50 01 5 1 _
| (G507 + v - 5507 +y) dt =0
kaikilla h € C§°(]0,1[), misté variaatiolemman nojalla seuraa, etti
y"(t) —y(t) = 0 kaikilla ¢ € [0, 1].

Témin differentiaaliyhtilon yleinen ratkaisu on y(t) = Acosht+ Bsinht,
missi vakiot A ja B mafrdytyvat alkuehdoista y(0) = 0, y'(0) = 1. Siis
y(t) = sinht.

. Jatketaan edellisen tehtévin tarkastelua. Laske J(sinht) ja J(t). Voiko
edellisen tehtdvin padttely olla oikein? Missé vika? Osoita, ettd

J(z) < 0 kaikilla z € V.

Muodosta jono (z,), z, € V siten, ettd J(z,) = 0—, kun n — oco.

. Johdetaan ketjuvitvan yhtalo eli tarkastellaan narua, joka on paistdédn kiin-
nitetty pisteisiin (—1,a) ja (1,a), a > 0. Narun pituus olkoon ! > 2. Na-
rua esitetdiin C%-kuvauksella f:[-1,1] - R; (z, f(z)) on narun sijainti.
Naru asettuu siten, ettd sen potentiaalienergia on pienin mahdollinen eli

funktionaali . .
fe / fds= / f@)/1+ fl(z)?dx
0 -1
saavuttaa pienimmin arvonsa joukossa
1
V= {weC(-1,1) | w(-1) = w(l) = a, / VIt w (@2 de =1).
-1

Kirjoita ja ratkaise yhtdlé (5.16). Voit kiyttdd hyviksi symmetriaa y-
akselin suhteen. Muista, ettd D arcoshz = 1/v22 — 1.



Luku 6

e-optimaalisuus

Edellisessé luvussa! 18ysimme funktionaalin

J:{y € C*([0,1]) [4(0) =0, y'(0) =1} = R, J(y) = —/0 (v +y'(1)?) dt,

jolla ei ole suurinta arvoa. Vield yksinkertaisempi on seuraava kuvaus:

—t, jost<O,
1 muulloin.

C:R - R, C(t) ={

Silla ei pienintd arvoa ja silti siihen liittyy taloudellisesti relevantti dariarvoteh-
tava: C(t) esittdd kustannuksia, jotka aiheutuvat, kun hetkelld ¢ = 0 lahtevalle
junalle saavutaan hetkelld ¢ € IR.
Midritelmé 6.0.1 Merkitdin R = RU{—o0,00}. Olkoon X epityhji joukko,
F:X — TR ja e > 0. Piste xg € X on kuvauksen F e-maksimikohta ja F(z¢)
e-maksimi, jos

F(zg) > sup{F(z) |z € X} —e.

Piste yo € X on kuvauksen F e-minimikohta ja F(yo) e-minimi, jos
F(yo) <inf{F(y) |y € X} +e.

Heti saamme seuraavan huomion.

Lause 6.0.2 Olkoon X # 0 ja F: X — R. Jos o € X on kuvauksen F minimi-
kohta, niin se on myés e-minimikohta kaikilla € > 0. Jos x9 € X on kuvauksen
F maksimikohta, niin se on myds e-maksimikohta kaikilla € > 0.

Lause 6.0.3 (Ekeland). Olkoon (X,d) taydellinen metrinen avarwus jo f: X —
[0,00] alhaalta puolijatkuva. Olkoon € > 0 ja zo € X siten, ettd F (o) < oo.
Tdlloin on olemassa ainakin yksi piste T € X siten, ettd
f(®) + ed(wo, %) < f(20), (6.1)
f(@) < f(z) + ed(z, T) kaikilla x € X \ {zo}. (6.2)

Todistus. Voidaan olettaa, ettd e = 1. Asetetaan kuvausta f vastaamaan mo-
niarvoinen funktio F' kaavalla

F(r):={ye X | f(y) +d(z,y) < f(z)}, z € X. (6.3)

Tallsin siis F' kuvaa pisteen © € X joksikin joukon X osajoukoksi ja silla seu-
raavat ominaisuudet:

IT4m3n luvun aiheista ks. tarkemmin Jean-Pierre Aubin, “L’analyse non linéaire et ses
motivations économiques”. Masson, Pariisi, 1984, vendjaksi Mir, Moskova, 1988, luku 1, ja I.
Ekeland & R. Temam, “Analyse convexe et problémes variationnels”, Dunod, Gauthier-Villars,
Pariisi, 1974, luku 1.
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(i) F(x) on suljettu jokaisella z € X.
(ii) y € F(y) jokaisella y € X (refleksiivisyys).
(iii) Jos y € F(z), niin F(y) C F(z) (transitiivisuus).

Ensimmainen néistd seuraa kuvauksen f alhaalta puolijatkuvuudesta. Kolmas
toteutuu selvisti jos f(z) = oo. Olkoon siis z € X siten, ettd f(z) < oo. Olkoot
y € F(z) ja z € F(y). Silloin

f(z)+d(y,2) < f(y) ja f(y) +d(z,y) < f(z),

joista kolmioepéyhtalon nojalla seuraa, ettd f(2) + d(z, 2) < f(z) eli z € F(x).
Siten F' on transitiivinen.
Maééritelladn kuvaus v: {z € X | f(z) < oo} = IR kaavalla

v(y): = inf{f(2) | z € F(y)}-

Selvésti
d(z,y) < f(z) —v(z) kaikilla y € F(x),

mistd seuraa arvio joukon F'(x) halkaisijalle:
diam (F(z)) < 2(f(z) — v(z)).
Méaritellaan induktiivisesti jono (z,,): valitaan x, 1 € F(z,) siten, etta
f(@np1) <vlzn) +277%

tdma on mahdollista infimumin mairitelmén perusteella. Koska F' on transitii-
vinen, niin F(z,+1) C F(z,) ja siten

v(zn) < v(Tpy1)- kaikilla n € IN.
Toisaalta aina pétee v(y) < f(y), joten
0(@nt1) < f(@pt1) S0(z0) + 27" < 0(Tpgr) +277

Téstd seuraa, etta
0 < f(mn—i-l) - 'U(xn—i-l) < 27"

Joukkojono (F (Z‘n)) on vihenevi, joten koska X on tdydellinen, niin on olemassa
zT € X siten, ettd

MNnenF(zn) = {Z}.
Koska Z € F(zo), niin (6.1) patee. Toisaalta Z € F(z,) kaikilla n € IN, joten
F(z) C F(z,) kaikilla n € IN. Siten
F(z) = {z}.
Jos & # Z, niin z ¢ F(Z). Siten f(z) + d(z,Z) > f(Z). Tamé on (6.2). m.o.t.
Seuraus 6.0.1 Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen avaruus ja f: X — [0,00]

alhaalta puolijatkuva. Olkoot e, \ > 0 ja xg € X siten, ettd f(xo) on ddrellinen
ja ex-minimi. Talloin on olemassa piste T € X siten, ettd

f(Z) < fwo), (6.4)

d(xOr/E) < A7 (65)
f(Z) < f(z) + ed(x,Z) kaikilla z € X. (6.6)



Todistus. ?> Ekelandin lauseen nojalla on olemassa Z € X siten, ettd,
f(@) + ed(wo,2) < f(z0).
Siten (6.4) patee. Toisaalta
f(wo) < inf{f(z) |2 € X} + €A < f(Z) + €A,

joten d(zg,Z) < A. Epéyhtalosta (6.2) seuraa (6.6), jos x # x¢. Jos taas x = xg,
niin (6.6) seuraa epayhtilosta (6.4). m.o.t.

Seuraus 6.0.2 Olkoon (V,|| - ||) tdydellinen normiavaruus, A C V suljettu ja
f: A= [0,00] alhaalta puolijatkuva. Olkoot € > 0 ja xy € A siten, etti f(zo) on
adarellinen ja e-minimi sekd suunnattu derivaatta Dy f(xo) on olemassa suuntaan
h € V. Tallgin on olemassa piste T € A siten, ettd

f(@) < f(20), (6.7)
llzo — Z|| < Ve, (6.8)
|Dnf(z)] < VellAl. (6.9)

Todistus. Valitaan seurauksessa 6.0.1 A = /e ja e:= /e , jolloin saadaan (6.7)
ja (6.8). Todistetaan (6.9). Olkoon nn < 0 ja h € V. Epayhtdlon (6.6) nojalla
talloin

f(@ +nh) — f(2) > —e|lnhll,

mista seuraa, ettd
Dy f(®) < Vellh]|.

Jos taas ylla valitaan 1 > 0, niin saadaan samoin
D f(%) > —+/el|h]|.
m.o.t.

Seuraus 6.0.3 Olkoon (V,|| - ||) tdydellinen normiavaruus, A C V suljettu ja
f: A= [0,00] alhaalta puolijatkuva. Olkoot € > 0 ja xo € A siten, etti f(zo) on
aarellinen ja e-minimi sekd suunnattu derivaatta Dy f(xo) on olemassa suuntaan
h € V. Tallgin on olemassa piste T € A siten, ettd

(@) < f(20), (6.10)
llwo — 2| <1, (6.11)
|Dn f(Z)] < €l|h]]. (6.12)

Todistus. Valitaan seurauksessa 6.0.1 A = 1, jolloin saadaan (6.10) ja (6.11).
Todistetaan (6.12). Olkoon n < 0 ja h € V. Epayhtalon (6.6) nojalla tallsin

f(Z +nh) — f(Z) > —€|lnhl,

mistd seuraa, ettd
Dy f(z) < el|R]]-

Jos taas ylla valitaan 1 > 0, niin saadaan samoin
Dy f(z) > —el|hl.

m.o.t.

2 Asrellisulotteisissa tapauksissa timi tulos voidaan todistaa suoraan soveltamalla apu-
funktioon fs(z) = f(z) + d||x — o], > 0, ehtoa V fs(xz) = 0.
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Esimerkki. Olkoon

V ={y € C'([0,1]) | y(0) = 0}, [lyllv = sup |y'(¢)I-
0<t<1

Nyt (V,]| - ||v) on tiydellinen normiavaruus. Olkoon edelleen

1
A={yeV|y0) =1}, J:V >R, J@y) = %/0 (y(8)? + 4/ (0?) dt.

Talloin A on suljettu ja J: A — IR on jatkuva. Suunnattu derivaatta on olemassa
kaikkiin suuntiin h € V ja

1
DyJ(y) = / (y(Oh(t) + ¢/ (DR (1)) dt,

joten J'(y):V — R, h — J'(y)h:= DpJ(y) on lineaarikuvaus eli J'(y) on
kuvauksen J Gdteaux-derivaatta pisteessd y € A. Jos y € A on e-minimi, niin
seurauksen 6.0.3 nojalla on olemassa toinen e-minimi §j € A siten, ettd ||y —
gllv <1ja

1@l =sup { T [ e vin 20} <

Toisaalta osittainintegroinnilla saadaan, etta
1
Dy J(g) = / (—2z(t) + 2" (t)) W' (t) dt kaikilla h € C§°(]0, 1]),
0

missi 2(t) = 1+ [ §(s) ds, t € [0,1]. Koska C3°(10,1]) C V tiheisti,

/Iz” - ldt—sup{f"( ||h||V))h( tlhecé"’(]oal[%h#@}-

Taten

/ 12 (t) — 2(8)| dt < e. (6.13)

Huomaa, ettéd tdmi on vain valttamiton ehto sille, ettd § on e-minimi. Tdméan-
hin toteuttaa myos se z, jolle 2" — z = 0 ja joka itse asiassa on z(t) = cosht, ja
J(z') ei ole funktionaalin J minimi eiki e-minimi, jos € on tarpeeksi pieni (ks.
edellisen luvun harjoitustehtavit 4-5).

6.1 Harjoitustehtavia

1. Hae kuvauksen

cmom o ={ [0 leD
kaikki 0, 1-minimit.
2. Tee sama kuvaukselle
FRSR, f@)= 1,
1+22

(a) suoraan madritelman avulla,

(b) seurauksen 6.0.3 avulla (vihje: f'(z) = Dy f(z), kun h = 1).
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3. Hae kaikki kuvauksen

1+ 22

2 2

: — = 1

R R, f(z,y) 1+$2+y2+x +1,

0, I-minimit. Vihje: |Dpf(x,y)| < €||h|| kaikilla h € IR?, jos ja vain jos
IVf(z, )|l <e.

4. Osoita, ettd edellisessi esimerkissé joukko A on suljettu eli jos on olemassa
jono (yn) joukon A alkioitajay € V siten, ettd ||y,—y|lv — 0,kunn — oo,
niin y € A.

5. Olkoon € > 0. Ratkaise seuraava differentiaaliepdyhtilo
|u'(t) — u(t)| < € kaikilla ¢t € [0,1]

alkuehdolla u(0) = 0. Vihje: kokeile sijoitusta u(t) = e’wv(t). Miten 16y-
téisit yhden perheen epayhtilon (6.13) ratkaisuja?

6. Miksi epayhtalolld (6.13) yhdessd alkuehtojen z(0) = 2"(0) =1, 2/(0) =0
kanssa on muitakin ratkaisuja? Hae jokin sellainen.
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Luku 7

Diskreettia optimointia

7.1 Bellmanin optimaalisuusperiaate

Tarkastellaan epatyhjas joukkoa X paikkoja, joita yhdistdd verkko teité, rauta-
teitd, laiva- ja lentoreitteja. Merkitadn jarjestettyd monikkoa (zo,%1,...,%n) €
X" n € IN, lyhyesti zg,21,...,%n, ja sanotaan siti poluksi, joka alkaa pis-
teestd zo ja joka kulkee pisteiden x1,...,T, 1 kautta pisteeseen x,. Olkoot
kuvaukset

¢, K: X x X —] — 00, 00].

Luku c(z,y) esittdd matkan pisteestd x € X pisteeseen y € X aiheuttamia
kustannuksia. Jos ¢(z,y) < 0, niin matka tuottaa enemman kuin maksaa (mai-
semien katselu antaa mielihyvaé, matkalla kerdtdan marjoja tai otetaan talteen
yliajetut rusakot). Jos pisteesti x ei pddse pisteeseen y, asetetaan c(z,y) = oc.
Aika on tdssia mallissa diskreetti ja parametri n viittaa ajanhetkeen. T&ll6in
c(z,y) = oo pitéad sisdlliddn sen, ettd yhdelld ajan askeleella ei ehditd matkustaa
paikasta x paikkaan y. Paikallaan olemisesta ei tule kustannuksia, jos

c(z,z) =0, K(x,2) =0 kaikilla z € X. (7.1)

Matkan kokonaiskustannuksia pitkin polkua zg,%1,...,Z,, n = 1,2,.. ., esittdd
n

C(x07$17 sy Ty y) = Z c(xi—lawi) + K(SEn, y)) (72)
i=1

missd K (z,y) esittdd sakkoa, joka tulee siitd, ettd paikkaan y € X ei saavuttu.
Asetetaan

C("EO; y) = K(QZO’ y) (73)
Jos K(z,y) = 0, ei ole vilid, mihin pisteeseen matka padttyy. Jos
— o, josz 7£ Y,
K ={ o I rZy (1.4

niin kokonaiskustannus (7.2) on direllinen vain jos z, = y eli sakko (7.4) pa-
kottaa saapumaan pisteeseen y € X. Toisaalta (7.1) sallii saapua pisteeseen y
vihemmalla kuin n:113 askeleella ilman etta kokonaiskustannukset siitd kasvavat.
Luonteva optimointitehtéva on siis seuraava:

(P) Olkoot z,y € X annettuja. Hae sellaiset n € IN ja (zo, 1, ...,T,) € X",
joille

C(!L’o,ﬂh,---,xn;y) = inf{c(anzla---azm;y) |
m €N, (20,21,---,2m) € X™ 2z =2z}. (7.5)

59
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Téassd optimointitehtédviissd ajan askelten m#érié ei ole kiinnitetty. Jos se kiin-
nitetddn, niin saadaan seuraava tehtivé:

(P,) Olkoot n € N ja z,y € X annettuja. Hae sellainen (zg,z1,...,2,) €
Xt jolle
C(x0, 21, .. .,%p;y) =inf {C(20, 21, ., 2n;y) |
(20,215, 2n) € X", 29 = z}. (7.6)
Huomaamme, ettd jos joukko X on &irellinen, niin infimumia haetaan dérellisen
monen reaaliluvun ja luvun oo joukosta ja siten se saavutetaan. Tehtavalla (Pp,)

on talldin ratkaisu.
Maéritelldan kuvaukset F,, Foo: X X X — [—00,00], n € N,

F,(z,y) = inf {C(zo,zl,...,zn;y) | 20,21, --,2n € X oz = a:},
Foo(z,y) = inf {C(zo,zl, ey ZmiY) |

m+1 _
meN, 20,21,---,2m € X ,zo—m},

Lause 7.1.1 Olkoot z,y € X ja c(z,z) < 0. Tillgin lukujono (Fn(z,y)) on
vadhenevd ja
Foo(z,y) = inf{F,(z,y) | n € N}.

Todistus. Harjoitustehtéva. m.o.t.

Seuraava lause on Bellmanin optimaalisuusperiaate.

Lause 7.1.2 Olkoot z,y € X jan € IN. Talloin pitee

FO(xay) = K(ﬂf,y), (77)
Fo(z,y) = inf{c(z,2') + Fp_1(z',y) | 2" € X}, m=1,2,...,n. (7.8)

Todistus. Ensimméinen yhtilo seuraa suoraan C(zg):mn madritelmista. Kaksi
infimumia saadaan ottaa missé jarjestyksessd hyvinsa tai yhtaaikaa. Siksi

m
Fo(z,y) = inf{Zc(zj,l,zj) + K(2m,y) | 215+, 2m € X™, 20 = x}

j=1

m
zirelfx inf {c(m,zl) + jz:;c(zj,l,zj) + K(2m,y) | 22,---y2m € Xm—l}

= inf {c(z,21) + Frn—1(21,9) }-

z1€X

m.o.t.

Huomaa, ettd Bellmanin optimaalisuusperiaate mahdollistaa optimointitehté-
vin rekursiivisen ratkaisemisen.

7.2 Optimaalisuusyhtalo ja saatoteoriaa

Tarkastelemme téssi jaksossa diskreettejd sddtdteoreettisia optimointiongelmia,
jollainen on esimerkiksi talon ldmmityksen sd#itdminen niin, ettd lampdotilaja-
kauma talon sisdlld on mahdollisimman l3helld haluttua ja ldmmityskustannuk-
set jadvat samalla mahdollisimman pieniksi. T4ll6in tunnistetaan kaksi eri muut-
tujaa: sadtod (lammittimen teho) ja tila (1ampdotila). Edellisen arvoa ajanhetkelld
t merkitddn tavallisesti u(t) ja jalkimméisen z(t). Aika on yhi diskreetti, joten
merkitsemme lyhyesti u,, ja &, pidempien ilmaisujen u(t,) ja x(t,) sijasta.
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Yleistetddn hieman Bellmanin optimaalisuusperiaatetta. Olkoot epatyhjat
joukot Up, U1, ..., Up—1, n € IN, seki
G:Up xUy X ... xXUp_1 — [—00,0x]. (7.9)

Maaritelladn kuvaukset

Gl xUy x ... xUj—1 = [—00,00], Gj(ug,ut,...,uj—1)
:inf{G(uo,ul,...,unfl) |uk Euk,k:j,j+1,...,n—1}.

Lause 7.2.1 (Optimaalisuusyhtdlo). Jokaiselle j = 0,1,...,n— 1 on voimassa
Gj(uo,u1,...,uj—1) = inf Gjtp1(uo,u1,...,u;), (7.10)
u; EU;
Grn(ug, U1, Up—1) = G(Ug, U1, - -, Un—1)- (7.11)
Todistus. Tami todistetaan samoin kuin lause 7.1.2. m.o.t.

Olkoon n € IN ja epétyhjat joukot Uy,U,...,U,—1. Sanomme kuvausta
Jjrujel;, je{0,1,...,n—1} sidtomuuttujaksi. Olkoon X epétyhja joukko;
sanomme sitd tila-avarvudeksi. Kuvausta j — w;, j € {0,1,...,n}, sanotaan
sdatémuuttujaan v liittyvaksi tilamuuttujaksi, jos

(i) optimaalinen u; riippuu vain olioista w; ja j kaikilla j = 0,1,...,n,
il) w;41 riippuu vain olioista wj, j ja u; kaikilla j =0,1,...,n — 1,
Jt+ J J
(iii) seki w; € X kaikilla j = 0,1,...,n.

Olkoot kuvaukset a;: X xU; = X, gj: X x U; =] — 00, 00] ja K: X =] — 00, 0],
Jj=0,1,...,n. Oletamme, ettd kuvaus j — x; toteuttaa

zjt1 = aj(zj,u5), 7=0,1,...,n—1. (7.12)

Tamai vastaa talon ldmmittidmisen tapauksessa lAmpoyhtélda, joka mairda, mi-
ten 1dmpdtila z muuttuu kullakin ldmmitysteholla u;. Mekaniikan piiriin kuulu-
vissa sovellutuksissa yht&lod (7.12) sanotaan litkeyhtaloksi; sanomme sité ylei-
sesti tilayhtdléksi. Minimoimme lauseketta

n—1

C= Zgj(xj,uj) + K(zy) (7.13)

=0

sddtomuuttujan j — u; suhteen. Merkitdsn

Fj(z;) = Fj(zo, 21, - .-, 2j,u0, U1, - - -, Uj—1) = (7.14)
n—1
=1nf{ ng(xk,uk) —|—K(ZE”) up EUg, k=7,7+1,...,n— 1}
k=j

Tami on on pienin mahdollinen tuleva kustannus, kun takana on sd#td- ja
tilamuuttujien historia hetkestd k = 0 hetkeen k = j.

Lause 7.2.2 Olkoot n € IN, epdityhjit joukot Up,Un, ..., Un—1 ja X sekd xo €
X. Olkoon tilayhtalé (7.12) voimassa ja sadatémuuttujon u optimaalisuuden mad-
ratkoon kaavan (7.13) kustannusfunktio. Talloin patee:

i) Optimaalinen u; riippuu vain olioista j ja x;.
J J

(it) j— x5, {0,1,...,n} = X, on sddtomuuttujan j — u; tilamuuttuja.
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(iii) Lausekkeet F;(x;) riippuvat vain olioista j ja x; el

Fj: X = [—00,0], j=0,1,...,n.
(iv) Kaikilla j =0,1,...,n—1

Fj(z;) = inf (gj(xj, v) + Fiya (aj(z;, v)))a (7.15)
Fo(en) = K(22). (7.16)

Todistus. Todistus on induktiivinen. Madritelmén (7.14) mukaan F,(z,) =
K(x,) eli (7.16) pétee. Samalla pétee, ettd F,(zo, ..., %n, U0, - -, Un_1) Delkis-
tyy vain oliosta x, riippuvaksi. Olkoon tdmé pelkistyminen voimassa oliolle
Fyy1(xo,- .-y Thy1,Ug,..-ug), kun k € {0,1,...,5 — 1}, missd j < n. Optimaa-
lisuusyhtalo (7.10) sanoo, etté

Fk(:l]'k) = in

ukefbl(k (gk(xk,uk) + Frt1 (ak (a:k,uk))) . (7.17)

Lauseke, josta infimum otetaan, riippuu vain olioista xy, ux ja k. Siten infi-
mum riippuu vain olioista xj ja k. Nidin tdmi pelkistyminen toteutuu myos
oliolle Fy(xo, ..., Tk, uo, - --,ur—1). Induktioperiaatteen nojalla se pétee kaikille
k=mn,n—1,...,0. Taten (iil) ja (iv) patevat. Yhtalosta (7.17) ndhdéan, ettd
optimaalinen wuy, riippuu vain olioista zj ja k eli (i) patee. Tilayhtdlon nojalla
Zp41 € X riippuu vain olioista xg, uy ja k, joten k — 1z, on tilamuuttuja eli (ii)
patee. m.o.t.

7.2.1 Diskonttaus
Olkoon B > 0. Tarkastellaan diskontattua' kustannusfunktiota

n—1

C= Z Bg;(zj,ui) + B K (zy,). (7.18)

Jj=0

Maéritelldén oliot Fj(z;), j =0,1,...,n, uudestaan:

Fj(:cj) = F}'(.’Eo,.’ll’l,.. -3 Lj, U0, UL, - - .,uj,l) = (7.19)
n—1

= inf { Zﬂki]gk(mkauk) +Bn7]K(mn) ug € uka k :Ja] +1,...,n— ]-}
k=j

Tami on on pienin mahdollinen tuleva diskontattu kustannus, kun takana on
sdato- ja tilamuuttujien historia hetkestd k& = 0 hetkeen k = j. Huomaa, etti
jos B =1, niin tilanne on sama kuin lauseen 7.2.2 tapauksessa.

Lause 7.2.3 Olkoot n € IN, 8 > 0, epdityhjdit joukot Uy,Us,. .., U, ja X sekd
xg € X. Olkoon tilayhtalé (7.12) voimassa ja saatémuuttujon u optimaalisuuden
maaratkéon kaavan (7.18) kustannusfunktio. Talloin pitee:

(i) Optimaalinen u; rigppuu vain olioista j ja x;.

(i) j =z, {0,1,...,n} = X, on sddtomuuttujan j — u; tilamuuttuja.

IDiskontto on lainan ennakkokorko, joka maksetaan ennen lainan erdintymisti ns. dis-
konttauspdivind ja jonka laskemisessa korko lasketaan diskonttaus- ja erddntymispdivin vi-
liseltd ajalta. Esimerkki: 10 000 markan laina, jonka vuosikorko on 10 %, otetaan vuodeksi
1.1., koronmaksu- ja diskonttauspéivd ovat 30.6. Talldin 30.6 maksetaan korko 1000 mk, jos-
ta 500 mk on taannehtivasti maksettava alkuvuoden korko ja loput 500 mk on ennakoiden
(diskontaten) maksettava loppuvuoden korko.
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(1ii) Lausekkeet F;(z;) riippuvat vain olioista j ja x; eli

Fj: X - [-00,00], 1 =0,1,...,n

(w) Kaikilla j =0,1,...,n—1

Fy(a;) = inf (9:(@),0) + BFjsa (a5(a;,0) ), (7:20)
F,(z,) = K(zy). (7.21)
Todistus. Harjoitustehtéva. m.o.t.

7.3 Optimaalinen kuluttaminen ja sijoittaminen

Tarkastellaan tapausta, jossa yksi henkilé voi kuluttaa tai sijoittaa rahansa.
Kuluttaminen tuottaa mielihyvéa, sijoitus korkotuloja, joilla voidaan kuluttaa.
Henkilon tavoitteena on maksimoida diskontattu mielihyvénsa. Olkoot n € IN,
v €]0,1[ ja o, B > 0. Tila-avaruus olkoon R ja tilamuuttuja j — ;; sen arvo z;
esittdd henkilon rahavarojen mésras hetkelld ¢;. Aika on siis jélleen diskreetti.
Saatomuuttuja on j — u; € U; ja sen arvo u; esittdd hetkelld ¢; kulutetun rahan
méédrds. Kuluttaa ei voi velaksi, joten u; < z;. Toisaalta tuottaminenkaan ei
kdy pdinsd, joten u; > 0. Téten U; = [0,z;]. Raha on sijoitettu pankkitilille,
jonka korko? on a — 1, joten tilayhtilé on

zjt1 = a(z; —uy), j=0,1,...,n. (7.22)
Kuluttajan mielihyvid hetkelld ¢; esittéd g(u;). Oletamme, ettd
g:[0,00[= R, g(r) =r". (7.23)

Talloin mielihyvéafunktio on alenevan rajamielihyvin lain mukaisesti kovera.
Hetkellisten mielihyvien summan sijasta maksimoidaan diskontanttujen mie-
lihyvien summaa

Z Big(u;) + B"K (z5), (7.24)

misséd K (x,) esittdd mielihyvdd loppuhetkelld olevasta rahamédrastd. Alenevan
rajamielihyvén lain vuoksi — ja laskujen helpottamiseksi — oletamme, etté

K:[0,00[= R, K(r) = A,r'™", (7.25)

missd A, > 0 on vakio. Meilld on maksimointitehtava. Mutta koska kustannus-
funktiossa kaikki yhteenlaskettavat ovat direllisid, niin yhtdpitdva minimointi-
tehtdva on hakea olion

(ZBJ 9lu;) + B K (2n) ) = Zﬂf +8"(— K()  (7.26)

minimid. Koska jokaiselle reaalilukujoukolle B pétee sup B = —inf —B, niin
lauseen 7.2.3 nojalla optimaalisuusyht&lot ovat

—Fj(z;) = ojilfz- (vl_” — BFjt1 (a(zj — v))), j=0,....,n—1, (7.27)
—F,(z,) = K(xy), (7.28)

2Kyseessd on reaalikorko, jolloin inflaatio voi tehd siitd negatiivisen.
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missd jokaiselle j = 0,1,...,n
—F'J'(.'Ej) = —Fj(.’L'(),ZL'l,. ~ey T, Ug, UL, - - .,u]-,l) = (729)
n—1
= —inf{ Z—/@k_]g(uk) — " TK(xy) |ug €U, k=3,7+1,...,n— 1}
k=j

n—1
= sup { Z ,Bk_jg(uk) + Bn_jK(xn)

k=j

0 < uy < o, k:j,...,n—l}.

Optimaalisuusyhtéloiden ratkaisuna saadaan (harjoitustehtéva), ettd

Zj

~Fy(z)) = Ajz;" wi = 5, g =mn =10, (7.30)
j
AV =14+9A0, §=0,1,...,n—1, (7.31)
v = (BT (7.32)
Tallgin patee
v —3 1 — i .
A =AYy T T =01, - L (7.33)

I—v
Tarkastellaan lopuksi likim&araisesti tapausta, jossa edesséd on runsaasti ai-
kaa eli n — j on suuri. Jos v > 1, niin

ALY e (A — oy

jolloin

—v v(n—j —-v Ly
—Fn—j(xn—j) = An—jxifj ~ My (n ])3;1 y Up—j R M2,yn—ij’ (734)

missd My ja M, ovat positiivisia vakioita. Jalkimméainen néistd yhtaloistd ker-
too, ettd kulutusta kannattaa myoShentdd. Jos v < 1 ja n — j on suuri, niin
AV 1/(1 — ), jolloin

n—j ™~

1-v

x
L, Up—j (]. - ’Y)II,‘n_J (735)
1=

Talloin rahoista kulutetaan vakio-osa kullakin ajan askeleella.

_Fn—j (xn—]) ~

7.4 Harjoitustehtivia

1. Olkoon X = {a,b, c}. Mairittele sellaiset ¢, K: X x X —] — 00, o0], ettd
(a) Fu(a,c) = —o0,
(b) Fuo(a,c) = oo,
(¢) Fxo(a,c) =10ja Fo(c,a) = 1.

2. Todista lause 7.1.1.

3. Olkoon X = {a,f,8,7}jac, K: X x X =] — 00, 0],

0 1 20 13

_ 0 5 7 _ [ oo, josn#E,

(C(Tl,ﬁ)) - 1 5 0 2 ) K(n,f) - { 07 jOS ,,7 — €
2 7 1 0

Selitd, miksi matriisi (c(n,€)) voi olla epéisymmetrinen. Hae Bellmanin
optimaalisuusperiaatteen avulla optimaalinen polku pisteesté o pisteeseen

J.
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4. Olkoon n € IN ja tilayhtilé muotoa
Tpt1 = ap(Tp, Tp—1,uk), k=1,2,...,n,

miss3 ax:R* — IR. Osoita, etti k — (xx,2r_1) on tilamuuttuja, kun
optimaalisuuden m#irdd kaavan (7.13) kustannusfunktio.

5. Johda diskontatun kustannusfunktion optimaalisuusehdot (7.20)-(7.21).
6. Johda kaavat (7.30)-(7.33).

7. Osoita, ettd yhtaloiden (7.35) mukaan toimittaessa padoma kasvaa jokai-
sella ajan askeleella § = ay = (a3)'/¥ -kertaiseksi. Millainen t#m3 kerroin
voi olla, kun v < 17
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