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Luku 1

Johdanto

Jokainen ranskalainen tuntee Robert Desnos’n runon Muurahainen!:

Muurahainen hatukas,

kahdeksantoistametrikis.

Sitd ei ole, ei ole.

Muurahainen vie kdrrit,

nilld ankat jo pingviinit.

Sitd ei ole, ei ole.

Muurahainen puhelee,

ranskaa, jaovaa jo loatinaa.

Sitd ei ole, ei ole.

Ah! Miksi ei?

Thmistd ja muurahaista pidetddn kumpaakin sosiaalisena eldinlajina, jotka
muodostavat yhteis6ja. Voisiko muurahaisvaltion kansalaisten elimadnmeno olla sa-
manlaista kuin ihmisilla? Fritz W. Went on vertaillut muurahais- ja ihmiseloa koon
nikokulmasta kiisin?.

Pienin vakaa tulenliekki on muurahaista suurempi, joten Mikko Muurahaisen
tulitikku tai savukkeensytytin toimisi kuin jired liekinheitin. Muurahaistalon liesi
olisi niin suuri ja tehokas, ettd hetkessd se korventaisi pdivin aterian ja kokin. Th-
misille tuttuja tyokaluja eivit muurahaiset voi kiiyttd4: pienen vasaran liike-energia
on liian pieni pikkunaulojen iskemiseen. Pienet keihdit, nuolet ja miekat eivét toimi
metsistyksessd ja sodankdynnisssd samasta syystd. Muurahaisarmeijan aseistuksen
on oltava toisenlainen kuin hakkapeliitoilla tai Rooman legioonilla®.

Muurahaiskoon kirjat tai sanomalehdet eivit avaudu, koska molekyylien vi-
liset voimat sitovat piskuiset sivut lujasti yhteen. Toisaalta muurahaisen pieneen
padhin ei mahdu riittavésti aivosoluja kirjojen lukemiseen. Muurahaiset eivit voi
peseytyd vedelld, silla suihkun pisarat ovat niin suuria, ett ne iskisivit muurahai-
seen kuin kivenjarkileet. Yhdessa vesipisarassa kylpeminen ei onnistu, silld muu-
rahaisen kitiinikuori hylkii vettd. Ja jos muurahainen olisi piassytkin vesipisaran
siséfin, niin veden pintajinnitys tekisi sielts ulospifisyn vaikeaksi* Samoista syisti
muurahaiset eivit voi syoda keittoja.

Toki muurahaiset pystyvit sellaiseen, mihin ihmisista ei ole. Ne nostavat vai-
vatta taakkoja, jotka ovat niitd 10 kertaa painavampia. Sukua jatkamaan parveilevat
muurahaiset lentivit kompel6in siivin, jotka eivit ihmistd kannattelisi. Korkealta
putoaminen ei ole muurahaisille vaarallista, toisaalta siksi muurahaisen on ihmista
vaikeampi riistdd henki itseltdédn.

Muurahaisen massa on lajista riippuen® 10 ug — 1 g, joten ihmisen ja muu-

1. La fourmi. Chantefables et Chantefleurs, Editions Griind.

2. F.W. Went, The size of man, American Scientist, 56, 400—413.

3. Muurahaiset ruiskuttavat takaruumissaan olevasta rauhasesta muurahaishappoa vastustajan
tai saaliin pédélle. Toinen muurahaissoturin taistelukeino on repid vahvoilla leuoillaan vastustajan
raajat irti.

4. Muurahaiset peseytyvat sylkensd avulla. Tahranpuhdistukseen ne voivat kdyttdd muurahais-
happoa.

5. Japanissa elavd oligomyrmex yamatonis vs. lansiafrikkalainen vaeltajamuurahainen.



rahaisen massojen suhde on 10'°-10°. Luku ei ole erikoinen eldinkunnassa. Suurin
koskaan maapallolla eldnyt eldin on sinivalas, jonka massa on 100 000 kg ja pituus
20 m. Pienin toimiva organismi® on bakteeri, joka aiheuttaa keuhkokuumeen. Sen
pituus on 0,2 pum, joten sen massa on likimain 1072° kg. Niiden massojen suhde
on tihtitieteellinen” luku 10%°. Pienet ja suuret eliét eléivit erilaisissa maailmoissa.
Bakteerit eivdt tunne painovoimaa tai hitausvoimia, mutta ovat molekyylien la&mpd-
liilkkeen ja nesteiden viskositeetin armoilla. Arkhimedeen lain ansiosta painovoima
ei haittaa valaita, mutta muuten niiden potkaisuista ja liu’uista koostuva uinti pe-
rustuu hitausvoimiin. Suurille ja keskikokoisille maa- ja ilmaeldimille gravitaatio
on oleellinen niiden liikkumista rajoittava tekija. Massiivisin tunnettu itse kehoaan
kannatellut maaeldin on brachiosaurus (massa 80 000 kg). Nykyisistd maalla eld-
vistd nisdkkaistad suurin on afrikkalainen norsu (5000 kg), pienin puolestaan parin
gramman péadstiinen. Eldinten koko ja massa siis vaihtelevat laajasti. Kuitenkin mo-
net niiden morfologiset ja fysiologiset suureet noudattavat samoja lainalaisuuksia
pienimmaéstd suurimpaan. Néiden riippuvuuksien tutkimiseen liittyvit allometria,
stmilariteetti ja skaalaus.

1.1 Swuoraan verrannollisuus

Hooken laki jouselle sanoo, ettd jousen venyttdmiseen tarvittava voima F' on suo-
raan verrannollinen jousen venymaan [ eli F' = kl, missd k& > 0 on jouselle ominainen
vakio. Kdaantden verrannollisuudella tarkoitetaan suoraa verrannollisuutta kiznteis-
lukuun. Esimerkiksi d3nenvoimakkuus W etdisyydelld [ danildhteestd on kddntden
verrannollinen etiisyyden neliéén eli W = /12, missé v > 0 on &déniléihteelle omi-
nainen vakio. Yleistetd&n suoraan verrannolisuuden kisite:

1.1.1 Maéaritelma. Olkoot A ja B saman vektoriavaruuden vektoreita. Vektori A
on suoraan verrannollinen vektoriin B eli A < B, jos A = kB, missd k > 0 on
vakio.

Huomataan, ettd suoraan verrannollisuus on ekvivalenssirelaatio eli se on refleksii-

vinen®, symmetrinen® ja transitiivinen'.

1.1.2 Esimerkki. Muurohainen kirvesmiehend. Tarkastellaan tarkemmin, miksi
muurahaiset eivdt voi naulata. Energia W,,, joka tarvitaan naulan puuhun lyOmi-
seen, on likimain ja vihintdan energia Wy, joka tarvitaan naulan kokoisen kolon
puristamiseen puuhun. Olkoon naula poikkileikkaukseltaan suorakaide, [ naulan pi-
tuus ja b leveys. Hooken lain!! mukaan voima Fj, jolla naula painuu poikittain sy-

vyydelle, s on suoraan verrannollinen pinta-alaan (b ja painumaan s eli Fy = olbs,
missd o > 0 on puulle ominainen kimmokerroin. Niin ollen

= . = — = — 3
Wy =2 /0 Fids O’lb(2) 4O'lb .

Koska naulan leveys on suoraan verrannollinen sen pituuteen, niin W,, oc [4.

Kirvesmiehen vasaran liike-energia on W, = %mvz, missd m on vasaran

massa ja v nopeus. Havainnoista on selvii, ettd muurahaiset litkuttavat raajojaan
hitaammin kuin ihmiset. Karkeasti siis v oc . Tim4 johtuu liikevastuksista'2. Koska

Siis ei virus.

Maan etdisyys Auringosta on vain 1,5 -10'' m; Maan ja ihmisen massojen suhde on 1022.
Jokaiselle vektorille A pitee A o A.

9. Jos A «x B, niin B x A.

10. Jos A x B ja B « C, niin A x C-

11. Téassé viitataan jatkuvasti jakautuneen aineen Hooken lakiin, josta seuraavat jousien ja kumi-
nauhojen Hooken laki.

12. Johdetaan riippuvuus v  [. Tarkastellaan putoavaa vasaraa, jonka liikeyhtdl on mv’ = mg—
ad?v. Sen oikean puolen ensimméinen termi tulee painovoimasta ja toinen termi ilmanvastuksesta,
joka on suoraan verrannollinen nopeuteen ja poikkileikkauspinta-alaan. Kerroin o on positiivinen.
Vasaran nopeus kasvaa kohti arvoa v, jolle liikeyhtdlon oikea puoli on nolla. Siis veo = mg/ al? x
1, silld m oc [3.

N>



pituus elio ihmisen laite

10 km erittdin pitks silta

1 km erittdin pitkd tavarajuna
100 m pisimmdat puut suuri laiva

10 m suurimmat kalat kuorma-auto

1m ihmislapsi auton moottori

100 mm | suurin hydnteinen heratyskello

10 mm | pienimmét kalat pienimmét rannekellot

1 mm pienimmét hyonteiset | pienimmé&t mekanismit

100 pm | kasvisolut
10 pm eldinsolut
1 pum bakteerit
100 nm | virukset

Taulukko 1.1: EliGiden ja laitteiden koot logaritmisella asteikolla

m o< I3, niin W, o [°. Kun [ pienenee, ei vasaran liike-energia riitikiin naulan
lydmiseen. Ei ole muurahaisesta kirvesmieheksi.

1.1.3 Esimerkki. Muurahainen lautapoikana. Tarkastellaan tarkemmin, millaisia
taakkoja eri kokoiset eldimet voivat nostaa. Olkoon eldimen pituus [. Sen lihasvoima
F} on suoraan verrannollinen lihassolujen maaraén, joka on suoraan verrannollinen
lihaksen poikkipinta-alaan, joka on suoraan verrannollinen eldimen pituuden neli-
66n'3. Siis Fj o< [2. Taakan F} liséiksi eldimen on nostettava oma painonsa F, = mg,
missé m on eldimen massa. Siis F; = F,; + F;. Koska m o 13, niin

L T

Fy mg
missé k1 ja ko > 0 ovat positiivisia vakioita. N&in pienet eldimet nostavat suurempia
taakkoja painoonsa nidhden kuin suuret. Jattimaiset eldimet eivit jaksa nostaa edes
omaa ruhoaan. On muurahaisesta lautapojaksi.

Edellisessé esimerkissé voisi verrannollisuuskerroin k7 olla periaatteessa niin
pieni, ettd vasta rajalla [ — 04 ensimméinen termi tulisi merkittaviksi. Luonnossa
kuitenkin verrannollisuuskertoimet ovat noin 1, ei esimerkiksi 10001°00"""" . Alalu-
vussa 1.4 on laskettu joitakin konkreettisia verrannollisuuskertoimia.

1.2 Logaritmiset asteikot

Tavallisella aritmeettisella eli lineaarisella asteikolla on hankala tai mahdoton esit-
tad tahtitieteellisesti muuttuvia suureita. Jos halutaan piirtid samaan kuvaan esi-
merkiksi elion ravinnontarve sen massan funktiona pienimmastd bakteerista siniva-
laaseen, ei se onnistu aritmeettista mitta-asteikkoa kiyttden. Sen sijaan geometri-
sella eli logaritmisella asteikolla se kiy pédinsé. Tavallisin logaritminen asteikko on
sellainen, jossa suureen arvon kymmenkertaistuminen vastaa yhden askeleen siirty-
misté asteikolla. Havainnollistetaan logaritmista asteikkoa seki eliGiden ja ihmisen
rakentamien laitteiden kokoeroja taulukolla 1.1.

Suureiden riippuvuuksia toisistaan havannoillistetaan piirtdmélla niiden ku-
vaajia millimetripaperille (aritmeettinen asteikko kummallakin suureella), kokolo-
garitmipaperille (logamitrinen asteikko kummallakin suureella) tai puolilogaritmi-
paperille, jossa toisella akselilla on aritmeettinen asteikko ja toisella logaritminen.

13. On havaittu, ettd hyonteisten lihassolut ovat yhtd vahvoja kuin nisdkkiiden. Ks. Wigglesworth
1972.



Puolilogaritmisella esitykselld on yksi merkittava etu. Monet luonnon lainalaisuudet
ovat eksponentiaalisia. Esimerkiksi puun luonnollinen kasvu noudattaa lakia

M(t) = Mye®" kaikilla t > 0, (1.1)

missd My ja « ovat positiivisia vakioita ja M (t) esittdd puun massaa hetkelld ¢.
Kun mitataan puun massa kunakin ajanhetkens, merkitdfin mittauspisteet puolilo-
garitmipaperille (aika-asteikko aritmeettinen, massa-asteikko logaritminen) ja piir-
retddn niiden kautta kdyra, niin syntyy nouseva suora, jonka kulmakerroin on « ja
joka leikkaa M -akselia pisteessd M.
Jos puun massa siind pesivien rastaiden médrdn R(¢) funktiona noudattaa
potenssikaavaa,
M = aR?, (1.2)

missd a > 0 ja b € R ovat vakioita, niin kokologaritmipaperille on kiyttda. Piir-
retdan sithen havaintopisteet (R, M) ja niiden kautta kiyra, jolloin syntyy suora,
jonka kulmakerroin on b. Miksi néin kiiy, selvida ottamalla yht&losté (1.2) puolittain
logaritmi ja soveltamalla logaritmien laskusdantoja:

lg M =lg(aR®) =lga+blgR.

1.3 Allometrinen yhtilo

Allometrialla tarkoitetaan elididen muodon erilaisuutta. Nimitys tulee klassisen
kreikan sanasta allaios, joka tarkoittaa erilaista. Jo Galilei totesi suurempien maa-
eldimien tarvitsevan suhteellisesti tukevammat luut ja raajat kuin niitd pienem-
mills, eldimilld on. J. Huxley arveli'®, ettd toisistaan riippuvat biologiset suureet
S, My, M, ..., M, noudattavat potenssiyhtaloa

S =aMP MY .. ME, (1.3)

missd a > 0 ja by,bs,...,b, € R ovat vakioita. Téllaisia yhtdloitd sanotaan allo-
metrisiksi. Jos toisistaan riippuvia suureita on vain kaksi, S ja M, niin allometrinen
yhtal6 on silloin

S =aM?, (1.4)

missd @ > 0 ja b € R ovat vakioita. Johdetaan'® tim3 yhtdls. Oletetaan, ettd
suureet S ja M ovat ajan funktioita ja ne noudattavat luonnollista kasvua eli patee

M'(t) = cM(t), S'(t) = dS(t) kaikilla ¢ > 0, (1.5)
missé ¢, d € R ovat vakioita. Niiden differentiaaliyhtdldiden yleiset ratkaisut ovat
M(t) = Mpect, S(t) = Spe?! kaikilla t > 0, (1.6)

missd My ja Sy ovat vakioita, jotka madraytyvat suureiden M ja S arvoista hetkelld
t = 0eli My = M(0) ja So = S(0). Yleisistd ratkaisuista (1.6) saadaan, ettd
allometrinen yht&lo (1.4) patee, kun

a=— ja b:g. (1.7

Y114 olevan johdon oletuksia voidaan lieventdd sallimalla kasvuyhtéloiden verran-
nollisuuskertoimien riippua ajasta. Silloin riittda ja on valttdmatonti olettaa, ettd
d(t) = be(t) melkein kaikilla ¢ > 0, jolloin

S'(t)
S()

M'(t)
M(t)

— d(t) = be(t) = b

14. J. Huxley: Problems of relative growth. Metheuen, Lontoo 1932.
15. Huomaa todistamisen ja johtamisen ero. Luonnonlakeja ei voi todistaa.



melkein kaikilla ¢ > 0. Ketjusdannon nojalla saadaan
InS(t) =Ina+bln M(t) =InaM(t)® kaikilla t > 0,

missd a > 0 on vakio. Vield niukemmilla oletuksilla johto onnistuu, jos tyydytadan
allometriseen yht&loon vain taysikasvuisille elidille, jolloin likimain voidaan kiyttaa
kasvuyhtildiden ratkaisujen asymptoottisia arvoja, kun t — oo.

Allometrisen yht#lon (1.4) toteutumisen tutkimisessa on jélleen kokologarit-
mipaperille kiyttod, silld (1.4) on samaa muotoa kuin yhtls (1.2).

Kasvuun liittyvien ilmiGiden liséksi allometriset yht&lot kuvaavat hyvin mui-
denkin biologisten suureiden riippuvuuksia. Dimensioanalyysié kasittelevassa luvus-
sa johdetaan allometrisis yhtal6itd ilman kasvuyht&loita.

1.4 Pituus, pinta-ala, tilavuus ja massa

Elién kokoa voidaan arvioida kaikilla otsikon neljalld suureella. Kuitenkin kaikkien
tuntemiemme elididen tiheys on likimain sama kuin puhtaan veden eli 1 kg/1, joten
massan ilmoittaminen tilavuuden liséksi ei anna lisda tietoa. Merkitddn elion pi-
tuutta [, pinta-alaa A ja tilavuutta V. Jos elié on pallonmuotoinen, niin sen pituus
on pallon halkaisija,

B N2 . 4 N3 T
A—47T(2) =7l* ja V—37T(2) —61. (1.8)
Mato, kidrme ja ihminen ovat muodoltaan sukua toisilleen eli likimain lieriGita.
Merkitddn niiden paksuutta eli halkaisijaa d. Silloin

2 2
A= 2w(g) + 27rgl ja v= w(g) I = idQZ. (1.9)
Lierionmuotoisten eldimien pituus ja paksuus eivit kuitenkaan ole toisistaan riip-
pumattomia, vaan patee karkean likimain [ = 6d, kunhan laulujen naiset ja muut
vastaavat jitetdiin huomiottal®. Talloin kaavoista (1.9) saadaan
13m 5 . T 3
A= 721 ja V—144l. (1.10)

Lierion lisdksi voisimme tarkastella muitakin muotoja ja laskea lausekkeet
pinta-alalle ja tilavuudelle. Silloin saisimme yleisesti, etti pinta-ala on suoraan ver-
rannollinen pituuden neliédn ja tilavuus sen kuutioon eli A oc I2 ja V o 3. Ver-
rannollisuuskertoimet vaihtelevat muodon mukaan kuten kaavoista (1.8) ja (1.10)
nihdain.

Elion pituus vaikuttaa ratkaisevasti sen liikkumiseen. Pinta-ala on tarkea
elion lampotaloudessa: lampovirta elidstd on suoraan verrannollinen elién pinta-
alaan. Perusaineenvaihdunnan lammontuoton tehon on mitattu olevan suoraan ver-
rannollinen elién tilavuuden potenssiin 3/4, joten samassa ilmastossa lammonjoh-
tavuudeltaan samanlaisen turkin tulee olla suurilla eldimill§ ohuempi kuin pienilla.

1.5 Similariteetti ja skaalaus

Tarkastellaan kahta lieriotd, joista ensimméisen pituus ja halkaisija ovat [y ja dj.
Toisen lierion pituus ja halkaisija ovat lo ja do. N&ita lieriGitd sanotaan geometri-
sesti similaareiksi eli geometrisesti samankaltaisiksi, jos d1 /1 = da/la: = a. Télloin
ensimmadisen lierion mittojen avulla voidaan valmistaa toisen lierion kaksoiskappale

16. A. Aimo, Iso-Iita; Leevi and the Leavings, Sopivasti lihava. Mainittiin jo allometrisen yhtilon
(1.4) johdon jilkeen, ettd jos kasvu ei ole luonnollista eli eksponentiaalista kasvua, niin silloin
voidaan tarkastella vain tdysikasvuisia yksiloitd. Samoin on jatettdva merkittdvésti lihavat ihmiset
ja eldimet tarkastelun ulkopuolelle tai sitten katsottava heiddn vararavintonsa lisdtaakaksi ja -
lammoneristykseksi.



kertomalla ne luvulla « eli skaalaamalla. Jos ndma3 lieriét ovat umpinaisia ja niiden
lampotila on sama, sanotaan niité termisesti similaareiksi. Jos oleellisia l&ampdtiloja
on kaksi, niin terminen similaarisuus vaatii lierion 1 1ampdétilojen suhteen olevan
saman kuin lierion 2 ldmpdtilojen suhteen. Téydellinen similaarisuus on similaari-
suutta kaikkien jirjestelmissd vaikuttavien suureiden suhteen. Sellainen ei kuiten-
kaan ole yleensd mahdollista, sill§ tiedetddn, ettd erikokoiset, geometrisesti saman-
kaltaiset heilurikellot kiiyvét eri tahtiin. Siksi samankaltaisuudesta puhuttaessa on
tarkasteltava suure mainittava.

1.6

Harjoitustehtivii

. Oletetaan, ettd eldimen tilavuus on suoraan verrannollinen sen pituuden kol-

manteen potenssiin ja pinta-ala pituuden toiseen potenssiin eli V o 2 ja
A 2. Osoita, ettd eldimen pinta-ala on suoraan verrannollinen sen tila-
vuuden potenssiin 2/3 eli A oc V2/3.

. Selité valaiden ajautumista meren rantaan. Olkoon [ eldimen pituus. Olete-

taan valaiden noudattavan kaloille havaittua kestouinnin nopeusriippuvuut-
ta v « V1. Laske tdyttd vauhtia uivan eldimen pysihtymismatkan s ver-
rannollisuuslauseke (muotoa s x [%, « € R) olettamalla, ettd eldin kiyttas
jarruttamiseen kaiken lihasvoimansa I} o [2. Muista liikeyht#lo ma = —F},
tasaisesti hidastuvan liikkkeen kaava s = —v?/(2a) ja kaava m o [3.

. Tarkastellaan eldimen turkin paksuutta h. On mitattu, ettd hyvin tarkasti

eldinten lammdntuoton teho (). on suoraan verrannollinen eldimen tilavuu-
den potenssiin 3/4 eli Q, o V3/%. Toisaalta limpévirta Q, eldimen turkin
l&pi noudattaa ldmmonjohtumislakia

0. — 6,

v = Ak )
@ h

missd k > 0 on turkin lAmmdnjohtavuuskerroin, 6. on eldimen 1ampdtila ja
0,, on ulkolampdtila. Kaikki nuo kolme suuretta ovat samat tarkastelussam-
me, joten Q, < Ah~!. Osoita 13mmén siilymisen periaatteesta Q. = Q,
lahtien, ettd h oc [~1/4,

. Testaa edellisessi tehtavissi osoittamaasi tulosta havainnoillasi eldinten tur-

keista ja ihmisten pukeutumisesta. Mill§ selitét poikkeamia?

. Piirrd paperille kaksi geometrisesti similaaria, erikokoista kolmiota ja lumiak-

kaa.
. M&éarita graafisesti kuvauksen f:]0,00[— R lauseke f(x), kun sen arvoiksi

on mitattu:
z | y=fz) x| y=flz)
11,0 1|74
2|28 2 | 54,6

(a) 3|52 (b) 3 | 403

48,0 4 | 2980
5| 11,2 5 | 22 030
6 | 14,7 6 | 163 000




Luku 2

Dimensioanalyysia

Jos tunnetaan fysikaaliseen jarjestelmain liittyvat suureet, tiedetdén implisiittisesti
jo jotain siitd, miten ndma suureet riippuvat toisistaan. Menetelm&i, jolla tima tie-
to saadaan esiin, kutsutaan dimensioanalyysiksi. Se on hyodyllinen ja laajasti kiy-
tetty menetelm erityisesti virtausdynamiikassa, mutta sitd voidaan soveltaa kaikil-
la tieteenaloilla, joissa kiytetddn suureita. Toisaalta dimensioanalyysi —oikeammin
kisitteet suure, mittaluku, mittayksikké ja dimensio— ovat yksi tieteellisen teo-
rian osa, jonka mukanaolo on tehtévi eksplisiittiseksi viimeistdén silloin kun teoria
aksiomatisoidaan. T#ssé tekstissd tutustutaan dimensioanalyysiin sekd népparani
mallintamisen apukeinona etté tieteellisen teorian osasena.

2.1 Esimerkki: yksinkertainen heiluri

Tarkastellaan heiluria, jonka heilahdusaika on P sekuntia, langan pituus on [ metrid
ja punnuksen massa on m kilogrammaa. Heiluri on tasaisessa gravitaatiokentfssa,
jossa vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyys on g. Heilahduskulma olkoon pieni, joten
oletetaan, ettd mitkdan muut tekijat eivit heilahdusaikaan vaikuta eli

P:f(malvg)’ (21)

misséd, [ on jokin tuntematon kolmen reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio. Kay-
tetddn massan, ajan ja pituuden mittayksikkdind SI-yksikkojd kg, s ja m. Mutta
se on vain mielivaltainen valintamme: yhtd hyvin voitaisiin kiyttads nadiden perus-
suureiden yksikkoind leiviskdd, lasia ja syltd tai mitd hyvénsd niiden monikertaa.
Heilurin kiyttaytyminen ei muutu, vaikka vaihdettaisiin perussuureiden mittayksi-
kot toisiksi. Jos esimerkiksi massan mittayksikkd on kilogramman sijasta leiviska,
on massan mittaluku jaettava kymmenelld: Villen massa on 60 kg eli 6 leiviskéa.

Vaihdetaan perussuureiden massa, pituus ja aika mittayksikét kg, m ja s
niiden monikerroiksi p kg, Am ja 7s, missd A\, u, 7 > 0 ovat mielivaltaisia. Silloin
heilahdusajan mittaluku P on jaettava luvulla 7, punnuksen massan mittaluku m
luvulla y ja langan pituuden mittaluku [ luvulla \. Vakion g mittayksikkd on m/s?
SI-yksikdissé, joten sen mittaluku on jaettava luvulla \/72. Koska mittayksikkdjen
muuttaminen ei saa muuttaa heilurin kiyttaytymisté, ei sitd kuvaavan yhtalonkisn
tule muodoltaan muuttua. Siis

77 P = f(ptm, AN AT g) kaikilla A, p, 7 > 0. (2.2)

Valitaan nyt g =m, A =1 ja 7 = /l/g, jolloin

P\/%: F(1,1,1) = C eli P:C\/g, (2.3)

missd C on jokin vakio. Sen arvo jai nyt madradmatta, mutta jos mittaamme yhden
yksinkertaisen heilurin heilahdusajan ja langan pituuden, saamme kaavasta (2.3)



laskettua vakion C ja niin meilld on yleinen kaava kaikille yksinkertaisille heilureil-
le. Téassé tapauksessa tieddmme heilurin liikeyhtdlon ja osaamme sen ratkaistakin
(jolloin saamme, ettd C' = 27), mutta merkittivia on, ettd (2.3) saatiin ilman tie-
toa tai oletuksia Newtonin laeistal. Huomaa, ettd heilurin heilahdusajan lauseke
P = CI1Y/24=1/2 on potenssitulo eli saatiin allometrinen yhtlo.

2.2 Suureet ja mittayksikot

Tarkastellaan tavallista (massapisteiden) mekaniikkaa. Siind suureet riippuvat toi-
sistaan seuraavan kaltaisten yhtildiden kautta:
ds dv !
F=ma, v=—, a=—tai W= | F(z)dx. 2.4
ma, V=, a=— /0 (x) dz (2.4)
Tavallisesti mekaniikassa pidetdin perussuureina kappaleen massaa, pituutta ja ai-
kaa. Niiden avulla madritellidn muut suureet kuten keskim&ardinen nopeus v ajan-
hetkien ¢y ja t; vlilla ja (hetkellinen) nopeus v(t): jos s(¢) on kappaleen sijainti (tai
kulkema matka) hetkelld ¢, niin

() = 5lt0) 1 g S0 =50
t1 — 1o T—t T—1

v =

Perussuureita ei miiritella2. Tavallisia mekaniikan perussuureita merkitisin M, L
ja T samassa jarjestyksessi kuin yll&, ja niiden joukkoa {M, L,T} sanotaan perus-
suurejirjestelmdksi.

Y1l kdsiteltiin mekaniikan eri suureiden vélisid suhteita. Entad suureen si-
sdinen rakenne? Tarkastellaan koululuokan terveystarkastusta, jossa oppilaat muun
muassa punnitaan. Vaaka on digitaalinen, ja nappia painalla voi vaihtaa vaa’an
massayksikon kilogrammasta paunoiksi tai takaisin. Jos massayksikko vaihdetaan
toiseksi, muuttuu vaa’an ndyttdmi numeroarvo. Niin ollen oppilaan massaa esit-
t34° kahden muuttujan kuvaus

m: B x Uy — Ry,

missd B on luokan oppilaiden joukko ja Uy, massayksikdiden joukko. Edelleen t&lla
kuvauksella on seuraava ominaisuus:

m(b, pu) = p~ m(b,u) kaikilla b € B, uw € Uy, ja p > 0.

Massayksikoiden joukossa on siis oltava méritelty positiivisella reaaliluvulla p ker-
tominen eli g-monikerran ottaminen massayksikdsta.

Jokainen fysiikan teoria® T siséltdd (3drettdmén) joukon Qr suureita, jot-
ka riippuvat toisistaan kaavan (2.4) kaltaisten yhtéloiden kautta. Teorian T perus-
suureiden joukoksi Q% sanotaan niiden teoriassa T mééritteleméittomien suurei-
den joukkoa, joiden avulla muut teorian 7' suureet méairitellddn. Jokainen fysikaali-
nen jarjestelm luonnehditaan reaaliarvoisten funktioiden avulla. Jos A1, As, ..., A,

1. Voidaan luopua oletuksesta, ettd heilurin heilahduskulma on pieni. Kdyttdmalla heilahduskul-
man mittayksikkénd kiintedsti radiaaneja saadaan massa-, pituus- ja aikayksikoitd vaihtelemalla,

ettd P = g(¢0)+/(l/g), missd g on tuntematon positiivinen kuvaus ja ¢o €]0, 7| heilurin heilahdus-
kulma &ddriasennossaan. Heilurin liikeyhtdlod ei osata ratkaista, mutta silti siitd voidaan ratkaista
heilahdusaika P, jolloin ndhddén, ettd

b0 1 1
g(¢o):x/§/ 7@)\/:
0 1/cos¢ — cosdg g

2. Oikeammin: niitd ei madritelld eksplisiittisesti. Mekaniikka kokonaisena teoriarakennelmana
madrittelee implisiittisesti my0s perussuureensa, ks. Mario Bunge, Philosophy of Physics. Reidel,
Dordrect 1973.

3. Esittdd-verbin kiyton takana on pyrkimys noudattaa tieteellistd realismia, jonka mukaan kap-
paleen massa ei ole kuvaus m, vaan abstraktio m esittdd todellisuuden oliota tai olion ominaisuut-
ta.

4. Fysiikka koostuu eri teorioista kuten klassinen mekaniikka, sdhkdoppi, ldmpdoppi, suppea
suhteellisuusteoria, yleinen suhteellisuusteoria,. .., ks. Bunge, m.t..



suure dimensio perustelu yksikko
nopeus LT 1=MLT-! [v=s/t m/s
kithtyvyys | LT 2= MOL'T~2 | a = v/t m/s?
voima, M'L'T—2 F =ma N=kgm/s?
energia ML2T—2 W =1mv? | J=Nm

tyo MYL2T—2 W =Fl J=Nm
teho M'L2T3 P=w/t | W=J/s
taajuus T-'=MOLOT-1 | v=1/t Hz=1/s
pinta-ala | L2 = MC°L2T° A =mr? m?

paine M'L—iT—2 p=F/A Pa=N/m?

Taulukko 2.1: Joidenkin mekaniikan suureiden dimensiot perussuurejirjestelméssa
{M,L,T} ja yksikot SI-jarjestelmassa.

ovat fysikaalisen jarjestelmén piirteitd (atomeja, magneettikenttié, nopeuksia,. . .),
niin on olemassa epétyhja joukko U, ja kuvaus

P:A x Ay x ... x Ay xUp — R (2.5)

siten ettd tamé kuvaus kuvaa jokaisen joukon A; x. ..x A,, alkion tiettyd ominaisuut-
ta. Kuvausta P sanotaan mittaluvukse ja joukkoa Up P-mittayksikéiden joukoksi.
Funktion P arvo riippuu mielivaltaisesta mittayksikostd « € Up siten, ettd

P(a, A\ 'u) = AP(a,u) kaikillaa € A; x ... x A,, u € Up, A > 0. (2.6)

Suureen ei tarvitse olla mitattavissa: riittdd, ettd sitd kuvaa positiiviarvoi-
nen funktio, jolla on ominaisuudet (2.5)-(2.6) ja jota kutsutaan mittaluvuksi. Lukija
pohtinee, miki tavallisissa ilmauksissa F' = ma ja m = 60 kg esiintyvit m tai kg
ovat. Lyhin vastaus on sanoa, ettd F' = ma on mittalukuyhtilo, joka sitoo voi-
man, massan ja kiihtyvyyden mittaluvut. Yksikdt ovat kisitteellisid konstruktioita:
voisimme sopia, ettd kilogramma on (1,0,0) ja leiviskd on (10,0, 0); ne olisivat tal-
16in siis vektoriavaruuden IR? alkioita, jolloin yksikdsts toiseen siirtymisen vaatima
monikerran ottaminen olisi méaritelty.

2.3 Dimensiokuvaus

Tarkastellaan tavallista mekaniikkaa, kun perussuurejirjestelma on { M, L, T'}. Kou-
lussa opetetaan testaamaan fysikaalisen ongelman ratkaisun oikeellisuutta silld, on-
ko kaavoissa oikealla ja vasemmalla puolella samat “laadut”, onko kysyttyé kiihty-
vyytta laskettaessa saatu vastaukseksi edes jotakin, jonka yksikkd on m/s%. Edelli-
sen jakson lopussa sanottiin, ettd mekaniikan mittayksikGitd voitaisiin pitd3 kolmi-
dimensioisen avaruuden R? vektoreina. Silloin mekaniikan suure on sekin kolmiu-
lotteisen vektoriavaruuden vektori, ja tuttu ympyrén pinta-alan kaava A = 72 on
vektoreiden vilinen yhtild, joka toteutuu tismilleen silloin kun vektorit A ja 7r2
ovat yhtd pitkié ja samansuuntaisia.

Mekaniikan jokaiseen suureeseen liitetdan dimensio, jonka avulla suureet ja-
kautuvat samankaltaisten suureiden luokkiin. Kappaleiden massat ovat yhta lajia,
niiden nopeudet toista. Merkitdén taté vastaavuutta kuvauksella s — [s], joka kuvaa
jokaisen mekaniikan suureen perussuureiden potenssituloksi. Esimerkiksi kappalei-
den massan arvo tiissi kuvauksessa on M eli M'L°T°. Niiden nopeuksien arvo on
L/T eli MCL'T ! ja vastaavasti niiden kiihtyvyyksien arvo on L/T? eli M°L'T 2.
Kaikkien voimien arvoksi puolestaan valitaan M'L'T~2 kaavan F = ma perus-
teella. Taulukossa 2.1 on joidenkin mekaniikan suureiden dimensiot ja SI-yksikot.

Olkoot Ml, Mg, o
ettd mittaluvuille patee

., M., teorian T perussuureet ja S jokin sen suure siten,

S = f(My, Ms,..., M), (2.7)



missé, f:R" — Ry. Bridgmanin aksiooma sanoo, ettd suureen S kahden eri arvon
mittalukujen suhde ei muutu, kun niitd vastaavien perussuureiden mittayksik&t
vaihdetaan \; *-kertaisiksi eli

S f(My,...,My)  fAM, ..., A My,)

Z = = 2.8
S f(My, . M) MM, A ML) (28)

kaikilla A\; > 0,7 = 1,2,..., m. Bridgmanin aksiooma siis sanoo esimerkiksi, ettd

Villen ja Kallen massojen mittalukujen suhde on 1/2, kiiytettiinp4 sitten massan

mittayksikkond kilogrammaa, paunaa tai leiviskdi. Samoin heidin vuorokaudessa

kuluttamiensa energiaméérien suhde ei riipu kiiytetyistd mittayksikoista.
Seuraavan lauseen avulla médrittelemme suureen dimension.

2.3.1 Lause. Olkoot My, ..., M,, perussuureita ja S kaavalla (2.7) annettu suu-
re seki f:RT} — Ry sellainen, ettd kuvaukset f(-,1,...,1), f(1,-,1,...,1),...,
f(,...,1,-) ovat Lebesgue-integroituvia jokaisessa mdadrittelyjoukkonsa kompaktis-
sa osajoukossa®. Talloin

S = CHM;“, missi a; € R ja C >0 kaikilla i =1,...,m, (2.9)
i=1

jos ja vain jos Bridgmanin aksiooma pditee.

Todistus. Olkoon kaava (2.9) voimassa. Kun perussuureiden M; mittayksikdt muu-
tetaan )\j_l—kertaisiksi, niin niiden mittaluvut tulevat \;-kertaisiksi. Silloin

S faMy MMy, A M) CTT (M)
St fMM A MY, N ML) C T (N M)
_ CILZ M f(My, M, .. )

o My,
CCTIZ, M f(M{, My, ..., M},)

eli Bridgmanin aksiooma pétee.
Olkoon Bridgmanin aksiooma voimassa. Silloin kaava (2.8) pétee jokaiselle

ALy .oy Am € Ry, Valitaan Ay = 1/M7, ..., A\, = 1/M],, jolloin
f(Ml,...,Mm)f(L...,l):f(%,...,%—z)f(M{,...,M;).
Merkitddn 8 = 1/f(1,...,1), 21 = My/M], ..., &p, = My /M jay, = My, ...,

ym = M/, jolloin My = z1y1, ..., My = Zinym ja
F@y, - Tmym) = Bf (@1, -y 2m) Y1y, Ym) (2.10)
kaikilla x1,...,Zm,Y1,...,ym € Ry. Valitaan 29 =23 = ... =y,, = 1, 21 =z ja

y1 = vy, jolloin
flzy,1,...,1) =Bf(x,1,...,1)f(y,1,...,1) kaikilla z,y € R.
Kiytetidn hyviksi seuraavaa tulosta®: jos g € L}, .(Ry), 8 € Ry ja

g(zry) = Bg(x)g(y) kaikilla z,y € Ry,

niin silloin on olemassa vakio a € R siten, ett

g(x) = p7 2 kaikilla z € R

5. Merkit4sn niiden kuuluvan joukkoon L}, (R4 ). On kyse mitallisista kuvauksista g:]0, co[— R,

joille fa |g(z)| dz on olemassa ja #irellinen jokaisella a, b €]0, co[. Esimerkiksi paloittain jatkuvat
kuvaukset ovat mitallisia.
6. Osoita tdmi, jos g on jatkuvasti derivoituva.
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Niin on olemassa vakio a; € R, jolle pétee
flz1,1,...,1) = B~ o) kaikilla 7, € Ry

Pidtellddn samoin muiden kuvauksen f muuttujien suhteen, jolloin saadaan, ettd
on olemassa vakiot aq,...,a, € R siten, etté

FA, w1, 1) = 87 kaikilla z; € Ry ja j=1,...,m.
Sovelletaan nyt kaavaa (2.10), jolloin

flxe,...,zm) = flzr- 1,120, ;1 am) = Bf(x1,1,.. ., 1) f(1L, z2,...,2m)
=68 a0 f(1- 1w - 1,1 23,...,1-2p,)
=27'8f(1,z2,1,..., 1) f(1,1,23,...,Tm)
=B f(1- 1,1 g - 1,1 2y, 1omy) = ..
=z e (L Ly, = ﬂflx‘fl Y

cYm—1 m

m.o.t.

2.3.2 Mairitelmi. Olkoon Bridgmanin aksiooma voimassa, suure S annettu yh-
talolld (2.7) ja f:R7T — Ry siten, ettd f(-,1,...,1),..., f(1,...,1,-) € L} .(Ry).

Suureen S dimensio on
m

[S]:= H M
i=1
missd esiintyvit reaaliluvut a; antaa kaava (2.9).

Mekaniikassa perussuureina pidetdén tavallisimmin massaa M, pituutta L ja aikaa
T. Kaikki mekaniikan suureet eivit kuitenkaan ole niin yksinkertaisia kuin S kaa-
vassa (2.7). Esimerkiksi kappaleen (hetkellisen) nopeuden mittaluku v(¢) hetkella ¢
on derivaatta

x(t+h) — x(¢)

o) =0 = fimy =

missd x(t) on kappaleen sijainnin mittaluku hetkelld ¢. Toisaalta kertyméasuureet
ovat vastaavasti integraaleja muista suureista. Integraalikin on raja-arvo, joten mas-
rittelemme kaikkien integraalin tai derivaatan avulla maariteltyjen suureiden di-
mensiot samoiksi kuin sen suureen dimensio, josta vastaava rajankiynti tehd&in.
Siten esimerkiksi hetkellisen nopeuden dimensio on LT~!. Fysiikan teorioissa ei
esiinny muunlaisia suureita kuin perussuureita, niistd kaavan (2.7) mukaisesti joh-
dettuja suureita tai niistd rajankdynnilla johdettuja suureita. Siten meilld on kul-
lekin fysiikan teorialle 7', sen suureiden joukolle Q7 ja sen perussuureiden joukolle
QY% = {M,..., M,,} yksikisitteinen kuvaus [-]: Q7 — (Mi,...,My,), S — [S],
missd

MﬁwwM%y:{HJ@
i=1

mem}

Sanomme kuvausta [-] dimensiokuvaukseksi. Jos suureelle S pétee [S] = 1, niin
sanomme, ettd S on dimensioton.

2.3.3 Lause. Dimensiokuvaus toteuttaa:
1. [C] =1 kaikilla C € Ry
2. [S?RY) = [S]*[R]® kaikilla a,b € R, S,R € Q7.
3. Joukko (M, ..., My,) on m-ulotteinen vektoriavaruus seuraavien laskutoi-
mitusten suhteen:

m

(TT e, ﬁMibi) - ﬁM;i*bf ja (/\,ﬁM;“) - ﬁM{\’“, AER.
1=1 i=1

=1 =1 i=1

11



Todistus. Jos C = CM?Y ... M2, niin [C] = MY ... MY = 1.
Olkoot suuret S ja D annettu ilman rajankiyntis perussuureiden avulla, ja

[S] = M ... M2 [R] = M} ... M2,
missd ay, ..., b, € R. Silloin on olemassa C, D € R, siten, ettd
SURY = (CMP ... M&m) (DM ... MEm)" = CoDP M+t | Afoom +bbm
joten

[SaRb] — Mlaa1+bb1 L Mglam+bbm

= (M M) (M Mp) = [S)R]

Jos S tai R on annettu rajankiynnilli, saadaan viite tarkastelemalla olioita, joista
raja-arvo otetaan.

Viimeisen kohdan osoitus on suoraviivainen joskin pitké, ks. Vektorit ja mat-
riisit -kurssi. m.o.t.

Thmisen aistiminen noudattaa psykofyysistd lainalaisuutta, jonka mukaan
aistimuksen voimakkuus on suoraan verrannollinen drsykkeen logaritmiin. Joitakin
sithen perustuvia mitta-asteikoita kiiytetdin yha (d&nenvoimakkuuden ilmoittami-
nen desibeleissi ja tdhtien kirkkauden magnitudeissa). Ndma mittaluvut eivit to-
teuta Bridgmanin aksioomaa kuten ei my6skddn lampdétilan Celsius- tai Fahrenheit-
asteikko. Kaikille niille suureille on toki olemassa asteikot, joilla mittaluku toteut-
taa Bridgmanin aksiooman: 1ampdétilalle absoluuttinen asteikko, jonka mittayksikko
on 1 K (Kelvin), tdhtien kirkkaus voidaan ilmoittaa suoraan tihden séteilytehon
avulla, ...

2.4 Dimensiohomogeenisuus

2.4.1 Maaritelmi. Olkoot M, ..., M, teorian T perussuureet ja X1, ..., X, sen
suuresta. Matriisia A = (a;;) sanotaan swureiden X, ..., X, dimensiomatriisiksi
perussuurejirjestelmdssd { M, ..., My}, jos

[ =1xi], i=1,....n.
j=1

Sen riveind on kunkin suureen dimensiossa esiintyvit eksponentit.

Mekaniikan perussuurejirjestelméssid {M, L, T} suureiden nopeus v, kiihtyvyys a,
liike-energia Fj, ja paine p dimensiot ovat [v] = MOL'T~!, [a] = MOL'T 2, [Ex] =
M'L?>T~2 ja [p] = M'L~='T~2, joten niiden dimensiomatriisi on A,

A | M L T 0 1 -1
v 0 1 -1 0 1 -9
a 0 1 -2 ei A= 1 2 _9
E.| 1 2 -2 1 1 -9
p 1 -1 =2

Kun eldimij tarkastellaan mekaanistermisiné olioina, on perussuureita aina-
kin yksi enemman. Lisdsuure on 1ampdétila ja sitd vastaa symboli ©. Silloin tavallinen
perussuurejirjestelma on {M, L, T, O}, jossa dimensiokuvaus on eri kuin mekanii-
kan tavallisessa perussuurejirjestelméssi {M, L, T'}. Esimerkiksi eldimen ruumiin-
ldmpétilan 6, dimensio on [0.] = © = MYLOT°O!, liike-energian Ej, dimensio on
yhi [Er] = M'L?*T~2 ja tehon [P] = M!L?T~3. Limmdnjohtavuuskertoimen k di-
mensio ndhdaéin sen SI-yksikdstd W/ Km: [k] = [P]/[0.][l] = M'L'T—30~!. Niiden
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suureiden dimensiomatriisi on

A|M L T © 00 o 1
g |00 0 1 L9 9 o
Byl 1 2 =2 0 eli A=

12 -3 0
Pl1 2 -3 0 L1 s
k|11 -3 -1

Jos oletetaan, ettd liike- ja limpdenergia eivit muutu toisikseen, niin silloin
perussuureita on perdti viisi, ja perussuurejarjestelmé on {M, L,T,©,Q}, missd Q
vastaa ldmpdenergiaa. Silloin dimensiokuvaus on jilleen toinen kuin edelld, ja on
tunnistettava kahdenlaista tehoa: mekaanista tehoa P, = dE},/dt ja lammitystehoa
P, = dQ/dt. Suureiden 6., Ei, Py, P; ja k dimensiomatriisiksi A tulee

A /M L T © @ o o 0 10
0 o o 0 1 0
1 2 -2 00
E,] 1 2 -2 0 0 .
eli A= 1 2 -3 00
Pl 1 2 -3 0 0
o 0 -1 01
P, 0o 0 -1 0 1 0 -1 -1 -1 1
k 0o -1 -1 -1 1
silld 1ammonjohtumislain nojalla
(6]

[P:] = [K] [12]7]-

2.4.1 Perussuurejirjestelmisti toiseen siirtyminen

Tarkastellaan mekaniikkaa kahden eri perussuurejirjestelmin kannalta; ne olkoot
{M, L,T} ja {F, L, T}. Dimensiokuvaus riippuu kiytetystd perussuurejirjestelmas-
ta, joten suureen S dimensiolle on kaksi eri dimensiokuvausta, [-]as ja [|r. Perus-
suureiden M, L ja T dimensiomatriisi perussuureiden {F, L, T} suhteen on 7,

T|F L T

1 -1 2
ML =12 0 7o 1 0],
Llo 1 0 O
T o o0 1

silla [M]p = [F/glr = [Flr/lglr = F/LT~? = F'L7'T?. Olkoon suureen S di-
mensio perussuurejirjestelmiissi {M, L, T} M LT o = (a1,a2,a3) € R3.
Lasketaan sen dimensio perussuurejirjestelméssa {F, L, T'}:

(Sl = (M Lo2T%5]p = (Mg (LTI = (FL- T2 oa7es
— Foa—aitazpaitas Fa/lLa/?Taé,

missd matriisien avulla kirjoitettuna

o =(of oy ay)=aT.

Sovelletaan 16ydettyd muunnoskaavaa liike-energiaan Fj, jonka dimensio pe-
russuurejérjestelméiissi {M, L, T} on [Ey|y = M'L2T~2 eli a = (1,2, —2). Matrii-
sien kertolasku antaa

1 -1 2
o/=aT=(122)l0 10 |=(110),
0 01

joten [Ey]p = F1L?*TY. Sama tulos saadaan vaatimalla, etti liike-energia on jonkin
voiman tekemi tyd jollakin matkalla eli Ej, = fé F(z)dz.

13



Dimensiomatriisia 7 voidaan pitda siirtymamatriisina yhdestd perussuure-
jarjestelmistd toiseen. T&ltd osin perussuurejirjestelmé on analoginen kannan k-
sitteelle lineaarialgebrassa. Edelld lisdsimme perussuureiden joukkoon uuden pe-
russuureen olettamalla, ettd mekaaninen ja ldmpdenergia eivit muutu toisikseen.
Silloin siirtymamatriisi ei vastaa bijektiivistad lineaarikuvausta eiki téllainen siirty-
minen yhdest3 perussuurejirjestelmésti toiseen ole analoginen kannanvaihdolle”.

Tarkastellaan seuraavaksi suureita X, Xo, ..., X, perussuurejirjestelmésss
{My,..., M}, jossa niiden dimensiomatriisi olkoon A. Toinen perussuurejérjestel-
mé olkoon {Ni,...,N,}. Perussuureiden Mj,..., M, dimensiomatriisi 7 perus-
suureiden Ny, ..., N, suhteen osoittautuu jélleen siirtym&matriisiksi:

A = AT, (2.11)

missé A’ on suureiden X, ..., X,, dimensiomatriisi perussuureiden Ny, ..., N, suh-
teen.

2.4.2 Dimensiohomogeenisuuden periaate

Dimensiohomogeenisuuden periaate sanoo, ettd mittalukuyhtidlén muoto ei muutu,

vaikka perussuureita My, ..., M,, vastaavat yksikt muutetaan A; _kertaisiksi, \; >
0,i=1,...,m. Jos siis suureet X1,..., X, sitoo yhtalo
f(Xq,...,X,) =0, (2.12)

ja dimensiomatriisi on (a;;), niin
f( 1% I Ajm‘xn) = 0 kaikilla (A,..., Ap) € R
j=1 j=1

Dimensiohomogeenisuuden periaate muistuttaa Einsteinin suhteellisuuspe-
riaatteita: luonnonlakien muotojen on oltava invariantteja yksikonmuutosten suh-
teen. Ilmi6 ei saa riippua mielivaltaisista yksikdista. Oletetaan, ettd kaavasta (2.12)
voidaan ratkaista ensimméinen suure. Jollakin kuvauksella F :11%7}:1 — R on siis
voimassa

X1 =F(Xy,...,X,).

Yksikoiden muutoksen jalkeenkin on oltava niin, ettd suure X; kasvaa, kun X5 kas-
vaa, jos niin oli alkuperéisissikin yksikoissd. Samoin X;:n muutosnopeuden Xs:n
suhteen tdytyy olla samaan suuntaan kasvava ennen ja jilkeen yksikéiden vaihdok-
sen, silld myds se on suure®. Niin jokaisen kuvauksen F osittaisderivaatan tulee
kiyttaytyd. Viimeistddn tdmi huomio tehnee dimensiohomogeenisuuden periaat-
teen uskottavaksi.?

Dimensiohomogeenisuuden periaatteen mukaan yhtdlon eri puolilla olevien
suureiden dimensioiden on oltava samat'®. Siten yhteen saa laskea vain suureita,
joilla on sama dimensio. Samoin transsendenttisten funktioiden!! muuttujien on
oltava dimensiottomia, silld noiden funktioiden potenssisarjat on padttyméttomis'2.
Taméan vuoksi esimerkiksi luonnollisesti kasvavan puun massan lausekkeessa

m(t) =moe®t, t >0,

7. Kéaanteinen toimitus, missd vihennetddn perussuureita, vastaa lineaarialgebrassa projektiota.
8. Yksinkertaisuuden vuoksi on oletettu suureiden mittalukujen olevan positiivisia. Reaaliarvois-
ten mittalukujen ottaminen mukaan kiy esimerkiksi niin, ettd tarkastellaan niiden positiivi- ja
negatiiviosia ja sallitaan mittaluvun nolla-arvot.

9. Pohdi tapausta, jossa F' on yhden muuttujan kuvaus.

10. Olkoon voimassa dimensiohomogeenisesti eldimen pituudelle [ ja sen elinajan pituudelle ¢,
Il —te = 0. Vaihdetaan pituuden mittayksikko 1/i-kertaiseksi ja ajan 1/2t.-kertaiseksi, jolloin
seuraa 1 = 2.

11. Niitd ovat esimerkiksi sin, cos, tan, arcsin, eksponenttifunktio, In,....

12. ... jolloin ne sisdltévét ainakin kaksi termid. Silloin muuttujan kahden eri potenssin dimen-
sioiden on oltava sama. Se onnistuu vain, jos muuttuja on dimensioton.
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tiytyy olla [a] = T~

Huomattava maédrd mittausaineistoa esitetdin vastoin dimensiohomogeeni-
suuden periaatetta muodossa y = f(x), miss esimerkiksi y on ampiaispesien maira
nelidkilometrin koealalla, « on edellisen kesén sadem&érd millimetreissd ja f(x) =
22 /2. Téllsin yht#lén vasemman puolen dimensio on L~2, oikean L2. Dimensioho-
mogeenisuuden periaate sallii vain riippuvuuden f(r) = 1/22. Esitykset y = f(z)
voidaan kuitenkin korjata kiyttdmalla dimensioisia vakioita. Kaavan y = f(x) sijas-
ta tulee kirjoittaa y/A = f(x/d), missé esimerkiksi A = 1km? ja d = 1 m. T&llgin
kuvaus f: R, — R saa olla millainen hyvénsi, silld sen muuttuja on dimensioton.

2.5 Buckinghamin 7-teoreema

Olkoot My, ..., M,, perussuureita ja X1i,..., X, suureita, joiden dimensiomatriisi
on A = (a;j). Joukko (X7,...,X,) on n-ulotteinen vektoriavaruus lauseen 2.3.3
kohdan 3 kaavoja vastaavien laskutoimitusten suhteen. Sen osajoukko {Pi,..., P}
on lineaarisesti risppumaton, jos ja vain jos

P
[P =1 M, eR= M =Xd=...=),=0. (2.13)

i=1

Dimensioanalyysissi dimensiottomat potenssitulot ovat tarkeitd. Lauseen 2.3.3 mu-

kaan potenssitulo [[7_, X, k = (ki,...,k,) € R", on dimensioton, jos ja vain
jos
n n n m m Zn kiais
_ ki| _ ki __ aijki j=1 27
1= | TTxF) =TTl = TT T ag™ = T s,
i=1 i=1 i=1j=1 j=1

Tam3i toteutuu tasmalleen silloin, kun matriisitulo

kA = (f: klali) ~0. (2.14)

Huomaa, etté suureiden lineaarisen riippumattomuuden késite ei tarvitse dimensio-
ta eikl perussuureita. Lineaarialgebrasta tiedetddn, etta lineaarikuvauksen AR —
R™, k — kA ydin'® on (n — r)-ulotteinen vektoriavaruus, missi 7 on matriisin A
aste (eli sen suurimman kiantyvén neliomaisen alimatriisin rivien mééra eli lineaari-
sesti riippumattomien rivivektoreiden méira eli lineaarisesti riippumattomien sara-
kevektoreiden méaard). Titen suureista X1, ..., X, voidaan muodostaa p = n—r kpl
lineaarisesti riippumattomia dimensiottomia potenssituloja 1, ..., m,. Ne eivit ole
yksikiisitteisid: mikii hyviinsi lineaarikuvauksen A ytimen kanta kelpaa antamaan
noiden potenssitulojen eksponentit.
Esitetddn dimensioanalyysin tirkein lause.

2.5.1 Lause. (Buckinghamin n-teoreema) Olkoot M, ..., M,, teorian perus-
suureita ja X1, ..., X, suureita siten, ettd dimensiokuvaus ] on mddritelty joukos-
sa (X1,...,X,). Merkitidn r:lld dimensiomatriisin astetta ja olkoon R} — R.
Tdlloin on olemassa p = n — r kpl lineaarisesti risppumatonta dimensiotonta po-
tenssituloa m,..., 7, jo kuvaus F :lRﬁ — R siten etta suureet Xq,...,X, sitoo
dimensiohomogeeninen yhtdalé

f(Xq,...,X,)=0 (2.15)
tasmalleen silloin, kun

F(mi,...,mp) =0. (2.16)
Jos v =n ja (2.15) on dimensiohomogeeninen, eivit suureet X1, ..., X, riipu toi-
sistaan. Jos r < n, f(-,Xa,...,X,) on injektio ja X1 esiintyy potenssitulossa w1,

nign F(-,mg, ..., mp) on injektio.

13. Eli joukko {y € R" | yA = 0}.
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2.5.2 Huomautus. Se, etti kuvaus F' on ensimmdisen muuttujansa suhteen injek-
tio, on yhtapitivid sen kanssa, etti m1 voidaan ratkaista muiden dimensiottomien
potenssitulojen funktiona eli T = F(mo, ..., mp).

Jos nimittdin kuvaus g: ]R%r — R on injektio ensimmaiisen muuttujansa suhteen ja
jokaisella y € R pétee g(z,,y) = 0 jollakin z, € Ry, niin x, on yksikisitteinen.
Se on siis kuvauksen Ry — R, y — z, arvo. Jos taas ¢ = §(y), §: R4 — R4, niin
asetetaan g(z1,2z2) = 21 — g(z2). Se on ensimmaiisen muuttujansa suhteen injektio

jag(z,y) =0.

2.5.3 Esimerkki. Sovelletaan Buckinghamin r-teoreemaa yksinkertaiseen heilu-
riin. Perussuureet ovat siis M, L ja T ja relevanteiksi otaksutut suureet P, [, m
ja g, jotka sitoo dimensiohomogeeninen yht&lo f(P,m,!,g) = 0, missd kuvaus f on
injektio ensimmaisen muuttujansa suhteen. Muodostetaan dimensiomatriisi A:

AlM L T 00 1
Pl 0O 0 1 10 0
m| 1 0 0 ei A=

01 0
l 0 1 0 0 1 -9
g 0 1 -2

Dimensiomatriisin aste » = 3 ja toisaalta n = 4, joten Buckinghamin 7-teoreeman
nojalla on olemassa tasan yksi'# dimensioton potenssitulo 7; siten, ett jirjestelmai
kuvaa yht#ld F(m) = 0. Koska F injektiona ei ole vakio, niin 71 = C?, missd C > 0
on jokin vakio. Potenssitulon

4
m = [[ X = PRrmbaiks ghs
i=1

eksponentit k; ratkaistaan yhtdlostd kA = 0 eli A'k* = 0 (¢ niin kuin transpoosi).
Siis

ko =0
ks +ks =0
k1 —2ks =0.

Ratkaisut ovat k& = (2X,0,—\, A), A € R, joista valitaan k& = (2,0,—1,1). Siten
saadaan jalleen yksinkertaisen heilurin heilahdusajaksi

p=c/t
g

2.5.4 Esimerkki. Tarkastellaan seuraavaksi taloustieteellistd ongelmaa. Valmisbe-
tonitehtailija olettaa, ettd betonin menekki V (kuutiometri/vrk) riippuu vain beto-
nin yksikk6hinnasta p (euro/kuutiometri), asuntolainojen korosta r (1/vuosi), paik-
kakunnan rakentamattomien tonttien pinta-alasta A, (hehtaari) ja sen asukkaiden
kokonaistuloista S (euro/kuukausi). Siis V = f(p,r, Ao, S).

Kaytetadn perussuurejirjestelmdd {L, T, R}, missd R vastaa rahaa. Dimen-
siomatriisi on

A| L T R

V|3 -1 0 3 L0
s o0 1 -3 01
o i A=| 0 -1 0
r 0O -1 0 9 0 0
Aol 2 0 0 0 1 1
S| 0 -1 1

14. Mikd hyvéansd tulon 71 potenssi kelpaa myGs, mutta ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta
dimensiotonta potenssituloa.
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Siind on viisi rivid ja sen aste on kolme, joten lineaarisesti riippumattomia potens-
situloja saadaan kaksi. Yhtdlon kA = 0 kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua
on esimerkiksi k¥ = (1,1,0,0,—1) ja k = (0,1,1,3/2,—1), joten kaksi lineaarisesti
riippumatonta dimensiotonta potenssituloa on

- _@ o _p’l"Ag/Q
1—5, J 2 = S

Buckinghamin 7-teoreeman nojalla pétee, ettd m; on jokin funktio ¢: Ry — R4
potenssitulosta 7, jolloin

v S prAg/ 2
p ¢( S )
Dimensioanalyysilla ei pdise tdmén pidemmalle, mutta paljastui sentéan, ettd tun-
temattoman neljin muuttujan funktion f sijasta riittda kokeellisesti m&aratd vain
yhden muuttujan kuvaus ¢.

Oletetaan, ettd betonin menekki ei riipu vapaan rakennusmaan pinta-alasta
Ap (sitd on yllin kyllin). Talldin suureita yksi vihemmén, mutta dimensiomatriisin
aste on yhé kolme:

(2.17)

A | L T R 3 _1 0
14 3 -1 0 3 0 1
p | -3 0 1 ei A= 0 -1 0
T 0 -1 0 0 -1 1
S 0o -1 1

Siten saadaan saadaan vain yksi 7-luku 1. Yksi yhtélon kA = 0 ratkaisu on k =
(1,1,0,—1), joten m; = VpS~—!. Se voidaan varsin helposti 15ytéid myds suoraan
dimensiomatriisia katsomalla. Buckinghamin n-teoreeman nojalla m; on yhtdsuuri

kuin vakio C' € R, jolloin
. S
V=C-.
p
Tulos on sikili uskottava, ettd tuotteen menekki kasvaa, jos sen ostajien kiytetta-
vissd oleva rahamiird kasvaa tai jos sen hinta laskee. Sama pitee myos yhtdlon

(2.17) mukaan pitkin kiyrid, jolla 7o on vakio.

2.5.5 Esimerkki. Tehtailija'® pohtii, miten paljon hiin tarvitsee tydvoimaa aikayk-
sikkdd kohti. Merkitddn titd suuretta N. Perussuureet ovat R, R,, Ry, R. ja T.
Niistd R vastaa rahaa ja sen mittayksikk6 on euro, R, vastaa tehtyd tyGtad (mies-
tyOtunti), Ry vastaa tehtaaseen sijoitettua kiintedd padomaa (laitteet, rakennuk-
set), R. vastaa tuotetta (pyykkipoika) ja T vastaa aikaa (tunti). Tehtailija arvioi,
ettd tyovoiman tarve riippuu vain palkkatasosta w, jonka dimensio [w] = RR; !,
tuotteen yksikkohinnasta p, [p] = RR. !, kiintefistii pafiomasta K, [K] = Ry ja
tuotantotekniikan indeksistd c,,, joka esiintyy yht#lossa

u=co N°K'™® o €]0,1],
missd u on tuotantovauhti, [u] = R.T ', ja N on tydllistdminen, [N] = R, T .
Tehtailija olettaa, ettd yhtalo
f(N7w7pacha) =0

on dimensiohomogeeninen ja kuvaus f on ensimméiisen muuttujansa suhteen injek-
tio. Muodostetaan jalleen dimensiomatriisi A:

A|R R, Ry, R, T
N|O0 1 0 0 -1
w |1 -1 0 0 0
p 1 0 0 -1 0
K|0 0 1 0 0
| 0 —a a—1 1 a«a-1

15. Frits J. de Jong, Dimensional analysis for economists, North Holland, Amsterdam 1967, ss.
56-59.
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Koska n = 5 ja dimensiomatriisin aste on 4, on olemassa vain yksi dimensioton
potenssitulo 71, ja pitee F(71) = 0 eli 1 = C, missé C' > 0 on vakio. Ratkaisemalla
yhtdlé kA = 0 saadaan

N( w )1/(1*a)

pca)l/(lfa)
m = —=(— .
PCa

—Celi N =CK (%2
w
Tyo6voiman kysynnilla on siis ominaisuudet
N x K; N — 0, kun £—>0;N—>oo7 kun £ = co.
w w

Koko kansantalouteen sovellettuna tama tulos nayttdist osoittavan, etta investoinnit
tuotantolaitoksiin ja palkkatason lasku vdhentavit tehokkaasti tyottomyytta.

Olisi voitu kiyttas vain kahta perussuuretta: R ja 7. Silloin olisi samastettu
dimensioltaan nelji eri arvosuuretta R, R,, R. ja Ry. Siind tapauksessa dimensiot-
tomia potenssituloja olisi saatu ainakin kolme, ja niin olisi saatu epdméaariisempi
tulos

F(7T1,7T2,7T3) =0.

Taméan vuoksi kannattaa kiyttdsd mahdollisimman monta eri perussuuretta.

Biologian tai talouden ongelmissa on usein mahdollista tunnistaa useampaa
lajia aikaa: mekaaninen (sekunti), biologinen (sydamenlyonti), psykologinen. Seu-
raavassa esimerkissd tunnistetaan kahta eri lajin pituutta: luotisuoran suuntainen
ja sitd vastaan kohtisuora pituus.

2.5.6 Esimerkki. Kapillaari-ilmié. Olkoon pystysuoran ohuen putken side r ja
upotettakoon sen pda nesteeseen, jonka tiheys on p ja pintajénnitys . Halutaan
ratkaista nestepinnan nousukorkeus h painovoimakentfissi, jossa vapaan putoamis-
liikkeen kiihtyvyys on g. Dimensiomatriisi on

AM L T
h|0 1 0
r |0 1 0
p|l 1 =3 0
vy 1 0 =2
gl 0 1 =2

Buckinghamin 7-teoreeman avulla saadaan (harjoitustehtival), etta
2
h=ro(=L2),
Y

missd ¢: R4+ — R4 on tuntematon funktio.

Tarkastellaan tilanteen geometriaa hieman huolellisemmin. Jaetaan pituus
pystysuoraan ja vaakasuoraan komponenttiin Z ja R. Nyt h ja g vaikuttavat Z-
suunnassa, p on taas symmetrinen joka suunnassa ja r vaikuttaa R-suunnassa. Mi-
td taas pintajannitykseen «y tulee, se miaritelld&in voimana pinnan tangentin suun-
taiseen tasoon kuuluvaa pituusyksikkos kohti, joten sen dimensio on M ZT2R~1.
Dimensiomatriisi on nyt

AlM R Z T
h|10 O 1 0
r| 0 1 0 0
pl1 =2 -1 o0
N1 1 =2
gl 0 O 1 -2
Buckinghamin m-teoreeman avulla saadaan (harjoitustehtavil), etta
h=0c-,
gpr

missd C' > 0 on jokin vakio.
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2.5.1 Buckinghamin 7-teoreeman todistus.

Lauseen 2.6 nojalla suureet X1,..., X, ja My,..., M,, muodostavat n- ja m-ulot-
teiset vektoriavaruudet

<X1,...,Xn>={Xil1-'-Xs" |a1,...,an€]R},
(My, ..., M) ={M> ..M | by,... b, € R}

Lisdksi dimensiokuvaus
[]: (X1,..., X)) — (Mq, ..., M,)
on lineaarinen, joten dimensiolauseen'® nojalla
dim (X1,...,X,) = dim N([-]) + dim R([-]),
missd N([-]) on dimensiokuvauksen ydin ja R([:]) on sen arvojoukko,

N(H) = {X € <X15 s 7X77«> | [X] = l}a
R([]) ={IX]| X € (X3,..., Xn)}.
Olkoon A suureiden X1, ..., X, dimensiomatriisi perussuureiden M, ..., M,, suh-
teen. Koska sen aste on r, niin siind on r lineaarisesti riippumatonta rivié ja siten
dim R([]) = r. Koska dim (X1, ..., X,) = n, niin dimensiottomia lineaarisesti riip-
pumattomia potenssituloja on p = n — r kappaletta.
Olkoon r < n. Numeroidaan Xi,...,X, ja My,..., M,, uudestaan siten,

ettd dimensiomatriisi on
A A
A= (a;;) =
(@) <A21 A,

misséd A, on r X r-matriisi, jonka determinantti eroaa nollasta. Johdetaan suureista

X1,..., X, uudet suureet X1, ..., X,, potenssituloina:

X = xu* i=1,....n, (2.18)

k=1
ja merkitdan
_ [ Bi1 B

B = (b;j) = ( By, B. |- (2.19)
Kuvaus L: (X1, e , Xn) — (X4, ... ,Xn>~ on lineaarinen ja sen matriisi on B. Suu-
reiden X1, ..., X,, dimensiomatriisi on A: = BA, sillj

~ n m n . m " b
X = [Tt =TT [T a0 = HMJZ’“=1 YT i=1,n.
k=1 j=1k=1 j=1
Merkitéén p x p-yksikkomatriisia I, ja valitaan
Bi1 =1, Bio=—A12A; ', By =0, B, = A"

Silloin det B = 1/det A, # 0, joten kuvaus L on bijektio. Edelleen!”

~ - I, —Ap AL A A
A= (aij) = ( 6) 1;2_1r ) ( A; Alf >
A - AR AT Ay A —ApATTA (A 0
B A;1A21 A;lAr N 12121 I, .

16. Ks. Vektorit ja matriisit -kurssi. Luku & € IN on vektoriavaruuden V dimensio, jos ja vain jos
on olemassa lineaarisesti riippumattomat vektorit e1,..., e siten, ettd V = (e1,...,ex).

17. Totea oikeaksi kdytetty matriisien laskusddntd, ettd tulomatriisi saadaan laskemalla tekijdi-
densi alimatriiseja kuin ne olisivat matriisin alkioita.
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Koska kuvaus L on bijektio ja matriisin A aste on r, niin on oltava, etta A =0,
silla muuten matriisin A aste olisi suurempi kuin r. Kuvauksen L kianteiskuvauksen
L~ matriisi on C: = B~ 1,

_ —1
c:(cij):<% Bé{?r );(% ‘22).

Maéritelldan kuvaus

PR =R, f(%, 0 %) = 7(TT X T %)
k=1 k=1

Koska X1,..., X, toteuttavat kaavat (2.18)-(2.19) ja f(X1,...,X,) = 0, niin
f(Xq,...,X,) =0.

Jos perussuureen M; mittayksikdt muutetaan )\j_l—ker‘caiseksi, j=1...,m,
niin suureiden X; mittaluvut muuttuvat ]}, )\Zj *-kertaisiksi. Suureiden X; mit-
taluvut muuttuvat [[,-, \}’*-kertaisiksi. Siten yhtélon f(Xi,...,X,) = 0 dimen-
siohomogeenisuudesta seuraa, ettd yhtald f (X' Tseeos Xn) = 0 on dimensiohomogee-

ninen. Siksi pétee, etté
F(X1, o X A ri1 X pi 15+ Am X)) = 0 kaikilla Ay, ..., Ay € Ry

Valitaan /\m—r+1 = 1/Xp+1, .. .,)\m = 1/Xn ja merkitdin T = Xl, cey, Tp = Xp,
jolloin ~

flm, ... mp,1,...,1)=0.

Asetetaan F' = f(, .oy 1,000, 1). Jos f on injektio ensimma&isen muuttujansa suh-
teen, myos F' on sellainen.
Olkoon r = n. Lisddmalld perussuureita, joista suureet Xi,..., X, eivit

riipu, voidaan olettaa, ettd n = m. Y14 oleva paittely kiy silla erolla, ettd A, = A,
dim N([-]) = 0 ja [X;] # 1 kaikilla j = 1,...,n. Saadaan, ettd

fOuX1, ..., A X,) = 0 kaikilla Ap,..., A\, € Ry,

misti seuraa, ettd f on vakio, jolloin myds f on vakio ja niin suureet Xi,..., X,
eivdt riipu toisistaan.

Buckinghamin 7-teoreema'® on nyt todistettu. Sille on lukuisia muita todis-
tuksia, joista mainittakoon lyhyt ja abstrakti Erkki Laitisen todistus'®, joka perus-
tuu dualiteetin kisitteeseen, ja Stanley Corrsinin geometrinen todistus (1950).

8

2.6 Dimensioanalyysikone

Buckingahamin 7-teoreeman soveltaminen eli dimensioanalyysin tekeminen on suo-
raviivaista laskemista: kun oleelliset suureet on valittu ja niiden dimensiot on sel-
vitetty, on kyse linearisen yhtiloryhméan ratkaisemisesta, joka on omiaan annetta-
vaksi tietokoneohjelman tehtavéksi. Sithen on kiytettdvissd Tuula Ripatin laatima
Dimensioanalyysikone-niminen ohjelma, joka on kiyttoohjeineen sivulla
http://www.math.jyu.fi/"vmho/Dimensioanalyysikone/dimensioanalyysi.html

Ohjelmalle voidaan antaa dimensiomatriisi, jolloin ohjelma laskee siitd -
luvut. Ohjelmassa on my0s valmiina eri aloilla esiintyvid suureita, joista voidaan
valita tarkasteltavat suureet, jolloin ohjelma muodostaa dimensiomatriisin ja laskee
m-luvut. Jos aiheesta on olemassa vakiintuneita m-lukuja (esimerkiksi virtausme-
kaniikassa Reynoldsin luku), ohjelma valitsee m-luvuksi vakiintuneen 7-luvun aina,
kun se on mahdollista. Voidaan myds lisatd ja tallentaa omia suureluetteloita halu-
tuista aiheista sekd muokata perussuurejirjestelmia.

18. E. Buckingham, Phys. Rev. 4, 345 (1914).
19. Arkhimedes, 2/1985, ss. 117-119.
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Ohjelmasta on olemassa kaksi versiota, jotka molemmat 16ytyvit ohjelman
sivulta. Taydellisen version saa kiyttdon tallentamalla ohjelman omalle koneelle. Li-
siksi ohjelmasta on selaimessa toimiva versio, josta omien suureiden tallentaminen
puuttuu. Ohjelman asentaminen ja ajaminen on toteutettu Java-ohjelmointikielells.
Ohjelman ajamiseksi tarvitaan uudehko versio Java Runtime Environment-ohjel-
mistosta?’. Selaimessa toimivan version ajamiseksi selaimessa on oltava Java Plug
In ja liséksi Java laitettuna péille. Java Plug In tulee JRE:n version 1.4.2 mukana,
jonka voi ladata ja asentaa ohjelman sivulta 16ytyvéasta linkistd. Dimensioanalyysi-
kone toimii ainakin seuraavilla selaimilla: IE 6.0, Netscape 7.0, Mozilla 1.3, Opera.

2.7 Pienoismalleista

Lentokoneiden, laivojen, satamalaitteiden ja muun sellaisen rakentaminen on niin
kallista, ettd suunnitelmien toimivuus on syytd testata pienoismallein ennenkuin
ryhdytdan rakentamaan taysimittaista prototyyppid. Mutta miten saada mallikoe
vastaamaan todellista tilannetta? Tassd tarvitaan dimensioanalyysia.

Dimensioanalyysin kiytto mallikokeessa perustuu yksikonmuutosinvarians-
siin, mutta nyt sitd kdytetddn nurin péin: annetaan yksikdiden olla rauhassa, mutta
muutetaan tilanteeseen liittyvid mittalukuja eli rakennetaan pienoismalli. Jotta sa-
mat lait patisivat sekd pienoismallille ettd prototyypille, tulee tilanteeseen liittyvien
dimensiottomien lineaarisesti riippumattomien potenssitulojen eli 7-lukujen saada
samat arvot niin pienoismallille kuin prototyypille.

Selvitetddnpa asiaa esimerkillé. Yksinkertaisen heilurin heilahdusaika P riip-
puu vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyydestd g ja langan pituudesta [. Dimensio-
analyysi antaa tismélleen yhden m-luvun, joka on m = P?2g/l. Jos rakennetaan
malliheiluri, patee prototyypille

3

(0) = (B9) ay Paom Bt
L /p I /m Im, Iy
missé p ja m viittaavat prototyyppiin ja malliin. Jos tarkastellaan vain maapallolla
olevia heilureita, niin g, = g,,, ja

Py _ B
b 1y

Jos nyt mitataan yhden heilurin —pienoismallin— pituus ja heilahdusaika, voidaan
laskea prototyypin heilahdusaika sen pituudesta.

Todellisissa mallikokeissa tilanne on monimutkaisempi, silla yleensa n-lukuja
on useita ja niiden kaikkien sovittaminen samoiksi mallille ja prototyypille on han-
kalaa ja usein taloudellisesti tai fysikaalisesti mahdotonta. Tarkastellaan laivan run-
koon kohdistuvaa vastusvoimaa f, jonka oletetaan riippuvan vain laivan nopeudesta
v, laivan tyypillisestd mitasta d (pituudesta tai leveydestd), laivan syviyksestd h,
vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyydesta g, veden tiheydestd p ja veden kinemaatti-
sesta viskositeettikertoimesta?! v. Siis

f = (b(vada hvgapvl/)‘

Dimensioanalyysi antaa 7 — 3 = 4 w-lukua, joiksi valitaan Reynoldsin luku Re =
vd/v, Frouden luku v?/gd, luku d/h ja luku f/(pv?hd), joka on verrannollinen

20. Ohjelma toimii ainakin JRE:n versiolla 1.4.0 ja 1.4.2. Ohjelman sivun alalaidasta 10ytyva zip-
paketti da.zip tulee tallentaa omalle koneelle ja purkaa johonkin hakemistoon. Hakemistoon pitaisi
nyt ilmestyd jar-paketti da.jar sekd hakemisto data . Kun JRE on asennettu, ohjelma kdynnistyy
antamalla hakemistossa komento java -jar da.jar . Uusimmissa Windows-kiyttdjirjestelmissi (ai-
nakin 2000 ja XP) ohjelma kiynnistyy my6s kaksoisklikkaamalla da.jar -kuvaketta.

21. Kinemaattinen viskositeettikerroin on (dynaaminen) viskositeettikerroin p jaettuna nesteen
tiheydelld, v = u1/p, ks. harjoitus 17. Sen dimensio perusuurejirjestelméssa {M, L, T} on L2T—1.
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vastuskertoimeen Cy = f/(PsA), missi Py = pv®/2 on ns. patopaine ja A on
laivan poikkipinta-ala. Nyt siis

Cy = Y(Re, Fr,d/h),

missé ¢: RY — R.

Jos halutaan maarittdd prototyypin vastuskerroin pienoismallin avulla, on
niiden kummankin 7-lukujen saatava samat arvot. Luku d/h on sama kummallekin,
jos ne ovat samanmuotoisia eli geometrisesti similaareja. Jos mallikokeet tehdain
maapallolla (mikd on kustannussyista luultavaa), niin g,, = g, Vaatimuksesta, etti
Frouden luvut ovat samat, seuraa ehto

(Z—’Z)Q - ‘fl—’:. (2.20)

Siitd, ettd Reynoldsin lukujen on oltava samat, seuraa puolestaan ehto

Um _ Vi dp (2.21)
vy Vp dm '

Heti n&hddsn, ettd mikili mallikoe tehddsn vedessd, jolloin v,, = v,, on ehtoja
(2.20) ja (2.21) mahdotonta saada toteutumaan, ellei mallista tehdd prototyypin
kokoista. Entd jos mallia uitettaisiin jossakin muussa nesteessia? Ratkaistaan visko-
siteettikertoimien suhde yhtaldistd (2.20) ja (2.21), jolloin

0 (2.22)

Vin ( dm, ) 3/2
Vp '
Veden kinemaattinen viskositeettikerroin lampdtilassa 10 C° ja normaalipaineessa

on 1,5-107% m? /s, elohopean normaalipaineessa ja limpétilassa 100 C° on 1,0-10~7
m? /s, joten niilld nesteills

d

d—: - (”—’”)2/3 ~0,16.

Vp

Nain 300-metrisen laivan pienoismallina tulisi uittaa 50-metristd alusta elohopea-
péatsissid. Kaytannossd taloudellisesti mahdotonta, mutta ongelma voidaan kiertda
jakamalla vastusvoima kahteen osaan, Reynoldsin luvusta?? riippuvaan virtausvas-
tukseen, joka osataan kisitelld teoreettisesti ns. rajapintateorian avulla, ja Frouden
luvusta riippuvaan aaltovastukseen, jota voidaan tutkia pienoismallikokeilla, joissa
nesteeksi kelpaa halpa ja myrkyton vesi.

Edellisessé, tarkastelussa vaadittiin, ettd 7w-lukujen tulee olla samat seki, pro-
totyypille, ettd mallille. Aina voidaan siirtyd kdyhempéén perussuurejirjestelmain,
jolloin m-lukujen mé#ara kasvaa. Ndin kivi nesteen nousukorkeuden tarkastelussa
perussuurejarjestelmissd {M, R, Z, T} ja {M, L, T}. Kuitenkin 7-lukujen 71, ..., 7,
samuutta tulee vaatia vain, jos yht&lossa

F(T(l,...,ﬂ'p):O

kuvaus F' on (paikallisesti) injektio jokaisen muuttujansa suhteen. Buckinghamin
m-teoreeman todistuksesta ndhdddn, ettd néin on, jos kuvaus f yhtdlossi

F(X1,.., X)) =0

on p:n ensimméisen muuttujansa suhteen injektio ja suureiden X,,q,..., X, di-
mensiomatriisin aste on n — p.

22. Reynoldsin ja Frouden luvut esitellidn seuraavassa jaksossa.
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2.8 Joitakin vakiintuneita m-lukuja

Dimensioanalyysissd periaatteessa kaikki dimensiottomat lineaarisesti riippumatto-
mat potenssitulot kelpaavat m-luvuiksi, mutta etenkin virtausmekaanisissa ongel-
missa joukko m-lukuja on niin vakiintuneita, ettd ne ovat saaneet oman nimen ja
ne on jarkevid valita 7-luvuiksi aina, kun se vain kiy péinsé. Silloin helpotetaan
—joskus jopa valtetddn kokonaan— yhtdlén kA = 0 ratkaisemista.

Reynoldsin luku Re liittyy p-tiheyksisen virteen liikkeeseen nopeudella v put-
kessa tai laveassa raossa, jonka paksuus on d;

Re— Pvd _vd

W v

missé 1 on virteen dynaaminen viskositeettikerroin ja v = u/p kinemaattinen vis-
kositeettikerroin. Reynoldsin luvun fysikaalinen merkitys ndhdaan lausekkeesta

pv2d? dynaaminen paine x pinta-ala hitausvoima,

Re = o'e .
© pv/d x d? & Jiskoottinen leikkausjénnitys X pinta-ala ~ kitkavoima

Niin Reynoldsin luku kuvaa kitka- ja hitausvoimien suhdetta virteessi. Empiirinen
lainalaisuus on, ettd virtaus on kerroksittaista eli laminaarista, kun likimain?® Re <
2300 ja pyorteisté eli turbulenttia, kun likimain Re > 2300.

Frouden luku Fr kuvaa hitaus- ja painovoiman suhdetta virteessi:

v2 X d2 hitausvoima
Fr= id
Vgd pgd3 painovoima
Machin luku M kuvaa hitausvoiman ja kaasun puristuvuuteen liittyvien voi-
mien suhdetta:

M="1= p—”;,
c pe
missé ¢ on ddnennopeus.
Lammonsiirtoilmididen tarkasteluissa kiytetddn usein perussuurejirjestel-
mid {M, L, T, H,©}, missi H on lampomaaran (energian) dimensio ja © 14mpoti-
lan dimensio. Tallin oletetaan, ettd lAmpo ei muutu mekaaniseksi energiaksi eiki
painvastoin. Dimensioanalyysi voi antaa m-luvuiksi Nusseltin luvun Nu, Prandtlin

luvun Pr tai Péclet’n luvun Pe,

vdcp

Nu= —, pr="%" ja Pe=
K

missd h on lampovirrantiheys ja x on ldmmodnjohtavuuskerroin, jotka esiintyvét
Fourier’n lammonjohtavuuslaissa
de
h=—Kk—;
dx
f on lampdtila, ¢ virteen ominaislampd, x paikkakoordinaatti, v virtauksen nopeus
ja p virteen tiheys.

2.9 Hwuomioita dimensioanalyysisti

Dimensioanalyysin teoriaa edelld luonnostellessa ei vaadittu suureilta mitattavuut-
ta: riitti ettd niilld on vain joitakin mitattavien suureiden ominaisuuksia. On ilmeis-
td, ettd dimensiohomogeenisuus ei rajoitu vain fysiikkaan, vaan dimensiohomogee-
nisia yhtdl6itd voidaan rakentaa minks tahansa inhimillisen tiedon piiriin kuuluvien
suureiden vilille, kunhan vain noiden suureiden dimensiot tunnetaan. Tehtailijae-
simerkissdmme yhtend suureena oli raha, joka on arvon mitta. Voisimme kuvitella

23. Raja ei ole tarkka eiki kiinted, vaan riippuu esimerkiksi putken tai raon muodosta.
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dimensioanalyysié sovellettavan muihinkin arvosuureisiin kuten kauneuteen, pyhyy-
teen. ..

Milld edellytyksilla sitten dimensioanalyysin antamat tulokset ovat tosia tai
kiyttokelpoisia? Dimensioanalyyttisen pdattelyn yleinen kulku on seuraava:

(1) Jarjestelmén oleelliset suureet ovat X1, ..., X, jotka sitoo
dimensiohomogeeninen yhtlo.

(2) Perussuurejarjestelméssd {Mi,..., M,,} suureen X; di-
mensio on [X;] =[], M“,i=1,...,n. (DA)

(3) Jarjestelmidd kuvaa yhtalo F(my,...,m,) = 0.

Kyseessd on tavallinen deduktiivinen paittely, jonka premissit ovat (1) ja (2): kun
on nihty ongelman kannalta oleelliset suureet, valittu perussuureet ja maéaritetty
oleellisten suureiden dimensiot valitussa perussuurejirjestelméssé, voidaan johto-
paatoksen (3) laskeminen jéttdd yksinkertaisen tietokoneohjelman tehtéavaksi. To-
dellinen vaikeus piilee premissien 10ytdmisessi: jos 1dhtokohdat ovat padttomi, ei
johtopéatokseltd pida odottaa sen enempdd. Tarvitaan hyva fyysikko, taloustietei-
lija ..., jonka intuitio ja kokemus opastavat hinet arvaamaan kohtuullisen hyvin
perussuureet ja oleelliset suureet dimensioineen.

Tehtailijaesimerkissd tarkasteltiin mikrotalouden ongelmaa ja tarjottiin sen
ratkaisua suoraan makrotalouteen: tyottdmyys voidaan poistaa sijoituksin tuotan-
tolaitoksiin ja laskemalla palkkoja. Makrotaloudessa kuitenkin palkkatason lasku
vahentdd kuluttajien ostovoimaa, miks puolestaan vihentdd tuotteen kysyntda, mi-
ki laskisi sen hintaa. Niin ollen tulos, joka pétee yhdelle tehtaalle, ei vilttdmé&tta
yleistykddn koko kansantalouteen kaikkine vuorovaikutuksineen ja takaisinkytken-
toineen.

Dimensioanalyysi ei ole salatiedettd, vaan oiva deduktiivinen menetelma teh-
da implisiittinen ndkemys eksplisiittiseksi.

2.10 Harjoitustehtivii

1. Viitetddn, ettd ns. isokenkiiset ajavat autoillaan vauhdikkaammin kuin pie-
nikenkiiset. “Todista” heiluriesimerkin yksikonmuutostarkastelulla, ettd se
ei voi pitdd paikkaansa. Oleta, ettd auton nopeus v (metri/sekunti) riippuu
polttoaineen kulutuksesta V (kuutiometri/sekunti) ja kuljettajan kengannu-
merosta, jota esittdd kengén pituus ! (metri). Mikd on johtopa#toksesi?

2. Totea maaritelmédn vedoten, ettd perussuureiden M, L,T kaikkien potens-
situlojen joukko

(M,L,T) = {M*L°T" | o, B,7 € R}

muodostaa vektorialiavaruuden lauseen 2.3.3 kohdan 3 laskutoimitusten suh-
teen eli siitd ei padse kertolaskulla tai potenssiin korottamalla pois.

3. M&irdd kappaleen potentiaalienergian F, ja siihen vaikuttavan voiman F'
dimensiot perussuurejérjestelmassd {M, L, T}, kun E, = mgh ja F = mg (h
on kappaleen korkeus maan pinnasta, m sen massa ja g = 9,81m/s?).

4. Maaraa kappaleen massan m, potentiaalienergian E, ja siihen vaikutta-
van voiman Fy dimensiot perussuurejérjestelméssa {F, L, T}, missd F vas-
taa voimaa. Massa on nyt johdettu suure, ja yhtdlostd F, = mg saadaan
m] = [F)/1).

5. Muodosta yksinkertaisen heilurin suureiden m, [, ¢ ja P dimensiomatriisi
perussuurejirjestelmassa {M, L, T'}.

6. Muodosta kappaleen sijainnin (korkeuden) h, nopeuden v, kiihtyvyyden g,
massan m, kokeman voiman F, = mg ja potentiaalienergian E, = mgh
dimensiomatriisi
(a) perussuurejirjestelméssa {M, L, T},
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(b) perussuurejirjestelméssi {F, L, T'}.

. Muodosta yksinkertaisen heilurin suureista m, [, g ja P potenssitulo

T = mo‘lﬂg'yP‘;,

ja miardd luvut a, 8,v,d € R siten, ettd m on dimensioton eli [m] = 1.

. Olkoot Mq,...,M,, ja N1,..., N, perussuureita ja 7 suureiden M, ..., M,,

dimensiomatriisi perussuurejirjestelméissd N, ..., N,. Perussuurejirjestel-
mid {Mi,...,Mp} ja {Ny,...,N,} sanotaan ekvivalenteiksi, jos ja vain
jos n = m ja det 7 # 0. Osoita, ettd mekaniikan perussuurejirjestelmat
{M,L,T} ja {F,L,T} ovat ekvivalentteja.

. Olkoon ! kosmonautin pituus, d kosmonautin paksuus, ¢ vapaan putoamis-

liikkeen kiihtyvyys ja P kosmonautin syddmenlyontien vili. Osoita, ettd nuo
suureet ovat lineaarisesti riippumattomia eli ettd pétee

1°dPg P’ =C, o,3,7,0 c R,C>0=a=0=~7=06=0.

Huomaa, ettd [,d, g, P ovat muuttujia, joille saat valita kaikki positiiviset
arvot.

Jatketaan edellistd tehtdviad. Oletetaan, ettd avaruuslennoille pddsevit vain
sellaiset oliot, joille [ = 6d. Totea, ettd silloin suureet [, d, g, P eivit ole lineaa-
risesti riippumattomia. Ovatko suureet d, g, P lineaarisesti riippumattomia,
entd [ ja d?

Tarkastellaan pitkin kaasukuplan nousua pystysuorassa olevassa nesteput-
kessa. Oletetaan, ettd neste ja kaasu ovat homogeenisia ja likimain kokoon-
puristumattomia ja ettd kitkalla (viskositeetilla) ei ole oleellista merkitysta.
Talloin on luonnollista otaksua, ettd kaasukuplan nousunopeus v riippuu
vain putken halkaisijasta d, vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyydestd g, kaa-
sun tiheydestd pj ja nesteen tiheydestd p,, eli

v = f(d,g,pr, pn)-

Maarid suureiden v, d, g, py, ja pr dimensiomatriisi perussuurejérjestelmésss
{M,L,T}.

Jatketaan edellistd tehtévai. Hae kaksi lineaarisesti riippumatonta potens-
situloa 71 ja m kiyttden yhtilod A’k? = 0. Ratkaise se Gaussin-Jordanin
menetelmilld?* ja pyri siihen, etts yhdessd dimensiottomassa potenssitulos-
sa on tekijd v ja toisessa sitd ei ole. Mitd Buckinghamin 7-teoreema antaa
kuplan nousunopeudeksi? Onko saamasi tulos uskottava?

Oletetaan, ettd auton nopeus v riippuu vain kuljettajan kengén koosta [,
auton polttoaineen kulutuksesta V, polttoaineen hinnasta p (euroa/litra)
ja kuljettajan tuloista s (euroa/kk). Siis v = f(I,V,p, s). Kéytd perussuu-
rejarjestelmdd {M, L, T, R}, missd R vastaa rahaa. Mairad Buckinghamin
m-teoreemalla lauseke auton nopeudelle.

Johda Buckinghamin 7-teoreemalla kapillaari-ilmion tarkastelussa esiintynyt
kaava nesteen nousukorkeudelle:

h:w(’"?g).

Jaetaan pituuden dimensio L kahteen komponenttiin R ja Z. Johda Buc-
kinghamin m-teoreemalla nesteen nousukorkeuden kaava

h=C-,
gpr
missd C' > 0 on vakio. Onko kaava uskottava? Mité on jatetty huomiotta
(katso tarkkaan nestepintaa juomalasissa l&helld lasin reunaa)? Onko tulos
silti uskottava tai kiyttokelpoinen? Onko kaava ristiriidassa edellisen tehté-
van kaavan kanssa?

24. Lineaarinen yht&léryhmi kirjoitetaan matriisiksi, jota muokataan rivioperaatioin kohti muo-
toa, jossa vasemmassa laidassa on yksikkOmatriisi.
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16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.

25.

Olkoot m X n- ja n X p-matriisisit

o v_ [ G G2 . oy [ Hin Hi
G=to)=(Gr G2 ) H=0u)= (1 4 ).

Osoita, etté

GH — Gi1Hi1 +Gi2Har GiiHig + GiaHao
Go1Hi1 4+ GooHo1 GoarHio 4 GoaHao

kunhan kaikki ylla esiintyvét alimatriisien tulot ja summat ovat maariteltyja.
Viskositeettikerroin p esiintyy yksiulotteisen kokoonpuristumattoman New-
tonin virteen liikeyht&lssa

v v dp N 0%v
AT A by
Por Tz T " ox Moa2

missi x on paikkakoordinaatti ([z] = L), ¢ aika ja p paine. Nopeus v riippuu

sekd ajasta t ettd paikasta x ja

ov . w(t+hx)—v(tz) Ov oot e+ k) —o(t,x)
gr(oe) = fm HEEREE, P ) = i ML),

Masras viskositeettikertoimen dimensio perussuurejérjestelmissi {M, L, T}
ja{F,L,T}.

Olkoon potenssitulo X = X ... X% dimensioton perussuurejirjestelmas-
sd {My,..., My} ja olkoon {Mj,..., M/ } ekvivalentti perussuurejirjestel-
mé. Osoita, ettd X on dimensioton perussuurejirjestelmassi { M1, ..., M,,}.
Miten tulosta voidaan kiyttda dimensioanalyysin laskujen tarkastamiseen?
Reynoldsin luku Re nesteen tai kaasun virtaukselle putkessa mairitellaidn
Re = pvd/u, missé p on virteen tiheys, v sen nopeus, u sen viskositeettiker-
roin ja d on putken halkaisija. Madrdd Reynoldsin luvun dimensio perussuu-
rejarjestelmissd {M, L, T} ja {F,L,T}.

Ratkaise dimensioanalyysikoneella tehtdvat 1, 3, 5 ja 6a.

Ratkaise dimensioanalyysikoneella tehtdvat 11, 12 ja 13.

Ratkaise dimensioanalyysikoneella tehtdvit 14 ja 15.

Syvalla pinnan alla kokoonpuristumattomassa nesteessi uivan sukellusve-
neen liikevastusvoima f riippuu vain nesteen tiheydestd p, viskositeetista
p ([u) = ML7'T—1'), sukellusveneen nopeudesta v ja poikkileikkauspinta-
alasta A. Dimensioanalyysi ndyttaisi antavan

pvJ;A - (b(%)’

missd ¢: Ry — R on jokin tuntematon kuvaus.

(a) Onko p = 2 oikea dimensiottomien lineaarisesti riippumattomien po-
tenssitulojen eli m-lukujen m&ara? Miksi?

(b) Ovatko 16ydetyt m-luvut oikeat? Jos eivit, niin korjaa ne.

Al4 kiiytd dimensioanalyysikonetta #liké ratkaise yhtalod kA = 0.

(a) Ratkaise dimensioanalyysikoneella edellisen tehtévin vastusvoiman lau-
seke.

(b) Sukellusveneen pienoismalli tehdéin geometrisesti similaaristi suhteessa
1:10 eli kaikki pituudet pienennetdin kymmenesosaan. Valmiin sukel-
lusveneen nopeus v on 15 solmua. Milld nopeudella pienoismallia tulee
vetdd merivedessd? Jos tuo nopeus voitaisiin saavuttaa, niin mika olisi
pienoismallin ja valmiin sukellusveneen liikevastusvoimien suhde?

Veneen vastusvoima f riippuu vain veden tiheydestd p, veneen nopeudesta

v, veneen leveydesti d, viskositeettikertoimesta p ja putoamiskiihtyvyydesta

g.
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26.

(a) Hae dimensioanalyysikoneella vastusvoiman lauseke. Kayta siind kuu-
luisia 7-lukuja.

(b) Jos rakennetaan veneesti pienoismalli, niin mitd relaatioita prototyypin
ja pienoismallin tulee toteuttaa?

Jatketaan edellista tehtévai. Jos pienoismalli on geometrisesti similaari suh-

teessa 1: 20 ja prototyypin nopeus v =10 m/s, niin milld nopeudella pienois-

mallia on kuljetettava? Jos prototyyppi ui 20-asteisessa vedessi, niin mairai

sen virteen kinemaattinen viskositeettikerroin, jossa pienoismallia on uitet-

tava.
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Luku 3

Erikokoisten elidinten fysiikkaa

Téassd luvussa tarkastellaan kolmea erilaista eldinten similariteettia ja niiden yh-
teyttd eldinten suorituskykyyn ja elinaikaan.

3.1 Geometrinen ja dynaaminen similariteetti

Geometrisella similariteetilla tarkoitetaan pituuksien suhteiden samuutta. Jos eléi-
men oleelliset mitat ovat pituus [ , paksuus d ja padn halkaisija dj, niin eldimet 1
ja 2 ovat geometrisesti similaareja, jos!

dy  d ) dp\  (d
(7)1_(1)2 j (l)l_(Z)Q' (3-1)
Dynaamisella similariteetilla tarkoitetaan eldimissé esiintyvien oleellisten voimien

suhteiden samuutta. Jos eldimille oleelliset voimat ovat hitausvoima ma, painovoima
mg (m on eldimen massa), niin eldimet 1 ja 2 ovat dynaamisesti similaareja, kun

(), = (o) 2

Olkoon [ eldimen tyypillinen pituus ja m sen massa. Eldinten tiheys on liki-
main sama kuin veden tiheys, joten geometrisesti similaareille eldimille pétee

1 oc m'/3, (3.3)

Tehd#&n ero mekaanisen ja biologisen ajan vilille samoin kuin edellisessd luvussa
tehtiin ero mekaaniselle energialle ja l&mpdenergialle. Olkoon ¢,, mekaaninen aika,
esimerkiksi eldimen jalan heilahdusaika. Se maéraytyy mekaniikan lainalaisuuksien
mukaan. Jos eldimet ovat dynaamisesti similaareja, niin niiden kiihtyvyyden a
1/t2, on oltava vakio (sama kuin g), ja siten

by o m/6 (3.4)

Biologisena aikana pidetddn esimerkiksi eldimen syddmenlyOntien vilié tai
elinaikaa. On havaittu, ettd eldinten vastinlihasten supistumisnopeudet ovat vakioi-
ta. Toisaalta ne ovat suoraan verrannollisia osamddrddn 1/ty, joten geometrisesti
similaareille eldimille pitee

ty oc m!/3. (3.5)

Niin eldimen koon kasvaessa biologinen aika hidastuu ja hidastuu nopeammin kuin
mekaaninen aika.

Kaytetaan perussuurejirjestelmad { M, L, Ty, T}, }. Oletetaan, ettd tarkastel-
tava eldimeen liittyvd suure S riippuu vain suureista m, [, ty, t,, eli

S = f(m7l7tb;tm)-

1. T&lsin myds (di/d)1 = (di/1)1/(d/)1 = (di/V)2/(d/D)2 = (di/d)2.
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Talloin Buckinghamin w-teoreemassa n = 5 ja r = 4, joten w-lukuja on vain yksi,
ja siksi on olemassa dimensioton positiivinen vakio C siten, ettd
S = Cm1Pt)e, (3.6)

joillakin o, 3,7, € R. Nuo kertoimet mafrdytyvit suureen S dimensiosta: jos [S] =
MeLPT)TS,, niin S = Cm®1Pt]t%,. Olkoon S lihasvoima f, jolloin sen dimensio on
M LT, silli aika on nyt biologista. Siten « = 3 =1, v = —1 ja § = 0 eli kaavojen
(3.3) ja (3.5) nojalla

f=Cmity;? ocm?/3, (3.7)
Tamai tulos on hyvin tarkka saman lajin sisdlla kuten kuvassa 3.1. Siind on esitetty
painonnoston yhteistuloksen (tyontd, tempaus, punnerrus) maailmanennétys nos-
tajan massan funktiona?. Fysiologisesti tulos on uskottava, sill3 eldinten liikuntali-
hassolujen paksuus ja supistusvoima ovat vakioita ja solut ovat lihaksen mittaisia.
Siten lihasvoima on suoraan verrannollinen solujen mairdin, joka puolestaan on
suoraan verrannollinen lihaksen poikkileikkauksen pinta-alaan.

500 [ kg
50 T
400

30| kg

S0 &0 0 8 %

Kuva 3.1: Painonnoston yhteistulosten maailmanennétyksi painoluokittain.

Tarkastellaan eldimen syddmen sykettd v. Sen dimensio on bel, joten geo-

metrisen similariteetin vallitessa
VX tb_l ocm” Y3,

Mit4 suurempi eldin, sitd levollisemmin sen sydén sykkii. Parigrammaisen paastéai-
sen sydadn lyd 10 kertaa sekunnissa, 5000-kilogrammaisen norsun sydan kerran kah-
dessa sekunnissa, joten geometrinen similariteetti antaa niiden syddmensykkeiden
suhteeksi liian paljon (harjoitustehtavé). Nokkahiiren ja elefantin mittasuhteet ovat
kuitenkin hieman erilaiset, joten ne eivit ole tarkkaan geometrisesti similaareja.

Eldimen aineenvaihdunnan tehon P dimensio on M!'L2T,  silli aika on jil-
leen biologista. Siten kaavojen (3.3) ja (3.5) nojalla

P ocmi?t,? o m?/3 (3.8)

3

mikd on sama massariippuvuus kuin lihasvoimalla. Tulos on sikili uskottava, ettd
aineenvaihdunta liittyy keuhkojen, verisuonten, ruoansulatuskanavan pinta-alaan:
jos P o A, niin kaavan (3.3) nojalla P o m?/3. Kuitenkin on havaittu Kleiberin
lain

P o m?®/* (3.9)

2. M. Lietzke: Relation between weight-lifting totals and body weight. Science 124 (1956), 486—
487.
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patevan harvoja poikkeuksia lukuunottamatta 1api koko eldinkunnan yksisoluisista
elidistd nisikkiisiin astis.

3.2 Elastinen ja staattinen similariteetti

Eldimen tukirangan on noudatettava yleisid kimmo- ja lujuusopin lainalaisuuksia.
Tarkastellaan suurta luuta pystyssad olevana kimmoisana sauvana, joka on kiinni-
tetty alapddstddn ja jonka pituus on [ ja paksuus d, ks. kuva 3.2. Sauvan ylépain
keskikohtaan vaikuttaa voima F' suoraan alaspdin. Jos sauvan ylapaitéd poikkeute-
taan hieman vaakasuuntaan, se palaa alkuasentoonsa, kunhan sauvaa kuormitta-
va voima F’ ei ole liian suuri. Kasvatetaan voimaa F' ja toistetaan sauvan ylapdin
poikkeuttamista. Tietystd voiman F arvosta F;, alkaen sauvan yldpa ei palaudu al-
kuasentoonsa, vaan jia sivuun. On tapahtunut sauvan nurjehtaminen. Kimmo-opin
mukaan? pitee
m2EI

Fy = k=,

(3.10)

missé F on luun kimmokerroin (riippuu siis sauvan materiaalista), & sauvan kiinni-
tystavasta riippuva dimensioton vakio ja I on sauvan jayhyysmomentti, joka riip-
puu vain sauvan poikkileikkauksen geometriasta. Pyoreélle homogeeniselle putkelle,
jonka siséisiide on r ja ulkoside on R, pitee®

(R — 7"4).

I =
4

Umpinaiselle homogeeniselle pyoreélle sauvalle on siksi I = wd*/64.

Tl

Kuva 3.2: Keskeisesti voimalla F' puristetun suoran sauvan kimmoinen nurjahdus.

Olkoon luun nurjahdusvoiman F,, ja sitd puristavan voiman (painovoiman)

F, suhde vakio eli F,, « F,. Koska I o< d*, niin F,, o< I1"2? o« d*l~2. Toisaalta
F, « Id?, joten

1% oc d? eli d o 132, (3.11)

Sanotaan, ettd elastinen similariteetti on voimassa, jos tyypillisen pituuden [ ja
paksuuden d valilla pétee riippuvuus (3.11).

3. Huomaa, etti Kleiberin laki pitee lajien suhteen. Lajien sisilld pitee riippuvuus P o« m?2/3

kuten kuvassa 3.1.
4. A. Ylinen: Kimmo- ja lujuusoppi II, WSOY Helsinki 1970, ss. 674-676.
5. A. Ylinen: Kimmo- ja lujuusoppi I, WSOY Helsinki 1969, s. 206.
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Tarkastellaan seuraavaksi paistdan tuettua vaakasuoraa palkkia, jonka pituus
on I, paksuus d ja taipuma J, ks. kuva 3.3. Palkin taipumalle pétee®

5 F

missd E on palkin kimmokerroin ja I sen jayhyysmomentti. Oletetaan, ettd palkin
taipuman ja sen pituuden suhde on vakio. Koska F' = F,  ld? ja I oc d*, niin jil-
leen kaava (3.11) toteutuu. Niin kaksi yksinkertaista maalla seisovan selkirankaisen
eldimen mallia johtaa elastiseen similariteettiin.

l

Kuva 3.3: Tasaisesti kuormitettu kaksitukinen palkki, jonka tukien véli on [ ja tai-
puman suurin arvo J.

Staattisen similariteetin sanotaan vallitsevan, jos eldimen tyypillinen pituus
l ja paksuus d toteuttavat

d o 12, (3.13)
Kuvan 3.3 palkin rikkoutumatta kestimé suurin taivutusjénnitys on’
E.lh
c = s .14
7e T 161 (3-14)

missé h on palkin poikkileikkauspinnan korkeus, I = dh?/12 jiyhyysmomentti ja
F. maksimijannityksen aiheuttava voima. Oletetaan, ettd h o< d, F./F, = vakio ja
luuaineksen kestévyys on vakio. Silloin

2 d’®
ld* x Fy x Fp ¢ — o< —
o Fy o Fe o¢ o o< =,
misté staattinen similariteetti (3.13) seuraa.
Koska lihasvoima f on suoraan verrannollinen lihaksen poikkipinta-alaan ja
lihaksen supistumisnopeus v on vakio, niin lihasteholle P pétee

P = fv o d® (3.15)

Jos oletetaan, ettd perusaineenvaihdunnan teho on suoraan verrannollinen lihaste-
hoon, saadaan perusaineenvaihdunnan tehon massariippuvuus laskemalla d?. Osa-
madrd m/ P ilmaisee ajan, jossa kudosméira m kuluttaa energiansa. Se on luonnol-
lista tunnistaa biologiseksi ajaksi ¢;. Toisaalta edelld todettiin lihassolujen vakioi-
sen supistumisnopeuden perusteella, ettd t;, o [. Muistetaan, ettd eldimen massa
m o ld?, ja laaditaan niiden tietojen perusteella taulukko 3.1

Huomataan, ettd Kleiberin lain selitykseksi riittda olettaa, ettd eldimet ovat
elastisesti similaareja ja perusaineenvaihdunnan teho on suoraan verrannollinen li-
hastehoon. Kumpikin oletus on luonnollinen maalla eléville selkidrankaisille. Muille
eldimille —kuten linnuille tai kaloille— Kleiberin laki ji3 selittaméatta. Elastinen si-
milariteetti selittdd tarkimmin my&s padstiisen ja norsun sydamenlydntien vilisen

6. A. Ylinen: Kimmo- ja lujuusoppi I, s. 249.
7. A. Ylinen: Kimmo- ja lujuusoppi I, ss. 358, 206.
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similariteetti | d m |1 d Poxd?® |ty xm/P
geometrinen | | Bl mt/3 | mt3 | m2/3 mt/3
elastinen B2 04 | mt | mB/ | md mt/4
staattinen 2| | mY5 | m?5 | mAs mt/5

Taulukko 3.1: Eldimen pituuden [, paksuuden d, massan m, lihastehon P ja biolo-
gisen ajan t, riippuvuuksia eri similariteettien vallitessa.

ajan erot. Taulukosta 3.1 ndhdéén, ettd niin [ kuin m/P antavat saman massariip-
puvuuden biologiselle ajalle.

Tarkastellaan vield hieman toisella tavalla eldinten sydémensykett eli syda-
men lyontitaajuutta (v o< 1/t). Lahdetaan kokeellisesti havaitusta Kleiberin laista.
Aineenvaihdunnan teho on suoraan verrannollinen elimistén hapenkulutukseen, jo-
ka on suoraan verrannollinen yhden syddmenlyonnin aikana aorttaan virtaavaan ve-
rimadradn. Se lienee suoraan verrannollinen syddmen massaan, joka lienee suoraan
verrannollinen eldimen massaan m. Syddmen aikayksikdssd pumppaama verimaara,
@ on sen lyontitaajuuden ja yhden lyonnin aikana pumpatun verim&irin tulo, jol-
loin Q o mv. Elimistdn on saatava happea méiri oc m3/4, joten mv oc m3/4, misti
seuraa jilleen elastisen similariteetin mukainen

vocm VA

Biologiset ajat syddmenlyontien vili ja elinaika molemmat noudattavat riip-
puvuutta t o< m'/4, joten jokaiselle nisékkislle niiden osamiirs on sama vakio, ja
siten jokaisen nisikkiin elinaikana sen syddn lyé yhtd monta kertaa —puolitoista
miljardia kertaa.

3.3 Juokseminen tasaisessa tai mikisessi maastossa

Tarkastellaan juoksemista voimakkaasti yksinkertaistaen ja yritetddn selvittda el&i-
men etenemisnopeuden v riippuvuutta sen massasta m. Olkoon eldimen pituus [,
noudattakoon se elastista similariteettia ja olkoon eldimen jalkojen pituus /; suoraan
verrannollinen sen pituuteen /. Kaksi- tai nelijalkaisen eldimen liikkuessa tasaisella
pinnalla energiaa kuluu raajojen heilutteluun teholla P,

Jw?/2
cx_‘;/,

P (3.16)

missd J = mjl?- /3 on eldimen jalan hitausmonetti lonkka- tai olkavivelen suhteen,
m; on jalan massa, w on jalan (pySrimis-)liikkeen kulmanopeus, w ~ v/l;. Askelaika
te = s/v, kun s on askeleen pituus. Pelkin jalkojen heiluttelun yhden askeleen
verran oletetaan siis kuluttavan energiaa madran, joka on suoraan verrannollinen
jalkojen liike-energiaan niiden heilahtaessa.
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Koska s o [; oc [ oc m'/* ja mj oc m, niin yht#losté (3.16) saadaan, etti

m]l?v2/lj2 ~ 'rn'U3
s/v l

o m3/ 43, (3.17)

Toisaalta kiytettdvissd on tehoa miard P,,, joka on likimain suoraan verrannolli-
nen perusaineenvaihdunnan tehoon, jolloin Kleiberin lain mukaan P, o< m3/%. Jos
liikutaan maksimaalisella teholla (P = P,,), niin

v® oc Pm 3% oc m3/Am 34 =1

eli tasamaalla juoksevan eldimen maksimaalinen nopeus ei riipu sen massasta.

Tarkastellaan seuraavaksi juoksemista ylaméikeen. Jalkojen heiluttamisen li-
siksi energiaa kuluu eldimen massakeskipisteen nostamiseen painovoimakentassé.
Nostamiseen tarvittava teho P, = mgv sin o, missi a on yldméaen nousukulma. Si-
ten P, « mv. Osa kiytettdvissd olevasta tehosta kuluu jalkojen heiluttamiseen,
mutta jyrkdhkossd miessd valtaosa tehosta kuluu massakeskipisteen nostamiseen,
joten P, x P,,, jolloin Kleiberin lain nojalla

1 1/4

vox< Ppym™ occm™
Niin massiivisempi eldin juoksee hitaammin yldmakeen. Sama riippuvuus saadaan
my6s kiipedmiselle pystysuoraan ylospéin, silli siihen tarvittava teho P, = mgov.

Siten orava kiipeds vikkeldmmin puuhun kuin kissa tai ihminen.

3.4 Kaiveleminen ja hyppiminen

Tarkastellaan seuraavaksi eldimen kivelyd. Olkoon edelleen eldimen massa m, pi-
tuus / ja jalan pituus /;. Tavallisessa kivelyssa jalkeen jadnyt jalka nostetaan ilmaan
taivuttamalla sitd hieman, jolloin se péaisee heilahtamaan vapaasti eteen. Jalan hei-
lahdusaika eli askelaika ¢, on luvun 2 johdannon perusteella suoraan verrannollinen
jalan pituuden nelidjuureen. Askelpituus s on suoraan verrannollinen jalan pituu-
teen, joka on suoraan verrannollinen eldimen pituuteen, joten kivelevin eldimen
vauhti on
vziocl—jz\/gcxx/z. (3.18)
tq \/E
Niin suuret eldimet kivelevit nopeammin kuin pienet. Tam poikkeaa juoksun tu-
loksesta, koska juoksussa jalan lihakset joutuvat tekemain tyota jalan liikuttami-
seksi. Suurilta eldimiltd kuluu pienid eldimii enemmén energiaa, kun ne juoksevat.
Kaytetty yksinkertaistettu kivelyn malli olettaa, ettd kivellessd ei energiaa kulu
lainkaan. Kitka ja liikehdvitt kivellessd kuluttavat toki hieman energiaa, mutta vi-
hén verrattuna juoksemisen energiantarpeeseen. Jos elastinen similariteetti vallitsee,
niin [ oc m'/4, joten
vox Vml/4 =mb/8, (3.19)

Nopeuden massariippuvuus on kuitenkin varsin heikko: jos massojen suhde on 10,
niin nopeuksien suhde on 1,26.

Tarkastellaan m-massaisen eldimen hyppéa&mista suoraan ylospéin. Sen lihas-
voima f on suoraan verrannollinen lihasten poikkileikkauspinta-alaan, joten elasti-
sen similariteetin vallitessa, f = a(m?®/8)? = am?/*, missd o > 0 on vakio. Newtonin
toisen lain mukaan eldimen kiihtyvyys sen ponnistaessa on siten

_f-mg
m

U4 _ g (3.20)

a =am
Ponnistusmatka s hypyssé on suoraan verrannollinen eldimen pituuteen, joten elas-
tisen similariteetin nojalla

s ol ocm!/4, (3.21)
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Eldimen 13hténopeus eli nopeus ponnistuksen paittyesss on®

v =1v2as x \/(am—1/4 —g)mY/t = /a — gml/L. (3.22)

Ponnistuksen padtyttyd eldimeen vaikuttavat vain painovoima ja ilmanvastus. Jos
jalkimmdainen on mitdton, niin hypyn korkeus on

v? 1/4

h= 2% x a—gm/*. (3.23)
Ponnistusta varten eldin kyykistyy, joten ponnistusmatkaa ei tule laskea hypyn kor-
keuteen, jona tulee pitii eliimen massakeskipisteen kohoamismatkaa®. Siten pieni
voi ponnistaa maasta korkeammalle kuin suuri! Jos m ~ 0 eli gm!/* < «, niin
hyppykorkeus ei riipu massasta. Kuvassa 3.4 on joidenkin nisdkkdiden hyppykor-
keuksia. Norsun heikkoa tulosta selittd kaavan (3.23) lisdksi se, ettd norsu joutuu
kiyttdmain lihaksiaan luustonsa tukemiseen.

€
T 10r
(%]
2 kenguru
4 ‘ ° h
5 kKitcal DM neng&Yonen
- — TT ‘Ho‘ ° oo .o .
= rooajamskompaew{aeuoma ho e
>
I
! ! ! !
1 10 100 1000
Massa (kqg)

Kuva 3.4: Joidenkin nisdkkiiden suurin hyppykorkeus massan funktiona

Pienilld eldimilld (I < 10 cm) ilmanvastuksen osuus on merkittava. Taval-
lisesti ilmanvastus on suoraan verrannollinen nopeuden neliGon, joten eldimen lii-
keyht&ld on sen ponnistuksen padtyttys hetkelld t = 0

1
my” (t) = —ngDA y' (t)*sgny (t) —mg, t >0, (3.24)

missil® y(t) on eldimen massakeskipisteen korkeus hetkelld ¢ mitattuna sen korkeu-
desta ponnistuksen pidttyessd, p > 0 on ilman tiheys, Cp > 0 on vastuskerroin
ja A elaimen poikkileikkauspinta-ala kohtisuoraan hypyn suuntaa vastaan. Yht4lon
(3.24) oikean puolen ensimméinen termi vastaa ilmanvastusta ja toinen painovoi-
maa. Alkuehdot ovat

y(0) =0 ja ¥'(0)=wv. (3.25)

8. Tasaisesti kiihtyville liikkeelle saadaan liikeyhtilon my'’ (¢) = ma ratkaisuna
1
y(H) =3 at® +y/(0)t + y(0), ¢ > 0.

Hyppy alkaa levosta ja origosta eli 3/ (0) = 0 ja y(0) = 0. Siten hetkelld ¢ sijainti s = y(t) = at?/2
ja nopeus v = ¢’ (t) = at, joten s = v2/2a eli v = v/2as.

9. Korkeushypyssd vaaditaan, ettd hyppddja ylittdd riman. Massakeskipisteen nousu on noin met-
rin vdhemman kuin riman korkeus. Vauhdillisessa korkeushypyssd hyppéjd kdyttdd ponnistuksen
lisdksi kehoonsa varastoitunutta liike-energiaa.

10. Merkkikuvauksen sgn méadritelmd on

-1, josx <O,
sgn: R — R, sgnz = 0, josz =0,
1, jos z > 0.
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Alkuarvotehtdvin (3.24)—(3.25) ratkaiseminen on helppoa muuttujien separointime-
netelmélla, silld yhtalossa ei esiinny kuvausta y(t). Merkitaan

! A
A= L a5/

jolloin yht&losté (3.24) tulee hypyn nousuvaiheen 0 < ¢ < 1 (y/(¢1) = 0) aikana

(1)

11 3220 = —1 kaikilla ¢ €]0,¢1].

Integroimalla saadaan

1
— arctan Sz(t) = co — ¢ kaikilla ¢t €]0,¢4]

p
missd vakion ¢g € R madraa alkuehto z(0) = y'(0)/g = v/g. Siten
1 Bu
"(t) = gz(t :gtanﬁc —t) ja ¢y = = arctan —.
y (1) =9:(t) = Gtanfleo —1) ja o =3 g

Valilla [0, co] ¥/ (t) > 0 ja y'(co) = 0, joten hetkelld ¢ = co hyppy on lakipisteessiin.
Integroimalla saadaan, ettd

y(t) = % Incos B(cy — t) + ¢ kaikilla ¢ € [0, ¢ol,

missi vakio ¢; € R voidaan laskea alkuehdosta y(0) = 0. Joka tapauksessa hypyn
korkeus on

9

h =1y(co) —y(0) = E(lﬂCOSO —Incos Bc)
_ 9, pv g g
= ——5 Incosarctan — = — = In ————
B g B g%+ (Bv)?
9 ﬂQ'UQ m ,OODAU2
=——In{(l+—)=——In(14+———). 3.26
2ﬂ2n(+ 92) pCDAn(+ 2m, ) (3.26)
Koska In(1 + x) =~ z kaikilla  ~ 0 ja In(1 + «) < u kaikilla u > 0, niin
m  pCpAv?: 2 | 1 5
~ S — — A -2
CpAd 2m 2 jos 2,oC'D v” L mg, (3.27)
Cp Av? 2
h< — 22D U gina. (3.28)

pCpA 2mg  2g

Merkitééin h,, = v?/2g ja olkoon e hyppyyn kiiytettéivissi oleva energia eldimen
massayksikkoad kohti. Silloin

2
9 v e

=emeli h,, = %= (3.29)

1
mghy, = imv rial

Jos ilmanvastusta ei ole, niin hyppy saavuttaa korkeuden h,,, ja silloin tietylle
korkeudelle hyppadmiseen tarvittava energia massayksikkod kohti ei riipu eldimen
koosta (massasta). Ilmanvastuksen huomioon ottava kaava (3.26) on suureen h,,
avulla kirjoitettuna

m

h:
pCDA

Ahm,
)

In (1 + < hm. (3.30)

Kuvasssa 3.5 nidkyy ilmanvastuksen vaikutus. Jos eldimelld on hyppyyn kiytetté-
vissd 20 J/kg, niin hypyn korkeus on enintdén 2 m (suora viiva). Kaarevalla viivalla
on piiretty kaavan (3.30) antama tulos. Kirppujen hypétessid Reynoldsin luku on

35



hyppykorkeus (m)

(-]

O

=
T

1 1 1 1
0,001 001 0] 1
elamen pruus (m)

Kuva 3.5: Eldimen hypyn korkeus eldimen pituuden funktiona. Kokeelliset arvot
ovat kirpulle (o), heinéisirkalle (x) ja leopardille (O).

niin pieni (Re < 100), ettd vastuskerroin riippuu nopeudesta ja niin hiviot ovat
suurempia kuin kaavan (3.30) mukaan.

Tarkastellaan ihmisen hyppdamista, jolloin ilmanvastus voidaan jattda huo-
miotta. Ponnistaessa tehty tyd fs muuttuu liike-energiaksi mv? /2. Hypyn korkeus
h = hy, = fs/mg. Ponnistusmatka on likimain 0,3, missd [ on ihmisen pituus.
Tavallisen harjaantumattoman ihmisen lihasvoima f =~ mg, joten vauhdittomas-
sa korkeushypyssd han hyppad korkeudelle h &~ [/3. Tami on massakeskipisteen
nousukorkeus hypyssi. Hyppykorkeutta saadaan kasvatettua ottamalla vauhtia ja
kayttamalla jalkoja joustavana seipdind tai erillistd pitkdd seivistd apuvélineena.
Tall6in suuri osa vaakasuoraan etenevin hyppédijan liike-energiasta saadaan kiy-
tettyd massakeskipisteen nostamiseen. Ihminen pystyy juoksemaan parhaimmillaan
v &~ 10m/s, joten juoksuun varastoitunut liike-energia riittd4 nostamaan seivishyp-
pidjin enintdidn korkeudelle

Pituushypyssi hypyn pituus on L = v?sin2v/g, missi v on lihtonopeus
ponnistuksen péittyessi ja v on ponnistuskulma. Pisimmalle pdisee, kun v = 7/4,
jolloin nopeudella v ~ 10 m/s saadaan hypyn pituudelle yldarvio L = 10 m.

Thmisen ponnistusmatka vauhdittomassa korkeushypyssid on s =~ 0,5 m ja
hyppykorkeus h =~ 0,5 m. Keskim&iridisen kiihtyvyyden ponnistuksessa tulee siksi
olla vahintdén a = gh/s = g. Heindsirkan (m = 3 g) hypyn ponnistusmatka on
noin 3 cm ja hypyn korkeus noin 50 cm, joten keskim#ardisen kiihtyvyyden ponnis-
tuksessa tulee olla ainakin 50/4 g~ 12g. Kirppu (m =~0,5 mg) kiithdyttd4 vieldkin
kiivaammin: sille a ~ 100g. Ennétys on sepilld, a =~ 400 g.

Néin suuria kiihtyvyyksid ei voida saavuttaa lihasten suoran supistamisen
avulla, sill3 lihassolujen supistumisnopeus on vakio, ja siksi kirpun lihasten supistu-
misaika on 10 ms. Kirpun ponnistustus tapahtuu alle yhden millisekunnin aikana.
Ennen loikkaa kirppu varastoi lihastyolld energiaa katapulttimekanismiinsa (hyppy-
jalkojen resiliini). Ponnistaessaan se vain laukaisee lihaksilla katapulttinsa, jolloin
se saavuttaa kiihdyttdvin voiman, joka on satakertainen sen omaan painoon ver-
rattuna.
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3.5 Ilmaliikunta

Eldimet liikkuvat kolmella eri perustavalla ilmassa: liitden, lentéen ja lekutellen. Lii-
dossa eldimen siivet tai lentimet eivdt liiku, vaan eldin kiyttaa hyvikseen nousevia
jalaskevia ilmavirtauksia tai tyytyy liito-oravan tavoin vain pidentdmé&an hyppyédin.
Suurimmat linnut (m ~ 10 kg) liikkuvat padasiassa liitden. Lento perustuu siipien
rapyttdmiseen ja siind eldin etenee. Nisdkkiistd vain lepakot lentivat, nykymate-
lijoista ei yksikddn lennd. Varhainen kondorityyppinen lintu teratornis on suurin
tunnettu lentdmasn tai liitAmasdn kyennyt lintu. Sen siipien kirkivali oli 5-7,6 m,
massa m ~ 20 kg, ja se kuoli sukupuuttoon 100 000 vuotta sitten. Liitolisko pte-
ranodon oli saman kokoinen kuin teratornis, mutta suurin tunnettu ilmaliikuntaan
kyennyt eldin on sen sukulainen quetzalcoatlus, jonka siipien kirkivali oli 13 m ja
massa 100 kg. Se kuoli sukupuuttoon 65 miljoonaa vuotta sitten. Lentokyvyttoméat
strutsit voivat saavuttaa 170 kilogramman massan ja 2,5 metrin pituuden. Nykylin-
nuista ldhes kaikki kykenevit lentdm&an. Lentédvien nykylintujen massa vaihtelee 3
grammasta 10 kilogrammaan. Vain pienimmét linnut (esimerkiksi kolibri) kykenevét
lekuttelemaan eli lentamian paikallaan pysyen. Lentévia tai lekuttelevia hyonteisié
tunnetaan 750 000 lajia, joista pienimméit ovat massaltaan 25 pg ja suurimmat 25
g.
Linnun lentéessa tehoa kuluu:
1. M&ara P, sen alapuolella olevan ilman piiskaamiseen liikkeelle alaspéin, jol-
loin syntyy ylospéin vaikuttava ja gravitaation kumoava voima.

2. Vartalon ilmanvastuksen voittamiseen maara P», joka kasvaa nopeasti linnun
nopeuden kasvaessa,

3. Siipien ilmanvastuksen voittamiseen m&ard Ps, joka on ensimmaisessd ap-
proksimaatiossa riippumaton linnun nopeudesta.

Kuvassa 3.6 on esitetty tehot P, P, ja P; linnun lentonopeuden v funktiona.

P:%+PZ+PB

U

Teho

1 \1‘

Nopeus

Kuva 3.6: Lentamiseen tarvittava teho P = P, + P> + P3 nopeuden funktiona.
Teho P; kuluu painovoiman, teho P, vartalon ilmanvastuksen ja teho P; siipien
ilmanvastuksen voittamiseen. Teho P, tarvitaan lekutteluun.

Mitd nopeammin lintu lentdd, sitd enemmén se leikkaa ilmaa siivillidn ai-
kayksikdssd ja siten ilman saama nopeus alaspéin pienenee. Tam$, selittds, miksi
painovoiman voittamiseen tarvittava teho P; pienenee nopeuden kasvaessa (harjoi-
tustehtivd). Nopeudella v; tehoa kuluu vihiten ja lintu pysyy annetulla energia-
mairalla F kauiten ilmassa, silld lentoaika t = E/P. Tam& nopeus sopii saalistaval-
le linnulle, mutta muuton aikana on tirkedmp&d paistd annetulla ravintomaaralla
mahdollisimman pitkille eli hakea lentomatkan s = vt = Ev/P suurinta arvoa. Se

37



saavutetaan, kun P/v on pienin, jolloin

P'(v)  P(v)

2

=0eli P(v) = P'(v)v.
v
Siten pisin lentomatka saavutetaan nopeudella vy > v1, ja se voidaan madratd
graafisesti hakemalla tehokiyrin tangentti, joka kulkee origon kautta. Ne leikkaavat
pisteessd (va, P(v2)).

Linnun lentéessa sen siipeen vaikuttaa nostovoima

1
o= §OLPAU27 (3.31)

missd C;, > 0 on nostokerroin, p > 0 ilman tiheys A > 0 siiven pinta-ala ja v
etenemisnopeus. Nostovoiman on kumottava painovoima eli fr, = mg, missd m on
linnun massa. Siten etenemisnopeus

2mg \1/2 1/6
= - 2
v (CLPA) oxm (3.32)

jos A oc m?/3. Tah#n verrannollisuuteen pasistiin olettamalla lintujen noudattavan
geometrista similariteettia, jolloin A o [? (I on linnun siipien kéirkivili) ja [ oc m!/3.
Mitd massiivisempi tai suurempi lintu, sitd nopeammin sen on lennettdva ja sitd
suuremman ldhtonopeuden ja pidemmin kiitoradan se tarvitsee piastikseen maasta
tai vedestd lentoon.

Linnun vartalon ilmanvastus on

1
o= §CDPABU2a (3.33)

missd Cp > 0 on vastuskerroin ja Ap > 0 vartalon liikettd vastaan kohtisuoran
poikkileikkauspinnan ala. Geometrisen similariteetin toteutuessa Ap o 2, ja etene-
miseen tasaisella nopeudella v kuluu siten vartalon osalta teho

1
P, = fpv = 501);)1431)3 x Apv® oc m?/? (m1/6)3 =m7/S. (3.34)

Tama teho kasvaa nopeammin massan funktiona kuin linnun lihaksistaan saama
teho P, o« m?/3, joten lentévien eldimien massalla on yliaraja''. Maapallolla se
on noin 12 kg. Sitd massiivisempien eldinten on liidettdvé ja lihasvoimin ne voivat
tehd3 vain lyhyitéd lennonpyrdhdyksié, joissa hetkellisesti lihasteho on suuri.
Tarkastellaan lekuttelua eli ilmaliikuntaa, jossa eldin pysyy paikallaan. Tyy-
pillistd se on mehildisille ja kirpésille; linnuista vain pienimmit kykenevét siihen.
Lekuttelussa eldin piiskaa siivillaan alapuolellaan olevaa ilmaa alaspéin. Siitd ai-
heutuu nostava voimal? f, = pAv?, missi A on alaspiin liikkuvan ilmapatsaan
poikkileikkausala ja v sen nopeus. Oletetaan yksinkertaisuudeksi nopeuden v pysy-
vin vakiona siiven iskun ajan. Jos m-massainen eldin pysyy ilmassa, niin f, = mg,

jolloin
v = oA .
Lekutteluun kuluva teho on siten

3/2 3/2
mg m
P o= S o = (335

11. Massalla olisi yliraja myds elastisen similariteetin toteutuessa, jolloin P o« M3/4. Huomaa,
ettd maanisdkkiiden tarkastelussa oletettiin, ettd niiden lihasteho on suoraan verrannollinen pe-
rusaineenvaihdunnan tehoon. Linnuille tima ei pdde: niiden lihasteho m2/ 3, mutta perusaineen-
vaihdunnan teho on Kleiberin lain mukaisesti o< m3/4.

12. Voiman lauseke voidaan johtaa seuraavasti. Yhteen siiveniskuun kulukoon aika ti. Siipi ly6
siind liikkeelle ilmamassan m; = pAvt;. Voima, joka tarvitaan, on f, = miv/t1 = pAtivv/t1 =

pAv2.
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sills geometrisen similariteetin nojalla jilleen A o< m?/3, silld A on likimain siiven
pinta-ala.

Havaintoaineiston nojalla siiven pinta-ala A, ~ am?/? ja kiytettivissi oleva
teho P,,, ~ bm?/3, miss a ~ 0,1 m?kg~2/? ja b ~ 20 W kg~2/3. Pitkiisin lekuttelevan
linnun tai hyonteisen suurin mahdollinen massa saadaan talloin ehdosta Py < P,,:

3/2 2
(mg) < bm2/3 —s < 2pab

V p2am?/3 -9

~100g.

3.6 Vesilitkunnasta

Maalla ja ilmassa liikkuvat eldimet joutuvat ponnistelemaan painovoimaa vastaan:
tasamaalla juoksemisen ja kivelemisen seki seisoskelun tarkempi analyysi paljastaa
ettd niissdkin lihastehoa kuluu painovoiman voittamiseen. Merkittévé teho siithen
kuluu ilmaliikunnassa, kiipedmisessi ja juoksemisessa ylamikeen. Vedessd elavilla
otuksilla on toisin. Painovoimalla on niille merkitysta vain suunnistamisen kannalta
(tasapainoaisti) ja epésuorasti hydrostaattisen paineen kautta (kalan pintaan koh-
distuva vedenpaine on suoraan verrannollinen sen ylipuolella olevan vesipatsaan
korkeuteen). Vesiharjoittelu on ollut halpa keino totuttaa avaruuslentdjét painot-
tomuuteen. Vedessa liikkujien on kuitenkin tehtévi maa- ja ilmaliikkujia enemmén
tyoté viliaineen vastuksen voittamiseksi.

Vesieldinten koko vaihtelee laajasti. Pienimpien bakteerien ja sinivalaan mas-
sojen suhde on 10~2°. Virteessd liikkumisessa tirked suure on Reynoldsin luku
Re = lv/v, missd | on eldimen pituus, v etenemisnopeus ja v virteen kinemaat-
tinen viskositeettikerroin. Vedelle v ~ 1,3 - 107°m?/s (10 °C). Reynoldsin luku
vaihtelee bakteerien arvosta 10~ sinivalaiden arvoon 10%.

Reynoldsin luku on suoraan verrannollinen hitausvoimien ja kitkavoimien
suhteeseen (ks. luku 2.7). Jos siis Reynoldsin luku on hyvin pieni (Re < 1), niin
hitausvoimat ovat mitdttomid kitkavoimiin verrattuna. Sellaisessa maailmassa elé-
vit munasolua kohti ponnistelevat siittiét. Thminen voi havainnollistaa sita itsel-
leen uimalla jahme#ss3 siirapissa liikuttaen raajojaan nopeuksilla, jotka ovat alle 1
cm/min.

Tarkastellaan seuraavaksi vain suurten merieldinten uintia. Valaat ja delfiinit
uivat heiluttamalla aaltomaisesti vartaloaan ja pyrstodan pystysuunnassa. Kaloilla
tama liike tapahtuu vaakasuunnassa. Kalojen uinti koostuu kahdesta liiketyypisté:
kestouinnista ja alle 20 sekuntia kestavistd syoksyistd. Kaloilla on kolmenlaisia li-
haksia: punaisia (5-20 % lihaksista), valkoisia ja jonkin verran niiden vélimuotoa.
Punaisia lihaksia kalat kdyttavat kestouinnissa, valkoisia syoksyissa.

Uiden liikkuvaan eldimeen kohdistuva vastusvoima tulee kitkavastuksesta fy
ja painevastuksesta f,. Edellinen aiheutuu veden viskositeetista ja se on suoraan
verrannollinen uimarin kokonaispinta-alaan A ja etenemisnopeuden nelion; jalkim-
miinen aiheutuu veden siirtdmisestd syrjadn uimarin tieltd ja siten se on suoraan
verrannollinen uimarin poikkileikkauspinta-alaan A, ja etenemisnopeuden nelion.
Yht&l6ina

1 . 1
fr=5CpAv? ja fp = 5CpAppr?, (3.36)

missd C'y ja C), ovat kitka- ja painevastuskerroin ja p veden tiheys. Vastusvoima on
siten

1
f=Ffr+fp=5CpAp?, (3.37)

missd C'p on kokonaisvastuskerroin. Virtaviivaiselle kalalle pitee geometrinen simi-
lariteetti (silloin A [ x 4,) ja Cp ~ 1,2 C}.

Yhtalo (3.37) saadaan myds dimensioanalyysin avulla seuraavasti. Oletetaan,
ettd vastusvoima riippuu vain veden tiheydestd p, dynaamisesta viskositeettikertoi-
mesta u, kalan leveydestd d, nopeudesta v ja pituudesta [ eli f = ¢(p,l,v, 1),
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misséd ¢: ]Ri — R4, silld geometrisen similariteetin nojalla | o< d. Buckinghamin
m-teoreeman avulla saadaan (harjoitustehtaval), etta

Tz = 0(50) = o),

pv2i?

missé 1/;: R, — R, silld v = pu/p. Koska kalan kokonaispinta-ala A o [?, niin
1
f = 5b(Re)pAv?, (3.38)

missd 1: Ry — R . Méaritelldan kokonaisvastuskerroin C'p kaavalla

/
Cp:=+—— 3.39
D %p’l}2A, ( )
jolloin yht&lon (3.38) nojalla
Cp = ¢(Re)

eli kokonaisvastuskerroin C'p riippuu Reynoldsin luvusta. Vastusvoiman voittami-
seen tarvitaan teho )
P=fv= ngpAUB. (3.40)

Kun Re > 10°, on virtaus pyorteisti ja runsaasti voimia kuluttavaa (Cp on suuri),
eikd pitkdaikainen uinti ole mahdollista. Reynoldsin luku kasvaa, kun kalan pituus
tai etenemisnopeus kasvavat. Siksi suuret kalat vilttavit pyorteisyyttd uimalla kes-
touintia hitaasti, ks. kuva 3.7.

pyrahdys

(m/s)

kesfoul nft

Nopeus

1 1 1

0 1 1 10
Pituus (m)

Kuva 3.7: Kalojen etenemisnopeus kalan pituuden funktiona.

Kala kiytti3 etenemiseenss tehon P,, = am’, missi b € R, a on positiivi-
nen dimensioinen vakio ja m on kalan massa. Vakioiden a ja b arvojen maarittadmi-
nen on vaikeaa, koska vastusvoima on hankala mitata. Allometriselle eksponentille
b on esitetty eri arvoja lukujen 0,67 ja 1,0 vilistd. Joka tapauksessa kalan pinta-ala
A 12 jam I3, joten asettamalla P = P, saadaan yhtildista P, = am® ja (3.40)
kalan etenemisnopeudelle

CH3v oc 130213, (3.41)

Kokonaisvastuskerroin Cp o« Re~'/2, kun virtaus on laminaarinen. Jos virtaus on
turbulentti, niin C'p o« Re~ /5. Niilld perusteilla saadaan (harjoitustehtéivi!):

§ _ . . . .
v o 1P, missi = { 51(21) 1),  jos kerroksittainen virtaus,

77(5b—3),  jos pydrteinen virtaus. (3.42)
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Jos 0,78 < b < 1, niin 0,33 < 8 < 0,60 kerroksittaisen virtauksen tapauksessa ja
0,19 < 8 < 0,43 pyorteisen virtauksen toteutuessa. Kuvan 3.7 nojalla kestouinnissa
0 ~ 0,5, mika sopii kerroksittaisen virtauksen arvoihin.

Kuvasta 3.7 ndhdain, ettéd lyhytkestoisissa syoksyissa 3 ~ 0, 88. Silloin kalo-
jen syoksynopeus on likimain suoraan verrannollinen niiden pituuteen; verrannolli-
suuskertoimeksi on havaittu noin 10 1/s, joten karkeasti kalat syoksahtelevét sekun-
tinopeudella, joka on niiden pituuden kymmenkerta. Se vaatisi (harjoitustehtaval),
ettd niiden kiyttadman tehon eksponentti b =~ 1, 33. Siksi sycksyt ovat lyhytkestoisia
ja niissa kdytetdan hyviksi lihaksiin varastoitunutta energiaa.

Merieldinten suurimmat uintinopeudet ovat noin 10 m/s. Sinivalaan ei ole
koskaan havaittu pyréhtévan nopeudella 120 m/s, vaikka niin voisi kuvan 3.7 jyr-
kempéad suoraa arvoon ! = 30 m ekstrapoloimalla arvioida. Pystysuoralla nopeudella
v = 10m/s delfiinit hyppéévit korkeudelle h,, = v?/2g = 5m ilman apuvélineit3.

Kuvassa 3.8 on esitetty maa-, ilma- ja vesieldinten pituus niiden maksimi-
nopeuden funktiona. Kaikissa néissd kolmessa ryhméssd suurimpien eldinten mak-
siminopeus on likimain sama. Juoksussa ja uinnissa pituuden ja maksiminopeuden
riippuuvuus on laajalla pituusalueella likimain lineaarinen'2, sills kumpikin asteik-
ko on logaritminen ja samanlainen seki sovitettujen suorien kulmakerroin on 1.

= L
100t
o
i L
0, 01l

0,7 1 100

/

Nopeus (cm/s)

Kuva 3.8: Elaimen koko sen suurimman etenemisnopeuden funktiona uinnissa (o),
juoksussa (O) ja lennossa (x).

3.7 Harjoitustehtivii

1. Ovatko metsot, siat ja ihmiset geometrisesti similaareja? Ent3 lajinsisdisesti?

2. Laske nokkahiiren ja norsun syddmensykkeiden suhde ja mit sen tulisi olla
geometrisen, elastisen ja staattisen similariteetin mukaan.

3. Maérité Kleiberin lain nojalla, kuinka moninkertaiseksi eldimen aineenvaih-
dunnan teho kasvaa, jos eldimen massa kymmenkertaistuu. Enté aineenvaih-
dunnan teho massayksikk6a kohti?

4. Pohdi tai selvité kirjallisuuden avulla, mitd eroa on juoksulla, kivelylla, kiyn-
nilld, ravilla ja laukalla. Mitd mahtaa tapahtua, kun koira ravaa peitsaten?

5. Luennon kaava (3.12) olettaa, ettd kaksitukisen palkin kuorma jakautuu ta-
saisesti pitkin palkkia. Olkoon palkin poikkileikkaus suorakaide, jonka kor-
keus on A ja leveys d. Silloin palkin jiyhyysmomentti I = dh3/12, ja palkin
suurin taipuma

5 (Rt 5 qlf
32 Edh® 32 Edh¥’

13. Jos y = ax, niin Iny = lnz + Ina.
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11.

12.

13.

14.

missd ¢ = F/l on kuorma pituusyksikkod kohti. Pétee siis
§ o gltd~th3.

Katolla on tasaisesti jakautunut pintakuorma (noin 3,0 kN/m?.) Kattoa kan-
nattavat lankut toimivat kaksitukisina palkkeina, joilla on tasaisesti jakau-
tunut kuorma ¢. Jos palkkien etdisyys on k (keskikohdasta keskikohtaan),
niin ndyté, ettd g o< k.

. Rakennat kattoa. Rakennepiirustusten mukaan kattolankut ovat T24-luokan

lankkuja, joiden mitat ovat 50 mm x 200 mm, jotka asetetaan syrjilleen
ja joiden etdisyys on 600 mm. Kéytettavissési on kuitenkin vain T24-luokan
lankkuja, joiden mitat ovat 50 mm x 150 mm. M&ard4 niiden vilinen etdisyys
siten, ettd kattosi taipuu saman verran kuin rakennepiirustusten mukainen
katto.

. Rakennat kattoa. Kaytettavissisi on samat rakennepiirustukset ja puutavara

kuin edellisessd tehtdvissd, mutta jinnevili [ on nyt vain 3000 mm, kun se
edellisessd tehtdvissd oli 4000 mm. M#drdsd lankkujen etdisyys siten, ettd
suhteellinen taipuma §/! on sama kuin edellisessi tehtévissi.

. Johda lausekkeesta (3.30) eldimen hyppykorkeudelle verrannollisuuskaava,

kun eldin on elastisesti similaari ja (a) A o Id (b) A o d?, missi [ on
eldimen pituus ja d paksuus.

. Tee sama kuin edellisessa tehtdvissa, kun eldin on geometrisesti similaari.
. Johda korkeudelle h hyppdavin eldimen ponnistusmatkan s keskim&araiselle

kiihtyvyydelle a alaraja a = gh/s. (Vihje: tarkastele hyppyé ilman liikeh&-
vibitd ja kilytd tasaisesti kiihtyvéin liikkkeen kaavoja s = at?/2 ja v = at; lii-
keh&vididen kanssa tarvitaan suurempi 1dhténopeus ja keskimaardinen kiih-
tyvyys ponnistuksessa.)

Oletetaan, ettd linnun lentdmiseen nopeudella v kuluva teho on P,

P =3 — 750+ 400,

kun nopeus mitataan yksik6issd m/s. Laske saalistavan ja muuttavan linnun
parhaat lentonopeudet eli ne nopeudet, joilla lintu pysyy kauiten ilmassa
(saalistus) ja padsee kauimmaksi (muutto) samalla energiam&éralla F.
Johda dimensioanalyysin avulla, etti syvilla pinnan alapuolella uivan kalan
lilkevastus on

1
f= §C’DpAUQ, Cp = ¢¥(Re),

missd ¢ : Ry — Ry, p on veden tiheys, v veden kinemaattinen viskositeet-
tikerroin, [ kalan pituus, v kalan etenemisnopeus ja Re = lv/v.

Osoita, ettd jos kalat uisivat kestouintia nopeudella v oc (%88 niin niiden
kiiyttamille teholle P = am? pitisi b~ 1, 33.

Selvitd merenneitojen fysiologiaa. Uivatko he kuin kalat vai kuin hylkeet ja
delfiinit?
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Luku 4

Kleiberin laista

Elididen perusaineenvaihdunnan teho! P on harvoja poikkeuksia vaille suoraan ver-
rannollinen elion massan potenssiin 3/4 eli

P oc m®/4, (4.1)

Niin yksisoluiset bakteerit, eldimet kuin kasvitkin? noudattavat tété Kleiberin lakia.
Luvussa 3.1 suoraviivainen dimensioanalyysin soveltaminen antoi kuitenkin

P oc m?/3, (4.2)

Samaan tulokseen paityi biologi Max Rubner 1883. Hinen péittelynsi oli seuraa-
va®. Olkoon I eldimen tyypillinen pituus. Sen pinta-ala A oc [* , tilavuus V o< [?
ja massa m o V oc 3. Limpdovirta eldimestd pois ) on suoraan verrannollinen
eldimen pinta-alaan?, joten Q o (2. Energia siilyy, joten P = (), misti saadaan
P o 12 = (I%)%/3 o« m?/3. Rubner siis oletti, ett3 eldimet ovat geometrisesti similaa-
reja.

Luvussa 3.2 selitettiin, miksi maalla liikkuvat selkirankaiset noudattavat
Kleiberin lakia: perusteltiin, ettd ne ovat elastisesti similaareja (eldimen paksuus
d o 13/?), ja oletettiin, etts niiden lihasteho on suoraan verrannollinen niiden pe-
rusaineenvaihdunnan tehoon. Linnuille ja kaloille Kleiberin laki jéi selittaméatta.

Katsopaanpa, miten Rubnerin selitys muuttuu, jos geometrinen similariteetti
korvataan elastisella similariteetilla. Eldimen massa on suoraan verrannollinen sen
tilavuuteen V, ja V o 1d? o A(I3/2)2 = [*. Yhia P = Q « A, joten Kleiberin laki
toteutuu, jos ja vain jos A oc m3/* = (14)3/* = I3 = (13/?)?  d?. Lieri6lle

A= 7dl + ng,

missd vain jilkimmaiinen termi on muotoa d?. Kleiberin laki saadaan vain olettamal-
la ensimméinen termi mitittdmiksi. Silloin 13mpd karkaisi vain eldimen piisti®!

4.1 Fraktaaliputkisto

Suurenergiafyysikko Geoffrey B. West seki biologit James H. Brown ja Brian H.
Enquist etsiviit yhdesss selitystd Kleiberin laille. Enquist oli itse 16ytényt®, ettd
kasvit aina puita mySten noudattavat sitd. Selityksen tuli olla niin yleinen, etti se

1. Energia, jonka levossa oleva elio kuluttaa aikayksikossa.

2. K.J. Niklas: Plant Allometry: The Scaling of Form and Process. University of Chicago Press,
Chicago 1994.

3. Dana Mackenzie: New clues why size equals destiny. Science 284 (1999).

4. Lampd voi poistua eldimen ulkopinnasta johtuen, siteillen tai kulkeutuen. Kaikissa ndissd
lampovirta on suoraan verrannollinen pinta-alaan. Hikoillessa ldmmdnhukka on my&s suoraan ver-
rannollinen pinta-alaan.

5. Téamin toteuttavat skinheadit eli nahkapéddt ja paviaanit.

6. Mackenzie, m.t.
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patisi sekd eldin- ettd kasvikuntaan. He kiinnittivit huomionsa eldinten verisuonis-
ton ja kasvien johtosolukon rakenteeseen ja tehtéviin. Norsun ja kananpojan hius-
suonet ovat samankokoisia. Samoin mannyn ja paivinkakkaran darimméiset johto-
putkilot ovat samankokoisia. Useimmat biologiset jakelujirjestelmét ovat haarau-
tuvia putkistoja, joissa joissa putken koko pienenee sdannéllisesti jokaisessa haa-
rautumassa. Yksi sellainen on eldinten verisuonisto, toinen kasvien johtosolukko,
joka on haarautuva pienten putkien kimppu. Nam$ putkistot poikkeavat toisistaan
putkien laadun (jaykki tai kimmoisa), niiden kuljettaman virteen (neste tai kaa-
su) tai pumppunsa suhteen. Pumppu voi perustua puristustukseen (sydén), imuun
(keuhkot), diffuusioon (hyonteiset), osmoosiin tai hdyrynpaineeseen (kasvit). Naistd
eroista huolimatta eri putkistot toimivat oleellisesti samoin.

West, Brown ja Enquist julkaisivat 1997 artikkelin?, jossa he johtivat Kleibe-
rin lain ja 31 muuta lakia putkistojen hydrodynamiikasta. Heidén mallinsa perustuu
kolmeen oletukseen.

1. Elidn suonisto on itsesimilaarisesti haarautuva fraktaali, joka tayttad elion
koko kehon tai tilan®.

2. Putkiston péiteosaset (hiussuonet) ovat mitoiltaan vakioita.

3. Energia, joka aikayksikdssd tarvitaan ravinnon kuljettamiseen, on pienin
mahdollinen?.

Tutustutaan nyt Westin, Brownin ja Enquistin malliin kasvien johtosolukon
tapauksessa. Siind putket ovat jaykkid ja virre kokoonpuristumatonta. Nisdkkailla
verisuonet ovat kimmoisia, miki vaatii monimutkaisemman tarkastelun'®. Putkiston
alussa on yksi iso putki (verisuonistossa aortta, ng = 1), joka haarautuu n;:ksi
kesken#ddn samanlaiseksi putkeksi, jotka puolestaan haarautuvat no:ksi keskendin
samanlaiseksi putkeksi...Nain jatkuu yhteensd N kertaa ddrimmaisiin putkiston
osasiin (hiussuonet) asti. Heti k:nnen haarautumisen jilkeen haaraputken side on
7k, pituus I ja paine-ero putken péiden vililld Apy. Tilavuusvirran nopeus siing
on Qk = ﬁT,%ka, missd, 4 on keskim#drainen virtausnopeus sen poikkileikkauksen
lapi. Putkenhaarojen méaré k:n haarautumisen jalkeen on Ny = ngni - - - ng. Koska
virre on nyt kokoonpuristumatonta, niin

Qo = NvQy = Nyrriay, = Norr?a, kaikilla k = 0,1,... N, (4.3)

missé ¢ viittaa putkiston padteosasiin (hiussuoniin eli kapillaareihin). Oletuksen 2
mukaan paiteosasille r., . ja 4. ovat elion koosta riippumattomia vakioita. Siten
my6s Ap. on vakio.

Putkiston haarautumista kuvaavat kertoimet

l
Bpi= L da =2k =0,1,...,N - L. (4.4)
Tk lk

West, Brown ja Enquist osoittivat, ettd pumpun teho on pienin mahdollinen'!, kun
Bk =0 €]0,1,7x =7 €]0,1] ja nr =n € N kaikilla k=0,1,... N —-1. (4.5)

T3ll6in putkisto on kuin tavallinen itsesimilaari fraktaalil?.

4.1.1 Apulause. Olkoon (4.5) voimassa. Silloin haarojen mddrd kasvaa geometri-
sesti eli N, = n” kaikilla k =0,1,..., N. Lisdksi

6k ,Yk
T = ﬂ_NTC ja lk = V_Nlc kaikilla k = 0, 17 .. .,N. (46)

7. Geoffrey B. West, James H. Brown ja Brian J. Enquist: A general model for the origin of
scaling laws in biology. Science 276 (1997), ss. 122-126.

8. T4lloin suonisto ravitsee organismin jokaisen sopen.

9. T&m3i suure on verisuoniston tapauksessa syddmen pumppausteho.

10. Se on Westin, Brownin ja Enquistin mainitussa artikkelissa.

11. West, Brown ja Enquist, mt. Kyseessd on sidottu dariarvotehtdva. Kohdekuvauksena on pum-
pun teho P, = Py(no,...,nN,T0,...,7N,l0...,In,m). Sidehtoina se, ettd massa ja N1i3,...,
N, Nl?\; ovat vakioita. Jalkimmadisten vakioisuus seuraa oletuksesta 1.

12. Péidteosasiinsa eli hiussuoniin asti. Aito fraktaaliputkisto jatkaa haarautumistaan loputtomiin.
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Todistus. Harjoitustehtava. m.o.t.

4.1.2 Apulause. Olkoon Qo x P ja P o m®, missi a € Ry. Silloin haarautumis-
tasojen maard kasvaa logaritmisesti:

1
N = aln(m/mo) (4.7)
Inn
missi mo on positiivinen vakio siten, ettd m/mg on dimensioton ja m > my.
Todistus. Harjoitustehtsivi'3. m.o.t.
Lasketaan putkiston kokonaistilavuus V;. Apulauseen 4.1.1 nojalla
N N N
gk 2 Ak o x T2l
V=) Nimrily = Z”k”(—zv“) —xle =D (08"
k=0 k=0 p v =0 (B2y)N.
Geometrisen summan lausekkeen!'# nojalla
1— (32 N+ v

L—nf2y  (B2y)N’

missé V. = mr2l. on vakio ja nf3%y ei saa olla yksi.

Tilan tayttava fraktaaliputkisto on luonnollinen rakenne kaikkien solujen ra-
vitsemiseksi. Putkiston on haarauduttava niin, ettd kutakin ryhmé&& soluja ("ruo-
kintasoppi") ruokkii yksi hiussuoni. Koska I. >> 7. ja N on suuri, niin ruokinta-
sopen tilavuus on likimain [.-halkaisijaisen pallon tilavuus 4/37(l./2)3, joten ko-
ko ruokittava tilavuus on sen N.-kerta. Itsesimilaarin fraktaalin idea on, ettd sen
geometrinen rakenne on sama kaikilla haarautumistasoilla. Siten pikkuvaltimoiden
(haarautumistaso k) tulee ravita ruokintasoppea, jonka kokonaistilavuus on liki-
main 4/37(l)/2)3 Ny. Itsesimilaarisuuden perusteella timi ei ainakaan suurilla N
ja k riipu k:sta. Siten

4 kN3 4 rlpe1\3
37(3) Mo~ gn(H5) Moo
ainakin suurilla k. Nain ollen apulauseen 4.1.1 nojalla

k

l N, \1/3 1/3
yz%m(Nk ) :(%) — 0~ V/3 kaikilla k = 0,1,...,N — 1. (4.9)
k k+1

Oletetaan, ettd putkiston putket ovat jaykkis ja ettd yhteinen poikkileikkaus-
pinta-ala ennen ja jidlkeen haarautumisen on sama. Tdm& on luonnollinen oletus
kasvien johtosolukolle, joka on pitkien jaykkien pienten putkien haarautuva kimppu.
T&lloin 71'7‘]% = mrr,%H kaikilla £k =0,1,..., N — 1. Néin ollen

B =0, =4 — =12 kaikilla k = 0,1,..., N — 1. (4.10)

T
Nyt saadaan 0 < n3%y =n~/3 < 1, joten kaavan (4.8) nojalla

73 1
Vi ~ 1—n=1/3 (n-1n=1/3)

~4/3
N X (nN)4/3 X QO/ ’

silli kaavan (4.3) mukaan Qo o« N, = n™. Virre kuljettaa happea ja ravintoa

aineenvaihdunnalle, joten Qo o< P. Téten P o« Qqy o Vf’/ %, Oletuksesta 3 seuraal,

ettd V3 oc m. Néin saadaan lopulta Kleiberin laki.

13. Muista kaava (4.3). Pidttele ensin, ettd m® o n™, ja kirjoita verrannollisuus yht#léna verran-
nollisuuskertoimen avulla.

14. Kaikilla x € R pitee Z;CV:O xzF = (1 —2N+1) /(1 — 2), kunhan z # 1.
15. Ks. Westin, Brownin ja Enquistin mainittu artikkeli.
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4.2 Fraktaalit pois

Westin, Brownin ja Enquistin artikkeli sai fyysikot hakemaan vield yksinkertaisem-
paa selitystd Kleiberin laille. Sehdn pitee my0s yksisoluisille elidille, joilla ei aina-
kaan ilmiselvésti ole verisuoniston kaltaista ravinnonjakeluverkostoa. Toisaalta se
on P o m?/* = mP/(P+1)_missi D on avaruuden dimensio ja m elin massa. On
havaittu, ettd kaksiulotteiset eldimet (esim. lattamadot) noudattavat sitd. Samoin
jokivesistot toimivat sen mukaan. Nain ollen Kleiberin lain selityksen tulisi olla hy-
vin yksinkertainen ja yleinen, silld se pétee niin eldin-, kasvi- kuin kivikunnassa.
Fyysikko Jayanth Banavar 16ysi'® keinon luopua fraktaaliputkistosta ja yksityis-
kohtaisista suoniston geometrisista ja fysikaalisista oletuksista. Han julkaisi 1999
yhdessd fyysikoiden Amos Maritan ja Andrea Rinaldo kanssa artikkelin!”, jossa
fraktaaliputkisto leikattiin Okkamin partaveitselld'® pois.

Olkoon [ tyypillinen D-ulotteisen elitn (tai olion) pituus. Elion sisdinen ruo-
kintaverkosto ravitsee soppeja, joiden m#sird N o< [P, Keskusldhteests on ainakin
yksi reitti jokaiseen soppeen. AikayksikGssd soppiin pédtyy yhteensd ravintomaira
P « N o IP. Verkoston virremaiird (esim. verim#ird) C riippuu verkoston ra-
kenteesta. Tehokkaimmaksi verkostoksi Banavar ja kumppanit maarittelivét sellai-
set, joille virrem&ira C' on pienin'®. He osoittivat, etts tehokkaimmille verkostoille
C o [P+, Tamén jilkeen he vetosivat havaittuun verrannollisuuteen C' o m. Siten

Pl = (ZD+1)D/(D+1) o OP/(D+1) o D/ (D+1)

4.3 Fraktaalit takaisin

West, Brown ja Enquist pyrkivit hekin yleistim&dn tarkasteluaan sopiviksi kaik-
kiin eli6ihin. Niihinkin, joilla ei ole selvdd ravinnonkuljetusverkostoa. Heiddn ar-
tikkelinsaZ® 1999 tiivistelmé on: "Fraktaalien kaltaiset verkostot antavat eldmiélle
kiytannossd neljainnen avaruusulottuvuuden. Tamé& on biologian tdyttdvien 1/4-
skaalauslakien syy. Organismit ovat kehittdneet hierarkisia verkostoja, joiden paa-
teosaset ovat samankokoisia. Noita pdateosasia ovat hiussuonet, lehdet, mitokon-
driat ja oksidaasimolekyylit. Luonnonvalinta on pyrkinyt tekem#in aineenvaihdun-
nan tehon ja sisdisen tehokkuuden molemmat mahdollisimman suuriksi. Edellises-
sd keino on vaihtopintojen maksimointi, jalkimmaisessd kuljetusmatkojen ja aiko-
jen minimointi. Ndma muotoutumisperiaatteet ovat riippumattomia dynamiikan ja
mallien yksityiskohdista, ja niiden tulisi pated ilmeisesti kaikkiin organismeihin."

4.4 Harjoitustehtivii

5. Todista apulause 4.1.1.

6. Todista apulause 4.1.2.

7. Osoita,ettd kasvin johtosolukossa keskimiérdinen virtausnopeus on vakio
(kullekin kasville).

16. Mackenzie, m.t.

17. Jayanth R. Banavar, Amos Maritan ja Andrea Rinaldo: Size and form in efficient transporta-
tion networks. Nature 399 (1999), ss.130-132.

18. Vilhelm Okkamilaisen (1285-1349) mukaan tarpeettomia olioita ei tule olettaa olemassaole-
viksi. Tat4d periaatetta kutsutaan Okkamin partaveitseksi.

19. T#dmi eroaa Westin, Brownin ja Enquistin oletuksesta, jonka mukaan pumpun (esim. syddmen)
teho on pienin mahdollinen.

20. Geoffrey B. West, James H. Brown ja Brian J. Enquist: The fourth dimension of life: fractal
geometry and allometric scaling of organisms. Science 284 (1999), ss. 1677-1679
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