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½<É_À ÈrÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ�Ä ½<¾ ÆNÈIÄ ¿:ÅdÈ�À�È�ÆN½P¾%Ù|ÈÛÄ Ä%Ã=UEÃpÙ�À È�bYÃY¿:ÇkÉ:É:ÇhÀ À%Ñ
Ù|¿:ÈÛÄ%½PÉ:Ù|ÈdÉkUc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈ�À�¿:¿KÀ�Ùk½P¾ Ä ÇcÈdÆN½'ÄÓÇ*U{ÑpÄ!É:ÇcÈdÉéV�TY½<È�½<À ÈdÆ�½<¾ Ù|ÈdÙ�À�È

100010001000 blÇ¸ÅdÑcÅr¿ ÚU|¿_À À%Ñ4Vcb ��ÇkÉ4Å�ÑcÀ Ùc½PÄ�Ä%¿5ÁÂÇkÈÛÄTÑpÙ|ÈrÉ�ÙkÇcÉ:Ù|¾%½P½'Ä Ä È�À�È�Ñ�Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÀ ¿:¿_À Ùc½<¾�Ä%ÇcÈdÆNÈdÑ_b

Î¡ÏNû ü�ÒbýAÔ�ÓIÚ5þ�ÿ Ú§ÛYØ`þÝÔ¡Û�þ�ØlÚ � Ò¡þ
f]Ñ=UEÑcÅrÅdÈdÀ ½PÅdÅ�Ñ�Ñc¾ ÈrÄ ÆN½P½PÄ�Ä%ÈdÀ ½PÅdÅdÑN½<ÅrÈBÅrÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÀ ½PÅdÅ�Ñ�ÑkÀÂÄ%½PÈdÙcÇcÅdÅ�Ñ�ÇkÉ�Í_ÑpÉ:ÙEÑcÅdÑ�Ä%ÑcÈYÆ,ÑpÍ_Ï:ÇpÄ ÇkÉ�½<À ÈÛÄ ÚÄ%ÃkÃ�Ä%ÃpÍhÄ%ÈÛÄ%Èr½PÄ ½P½<ÅrÅdÈ�À�½¬ÀÂÄ%È]Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿�U|ÈdÑ�À�¿:¿_¾ ½<ÈÛÄTÑ:b 
 ÇkÀ¸Í_ÑpÅd¿�ÄTÑcÑpÉ�Ð:ÈdÈd¾�ÄTÃcÃ.À%ÑpÆ,ÑcÑcÉ�Ùh¿)U{ÑkÑpÉ�½<À È ÚÆN½P¾%ÙhÈdÙ�À�ÈK½PÅdÈ;VkÉ,¾%Ñ=U|ÈdÉ:É:ÇkÉkÄTÑp¾�Uc½ À ½PÉ.Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ½Ê�¿:É:ÙhÄ%ÈrÇkÉ_Ñ!Ð:Èd½PÉ_ÈrÆNÆ,ÃcÀ�Ä%Ã��_ÑpÙhÄ ½<½P¾%ÈdÀ�Ä%Ñ+À ÈdÉ:È;UEÑ ÚÅdÑkÑcÀ ½P½<ÉdT_½<È?À ½�ÇcÉ:É:È�À�Ä ¿ñÑc¾ ÈrÄ ÆN½<½'Ä�Ä%ÈdÀ�Ä%Ñ�ÆNÈÛÄ Ä%Ñ Ú ÑcÀ�Ä ½<ÈrÙ|ÙkÇkÑ,ÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃp½PÉBbLn|½<ÉñÀ È Á�ÑkÑpÉ�KY"14*89":+,�7�!Þ/�":B!B;�5½PÅdÈ¢B;4�K.���7�!+N8h�6/�":B!B;�NÑkÀÂÄ%½PÈdÙcÇkÅrÅ�Ñ.À ½5ÙEÃ{Ê�Ð_ÃpÈdÉ_À%Ã:bIf8Ñ=UEÑpÅdÅrÈ�À ÈrÉ2ÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%ÆNÈrÉ:½<É2ÑcÀ�Ä ½<ÈrÙ|ÙcÇ�ÇcÉ
À�½<ÅrÅ�ÑpÈdÉ:½<ÉdTPÁÂÇhÀ À%Ñ!À ¿:¿:¾%½P½<É�Ñp¾�UcÇkÉ,ÙhÊ|ÆNÆN½PÉ:Ùk½P¾ Ä%ÑcÈdÀ�Ä ¿:ÆNÈdÉ:½PÉ@U{ÑkÀÂÄTÑcÑ+Ê|Í_Ï:½PÉ4ÑkÀ�Ùk½PÅd½P½<É.À�ÈdÈr¾ ÄÂÊ ÚÆNÈdÀ�Ä%Ã,ÑkÀÂÄ%½PÈdÙcÇcÅdÅ�Ñ:b Ü Ñ=UEÑpÈdÉ:É:ÇkÅrÅdÈ�ÀÂÄ%½'Ä%ÑkÑpÉïÅrÇkÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈ�ÀÂÄTÑ�ÑkÀÂÄ%½PÈdÙhÙkÇkÑNÀ ½PÙEÃ�½PÅdÈ;VkÈdÏ�½<É�Á�Ñ,ÈrÍ_Æ�È�À ½PÉ
¾%ÑcÙc½<ÉkÄTÑpÆNÈd½PÉ.Å�ÑpÈrÄ�Ä%½PÈ�Ï�½PÉ�ÙcÇkÙcÇ|½P¾%ÇpÁ�Ñ!Ä%Ñc¿:År¿_ÙcÇcÅdÅ�Ñ�VkbrVkb

n|¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É.¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿�U|¿:¿:Ù�À ÈdÑ+Ä ÇcÈ�À ÈdÀ�Ä%ÑkÑpÉ,Í_Ñ=UEÑpÉ_É:ÇcÈdÅrÅdÈ�ÀÂÄ%½'Ä%ÑkÑpÉNÐ:ÈdÈr¾ Ä%ÃcÆ,ÃpÅdÅdÃ+É_ÈrÈ�Ï�½PÉ�Ùh¿ ÚUEÑcÑEÁÂÈ�Ñ4Æ�ÈdÅdÅrÈdÆN½'Ä ¾%ÈdÐ_ÑpÐI½P¾%ÈrÅdÅd½ÅÈ�Ñp¾%ÈrÄ ÆN½P½PÄ�Ä ÈdÉ:½<ÉþÑkÀÂÄ%½PÈdÙ|ÙcÇïÙh¿_Æ�Æ,ÑcÅrÅ�ÑpÙ|ÈdÉ À ¿:¿:¾%½P½<ÅrÅ�Ñ.É:TIÙkÇcÙkÇcÅdÇ ÚÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈdÐ_ÑpÐI½P¾%ÈrÅdÅd½@È�ÅdÇcÎhÑpÆNÈÛÄ%¾ ÈdÉ:½<ÉnÑcÀ�Ä ½<ÈrÙ|ÙcÇ4Ù|¿:ÆNÆNÑcÅrÅ�ÑpÙ|ÈdÉnÀ ¿:¿:¾%½P½PÅdÅ�Ñ.É#Ä%ÑpÈ?Ð:¿_ÇcÅdÈrÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%Æ�È ÚÐ_ÑpÐI½P¾%ÈdÅrÅd½�TkÁÂÇkÀ%À Ñ,Ä ÇcÈ�À ½PÅdÅdÑ4ÑpÙ�À�½<ÅrÈdÅdÅdÑ,ÇkÉnÑp¾%ÈrÄ ÆN½P½PÄ�Ä ÈdÉ:½<ÉñÑcÀ�Ä ½<ÈrÙ|ÙkÇ+Á�Ñ,Ä%ÇcÈ�À�½<ÅrÅ�Ñ.ÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%Æ�ÈdÉ:½<ÉYb

t§°2u����C�*��´7�1� �F�,�.�7�5�N�,¸g��¼:ö7�:�N�§���F�,���¦�����*�1�N�,�7���2���§´7���)¼2�:�,¸Q´7�1�:´:�1·N�g³��=���A�=���,¸1³�³�¸1���=���Yu:÷g�(u(�
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»�¿:ÇkÅrÈdÅrÇkÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈ�À�½<ÅrÅ�Ñ ½<À ÈrÄÂÊhÙ�À ½PÅdÅdÃ#ÇcÉ5Ê|Ù�À ÈhÆN½<¾ Ù|ÈrÄ�Ä%Ã=UEÃ¸½'Ä ¿Bb=_2ÇcÉ:½PÄ8Åd¿:ÇcÉ_É:ÇcÉ�ÅdÑcÈrÉ_ÑcÅdÑcÈdÀ ¿:¿_Ï:½'Ä
Ç*UEÑEÄ ½PÙ�À�ÐIÇcÉ_½PÉhÄ È�ÑcÑcÅrÈ�À�È�Ñ:b%Ì²À ÈdÆ�½<¾ Ù|ÈdÙ�À�È�Ð:¿_¿:É�År¿:ÇkÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉ�ÙEÑcÀ(Uh¿ïÉ:Çk¿_Ï:ÑEÄ Ä%ÑkÑ5Å�ÑpÙ|È�Ñ

M(t) = M0
½ α t ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ t ≥ 0,

ÈÂVkbrV=É
ÆNÈdÀ%À Ã

M0
Á�Ñ
α
Ç*UEÑEÄ�ÐIÇkÀ ÈrÄ ÈdÈ;U|È�À�È�ÑÅUEÑpÙ|ÈdÇcÈrÄ%ÑNÁ�Ñ

M(t)
½<À ÈÛÄ Ä%ÃkÃ2Ð:¿:¿_ÉGÆ,ÑcÀ%À ÑkÑ1Í:½PÄ Ùc½<ÅrÅ�Ã

t
b

q ¿:É,ÆNÈÛÄTÑEÄTÑcÑpÉ�Ð:¿:¿:É.Æ,ÑkÀ À%Ñ+Ù|¿:É_ÑcÙhÈdÉ�ÑpÁ�ÑpÉ:Í:½PÄ Ùk½PÉ_Ã)TpÆN½P¾%ÙhÈrÄ%ÃkÃpÉ,ÆNÈrÄ�Ä%Ñc¿_À Ð:ÈdÀ�Ä ½<½'Ä Ð:¿:ÇkÅrÈdÅrÇ ÚÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈdÐ_ÑpÐI½P¾%ÈrÅdÅd½hÈ�ÑpÈdÙ{Ñ Ú ÑkÀÂÄ%½PÈdÙ|ÙcÇ�Ñc¾ ÈrÄ ÆN½<½'Ä�Ä%ÈrÉ_½PÉdT�Æ,ÑcÀ%À%Ñ Ú ÑcÀ�Ä ½PÈdÙ|ÙcÇ!ÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%ÆNÈrÉ:½<ÉIÉBÁ�Ñ�Ð:ÈrÈd¾ Ú¾ ½PÄ%ÃkÃpÉ�É_ÈrÈ�Ï�½PÉ1ÙEÑc¿�Ä�ÄTÑNÙ{Ã{Ê|¾TÃ�T|É:ÈdÈrÉ1À Ê|ÉkÄÂÊ|Ê.É_Çc¿_À ½�UEÑNÀ�¿_Çc¾TÑ�T¬ÁÂÇcÉ:ÙEÑNÙ|¿:ÅdÆ,ÑpÙc½<¾ ¾%ÇcÈdÉ�ÇkÉ
α
Á�Ñ

ÁÂÇcÙEÑ�År½<ÈrÙ|ÙEÑcÑ
M Ú ÑpÙ�À�½<ÅrÈ�Ñ�Ð:ÈdÀ�Ä ½<½<À%À Ã M0

b

 ÇhÀÓÐ:¿:¿:É Æ,ÑcÀ%À ÑïÀ�ÈdÈdÉ_Ã�ÐI½<À ÈaUhÈd½PÉ ¾TÑcÀ�Ä%ÑpÈ�Ï�½<ÉnÆ,ÃcÃc¾%ÃcÉ

R(t)
Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_ÑïÉ:Çk¿_Ï:ÑpÄ�Ä%ÑkÑ

ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈdÙ{ÑkÑ=UEÑcÑ
M = aRb,

ÈÂVkb w.É
ÆNÈdÀ%À Ã

a > 0
Á�Ñ
b ∈ � Ç*U{ÑpÄ�UEÑpÙ|ÈrÇkÈÛÄTÑ�T�É:ÈdÈdÉªÙcÇkÙcÇcÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%ÆNÈrÐ_ÑcÐK½<¾ ÈdÅdÅr½�ÇcÉþÙEÃ{ÊkÄ Ä(VhÃ:bY»�ÈdÈd¾ Ú¾ ½PÄ%ÃkÃpÉþÀ�ÈdÈrÍ_½PÉ Í_Ñ=UEÑpÈdÉhÄ ÇkÐ:ÈdÀ�Ä ½<½'Ä

(R,M)
Á�Ñ1É:ÈdÈdÏ�½<É ÙEÑp¿�Ä Ä%Ñ�ÙEÃ{Ê|¾%Ã)T|ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉªÀ Ê|ÉkÄÂÊ|ÊnÀ ¿:Çk¾%Ñ)T

ÁÂÇcÉ:ÙEÑ£Ù|¿:ÅrÆ,ÑcÙc½P¾%¾%ÇcÈdÉ+ÇcÉ
b
b*_1ÈrÙ�À È�É_ÃpÈdÉ5ÙEÃ{Ê.T{À ½PÅaU|ÈdÃkÃ¸ÇcÄ�ÄTÑpÆ,ÑpÅdÅdÑ¸Ê|ÍkÄTÃpÅaVkÀ�Ä%Ã�ÈÂVcbxw�É]Ð:¿_ÇcÅdÈÛÄ Ä%ÑpÈdÉ

ÅrÇkÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈhÁ�ÑNÀ�Ç*Uk½PÅrÄ%ÑpÆ,ÑcÅrÅ�Ñ5ÅdÇcÎhÑp¾%ÈÛÄ%ÆNÈr½<É�Å�ÑcÀ Ùh¿KÀ ÃkÃpÉhÄ(VcÁ�Ã�c

lgM = lg(aRb) = lg a+ b lgR.

Î¡Ï�� 	 Ù§Ù§ÒAÿ Ø`þ�Ó)Ú§Õ[ØlÕ�

�jþ��¡Ù��
Ç#ÅdÅrÇkÆN½'Ä ¾%È�ÑpÅdÅdÑ�Ä%Ñc¾ ÙkÇcÈrÄ ½PÄ%ÑcÑcÉ)½<ÅrÈaVcÈ�Ï�½<É Æ5¿:Ç�Ï�ÇkÉ ½P¾%ÈrÅ�ÑpÈ�À�¿_¿�Ä�ÄTÑ:b[p¸ÈrÆNÈrÄÂÊ|À2Ä ¿:Åd½P½GÙhÅ�ÑcÀ%À ÈdÀ ½PÉ
Ù|¾ ½<ÈrÙEÑpÉïÀ ÑcÉ_ÑcÀ�Ä%Ñ'��B!B;�*�F4*/1TkÁÂÇcÙEÑ�Ä%Ñc¾ ÙkÇcÈrÄ�ÄTÑcÑ�½P¾%ÈrÅ�ÑpÈ�ÀÂÄTÑ:b 
 Ç�� ÑcÅrÈdÅd½PÈ�Ä%ÇpÄ ½¬À�ÈYÀ ¿:¿:¾%½PÆNÐ:Èd½PÉ�Æ,ÑcÑ Ú½PÅ�ÃpÈdÆNÈr½<É�ÄTÑp¾�U|ÈÛÄTÀ�½�U{ÑcÉëÀ ¿:ÍhÄ ½<½PÅdÅrÈ�À ½<À�Ä È Ä%¿:Ùc½�U{ÑcÆNÆNÑpÄ.År¿_¿�Ä!Á�Ñþ¾TÑcÑEÁ�ÑpÄ,Ùh¿_ÈrÉéÉ:ÈdÈÛÄTÃ Ð:Èd½PÉ:½<Æ ÚÆNÈrÅdÅdÃñ½PÅ�ÃpÈdÆNÈrÅdÅ�ÃnÇkÉYb 
 b Ü ¿��|Åd½PÊªÑc¾(Uk½PÅdÈ!$�m�T?½'Ä Ä%ÃñÄ ÇkÈdÀ È�ÀÂÄTÑcÑpÉG¾ ÈdÈrÐ_Ð:¿�UEÑEÄ½�:ÈdÇcÅdÇcÎcÈ�À ½'Ä�À ¿:¿:¾%½P½PÄ
S,M1,M2, . . . ,Mn

É_Çc¿_Ï:ÑpÄ�ÄTÑ=U{ÑpÄ ÐKÇcÄ ½PÉKÀ À ÈrÊ|ÍhÄ%ÃcÅ;VhÃ

S = aM b1
1 M b2

2 . . .M bn

n ,
ÈÂVkb �YÉ

ÆNÈdÀ%À Ã
a > 0

Á�Ñ
b1, b2, . . . , bn ∈ � Ç*UEÑEÄ�UEÑcÙhÈdÇcÈrÄ%Ñ_bdf ÃpÅdÅdÑcÈdÀ È�Ñ4Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;VkÈÛÄTÃ�À ÑcÉ:ÇpÄTÑcÑpÉí�*B!B;4�Þ

8½"�+,�7�6/1�;-*/7��b 
 ÇkÀ8Ä%ÇcÈ�À�È�ÀÂÄTÑcÑcÉ5¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿�U|È�Ñ+À�¿_¿:¾ ½<ÈÛÄTÑÓÇcÉ½UEÑpÈdÉ�ÙEÑcÙ|À È,T
S
Á�Ñ
M
TEÉ:ÈdÈdÉ.ÑpÅdÅrÇkÆ�½PÄ ¾%ÈrÉ_½PÉ

Ê|ÍkÄTÃpÅaV�ÇkÉïÀ ÈdÅrÅdÇcÈdÉ
S = aM b,

ÈÂVkb �%É
ÆNÈdÀ%À Ã

a > 0
Á�Ñ

b ∈ � Ç*U{ÑpÄÍUEÑpÙ|ÈrÇkÈÛÄTÑ:b��%42��3.":+5���� %$§rnÄ%ÃpÆ,Ã Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;VKbCì£Åd½'Ä ½PÄ%ÑkÑpÉdT÷½'Ä�ÄTÃ
À�¿_¿:¾ ½<½'Ä

S
Á�Ñ
M
Ç*UEÑEÄ×ÑpÁ�ÑpÉ½Ê�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇkÈÛÄTÑ Á�Ñ5É:½¸É:Çk¿_Ï:ÑEÄ Ä%Ñ=UEÑEÄ÷År¿:ÇkÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÀ�Ä%Ñ!Ù{ÑkÀ§U|¿_Ñ!½PÅdÈKÐ_ÃpÄ ½<½

M ′(t) = cM(t), S′(t) = dS(t)
ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ

t > 0,
È�Vcbx��É

ÆNÈdÀ%À Ã
c, d ∈ � Ç*UEÑEÄ¦UEÑpÙ|ÈrÇkÈÛÄTÑ:b�p£ÃpÈ�Ï�½PÉ�Ï�È��I½<¾ ½<ÉkÄ%ÈdÑkÑpÅdÈrÊ|ÍhÄ%ÃcÅ;VkÈdÏ:½PÉ�Ê|Åd½PÈ�À�½PÄ#¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�À ¿�Ä×Ç*UEÑpÄ

M(t) = M0
½ c t , S(t) = S0

½ d t ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ t ≥ 0,
ÈÂVkb ¡YÉ

ÆNÈdÀ%À Ã
M0

Á�Ñ
S0
Ç*UEÑEÄ¡UEÑpÙ|ÈrÇkÈÛÄTÑ�T�ÁÂÇcÄ ÙEÑ Æ,ÃcÃc¾%Ã{ÊhÄÂÊ%UEÃEÄ�À�¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<É

M
Á�Ñ
S
Ñp¾�UcÇkÈdÀ�Ä%Ñ¸Í:½'Ä%Ùc½PÅdÅ�Ã

t = 0
½<ÅrÈ

M0 = M(0)
Á�Ñ

S0 = S(0)
bjiÓÅr½<ÈdÀ ÈdÀ�Ä%ÃG¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�À ¿:ÈdÀ�Ä%Ñ�ÈÂVkb ¡YÉ�À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉdT²½PÄ�Ä%Ã

ÑpÅdÅrÇkÆN½'Ä ¾%ÈdÉ:½PÉ4ÊhÍhÄTÃpÅaV�È�Vcb �YÉ÷Ð_ÃpÄ ½P½.T:Ù|¿:É

a =
S0

M0
b

Á�Ñ
b =

d

c
.

ÈÂVkbxÞ�É

i£ÅdÅdÃ�ÇkÅr½�UEÑpÉïÁÂÇcÍ_Ï:ÇcÉþÇcÅd½'Ä%¿:Ù�À�È�Ñ
UcÇcÈ�Ï:ÑkÑpÉ ÅrÈd½�Uk½PÉhÄ%ÃkÃïÀ%ÑpÅdÅdÈrÆ,ÑpÅdÅ�Ñ4ÙEÑkÀ§U|¿:Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;VkÈdÏ�½<É�Uk½P¾%¾%ÑcÉ ÚÉ:ÇcÅdÅdÈdÀ ¿:¿_À Ùc½<¾�Ä%ÇcÈdÆ�Èd½PÉ�¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿KÑ,ÑEÁ�ÑcÀ�Ä%Ñ_bIn|ÈdÅrÅdÇcÈdÉ2¾%ÈrÈrÄ�ÄTÃcÃ Á�Ñ.ÇcÉ'UEÃpÅrÄ�ÄTÃpÆ,ÃEÄ�VcÉhÄ%ÃNÇkÅr½PÄ�Ä%ÑkÑ�TK½'Ä�ÄTÃ
d(t) = b c(t)

ÆN½<ÅrÙk½PÈdÉ4ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ
t > 0

T{ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ

S′(t)

S(t)
= d(t) = b c(t) = b

M ′(t)

M(t)

t�­=u�À=u�õQ�2Â����5¼����d|Fz��� �(}C�AzNyb|F�� x"!6~$#1�&%7|Fz(')!;��u�±ª�5�N�=���=���Y�+*%�7�:�,���ªt§ô7°7�2u
t§¿2u�õQ�=�7¥o�7�b�,���=���F���1¥¦���N�§�j·,�l·N�7�:�,�1¥¦���,���M���F�=u�*%�=�7�2�=�7�=�º�1³7�»·,�¦���.´:�7�.�,���=���N�,�7�2u
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ÆN½PÅdÙc½PÈdÉïÙ{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
t > 0

b�q ½PÄ�ÁÂ¿_À%ÃcÃcÉ:É�VcÉ4É:ÇpÁ�ÑcÅrÅ�ÑNÀ ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ

lnS(t) = ln a+ b lnM(t) = ln aM(t)b ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ t ≥ 0,

ÆNÈdÀ%À Ã
a > 0

ÇcÉ
U{ÑcÙ|ÈrÇKbYW£Èr½<ÅdÃ�É:Èd¿:Ùk½PÆNÆNÈrÅdÅdÑ�ÇkÅr½PÄ ¿:Ù�À ÈrÅdÅdÑ£ÁÂÇkÍkÄ%ÇNÇcÉ:É:È�À�Ä ¿:¿dT{ÁÂÇhÀ×ÄÂÊ|Ê|Ï:ÊkÄTÃcÃkÃpÉ
ÑpÅdÅrÇkÆN½'Ä ¾%È�À�½<½PÉNÊ|ÍkÄTÃpÅaV%VcÉ9UEÑpÈdÉNÄ%Ã{Ê�À ÈrÙEÑcÀ(U|¿:È�À�ÈdÅrÅd½ ½PÅdÈaVcÈdÅrÅd½�T<ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ,ÅdÈdÙhÈdÆ,ÑpÈdÉÍUcÇkÈdÏ_ÑcÑpÉNÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃcÃ
ÙEÑcÀ(Uh¿_ÊhÍhÄTÃpÅaVcÈ�Ï�½PÉ4¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�À�¿pÁÂ½PÉ�ÑcÀ ÊhÆNÐ�Ä%Ç|ÇpÄ�Ä%ÈdÀ È�Ñ�Ñc¾(UkÇpÁ�Ñ�ThÙ|¿:É
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ÅdÃcÐ:È�É:Çk¿_Ï:ÑEÄ Ä%ÑkÑ�Å�ÃpÆNÆ½VcÉpÁÂÇcÍhÄ ¿:ÆNÈ�À�Å�ÑpÙ|È�Ñ

Qv = Ak
θe − θu

h
,

ÆNÈdÀ%À Ã
k > 0

ÇkÉ�Ä ¿:¾%Ù|ÈrÉ1Å�ÃpÆNÆ½VcÉpÁÂÇcÍhÄ%Ñ=U|¿:¿_À Ùc½<¾ ¾%ÇcÈdÉdT
θe
ÇcÉ1½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ�Å�ÃpÆNÐ#VpÄ ÈdÅ�Ñ Á�Ñ

θu
ÇcÉ�¿_ÅrÙkÇcÅ�ÃpÆNÐIVcÄ ÈdÅdÑ_bYq+ÑcÈrÙ|Ù|ÈIÉh¿_Ç�ÙkÇcÅdÆ�½ À ¿:¿:¾%½'Ä�ÄTÑ5Ç*UEÑpÄ×À%ÑpÆ,ÑEÄ×Ä%Ñc¾ ÙEÑcÀ�Ä ½<År¿KÀ À%ÑpÆ ÚÆN½�TKÁÂÇpÄ ½<É

Qv ∝ Ah−1 b¡ìÓÀ ÇcÈrÄ%Ñ�Å�ÃpÆNÆ½VcÉ�À ÃcÈrÅdÊ|Æ�È�À ½PÉ ÐI½P¾%ÈdÑkÑEÄ�Ä%½P½¬ÀÂÄTÑ Qe = QvÅdÃcÍhÄ Èd½PÉdT�½PÄ�Ä%Ã
h ∝ l−1/4 b�_b¦fB½¬ÀÂÄTÑcÑ£½<Ï�½<ÅrÅdÈ�À�½¬À À%Ã Ä%½PÍhÄ%Ã=UEÃcÀ%À%Ã#ÇkÀ ÇcÈrÄ�ÄTÑpÆ,ÑcÑkÀ�ÈcÄ ¿:ÅdÇkÀ�Ä%ÑÓÍ_Ñ=UEÑcÈrÉ:É_ÇcÈdÅrÅ�ÑcÀ Èk½<ÅdÃcÈrÉhÄ%½PÉ!Ä%¿:¾ ÚÙc½<ÈdÀ�Ä%Ñ¸Á�ÑNÈrÍ_Æ�È�À�Ä ½PÉ�Ð:¿_Ùc½P¿:Ä ¿:ÆNÈ�À�½¬ÀÂÄTÑ:b�_1ÈdÅrÅ�Ã,À ½PÅdÈÛÄTÃEÄ ÐKÇkÈrÙ|Ùk½<ÑpÆNÈ�Ñ.X

��b »�ÈdÈr¾%¾%Ã ÐKÑpÐI½P¾%ÈrÅdÅr½²Ù{ÑcÙ�À�ÈpÎk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä ÈpÀ ÈdÆ�ÈdÅ�ÑcÑp¾%È�Ñ�T'½<¾ ÈdÙcÇkÙcÇcÈ�À�Ä%Ñ÷ÙcÇcÅdÆNÈrÇcÄ%Ñ]Á�Ñ Åd¿:ÆNÈdÑcÙ ÚÙEÑcÑ:b
¡:b¦_2ÃcÃc¾ ÈrÄ%Ã4Îc¾TÑcÑ+EKÀ ½<À�Ä È?Ù|¿�UEÑp¿:Ù�À ½PÉ

f : ]0,∞[→ � Å�Ñp¿KÀ�½<Ùc½
f(x)

TYÙ|¿:É À�½<É Ñp¾�UcÇcÈdÙ�À�È
ÇcÉïÆNÈÛÄTÑEÄ�Ä%¿dc

È�Ñ.É

x y = f(x)V V.T å
w w�T à
� ��T w
� à)T å
� VkV�Txw
¡ V<�)TßÞ

ÈF�IÉ

x y = f(x)V Þ%T �
w �E�IT ¡
� �kåk�
� w�âcàkå
� wcw�åk�cå
¡ V<¡k��åkåcå

¡
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 ÇhÀ]Ä ¿:É:É_½'Ä%ÑkÑpÉhÊ�Ê�À�ÈdÙEÑcÑcÅrÈ�À�½<½PÉ£Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½<ÅrÆ,ÃcÃcÉ�ÅdÈdÈÛÄ ÄÂÊYUEÃpÄ²À�¿:¿_¾ ½<½'Ä�TpÄ Èd½<Ï�½PÄ%ÃcÃcÉ�ÈdÆNÐ:ÅdÈdÀ ÈrÈrÄ�Ä%ÈdÀ ½<À�Ä È
ÁÂÇ ÁÂÇpÄTÑpÈdÉ�À ÈrÈrÄ%Ã)TpÆNÈÛÄ%½PÉ,É_ÃcÆ,ÃÓÀ ¿:¿:¾%½P½PÄ�¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿�UEÑEÄ?Ä%ÇcÈ�À�È�ÀÂÄTÑcÑcÉYb�_1½PÉ_½'Ä ½<ÅrÆ,ÃkÃ�T�ÁÂÇkÅrÅ�Ñ£Ä%ÃpÆ,ÃÓÄ%Èr½ ÚÄ Ç.À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ�½<À ÈdÈrÉdTKÙ|¿�Ä%À ¿�Ä%ÑkÑpÉ 3*�!89"� �/7�F4��� #��BON�N=/7�;-=/7��bln|½!ÇkÉ�ÍhÊ.VkÏ�Ê|ÅdÅrÈdÉ:½<É5Á�Ñ,Å�ÑcÑpÁ�ÑcÀ�Ä È�ÙEÃ{Ê ÚÄ ½PÄ�ÄÂÊ5ÆN½<É:½'Ä%½PÅdÆNÃ!½P¾%ÈÛÄÂÊ|È�À�½¬ÀÂÄ%È�UhÈd¾ Ä%Ñp¿KÀ Ï�Ê|É_ÑcÆNÈrÈdÙEÑcÀ%À Ñ)T¬Æ�¿�Ä�ÄTÑ!À ÈÛÄTÃªUcÇcÈ�Ï:ÑkÑpÉ�À Ç*Uc½<ÅÛÄTÑcÑ£ÙEÑpÈdÙhÈdÅ ÚÅdÑÓÄ%Èr½PÄ ½<½PÉ_ÑcÅrÇkÈrÅdÅdÑ)T'ÁÂÇkÈdÀ%À Ñ ÙEÃ{ÊhÄ ½PÄ%ÃkÃpÉ
/7�����(":�!+5�Eb.fBÇkÈdÀ%ÑcÑcÅÛÄTÑÓÏ:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê|À È�P ÇcÈdÙc½¬ÑpÆNÆNÈrÉ
ÙEÃcÀ ÈÛÄ Ä ½P½PÄ�À�¿_¿:¾ ½.T�ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÅd¿:Ù|¿dT�ÆNÈrÄ�ÄTÑ{ÊhÙ�À ÈrÙ|Ù.V�Á�Ñ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇ�PûÇ*UEÑEÄ,Ê|Ù�À�È Ä%Èr½PÄ ½P½<ÅrÅdÈ�À�½<É�Ä%½PÇ Ú¾ È�ÑpÉ4ÇkÀ%Ñ�T¬ÁÂÇcÉ_Ù{Ñ�Æ5¿_Ù{ÑcÉ_ÑpÇkÅrÇ�ÇcÉ�Ä ½<ÍkÄTÃ=UEÃ�½<Ù�À�Ð:ÅdÈ�À�ÈdÈÛÄ Ä È�À�½<Ù�À�ÈLU|ÈrÈdÆN½PÈ�ÀÂÄTÃcÃcÉ4À ÈrÅdÅrÇkÈrÉïÙ|¿:É4Ä ½PÇk¾ È�Ñ
ÑpÙ�À ÈrÇkÆNÑpÄ È�À�ÇkÈdÏ_ÑcÑpÉBbIf ÃcÀ%À%Ã,Ä ½<Ù�ÀÂÄ%ÈdÀ%À Ã.Ä ¿�Ä%¿_À�Ä ¿�ÄTÑcÑpÉ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇkÑpÉKÑpÅdÊhÊ�À ÈrÈdÉnÀ ½PÙEÃ4É_ÃpÐ:ÐKÃp¾TÃpÉ_Ã
Æ,ÑpÅdÅrÈdÉhÄ%ÑpÆNÈ�À�½<ÉïÑcÐ:¿:Ùk½PÈdÉ:ÇcÉ_Ñ�½'Ä Ä%Ã�Ä Èd½'Ä%½P½<ÅrÅdÈdÀ ½PÉïÄ%½PÇc¾%È�ÑpÉïÇkÀ%ÑcÀ ½PÉ_Ñ_b

û¢Ï§Î Q'ÛYÚ(ÿ ØdÓ �5� Ú(RS
 � Û%Ú§Õ � ØdÓ�þ�Ô¡Ú§ÕoØQÕT�[ØlÚ§Ù(ÑoÓ)Ú
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ!Í:½<ÈrÅd¿:¾%ÈdÑ)T%ÁÂÇcÉ:ÙEÑÓÍ:½PÈdÅ�ÑpÍ_Ï�¿KÀ ÑcÈrÙEÑÓÇcÉ

P
À ½PÙ|¿:ÉhÄ È�Ñ�TEÅ�ÑpÉ:ÎhÑpÉ�Ð:ÈÛÄ%¿:¿_À�ÇkÉ

l
ÆN½'Ä%¾ È�Ã

Á�Ñ.Ð:¿_É:É|¿:Ù�À�½<É2Æ,ÑcÀ%À Ñ,ÇkÉ
m
ÙhÈdÅdÇcÎc¾TÑpÆNÆ,ÑcÑ_b Ü ½<ÈrÅd¿:¾%È8ÇkÉ1Ä%ÑkÀ ÑcÈdÀ ½<À%À%Ñ�Îk¾%Ñ=U|ÈrÄ%ÑkÑEÄ ÈdÇcÙk½PÉhÄ%ÃkÀ À%Ã�T

ÁÂÇkÀ%À Ñ�UEÑpÐ_ÑkÑpÉ.Ð:¿:Ä ÇkÑcÆNÈdÀ ÅrÈdÈdÙhÙk½P½<É.Ù|ÈrÈdÍhÄÂÊYU|Ê|Ê�À²ÇkÉ
g
b Ü ½PÈdÅ�ÑpÍ_Ï�¿KÀ�Ù|¿:ÅdÆ,Ñ!ÇcÅdÙcÇ|ÇkÉ.Ð:Èd½PÉ:È,T{ÁÂÇpÄ%½PÉ

ÇcÅd½'Ä%½'Ä%ÑkÑpÉdT|½PÄ�Ä%ÃNÆNÈrÄ ÙEÃcÃcÉ4Æ�¿:¿�Ä Ä%½PÙ|È Á�ÃpÄ#½PÈaUEÃEÄ#Í:½<ÈrÅ�ÑpÍ_Ï:¿_À ÑcÈrÙEÑkÑpÉ@UEÑcÈrÙ|¿�ÄTÑ�½<ÅrÈ

P = f(m, l, g),
È�w�bdV2É

ÆNÈdÀ%À Ã
f
ÇcÉ�ÁÂÇcÙ|ÈdÉïÄ ¿:ÉhÄ ½<Æ,ÑEÄ ÇkÉ1ÙcÇkÅrÆN½PÉï¾%½<ÑcÑcÅrÈdÆ5¿_¿�Ä�Ä%¿EÁ�ÑpÉ�¾%½<ÑcÑcÅrÈ�Ñp¾�UcÇkÈrÉ_½PÉ9Ê�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇKb)q+Ã{Ê ÚÄ ½PÄ%ÃcÃcÉªÆ,ÑcÀ%À ÑcÉdT?ÑEÁ�ÑpÉ2Á�ÑnÐ:ÈrÄ ¿_¿_Ï�½PÉ�8��!+,+5��N�-*/1�;-2-�U*�! #<'n S Ú Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VcÁ�Ã1Ù|Î)T?À¸Á�ÑnÆ�bg_2¿�Ä�ÄTÑÀ�½NÇkÉ�UEÑpÈdÉ Æ�Èd½PÅdÈaU{ÑcÅÛÄTÑpÈdÉ:½PÉ UEÑpÅdÈrÉhÄTÑpÆNÆN½�c�Ê|ÍhÄ%ÃïÍ|ÊYU|ÈdÉ�UkÇcÈrÄ%ÑcÈdÀ ÈrÈdÉnÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃcÃ4É_ÃpÈ�Ï�½<ÉÅJ)":�7�%/7Þ

/7�����(":�F3.": 1Ê|Ù�À ÈrÙ|Ù�VkÈrÉKÃ4Åd½PÈaU|ÈdÀ ÙEÃcÃ)TYÅdÑkÀ�È�Ñ�Á�Ñ2À Ê|ÅÛÄTÃïÄ%ÑpÈ÷ÆNÈÛÄTÃ1Í|ÊYUEÃcÉ_À ÃïÉ:ÈdÈ�Ï�½PÉªÆNÇkÉ:ÈrÙk½P¾ Ä%ÑkÑ:b
Ü ½<ÈrÅd¿:¾%ÈrÉïÙEÃ{ÊkÄ Ä%Ã{ÊhÄÂÊ|ÆNÈrÉ:½<É4½<È�Æ5¿:¿:Ä ¿dT�UEÑcÈrÙ|ÙEÑhU{ÑcÈrÍKÏ�½'Ä Ä%ÑpÈ�À ÈrÈdÉ�ÐK½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉïÆNÈÛÄ Ä%Ñ{Ê|Ù�À�È ÚÙ�VcÄ£Ä%ÇcÈ�À�ÈdÙ�À�È@b 
 ÇhÀ¸½¬À�ÈdÆN½P¾%ÙhÈdÙ�À�È?Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ2ÆNÈrÄ�Ä%Ñ{Ê|Ù�À ÈrÙ|Ù�V4ÇcÉ Ù|ÈrÅdÇcÎk¾%ÑcÆ�Æ,ÑcÉ2À�È Á�ÑcÀ�Ä%Ñ4År½<È;U|È�À�ÙEÃ)T
ÇcÉïÆ,ÑcÀ%À ÑcÉE8h�!+N+5�*Bº�.-��#Á�Ñc½'Ä Ä%Ñ=UEÑ�ÙhÊ|ÆNÆN½PÉ:½<ÅrÅ�Ã�c�W£ÈrÅdÅd½PÉ�Æ,ÑcÀ%À Ñ�ÇcÉ�¡cå�Ù|ÎN½PÅdÈY¡NÅr½<È;U|È�À�ÙEÃkÃ:b

W�ÑpÈdÍ_Ï�½PÄ%ÑcÑcÉ�ÐI½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉëÆNÑkÀ À%Ñ�T?Ð:ÈrÄ ¿_¿_À Á�Ñ ÑpÈdÙEÑ Æ�ÈrÄ�ÄTÑ{Ê|Ù|À ÈdÙ�VpÄNÙ|Î)T�Æ	Á�Ñ À
É:ÈdÈdÏ�½<ÉþÆ�ÇkÉ:ÈdÙc½P¾%¾%ÇcÈdÙ|À È

µ
ÙhÎIT

λ
Æ Á�Ñ

τ
À�TBÆ�È�À%À Ã

λ, µ, τ > 0
Ç*U{ÑpÄÍ8��F"�Bº�!D*�*Bº+5�*�6/7�F�pbAn|ÈrÅdÅdÇcÈdÉ

Í:½PÈdÅ�ÑpÍ_Ï�¿KÀ ÑpÁ�ÑpÉ�ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÅd¿:Ù|¿
P
ÇkÉ,Á�Ñp½PÄ�ÄTÑ=U{Ñ.År¿�U|¿:ÅdÅ�Ñ

τ
T�Ð:¿:É:É|¿:Ù�À ½PÉ1Æ,ÑcÀ%À ÑcÉ1ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÅd¿:Ù|¿

mÅr¿)Uh¿_ÅrÅ�Ñ
µ
Á�Ñ5Å�ÑpÉ:ÎhÑpÉ.Ð_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<É4ÆNÈrÄ�Ä%ÑcÅr¿_Ùh¿

l
Åd¿�U|¿:ÅdÅdÑ

λ
b�W�ÑpÙ|ÈrÇkÉ

g
Æ�ÈrÄ�ÄTÑ{Ê|Ù|À ÈdÙhÙ.V!ÇcÉ4ÆV7EÀ 2

n S Ú ÊhÙ�À ÈrÙ.VcÈ�À À%Ã�TPÁÂÇpÄ%½PÉ�À�½<É4ÆNÈrÄ�Ä%ÑcÅr¿_Ùh¿ïÇcÉ�Á�Ñp½PÄ�ÄTÑ=U{Ñ�Åd¿�U|¿:ÅrÅ�Ñ λ/τ2 b�q£ÇkÀ ÙEÑ5ÆNÈrÄ�ÄTÑ{ÊhÙ�À ÈrÙ|Ù.VpÁÂ½PÉÆ5¿:¿:Ä�Ä%ÑcÆNÈrÉ:½<É,½PÈ�À ÑkÑ Æ5¿:¿:Ä�Ä%ÑkÑ+Í:½<ÈrÅd¿:¾%ÈrÉ,ÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃ{ÊkÄÂÊ|ÆNÈ�ÀÂÄTÃ�Tp½<ÈKÀ ÈÛÄTÃ+Ù|¿�UEÑcÑ=UEÑpÉNÊ|ÍhÄ%ÃpÅaVcÉ_Ù{ÃkÃpÉ
Ä ¿:Åd½+Æ5¿_Ç|Ï:ÇcÅrÄ%ÑcÑcÉ�Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿_Ñ:b#n|ÈrÈ�À

τ−1P = f(µ−1m,λ−1l, λ−1τ2g)
ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ

λ, µ, τ > 0.
È�w�bxw�É

W�ÑpÅdÈÛÄTÑcÑcÉ4É|ÊhÄ
µ = m

T
λ = l

Á�Ñ
τ =

√

l/g
TEÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ

P

√

g

l
= f(1, 1, 1) = C

½PÅdÈ
P = C

√

l

g
,

È�w:b �YÉ

ÆNÈdÀ%À Ã
C
ÇcÉ£ÁÂÇcÙ|ÈdÉhUEÑcÙhÈdÇ_b�n�½PÉ,Ñp¾�UcÇ÷Á�ÃpÈ�É|ÊhÄ�Æ,ÃcÃp¾TÃcÃcÆ,ÃEÄ�ÄTÃ�T¬Æ5¿�Ä Ä%Ñ×ÁÂÇhÀ�ÆNÈÛÄ Ä%ÑcÑcÆNÆ�½ Ê|Í_Ï:½PÉ

Ê|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�½<É Í_½PÈdÅr¿:¾%ÈdÉGÍ:½<ÈrÅ�ÑpÍ_Ï:¿_À ÑpÁ�ÑpÉ�Á�ÑñÅdÑcÉ:ÎkÑcÉ Ð:ÈrÄ ¿:¿_Ï:½PÉdT�À%ÑcÑcÆ�ÆN½.ÙEÑkÑ=U{ÑkÀÂÄTÑ È�w:b �YÉ

Þ



ÅdÑkÀ�Ùk½'Ä Ä ¿_Ñ�U{ÑcÙ|ÈrÇkÉ
C
Á�Ñ�É:ÈdÈdÉ4ÆN½PÈdÅdÅdÃ�ÇcÉ4Ê|År½<ÈrÉ:½<É4ÙEÑkÑ=U{Ñ5ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅr½ÓÊ|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�ÈdÅrÅd½¸Í_½PÈdÅr¿:¾%½PÈdÅ ÚÅr½kb`f ÃcÀ%À Ã.Ä%ÑpÐKÑp¿:Ù�À ½<À%À ÑNÄ%Èr½¬Ï:ÃpÆNÆN½�Í:½PÈdÅr¿_¾ ÈdÉnÅdÈrÈdÙc½<Ê|ÍkÄTÃpÅaVcÉ,Á�Ñ4ÇkÀ%ÑcÑcÆNÆ�½�À�½<Én¾TÑEÄ%Ù{ÑcÈdÀ�Ä%ÑcÙ|ÈrÉ

ÈxÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ1À ÑkÑpÆNÆN½�T:½PÄ�Ä%Ã
C = 2π

É7TKÆ5¿�Ä Ä%Ñ,ÆN½<¾ Ù|ÈrÄ�Ä%Ã=UEÃkÃ�ÇkÉdT_½PÄ�ÄTÃ'È�w�b �.É#À ÑkÑEÄ ÈdÈdÉ �!B�8½�� .Ä Èd½ ÚÄ ÇhÑ�Ä%ÑcÈ×ÇkÅr½PÄ ¿:Ù�À ÈdÑEp#½�W Ä%ÇcÉ:ÈdÉGÅ�Ñp½<ÈdÀ�Ä%Ñ%$¬b Ü ¿:ÇkÆ,ÑcÑ�T8½'Ä Ä%ÃnÍ:½PÈdÅr¿_¾ ÈdÉGÍ:½<ÈrÅ�ÑpÍKÏ�¿_À%ÑEÁ�ÑpÉ Å�Ñp¿KÀ�½<Ùc½
P = Cl1/2g−1/2 ÇkÉ4ÐIÇpÄ%½PÉ_À%À ÈÛÄ%¿:ÅrÇN½<ÅrÈBÀ%ÑcÑpÄ ÈdÈrÉ�ÑpÅdÅdÇcÆN½'Ä%¾ ÈdÉ:½PÉïÊ|ÍhÄ%ÃpÅaV_b

û¢ÏNû Ð¢ÑMÑoÓ�ØdØdþX6YÔ ÿ Ú5þ%þ�ÔY
 � Û%Ú � �¡þ
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉïÄ%Ñ=UEÑpÅdÅdÈdÀ�Ä%ÑÅÈ�Æ,ÑcÀ%À ÑcÐ:ÈdÀ�Ä ½<ÈdÏ:½PÉIÉ#Æ�½<ÙEÑpÉ:ÈdÈrÙ|ÙEÑcÑ_bLn�ÈrÈdÉ_Ã�À ¿:¿:¾%½P½PÄ£¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿)U{ÑpÄ¸Ä%ÇcÈ ÚÀ�È�À�Ä%ÑcÑcÉ4À ½P¿:¾TÑcÑ=UEÑcÉ�ÙEÑpÅrÄ%ÑcÈdÀ�Ä ½<É4Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;VkÈdÏ�½<É4ÙEÑc¿�Ä�ÄTÑ�c

F = ma, v =
ds

dt
, a =

dv

dt

Ä%ÑcÈ
W =

∫ l

0

F (x) dx.
È�w:b �%É

f]Ñ=UEÑcÅrÅdÈdÀ ½<À�Ä È�ÆN½PÙEÑcÉ:ÈrÈdÙEÑcÀ%À Ñ�Ð:È�Ï�½PÄ%ÃcÃcÉÍJ)"��7�%/�/7�����("��! #�£ÙEÑpÐ_Ð_ÑpÅd½P½<É4Æ,ÑcÀ%À%ÑcÑ�T|Ð:ÈrÄ ¿_¿�Ä�ÄTÑ Á�ÑNÑpÈ ÚÙEÑcÑ:bYp#ÈdÈdÏ:½PÉ�Ñ=U|¿:ÅdÅdÑ Æ,ÃkÃp¾%ÈÛÄ%½PÅdÅdÃkÃpÉNÆ5¿:¿:Ä×À ¿:¿:¾%½P½'Ä÷Ùh¿:Ä ½PÉ�Ùc½<À Ù|ÈrÆ,ÃkÃp¾TÃpÈdÉ:½PÉ�É:ÇcÐI½P¿KÀ
v̄
ÑEÁ�ÑpÉ ÚÍ:½'Ä%Ù|Èr½<É

t0
Á�Ñ
t1
UEÃpÅdÈrÅdÅdÃ×Á�Ñ9È�Í:½'Ä%Ùc½<ÅrÅdÈrÉ_½PÉIÉ?É_ÇcÐI½P¿_À

v(t)
c'ÁÂÇkÀ

s(t)
ÇcÉNÙEÑpÐ:ÐKÑpÅd½P½PÉ,À È Á�ÑcÈrÉhÄ%ÈQÈ�ÄTÑpÈ

Ù|¿:ÅrÙk½PÆ,Ñ�ÆNÑpÄ ÙEÑ.É×Í_½'Ä Ùk½PÅdÅdÃ
t
T:É_ÈrÈdÉ

v̄ =
s(t1) − s(t0)

t1 − t0

Á�Ñ
v(t) = lim

τ→t

s(τ) − s(t)

τ − t
.
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m(b, µu) = µ−1m(b, u)
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b ∈ B, u ∈ UM
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µ > 0.
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A1, A2, . . . , An

t7u ø �7���=�7�1�¦���=�7¶=�*�g�7���5�N�=³��N���N�,�2���5�F��¸¡�=�������=�F���¢�=�����º�1�=�2�=�,³��=��¥o�g�7�¢¶=�����=�6u7÷¡¸§¼��N�,¸1¥o¸1���º¸g�=�����º�1�=�=�=�N³��2� ¾
¥o�1�M¥¦� �N�,�§¼�³��N��³�³7ö7�=¸¢³������:�,�§¸1�F�,���N�1�=�º�7�1�=�»·,�¦�,�7�1�*�7�1�G¥o�1�,�,��¾��=¶=� �N�=�=�F¾�·N�¢�1��³1��¼2³��,��³7ö7� �,¸¢´7�1���:�,������¥o�1���º�2�
�5�F��¸

P = g(φ0)
√

(l/g)
�1¥¦���N��¸

g
�7�A�,�=�:�N�§¥o���N�7�¢¶��7�,� �N��� ´����=���C³��2´7�1�=��·N�

φ0 ∈]0, π[
�=�������=�N���j�=�����º�1�=�=�=�F¾

³��=��¥o�A¸7¸1�N�º�1�N�§�2�=�7�,�,�7�1�Yu�õQ�������=�F���M������³7�5¼����,¸1��ö:¸C���Y�7�,�����¢�N���N³1�1���N�,�2��¥C���N�,�j�N��� �,���,��� �,¸A´:�7���*�7�1�µ�,���N³1�1���F���
�=�����º�1�=�2�=���1��³��

P
�1·F�7�����7���o�*¸1�=�*¸7¸1�Y���5�F��¸

g(φ0) =
√

2

∫ φ0

0

1
√
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√
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LT−1 = M0LT−1 v = s/t
ÆV7EÀ

Ù|ÈdÈrÍhÄÂÊ%U|Ê|Ê|À
LT−2 = M0L1T−2 a = v/t

ÆV7EÀ 2
UkÇcÈdÆ,Ñ

M1L1T−2 F = ma
p�d£Ù|Î�ÆV7pÀ 2½<É:½P¾%ÎcÈ�Ñ

M1L2T−2 W = 1
2mv

2 
 dµp#Æ
ÄÂÊ.V

M1L2T−2 W = F l

 dµp#Æ

Ä%½PÍ:Ç
M1L2T−3 P = W/t

]ed 
 7pÀ
ÄTÑcÑpÁÂ¿:¿_À

T−1 = M0L0T−1 ν = 1/t
Ü \�d�Vf7EÀ

Ð_ÈrÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ L2 = M0L2T 0 A = πr2
Æ 2ÐKÑpÈdÉ:½

M1L−1T−2 p = F/A
»�Ñ[dµp�7EÆ 2
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Up
Á�Ñ�Ù|¿�UEÑp¿_À

P :A1 ×A2 × . . .×An × UP → � +
È�w:b �.É

À�ÈrÄ ½<É ½'Ä�ÄTÃ Ä%ÃcÆ,Ã Ùh¿)U{Ñc¿_ÀYÙ|¿�UEÑkÑBÁÂÇkÙEÑpÈ�À�½<É÷ÁÂÇk¿:ÙcÇkÉ
A1×. . .×An

ÑcÅrÙ|ÈdÇcÉÓÄ Èd½'Ä ÄÂÊkÃ ÇkÆ�ÈdÉ_ÑcÈdÀ ¿:¿�Ä ÚÄ%Ñ_bdq ¿�UEÑp¿_À�Ä%Ñ
P
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UP P
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u ∈ UP
À ÈÛÄ%½PÉdT:½PÄ�ÄTÃ

P (a, λ−1u) = λP (a, u)
Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ

a ∈ A1 × . . .×An, u ∈ UP , λ > 0.
È�w:b ¡YÉ
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F = ma

Á�Ñ
m = 60
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F = ma
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A
Á�Ñ
πr2Ç*UEÑEÄ ÊhÍhÄTÃ�Ð_ÈÛÄ%ÙhÈ�ÃÓÁ�Ñ,À%ÑpÆ,ÑpÉ_À ¿:¿:ÉhÄTÑpÈ�À�È�Ñ:b

_1½PÙEÑcÉ:ÈrÈdÙEÑpÉ5ÁÂÇcÙEÑpÈ�À�½<½PÉ�À ¿:¿:¾%½P½¬À�½<½PÉ.ÅdÈdÈÛÄ%½'Ä%ÃkÃpÉk3*�!89": )/1�F4�T{ÁÂÇcÉ:ÙEÑ�Ñ=U|¿:ÅrÅ�Ñ5À ¿:¿:¾%½P½PÄBÁ�Ñ ÚÙEÑp¿�Ä%¿�UEÑEÄÓÀ%ÑpÆ,ÑcÉ:ÙEÑpÅrÄ%ÑpÈ�À�Ä ½PÉ2À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É2År¿_ÇcÙ|Ù|ÈrÈdÉYbIq+ÑcÐ:Ð_ÑcÅr½<ÈdÏ�½<É1Æ,ÑcÀ%À ÑpÄ£Ç*UEÑEÄ¸Ê|ÍhÄ%Ã�ÅdÑpÁÂÈdÑ)T
É:ÈdÈdÏ�½<É+É:ÇcÐI½P¿KÏ�½'ÄYÄ%ÇcÈ�ÀÂÄTÑ:b2_1½P¾%Ù|ÈÛÄTÃcÃpÉÓÄTÃEÄ%Ã¢UEÑkÀÂÄTÑcÑ=U|¿:¿�Ä Ä%Ñ Ù|¿�UEÑp¿:Ù�À ½PÅdÅdÑ

s 7→ [s]
TÂÁÂÇkÙ{Ñ#Ùh¿)U{ÑkÑ

ÁÂÇcÙEÑpÈ�À ½PÉ1ÆN½PÙEÑpÉ_ÈrÈdÙEÑpÉñÀ ¿:¿:¾%½P½<É1ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉnÐKÇcÄ ½PÉKÀ À ÈÛÄ%¿:ÅdÇcÙ�À�È@b#Ì²À�ÈdÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È]ÙEÑpÐ_Ð_ÑpÅd½PÈ ÚÏ�½PÉ�Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ1Ñp¾�UcÇ�Ä%ÃkÀ À%Ã�Ù|¿�UEÑp¿:Ù�À ½<À%À Ñ�ÇcÉ
M
½PÅdÈ

M1L0T 0 bIp¸ÈrÈ�Ï�½PÉ1É_ÇcÐI½P¿:Ù�À Èr½<É�Ñc¾(UkÇNÇcÉ
L/T

½PÅdÈ
M0L1T−1 Á�Ñ�U{ÑkÀÂÄTÑcÑ=UEÑcÀ�Ä È�É_ÈrÈ�Ï�½PÉ�ÙhÈdÈdÍkÄÂÊ%U|Ê|Ê|Ù|À Èd½PÉNÑp¾�UcÇ+ÇcÉ L/T 2 ½<ÅrÈ M0L1T−2 b

q+ÑpÈdÙ|ÙhÈd½PÉúUcÇcÈdÆNÈr½<ÉëÑc¾(UkÇcÙ�À È²Ð:¿:ÇkÅr½¬ÀÂÄTÑcÑcÉúUEÑpÅdÈÛÄTÑcÑcÉ
M1L1T−2 ÙEÑkÑ=U{ÑcÉ F = ma

ÐI½P¾%¿_À ÚÄ ½<½PÅdÅdÑ_blf]Ñc¿:Åd¿:ÙcÇhÀ À%Ñïw:brVNÇkÉ4ÁÂÇkÈdÏ:½PÉ:Ù|ÈdÉ ÆN½<Ù{ÑcÉ:ÈdÈrÙEÑpÉ À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇpÄ Á�ÑÅn S Ú Ê|Ù|À ÈdÙ�VpÄ¬b
ì£ÅrÙkÇ|ÇpÄ

M1,M2, . . . ,Mm
Ä ½<Çc¾%ÈdÑcÉ

T
ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<½'Ä²Á�Ñ

S
ÁÂÇkÙ|ÈrÉþÀ�½<ÉñÀ ¿:¿:¾%½�À ÈrÄ ½PÉlT

½'Ä Ä%Ã�ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÅd¿�U|¿:ÈdÅrÅd½+Ð_ÃpÄ ½P½
S = f(M1,M2, . . . ,Mm),

È�w:bxÞ�É

â



ÆNÈdÀ%À Ã
f : � m

+ → � +
b0po�7�F3�K�89�* )�! �2-=/7�F424*89�!À%ÑpÉ:Ç|Ç)T�½PÄ�ÄTÃ,À�¿:¿_¾ ½<½PÉ

S
Ù{ÑcÍ_Ï�½<Éï½<¾ È]Ñp¾�UcÇcÉ

ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÅd¿:Ù|¿EÁÂ½<É)À ¿:Í_Ï�½ ½PÈ Æ5¿_¿�Ä ¿dT Ù|¿:É)É:ÈrÈrÄ%ÃåUEÑcÀ�Ä%ÑkÑ=UhÈd½PÉ ÐI½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ ÆNÈrÄ�Ä%Ñ{Ê|Ù�À ÈrÙ.VpÄ
UEÑpÈdÍ_Ï�½'ÄTÑcÑcÉ

λ−1
i Ú Ùk½P¾ Ä%ÑpÈ�À ÈrÙ�À ÈI½<ÅrÈ

S

S′
=
f(M1, . . . ,Mm)

f(M ′

1, . . . ,M
′

m)
=
f(λ1M1, . . . , λmMm)

f(λ1M ′

1, . . . , λmM ′

m)

È�w:b àYÉ

ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ
λi > 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Õ×¾ È�Ï�ÎcÆ,ÑcÉ:ÈrÉ ÑcÙ|À ÈdÇhÇkÆ,Ñ1À�ÈdÈdÀ�À ÑcÉ:Ç|Ç1½<À ÈrÆN½<¾ Ù|ÈdÙ|À È,TB½'Ä Ä%Ã
W¸ÈdÅrÅd½PÉ�Á�ÑEq+ÑpÅdÅr½<É Æ,ÑkÀ À ÇpÁÂ½<ÉñÆNÈrÄ�Ä%ÑcÅr¿_Ùh¿pÁÂ½PÉGÀ ¿:Í_Ï�½,ÇkÉ

1/2
T�ÙEÃ{ÊkÄ%½'Ä Ä ÈdÈrÉ:ÐKÃ2À�ÈrÄ�Ä%½PÉ Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ

ÆNÈÛÄ Ä%Ñ{Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VcÉKÃ�Ù|ÈdÅrÇkÎc¾TÑpÆNÆ,ÑcÑ�T�Ð_Ñc¿:É_ÑkÑ�ÄTÑpÈ÷År½<È;U|È�À�ÙEÃcÃ_bln�ÑpÆNÇkÈrÉþÍ:½<ÈdÏ:ÃcÉkUh¿_Çc¾%ÇcÙEÑp¿_Ï:½<À%À Ñ
Ù|¿:År¿:Ä�Ä%ÑcÆNÈr½<É_À Ñ�½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑpÆ,ÃcÃc¾ Èd½PÉ4À�¿:ÍKÏ�½ ½PÈY¾%ÈrÈdÐ:¿ïÙEÃ{ÊkÄ%½'ÄÂÊ|È�ÀÂÄTÃ�ÆNÈrÄ�ÄTÑ{ÊhÙ�À ÈrÙ.VcÈ�ÀÂÄTÃ:b

n|½P¿_¾%ÑkÑ=U{ÑcÉ�Å�Ñp¿_À ½P½<ÉïÑ=U|¿:ÅdÅ�Ñ5Æ,ÃcÃc¾ ÈrÄ�Ä%½PÅd½PÆNÆN½+À�¿:¿_¾ ½<½PÉÝ3*�!89": )/1�F4� _b
ê`á6ùdáNàXq \�r8«<© á
ã B -�424*+

M1, . . . ,Mm
J)"��7�%/�/7�����("��!+5�GH��

S
-.����D=��B!B;�ts@uY>wvnxk�* ) L":+,+,�k/1����Þ

�("Å/:"1-.<
f : � m

+ → � +
/�":B!Ba�*�! #"� �0Í"�+N+5<�-���D=���.-=/�"�+

f(·, 1, . . . , 1)
0
f(1, ·, 1, . . . , 1)

0N>2>2>70
f(1, . . . , 1, ·) 4*D*�*+zyl";{1"7/§K��)":Þ5�! I+�"�K��(4*�!+,��D2�F�oH�42-����6/:":/1/��@89<�<��7�!+N+5"�BON5H�4*�.-2-�4� �/��Í-.4*8[J��2-*+,�6/7Þ/��@4=/���H�4*�.-.4=/1/��:r�>
|�<*B!B�U��! 

S = C
m
∏

i=1

Mai

i ,
8��6/1/�<

ai ∈ � H��
C > 0

-.�*�;-��!B!B;�
i = 1, . . . ,m,

È@w�b â.É

H�4=/¡H��@D=���! �H�4=/�po�7�F3�K�89�* )�! Ý��-*/7�F4�4�8½�GJ)<*+5"�"2>

|)423*�6/7+,�%/�>hì£ÅdÙcÇ|ÇcÉ�ÙEÑcÑ=UEÑ½È�w:b âYÉ�UcÇcÈdÆ,ÑcÀ%À Ñ_b�q ¿:ÉNÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉ
Mj

ÆNÈrÄ�Ä%Ñ{Ê|Ù�À ÈrÙ.VpÄ�Æ5¿:¿ ÚÄ ½PÄ%ÑcÑcÉ
λ−1

j Ú Ùk½P¾ Ä%ÑcÈdÀ ÈrÙ�À ÈNT|É:ÈdÈdÉïÉ_ÈrÈ�Ï�½PÉ�ÆNÈrÄ�Ä%ÑcÅr¿)Uh¿:Ä Ä ¿:Åd½�UEÑEÄ λj Ú Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�ÈdÙ�À�È@b%n�ÈrÅdÅrÇkÈrÉ

S

S′
=
f(λ1M1, λ2M2, . . . , λmMm)

f(λ1M ′

1, λ2M ′

2, . . . , λmM ′

m)
=
C

∏m
i=1(λiMi)

ai

C
∏m

i=1(λiM ′

i)
ai

=
C

∏m
i=1 M

ai

i

C
∏m

i=1M
′ai

i

=
f(M1,M2, . . . ,Mm)

f(M ′

1,M
′

2, . . . ,M
′

m)

½PÅdÈYÕ×¾ È�Ï�ÎcÆ,ÑcÉ:ÈrÉ�ÑpÙ�À ÈrÇ|ÇkÆNÑ�Ð_ÃpÄ ½P½kb
ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉnÕ×¾%ÈdÏ�ÎkÆ,ÑpÉ:ÈdÉñÑcÙ|À ÈdÇhÇkÆ,ÑÍUcÇkÈrÆ,ÑkÀ À%Ñ:b`n|ÈdÅrÅdÇcÈdÉñÙEÑkÑ=U{Ñ�È�w:b àYÉ¸ÐKÃEÄ ½<½¸ÁÂÇkÙEÑpÈ�À�½<ÅrÅd½

λ1, . . . , λm ∈ � +
b�W�ÑcÅrÈrÄ%ÑkÑpÉ

λ1 = 1/M ′

1

TBbPbPb�T
λm = 1/M ′

m

TEÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ

f(M1, . . . ,Mm)f(1, . . . , 1) = f
(M1

M ′

1

, . . . ,
Mm

M ′

m

)

f(M ′

1, . . . ,M
′

m).

_1½P¾%Ù|ÈÛÄTÃcÃcÉ
β = 1/f(1, . . . , 1)

T
x1 = M1/M

′

1

T�bPb<b�T
xm = Mm/M

′

m

Á�Ñ
y1 = M ′

1

T�b<bPb�T
ym = M ′

m

T{ÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ
M1 = x1y1

TYb<bPb�T
Mm = xmym

Á�Ñ

f(x1y1, . . . , xmym) = βf(x1, . . . , xm)f(y1, . . . , ym)
È�w:brV¬å.É

ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ
x1, . . . , xm, y1, . . . , ym ∈ � +

bLW�ÑcÅrÈrÄ%ÑkÑpÉ
x2 = x3 = . . . = ym = 1

T
x1 = x

Á�Ñ
y1 = y

TEÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ

f(xy, 1, . . . , 1) = βf(x, 1, . . . , 1)f(y, 1, . . . , 1)
ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ

x, y ∈ � +.

q+Ã{ÊhÄ ½'ÄTÃcÃcÉ.Í|ÊYUEÃcÙ|À ÈYÀ ½P¿:¾TÑcÑ=UEÑcÑ!Ä ¿:ÅdÇkÀ�Ä%Ñ.Ä*cEÁÂÇhÀ
g ∈ L1

loc( � +)
T
β ∈ � +

Á�Ñ

g(xy) = βg(x)g(y)
Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ

x, y ∈ � +,

É:ÈdÈrÉ1À ÈrÅdÅrÇkÈrÉïÇcÉïÇcÅd½PÆ,ÑkÀ À%Ñ�UEÑcÙhÈdÇ
α ∈ � À ÈÛÄ%½PÉdT_½'Ä�ÄTÃ

g(x) = β−1xα ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ x ∈ � +

¿2u²±ª���N³�� ��¸7¸1�A�=�����=���b³��=�=���2´1�1�Q·F�7�=³�³7���7�
L1

loc
( } +)

u~���A³:¼��,�#¥¦� �,�1�������,���F���I³��2´1�1�=³��,���N�,�
g: ]0,∞[→ } �·F�7������� ∫ b

a
|g(x)| dx

�7�ª�7����¥o�1�N���Q·N�¦¸7¸1�F�§�������2�§�C·N�7³��1���,�����º�
a, b ∈]0,∞[

u*�I�N��¥¦���N³���³��N�Y¶*�1���7� �F�,�1���¢·,���N³��2´7���
³��2´7�1�2³��N���Q�(´1����¥¦� �,�1�������,�º�2u
ï2uZ���,�7� �,�j�,¸1¥o¸2�1·F�7�

g
�7�j·,���N³��2´7�1�F�,�%�2�§�F� ´:�7� �N�2´7�2u

V<å



p¸ÃcÈrÉïÇcÉïÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À%Ñ�UEÑpÙ|ÈdÇ
a1 ∈ � T{ÁÂÇkÅrÅd½ Ð_ÃEÄ%½P½

f(x1, 1, . . . , 1) = β−1xa1

1

Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
x1 ∈ � +.

»�ÃcÃEÄ%½PÅdÅdÃkÃpÉnÀ%ÑpÆNÇkÈrÉ Æ5¿:È�Ï�½<ÉñÙ|¿�UEÑp¿_Ù|À ½PÉ
f
Æ�¿:¿�Ä Ä ¿EÁÂÈd½PÉ À ¿:ÍhÄ ½P½<ÉdT|ÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉdT�½'Ä�ÄTÃ

ÇcÉïÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À%Ñ�UEÑpÙ|ÈdÇpÄ
a1, . . . , am ∈ � À ÈÛÄ%½PÉdT_½'Ä�ÄTÃ

f(1, . . . , 1, xj , 1, . . . , 1) = β−1x
aj

j

ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
xj ∈ � +

Á�Ñ
j = 1, . . . ,m.

n|Ç*Uc½<ÅrÅd½'ÄTÑcÑcÉ.É|ÊkÄ#ÙEÑkÑ=U{ÑkÑ�È@w�bdV<åYÉ7T{ÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ

f(x1, . . . , xm) = f(x1 · 1, 1 · x2, . . . , 1 · xm) = βf(x1, 1, . . . , 1)f(1, x2, . . . , xm)

= ββ−1xa1

1 f(1 · 1, x2 · 1, 1 · x3, . . . , 1 · xm)

= xa1

1 βf(1, x2, 1, . . . , 1)f(1, 1, x3, . . . , xm)

= xa1

1 ββ
−1xa2

2 f(1 · 1, 1 · 1, x3 · 1, 1 · x4, . . . , 1 · xm) = . . .

= xa1

1 . . . x
am−1

m−1 f(1, . . . , 1, xm) = β−1xa1

1 . . . xam

m .

¨ á X á ` á

ê`á6ùdá!êÅâ ¯:¯�çE§�`¬©h­�¨ª¯ áÍã B -.424* �p¦�7�F3�K�89�* I�! å��-*/7�F4�4�8½�'D=4��!8½�*/�/��*0j/7�����("
S
�* ) L":+,+,��N��%Þ

+�<�B�U*B!Ba<�s@u%>wvnx[H��
f : � m

+ → � +
/1�!+5"� �0C"�+N+5<

f(·, 1, . . . , 1), . . . , f(1, . . . , 1, ·) ∈ L1
loc( � +)

>
? �����("1"� 

S
Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇ�4� 

[S]: =

m
∏

i=1

Mai

i

8��6/1/�<@":/7�!�! )+wN*D=<�+j��"��.�*Bº�!B���D���+
ai
�� )+5����-.����D=��s@uY>��(x�>

_1½PÙEÑcÉ:ÈrÈdÙEÑcÀ%À Ñ5ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈdÉ_Ñ�Ð:ÈdÏ:½'Ä%ÃkÃpÉ�Ä%Ñ=UEÑpÅdÅrÈ�À ÈrÆNÆNÈrÉïÆ,ÑcÀ%À ÑkÑ
M
T|Ð:ÈrÄ ¿:¿:Ä�Ä%Ñ

L
Á�ÑNÑpÈdÙ{ÑkÑ

T
bIq+ÑcÈrÙ|Ù|È8Æ�½<ÙEÑpÉ:ÈdÈrÙEÑcÉnÀ�¿_¿:¾ ½<½'ÄÓ½PÈaU{ÃpÄÓÙ|¿:ÈrÄ ½<É:ÙEÑcÑcÉ2ÇcÅd½5É:ÈdÈdÉnÊ|Ù�À�ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�È�ÑNÙ|¿:ÈdÉ

S
ÙEÑcÑ ÚUEÑcÀ%À Ñ�È�w�bßÞ�É'b�Ì²À ÈrÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È�Ù{ÑcÐ:Ð_ÑcÅr½<½PÉkÈ�Í:½PÄ Ùc½<ÅrÅdÈ�À�½<ÉIÉ÷É:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÉïÆ�ÈrÄ�ÄTÑpÅd¿:Ù|¿

v(t)
Í:½PÄ Ùk½PÅdÅdÃ

tÇcÉ�Ï�½P¾%ÈaU{ÑkÑEÄ Ä%Ñ
v(t) = x′(t) = lim

h→0

x(t + h) − x(t)

(t+ h) − t
,

ÆNÈdÀ%À Ã
x(t)

ÇkÉªÙEÑpÐ:Ð_ÑcÅr½<½PÉGÀ È Á�ÑpÈdÉ:É:ÈdÉGÆNÈÛÄ Ä%ÑcÅr¿:Ù|¿ëÍ:½'Ä%Ùc½<ÅrÅ�Ã
t
b¡f]ÇcÈ�À ÑkÑpÅrÄ%Ñ1Ùk½P¾ ÄÂÊhÆ,ÃkÀ�¿:¿_¾ ½<½'Ä

Ç*UEÑEÄlUEÑcÀ�Ä%ÑkÑ=UEÑcÀ�Ä ÈpÈdÉhÄ ½PÎk¾%ÑkÑpÅd½ÂÁ�Ñ×Æ5¿_ÈdÀ�Ä%Ñ£À�¿:¿_¾ ½<ÈdÀ�Ä%Ñ_b S ÉhÄ ½<Îc¾TÑcÑpÅdÈdÙhÈdÉÓÇcÉ!¾TÑEÁ�Ñ Ú Ñc¾(UkÇ)T@ÁÂÇpÄ%½PÉ!Æ,ÃcÃ Ú¾ ÈrÄ�Ä%½PÅd½PÆNÆN½1ÙEÑpÈdÙhÙ|Èd½PÉëÈrÉhÄ%½PÎc¾TÑcÑcÅrÈdÉªÄTÑpÈ¸Ï:½P¾%È;UEÑcÑpÄ%ÑcÉ�Ñ=U|¿:ÅdÅdÑ Æ,ÃcÃc¾ ÈrÄ ½<ÅÛÄÂÊ¬ÁÂ½PÉéÀ ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉéÏ�È ÚÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ5À ÑcÆNÇcÈdÙ|À È�Ù|¿:ÈdÉªÀ�½<ÉªÀ�¿_¿:¾ ½<½PÉªÏ�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇ)T�ÁÂÇhÀÂÄTÑ'UEÑcÀ�Ä%ÑcÑ=UEÑï¾TÑEÁ�ÑpÉ_Ù{Ã{Ê|ÉhÄ È?Ä%½PÍ_Ï_ÃcÃpÉBb
n|ÈrÄ ½PÉ ½<À ÈrÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È#Í:½PÄ Ùc½<ÅrÅdÈ�À�½<É É:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÉ Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇªÇcÉ

LT−1 bCZ_Ê�À�ÈdÈrÙEÑcÉéÄ ½PÇk¾ ÈdÇcÈ�À%À Ñþ½<È½<À ÈrÈdÉ:É|ÊïÆ5¿:¿:É_ÅdÑcÈdÀ ÈdÑ,À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ.Ùh¿_ÈrÉ1ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<ÈÛÄTÑ�T_É_ÈrÈ�ÀÂÄTÃ,ÙEÑcÑ=UEÑpÉÝÈ@w�bßÞ�É Æ�¿:ÙEÑpÈ�À�½¬ÀÂÄ%È:ÁÂÇcÍ ÚÏ�½'Ä Ä ¿EÁ�Ñ4À�¿_¿:¾ ½<ÈÛÄTÑNÄ%ÑcÈBÉ_ÃcÈdÀ�Ä%Ã.¾%ÑpÁ�ÑpÉ:ÙEÃ{Ê|É:É:ÈdÅrÅ�ÃÓÁÂÇcÍKÏ�½'Ä Ä ¿EÁ�Ñ4À�¿:¿_¾ ½<ÈÛÄTÑ:b#n�ÈÛÄ%½PÉ2ÆN½PÈdÅdÅdÃ�ÇcÉ1Ù|¿:Å ÚÅr½<Ù|ÈrÉ
Ê�Ê�À�ÈdÈdÙ{ÑcÉïÄ ½PÇk¾ È�ÑpÅdÅd½
T
T:À�½<É2À�¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<É5ÁÂÇk¿:ÙcÇkÅrÅd½

QT
Á�Ñ,À ½PÉ�ÐI½P¾%¿_À À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É�ÁÂÇk¿:ÙcÇkÅrÅd½

Q0
T = {M1, . . . ,Mm} Ê|Ù|À ÈdÙ{ÃkÀ�ÈrÄ�Ä%½PÈdÉ:½PÉéÙ|¿�UEÑp¿KÀ [·]:QT → 〈M1, . . . ,Mm〉, S 7→ [S],ÆNÈdÀ%À Ã

〈M1, . . . ,Mm〉: =
{

m
∏

i=1

M bi

i

∣

∣

∣ bi ∈ �
}

.

n�ÑpÉ_ÇcÆNÆN½2Ù|¿�UEÑp¿_À�Ä%Ñ
[·] 3*�!89"� �/7�F4�-���D=���.-=/�"1-=/7��b 
 ÇkÀ4À�¿:¿_¾ ½<½PÅdÅr½ S ÐKÃEÄ ½<½ [S] = 1

T²É:ÈdÈdÉ
À ÑcÉ:ÇcÆNÆN½�T|½PÄ�Ä%Ã

S
ÇcÉ 3��!8½"� �/7�F4*+54* Kb

ê`á6ùdá6ù�q \�r8«<© á�� �!89": )/7�F4�-���D=���%/ª+54*+5"���+N+5���.&
��>

[C] = 1
-.�*�;-��!B!B;�

C ∈ � +.uY>
[SaRb] = [S]a[R]b

-����;-*�!B!B;�
a, b ∈ � , S, R ∈ QT

>
�.>���4*�.-2-�4 〈M1, . . . ,Mm〉 4� m Þ5��B;4�+N+5"��! #"� úD*"�-�+�4��7�F�*D*�*�7���%/�/:"����(�.�*D2�F": íB;�*/§-���+54*�!Þ
8��!+,�%/7+�"� �/7�.�%+5"1": L&

(

m
∏

i=1

Mai

i ,

m
∏

1=1

M bi

i

)

7→
m
∏

i=1

Mai+bi

i

H�� (

λ,

m
∏

i=1

Mai

i

)

7→
m
∏

i=1

Mλai

i , λ ∈ � .

VcV



|)423*�6/7+,�%/�> 
 ÇhÀ
C = CM0

1 . . .M
0
m

T:É:ÈdÈrÉ
[C] = M0

1 . . .M
0
m = 1.ì£ÅrÙkÇ|ÇpÄ À�¿:¿_¾ ½PÄ

S
Á�Ñ
D
ÑpÉ:É_½'Ä�Ä%¿�ÈrÅdÆ,ÑpÉ�¾%ÑpÁ�ÑpÉ:ÙEÃ{Ê|ÉhÄ È�Ã!ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<ÉïÑ=U|¿:ÅdÅ�Ñ�T¬Á�Ñ

[S] = Ma1

1 . . .Mam

m , [R] = M b1
1 . . .M bm

m ,

ÆNÈdÀ%À Ã
a1, . . . , bm ∈ � bIn�ÈrÅdÅrÇkÈrÉïÇcÉ�ÇkÅr½<ÆNÑkÀ À%Ñ C,D ∈ � +

À ÈÛÄ%½PÉdT:½PÄ�ÄTÃ

SaRb =
(

CMa1

1 . . .Mam

m

)a(

DM b1
1 . . .M bm

m

)b
= CaDbMaa1+bb1

1 . . .Maam+bbm

m ,

ÁÂÇpÄ%½PÉ

[SaRb] = Maa1+bb1
1 . . .Maam+bbm

m

=
(

Ma1

1 . . .Mam

m

)a(

M b1
1 . . .M bm

m

)b
= [S]a[R]b.


 ÇhÀ
S
ÄTÑpÈ

R
ÇcÉ�ÑpÉ:É_½'Ä�Ä%¿�¾%ÑpÁ�ÑpÉ:ÙEÃ{Ê|É:É:ÈdÅrÅ�Ã�T|À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ@U{ÃcÈÛÄ%½ÓÄ%Ñp¾%ÙEÑcÀ�Ä ½<År½<ÆNÑcÅrÅ�Ñ!ÇkÅrÈdÇcÈrÄ%Ñ)T¬ÁÂÇcÈ�ÀÂÄTÑ

¾%ÑpÁ�Ñ Ú Ñp¾�UcÇ+ÇcÄ ½'ÄTÑcÑcÉYbW¸ÈdÈrÆN½<ÈdÀ ½PÉ�ÙcÇkÍ_Ï:ÑpÉ�ÇkÀ ÇcÈrÄ ¿_À8ÇkÉ�À ¿:Çc¾TÑ=U|ÈrÈaUEÑpÈdÉ:½PÉ#ÁÂÇkÀ ÙhÈdÉ5Ð_ÈÛÄ%Ù{Ã)TpÙ�ÀPb=W�½<ÙkÄ%Çc¾%ÈÛÄ�Á�ÑÓÆ,ÑEÄ Ú¾ ÈdÈ�À�ÈrÄ Ú Ù|¿:¾TÀ À È@b ¨ á X á ` á
S Í:ÆNÈdÀ ½PÉ)ÑpÈ�ÀÂÄ%ÈrÆNÈdÉ:½PÉ)É:Çc¿_Ï_ÑEÄ�ÄTÑcÑ ÐKÀ�Ê|ÙcÇ�Ê�Ê|Ê|À È�ÀÂÄTÃþÅdÑcÈrÉ_ÑcÅdÑcÈdÀ ¿:¿�Ä Ä%Ñ)TYÁÂÇcÉ_Ù{ÑGÆ5¿:ÙEÑkÑpÉ

ÑpÈ�ÀÂÄ%ÈrÆ�¿:Ù�À�½<ÉÍUcÇkÈrÆ,ÑcÙhÙ|¿:¿KÀ²ÇkÉïÀ ¿:Çc¾TÑcÑcÉ9Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ4Ãp¾TÀ�Ê|Ù|Ùc½<½PÉ,ÅdÇcÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈdÈrÉBb 
 ÇcÈrÄ%ÑcÙ|ÈrÉ
À�ÈdÈdÍ:½PÉ1ÐI½P¾%¿_À�Ä ¿�U|È�Ñ,ÆNÈÛÄ Ä%Ñ Ú ÑcÀ�Ä ½<ÈrÙkÇcÈrÄ%Ñ�ÙEÃ{ÊhÄ ½'ÄTÃcÃcÉïÊ|Í_ÃEÈ�ÃcÃcÉ:½PÉ%UkÇcÈdÆNÑcÙ|Ùh¿_¿_Ï�½PÉïÈdÅrÆNÇcÈrÄ�ÄTÑpÆNÈ ÚÉ:½PÉ Ï�½<À Èa�K½<År½<ÈdÀ%À Ã5Á�Ñ4Ä%ÃcÍkÄ%Èr½<ÉnÙ|Èd¾ Ù|ÙEÑp¿_Ï:½PÉnÆ,ÑcÎcÉ:ÈrÄ ¿_Ï:½PÈ�À À%Ñ.É'bLp£ÃpÆ,Ã4Æ�ÈrÄ�ÄTÑpÅd¿�U|¿�Ä!½PÈaUEÃEÄÓÄ Ç ÚÄ ½<¿�Ä%Ñ Õ×¾ È�Ï�ÎkÆNÑcÉ:ÈdÉ�ÑpÙ�À ÈrÇ|ÇkÆNÑkÑ#Ù|¿�Ä%½PÉ�½PÈ:Æ�Ê�VkÀ ÙEÃcÃcÉ!ÅdÃcÆNÐIVcÄ ÈdÅdÑcÉ��÷½<ÅdÀ Èr¿KÀ Ú Ä%ÑcÈ�Z_ÑcÍ:¾ ½<É:Í:½<ÈÛÄ ÚÑcÀ�Ä ½<ÈrÙ|ÙcÇKbYq+ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅd½ÓÉ_ÃpÈdÅrÅd½+À�¿_¿:¾ ½<ÈrÅdÅd½ÓÇkÉ.Ä%ÇcÙ|È�ÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À%Ñ5ÑcÀ�Ä ½<ÈrÙkÇpÄ2T<ÁÂÇkÈrÅdÅ�Ñ�ÆNÈrÄ�ÄTÑpÅd¿:Ù|¿4Ä%ÇpÄ%½P¿�Ä ÚÄ%ÑkÑ¸Õ×¾ È�Ï�ÎkÆNÑcÉ:ÈdÉ�ÑpÙ�À ÈrÇ|ÇkÆNÑcÉdc¬ÅdÃcÆ�Ð#VpÄ%ÈrÅ�ÑpÅdÅd½×Ñ��_À�ÇkÅr¿_¿�Ä�Ä%ÈrÉ:½<É�ÑkÀÂÄ%½PÈdÙhÙkÇ)T ÁÂÇcÉ:ÙEÑÓÆNÈÛÄ Ä%Ñ{Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�V
ÇcÉ VÍq ÈFq ½<Å;U|ÈdÉIÉ7T]Ä%ÃcÍhÄ Èd½PÉ Ù|Èr¾%Ù|ÙEÑp¿_ÀGUkÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉþÈrÅdÆNÇcÈrÄ�Ä%ÑkÑ2À ¿:Çc¾TÑcÑcÉnÄTÃpÍ_Ï�½<ÉªÀ ÃpÄ ½<ÈrÅdÊhÄ ½PÍ_ÇcÉ
Ñ=U|¿:ÅrÅ�Ñ�T�b<bPb

û¢Ï-, jîÚ§ÿ ØlÕMÛ%Ú�Òz�[ÒAÿ ÒbýbØdØlÕMÚ§Û%Ñ[ÑMÛ
ê`áa�láNà
â ¯:¯�çE§�`¬©h­�¨ª¯ áÍã B -.424*+

M1, . . . ,Mm
+5"�4��7�F�* 

T
J�"��7�%/1/1������"�"�+%H��

X1, . . . , Xn
/�"� 

/7�����(":�!+5��>j�E��+N�7�!�6/7�F�
A = (aij)

/��� #4*+5���� ú/7�����("��F3�"� 
X1, . . . , Xn

3*�!89": )/1�F4�8½��+N�7�!�6/7�;-*/7�
J�"��7�%/1/7�����("»H�<��!H�"7/7+5":B�8½<*/�/�< {M1, . . . ,Mm} 0%H�4*/

m
∏

j=1

M
aij

j = [Xi], i = 1, . . . , n.

? "� Å�7�!D*":�! L<�4� �-��� %-��! '/7�����("1": E3��!8½"� �/7�F4=/1/���"7/7�!�! I+�N*D*<*+¦"�-*/,J�4� #"� )+,�!+�>
_1½PÙEÑcÉ:ÈrÈdÙEÑpÉ ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆNÃkÀ À%Ã {M,L, T} À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉþÉ:ÇkÐK½<¿_À v TBÙhÈdÈdÍkÄÂÊ%U|Ê|Ê�À a TÅrÈdÈdÙc½ Ú ½PÉ_½P¾%ÎcÈ�Ñ Ek

Á�Ñ�Ð_ÑpÈdÉ:½
p
Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇpÄ×Ç*U{ÑpÄ

[v] = M0L1T−1 T [a] = M0L1T−2 T [Ek] =
M1L2T−2 Á�Ñ [p] = M1L−1T−2 TEÁÂÇcÄ ½<É4É:ÈdÈ�Ï�½PÉ1Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È�ÇcÉ A T

A M L T
v 0 1 −1
a 0 1 −2
Ek 1 2 −2
p 1 −1 −2

½PÅdÈ
A =









0 1 −1
0 1 −2
1 2 −2
1 −1 −2









.

q ¿:É.½<ÅdÃcÈrÆNÈ�Ã Ä%Ñc¾ ÙEÑcÀ�Ä ½<ÅrÅ�ÑcÑcÉ,ÆN½PÙEÑcÑcÉ:ÈdÀ�Ä ½<¾ ÆNÈ�À�ÈdÉ_Ã+ÇkÅrÈdÇcÈdÉ_Ñ)TcÇcÉ�ÐK½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ!ÑcÈrÉ_Ñ ÚÙ|ÈrÉ+Ê|Ù�À�Èc½PÉ:½<Æ�Æ,ÃcÉYb�ÃBÈdÀ%ÃcÀ ¿:¿:¾%½�ÇcÉ Å�ÃpÆNÐIVcÄ ÈdÅdÑ�Á�Ñ#À�ÈrÄ%Ã¢UEÑkÀÂÄTÑcÑ À ÊhÆ��KÇkÅrÈ
Θ
b�n|ÈdÅrÅdÇcÈdÉ Ä%Ñ=UEÑpÅdÅdÈrÉ:½<É

ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆNÃ�ÇcÉ {M,L, T,Θ} TpÁÂÇhÀ À%Ñ4Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇcÙ|¿�UEÑp¿KÀ£ÇkÉñ½<¾ È?Ù|¿:ÈdÉñÆN½<Ù{ÑcÉ:ÈdÈ ÚÙEÑpÉ2ÄTÑ=UEÑpÅdÅrÈ�À�½¬À À%Ñ,ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½�Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½PÅdÆ,ÃcÀ%À Ã {M,L, T} b)Ì²À�ÈdÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È8½<ÅdÃcÈrÆN½<Én¾%¿:¿:ÆNÈrÈdÉ ÚÅdÃcÆNÐIVcÄ ÈdÅdÑcÉ
θe
Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇ�ÇcÉ

[θe] = Θ = M0L0T 0Θ1 TYÅdÈrÈdÙc½ Ú ½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑpÉ Ek
Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇ�ÇcÉ

Ê|Í_Ã
[Ek] = M1L2T−2 Á�Ñ5Ä ½PÍ_ÇcÉ [P ] = M1L2T−3 bYÃ]ÃpÆNÆ½VcÉEÁÂÇkÍkÄTÑ=U|¿:¿_À Ùc½P¾ Ä ÇkÈrÆN½<É k Ï�È ÚÆN½PÉ_À ÈrÇÓÉ_ÃcÍ_Ï:ÃcÃcÉ5À ½PÉ9n S Ú Ê|Ù�À ÈrÙ.VkÀ�Ä%Ã W/Km c [k] = [P ]/[θe][l] = M1L1T−3Θ−1 b�p¸ÃcÈdÏ:½PÉ

V¬w



À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ�Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È�ÇkÉ

A M L T Θ
θ 0 0 0 1
Ek 1 2 −2 0
P 1 2 −3 0
k 1 1 −3 −1

½<ÅrÈ
A =









0 0 0 1
1 2 −2 0
1 2 −3 0
1 1 −3 −1









.


 ÇhÀ²ÇkÅr½PÄ ½PÄ%ÑcÑcÉdT|½'Ä Ä%Ã�ÅrÈdÈdÙc½ Ú Á�Ñ�ÅdÃcÆNÐIV|½PÉ_½P¾%ÎcÈ�Ñ!½PÈaUEÃEÄ Æ5¿_¿�Ä ¿4Ä ÇkÈdÀ ÈrÙ�À ½P½<ÉdT|É:ÈrÈdÉ�À�ÈdÅrÅdÇcÈdÉÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ�ÇcÉ�ÐI½P¾TÃEÄ È`U|ÈdÈdÀ È,TEÁ�Ñ�ÐK½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½<ÅrÆ,Ã�ÇcÉ {M,L, T,Θ, Q} TcÆNÈdÀ%À%Ã QUEÑcÀ�Ä%ÑcÑïÅ�ÃpÆNÐ#Vh½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ_bdn|ÈrÅdÅdÇcÈdÉªÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÙ|¿�UEÑc¿_À ÇcÉïÁ�ÃpÅdÅd½P½PÉþÄ%ÇcÈdÉ:½PÉþÙ|¿:ÈdÉ ½<Ï�½<ÅrÅ�Ã�T:Á�Ñ�ÇcÉ
Ä ¿:É_É:ÈdÀ�Ä ½PÄ�ÄTÑ=U{Ñ5ÙEÑpÍ_Ï�½<É:Å�ÑpÈ�ÀÂÄTÑ+Ä ½<Í:ÇkÑ)c|Æ�½<ÙEÑcÑpÉ_ÈdÀ�Ä%Ñ Ä%½PÍ:ÇhÑ

Pk = dEk/dt
Á�Ñ�ÅdÃcÆNÆ�ÈrÄÂÊ�ÀÂÄ%½PÍ:ÇhÑ

Pt = dQ/dt
b)n|¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉ

θe
T
Ek
T
Pk
T
Pt
Á�Ñ
k
Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ ÈrÙ�À È

A
Ä%¿:Åd½P½

A M L T Θ Q
θ 0 0 0 1 0
Ek 1 2 −2 0 0
Pk 1 2 −3 0 0
Pt 0 0 −1 0 1
k 0 −1 −1 −1 1

½<ÅrÈ
A =













0 0 0 1 0
1 2 −2 0 0
1 2 −3 0 0
0 0 −1 0 1
0 −1 −1 −1 1













.

À�ÈdÅdÅdÃ�Å�ÃpÆNÆ½VcÉEÁÂÇkÍkÄ%¿:ÆNÈdÀ Å�ÑpÈdÉ4É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ

[Pt] = [k][l2]
[θ]

[l]
.

ê`áa�láNà�� ©hç�r]«¬«;r4r]çE©~�¬¯�çn�¬©|«P`¬©|­�¨ª¯:«<`<¯n`<XI§�«¬©|©h^ë«¬§�§�ç{`T®Y¨ª§�^]©|^
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ Æ�½<ÙEÑpÉ:ÈdÈrÙ|ÙEÑcÑ2Ù{ÑcÍ_Ï�½<Éª½P¾%È²ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½�Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½PÅdÆ,ÃpÉþÙEÑpÉ:ÉKÑpÅrÄ%Ñ i É:½�ÇkÅrÙkÇ|ÇpÄ
{M,L, T} Á�Ñ {F,L, T} bkË¸ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÙ|¿�UEÑp¿_À÷¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿:¿.ÙEÃ{ÊhÄ ½PÄÂÊ�ÀÂÄTÃ+ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆNÃkÀ ÚÄ%Ã)TcÁÂÇcÄ ½PÉ À�¿_¿:¾ ½<½PÉ

S
Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÅrÅd½�ÇkÉ2ÙEÑpÙ�À È8½<¾ È?Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÙ|¿�UEÑp¿_À�Ä%Ñ)T

[·]M
Á�Ñ

[·]F
b�»?½P¾%¿_À ÚÀ�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ

M,L
Á�Ñ
T
Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È�ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉ {F,L, T} À ¿:ÍhÄ ½P½<É�ÇcÉ T T

T F L T
M 1 −1 2
L 0 1 0
T 0 0 1

½PÅdÈ T =





1 −1 2
0 1 0
0 0 1



 ,

À�ÈdÅdÅdÃ
[M ]F = [F/g]F = [F ]F /[g]F = F/LT−2 = F 1L−1T 2 b¡ì£ÅrÙkÇhÇkÉ À�¿:¿_¾ ½<½PÉ S Ï�È ÚÆN½PÉ_À ÈrÇþÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½�Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½PÅdÆ,ÃcÀ%À Ã {M,L, T} Mα1Lα2Tα3

T
α = (α1, α2, α3) ∈ � 3 b

ÃBÑkÀ�Ùk½'Ä%ÑkÑpÉ�À ½PÉ1Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇ�ÐI½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½�Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½<ÅrÆ,ÃcÀ%À%Ã {F,L, T} c

[S]F = [CMα1Lα2Tα3 ]F = [M ]α1

F [L]α2

F [T ]α3

F = (FL−1T 2)α1Lα2Tα3

= Fα1L−α1+α2T 2α1+α3 = Fα′

1Lα′

2Tα′

3 ,

ÆNÈdÀ%À Ã�Æ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ Èd½PÉ1Ñ=U|¿:ÅrÅ�Ñ�ÙhÈd¾�ÁÂÇcÈrÄ ½'Ä Ä ¿:ÉKÑ

α′ =
(

α′

1 α′

2 α′

3

)

= αT .
n|Ç*Uc½<ÅrÅd½'ÄTÑcÑcÉ5ÅaVEÊ|Ï:½'Ä�ÄÂÊhÃ¸Æ�¿:¿:É:É_ÇkÀ Ù{ÑkÑ=UEÑcÑ#ÅdÈdÈrÙk½ Ú ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑkÑpÉ Ek

T�ÁÂÇcÉ_Ù{Ñ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇ+ÐK½ Ú¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆNÃkÀ À%Ã {M,L, T} ÇcÉ [Ek]M = M1L2T−2 ½PÅdÈ α = (1, 2,−2)
b)_nÑEÄ ¾%ÈdÈ ÚÀ�Èd½PÉïÙc½<¾�Ä%ÇcÅ�ÑcÀ Ù|¿4ÑpÉhÄTÑcÑ

α′ = αT =
(

1 2 2
)





1 −1 2
0 1 0
0 0 1



 =
(

1 1 0
)

,

ÁÂÇpÄ%½PÉ
[Ek ]F = F 1L2T 0 b%n:ÑpÆ,Ñ+Ä%¿:ÅrÇhÀ À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ½UEÑcÑEÄ%ÈrÆ,ÑcÅrÅ�Ñ�Th½'Ä Ä%Ã!ÅdÈdÈrÙk½ Ú ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑ+ÇkÉ+ÁÂÇcÉ_ÙhÈdÉUcÇkÈrÆ,ÑpÉ�Ä ½<Ùc½PÆ,Ã�ÄÂÊ�VÓÁÂÇkÅrÅ�ÑpÙ|ÈdÉ4Æ,ÑEÄ%ÙEÑpÅdÅdÑ�½PÅdÈ

Ek =
∫ l

0
F (x) dx

b

V<�



Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ È�Ñ T UcÇkÈdÏ_ÑcÑpÉñÐ:ÈrÄ%ÃcÃ�À ÈrÈd¾ ÄÂÊhÆ,ÃcÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À ÈrÉ_Ñ4Ê|Í_Ï�½¬ÀÂÄTÃ4ÐI½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½ ÚÁ�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½<ÅrÆ,ÃcÀ�Ä%Ã,Ä ÇcÈ�À ½P½PÉBbLf ÃcÅÛÄTÃ.ÇhÀ�ÈdÉ2ÐI½P¾%¿_À À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ,Ã,ÇcÉ ÑpÉ_ÑcÅrÇkÎcÈdÉ:½PÉ1ÙEÑpÉ_É_ÑpÉ2ÙEÃ ÚÀ�ÈrÄ�Ä%½P½<ÅrÅd½2ÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ È�ÑpÅdÎc½��:¾%ÑkÀ À%Ñ:b�Ì²Ï�½<ÅrÅ�Ã ÅdÈdÀ%ÃcÀ ÈdÆ�ÆN½1ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<ÉþÁÂÇc¿:Ù|ÙkÇhÇkÉ�¿_¿_Ï�½PÉ ÐK½ Ú¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½P½<É ÇkÅr½PÄ�ÄTÑpÆ,ÑpÅdÅdÑ)TY½'Ä Ä%ÃnÆ�½<ÙEÑcÑpÉ_ÈrÉ:½<É�Á�Ñ1Å�ÃpÆNÐIV|½<É:½P¾%ÎcÈ�Ñ�½PÈaUEÃEÄ�Æ�¿:¿�Ä%¿ Ä ÇkÈdÀ ÈrÙ�À ½P½<ÉYb
n|ÈdÅrÅdÇcÈdÉ1À�ÈdÈr¾ ÄÂÊ|Æ,ÃpÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ È�½PÈdUEÑkÀÂÄTÑcÑh�:È ÁÂ½PÙhÄ ÈdÈ;U|È�ÀÂÄTÃNÅrÈdÉ:½¬ÑcÑp¾%ÈdÙh¿)U{Ñc¿_À�Ä%Ñ�½PÈdÙ{Ã�ÄTÃpÅdÅdÑcÈrÉ:½<É1À�ÈdÈr¾ ÄÂÊ ÚÆNÈrÉ:½<É�ÊhÍKÏ�½<À�Ä%Ã�ÐI½P¾%¿_À À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ,ÃcÀ�Ä%Ã+Ä%ÇcÈ�À�½<½PÉïÇcÅd½+ÑpÉ_ÑcÅrÇkÎcÈdÉ:½PÉ4Ù{ÑcÉ:É_ÑcÉYUEÑcÈrÍ_Ï:ÇcÅdÅr½2ÆEb

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ4À ½P¿_¾%ÑkÑ=U{ÑcÙ�À�È�À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ
X1, X2, . . . , Xn

ÐI½P¾%¿_À À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ,ÃcÀ%À Ã
{M1, . . . ,Mm} TPÁÂÇhÀ À%Ñ!É:ÈdÈ�Ï�½PÉïÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�ÈKÇcÅdÙcÇ|ÇcÉ A b%f]ÇcÈdÉ:½<É.ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅ ÚÆ,ÃþÇcÅdÙcÇ|ÇcÉ {N1, . . . , Np}

b�»?½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ
M1, . . . ,Mm

Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È T ÐI½P¾%¿_À ÚÀ�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ
N1, . . . , Np

À�¿_ÍkÄ%½P½<É4ÇhÀ�ÇkÈÛÄ Ä%Ñp¿:Ä ¿:¿�Á�ÃpÅdÅd½P½PÉ�À ÈrÈd¾�ÄÂÊ|Æ,ÃpÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�ÈdÙ�À�È,c

A′ = AT , È�w�bdVcV=É
ÆNÈdÀ%À Ã

A′
ÇcÉ.À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É

X1, . . . , Xn
Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È�ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½PÉ

N1, . . . , Np
À�¿:Í ÚÄ ½<½PÉYb

ê`áa�lá!ê ¦4§�¨ª©|^]«¬§�XIZ8XK¨ªX0�I©h©|^8§�«^r4r8[]©|^��²©hçE§�\:\:`<©
� �!89"� �/7�F4��)4*894(KY"1": I�6/1���)3.": ÍJ�"��7�F����+�"¸À ÑcÉ:Ç|Ç)T|½'Ä Ä%Ã�ÆNÈÛÄ Ä%ÑcÅr¿:Ù|¿:Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;VkÉ4Æ�¿:ÇpÄ%ÇN½PÈ�Æ5¿_¿�Ä ¿dT
UEÑpÈdÙhÙEÑ ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<ÈÛÄTÑ

M1, . . . ,Mm
UEÑkÀÂÄTÑcÑ=UEÑEÄYÊ|Ù�À�ÈdÙ�VcÄ�Æ5¿:¿�Ä%½'ÄTÑcÑpÉ

λ−1
i Ú Ùk½P¾ Ä%ÑcÈdÀ ÈrÙ�À ÈNT λi >

0
T
i = 1, . . . ,m

b 
 ÇhÀ×À ÈdÈdÀ#À ¿:¿:¾%½P½PÄ
X1, . . . , Xn

À ÈrÄ Ç|ÇNÊhÍhÄTÃpÅaV

f(X1, . . . , Xn) = 0,
È�w�bdV¬w.É

Á�ÑNÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È�ÇkÉ
(aij)

T:É:ÈdÈrÉ

f
(

m
∏

j=1

λ
a1j

j X1, . . . ,

m
∏

j=1

λ
anj

j Xn

)

= 0
ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ

(λ1, . . . , λm) ∈ � m
+ .

Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÍ:ÇkÆ�ÇkÎc½<½PÉ:È�À�¿_¿_Ï�½PÉGÐK½<¾ È�ÑcÑpÄ ½ïÆ5¿:È�ÀÂÄ%¿�Ä�ÄTÑcÑ Ì�ÈdÉ_À�Ä ½PÈdÉ:ÈdÉëÀ ¿:ÍhÄ ½<½PÅdÅrÈ�À ¿:¿_À ÐK½ Ú¾ È�ÑcÑpÄ�Ä%½PÈrÄ%Ñ�cIÅd¿:ÇcÉ:É_ÇcÉ:Å�ÑpÙ|Èd½PÉnÆ�¿:ÇpÄ%ÇpÁÂ½<ÉñÇkÉnÇcÅrÄ%Ñ=UEÑ4ÈrÉ%UEÑp¾%È�ÑpÉhÄ�Ä%½ÂÁ�Ñ4ÊhÙ�À ÈrÙ.VcÉ:Æ�¿:¿�Ä%ÇkÀ�Ä ½PÉñÀ�¿:Í ÚÄ ½<½PÉYb S ÅrÆNÈaV!½PÈ�À ÑkÑ ¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿_Ñ ÆNÈd½PÅdÈ;UEÑpÅrÄ%ÑcÈdÀ È�ÀÂÄTÑ+Ê|Ù|À ÈdÙ�VcÈ�À�Ä%Ã:b.ì£Åd½'Ä%½'ÄTÑcÑpÉlTc½'Ä Ä%Ã+ÙEÑkÑ=U{ÑkÀÂÄTÑ9È�w:brV{w�É
UcÇkÈdÏ:ÑkÑpÉþ¾TÑEÄ ÙEÑcÈdÀ�Ä%Ñ1½<É_À ÈrÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ�À�¿:¿_¾ ½kb 
 ÇcÅdÅdÑcÙ|ÈrÉ Ù|¿�UEÑp¿_Ù|À ½PÅdÅ�Ñ

F : � n−1
+ → � ÇkÉGÀ�ÈdÈ�À

UcÇkÈrÆ,ÑcÀ%À%Ñ
X1 = F (X2, . . . , Xn).

i£Ù�À ÈrÙ.VcÈ�Ï�½PÉNÆ5¿_¿�Ä ÇkÙ|À ½PÉ Á�ÃcÅrÙk½P½<É:Ù|ÈrÉNÇcÉ,ÇkÅÛÄTÑ=UEÑ+É:ÈdÈrÉdTk½'Ä Ä%Ã5À ¿:¿:¾%½
X1
ÙEÑcÀ(UEÑcÑ)TpÙ|¿:É

X2
ÙEÑcÀ ÚUEÑcÑ�T|ÁÂÇhÀ!É:ÈdÈdÉ ÇcÅdÈ²ÑpÅdÙ|¿:ÐK½<¾%ÃcÈdÀ È�À À%ÃpÙ|ÈdÉnÊ|Ù�À�ÈdÙ�VkÈdÀ%À Ã_bdn�ÑpÆNÇcÈdÉ

X1
c É Æ5¿:¿�Ä%ÇkÀ É:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÉ

X2
c É

À�¿_ÍkÄ%½P½<É.Ä%Ã{ÊhÄÂÊ|Ê,ÇcÅdÅ�Ñ�À%ÑpÆ,ÑcÑcÉ�À ¿:¿:ÉhÄ%ÑkÑpÉ�ÙEÑkÀ§UEÑ=UEÑ!½<É:É:½PÉ�Á�Ñ¸Á�ÃpÅdÙc½P½<É�Ê|Ù�À�ÈdÙ�VkÈdÏ:½PÉ@UEÑcÈrÍ_Ï:ÇcÙ ÚÀ�½<ÉdT�À�ÈdÅdÅdÃñÆ5Ê.VkÀNÀ�½ïÇcÉéÀ ¿:¿:¾%½�çEbbp£ÃpÈdÉnÁÂÇkÙ{ÑcÈdÀ ½PÉ�Ù|¿�UEÑp¿:Ù�À ½PÉ
F
ÇkÀ ÈÛÄ Ä%ÑcÈdÀ%Ï�½P¾%ÈaU{ÑkÑEÄTÑpÉþÄ ¿_År½<½

ÙEÃ{ÊkÄ Ä%Ã{ÊhÄÂÊkÃ_b¡W¸ÈdÈrÆN½<ÈdÀ�Ä%ÃkÃpÉéÄ%ÃcÆ,ÃþÍh¿_ÇcÆNÈrÇªÄ ½PÍ_É:½P½nÏ:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇcÍ:ÇkÆNÇcÎc½<½PÉ:È�À ¿:¿_Ï�½<ÉëÐI½P¾%È�ÑcÑEÄ ÚÄ ½<½PÉï¿_À�ÙkÇpÄ Ä%Ñ=UEÑpÙ�À È�b è
Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÍ:ÇkÆ�ÇkÎc½<½PÉ:È�À�¿_¿_Ï�½PÉñÐK½<¾ È�ÑcÑpÄ�Ä%½P½PÉ Æ5¿_Ù{ÑkÑpÉ Ê|ÍkÄTÃpÅaVcÉ ½P¾%È�Ð:¿:ÇkÅrÈdÅrÅ�ÑïÇcÅd½�U|Èd½PÉ

À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÈdÏ�½<ÉªÇcÉ ÇkÅÛÄTÑ=UEÑ1À ÑcÆNÑpÄ7$�épb¡n|ÈÛÄ%½PÉ Ê|ÍhÄ ½<½PÉGÀ%ÑcÑ�Å�ÑcÀ Ùc½¬Ñ�UEÑcÈrÉªÀ ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ)T
ÁÂÇcÈdÅrÅ�Ñ ÇcÉ À%ÑpÆ,ÑþÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇ_bCn�ÑpÆNÇcÈdÉ�Ä ¾TÑpÉ_À%À�½<É_Ï�½<ÉkÄ Ä È�ÀÂÄ%½PÉËÊ�¿:É:ÙhÄ%ÈrÇkÈdÏ�½<É#$�$ïÆ5¿:¿:Ä�Ä ¿pÁÂÈr½<É ÇcÉ
ÇcÅrÄ%Ñ=UEÑ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ�Ä%ÇcÆNÈdÑ)T¬À ÈdÅrÅ�Ã É:ÇkÈdÏ�½<ÉªÊ�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÈ�Ï�½<É5ÐIÇpÄ ½<É_À%À�È�À Ñc¾�Á�ÑpÄYÇcÉ!ÐKÃcÃEÄ ÄÂÊ|ÆNÃpÄ�Ä�VcÆNÈdÃ%$�^pb
f ÃpÆ,ÃpÉ�U|¿:ÇcÙ�À È�½<À ÈrÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È�År¿_ÇcÉ:É:ÇkÅrÅdÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÈIÙEÑkÀ§UEÑ=UEÑpÉïÐ:¿:¿:É�Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ�Å�Ñp¿KÀ�½<ÙhÙk½P½¬À À%Ñ

m(t) = m0
½ α t , t ≥ 0,

ñ u²÷¡¸7¸1���N�����=���M�N�7��¥¦� �,�2�(��¥¦���,��¸g´1¸1�=���=�=�5��¸7¸1�µ¶����F�=�,�N�=�=�F��� ���2�*´1�1�N�,�7�C�����=�§�7�1�N�º�1��Á7���=�N�1�,�,�C¶=�F�1·F�§³:�N���1���2u
ó2u��g³��,���=³7���»���1���N�=�=�=���¦´��=�7³��N�*�7�¦�7���5�,�5�F�,�o�,�2�=�N�����=���¦¥¦� �F���1���2³��1·F���¢�7���5´7�1�¦¶��7�,� �N��� ´����,�º�2u"bd�§�7�1���º�1�F´:�7���F¾
�N���9¥¦� �N�,�1���=³��1·N���9�1�F���1¥¦���2�§�Í¥j�=³1�7�1�9³�¸§¼½���N��¥¦�§�F³���³��N�`�=�����Y���5�N�,¸��,�1�F³1�1�N�N�����º�7�1���2�����=���9¶��7�N� �,��� ´�� ¾`·N�
�=��Á:���N��� ´2���7�N�º��·N�j���1����� �,�7�1�µ¥¦� �F�,�1���2´2�2�M�=�7���º��¾!�1�F´:�1�§u
ô2u����7�=�=�Y�,�1¶*�1�=�F���2�:·F�7�,�,�

F
�7�[¼2�2�=���ª¥C�=���N�N�1·N�1�µ³��2´7�1�=�§u

t§®2u�����³7���7�9´:�7��¥o�1�N���G�=��¥¦���=�,���7�2�7¥¦�7Á7�§���=���N���N�N�l���º¸1��¥¦���½¶=� �N�=�=�2�§�����
l
·N���N���@�������*�(·,�1�9¶=� �N�=�=�2�§�����

te
l − te = 0

u ø �1���=�=�5���7�1�
¶=� �,�2�=�=����¥¦� �F����¼2³��,��³�³7ö
1/l
¾!³7���F�,�1���,��³��,�`·N�h��·N�1�

1/2te
¾!³7���»���1���N��³��N�6��·N�7�����7���

�N�§�2�,�7�
1 = 2.t7t7u_�Q��� �,¸j�§´7���Q�§�N��¥¦���N³���³��N�

sin
�
cos
�
tan
�
arcsin

�2�§³��,¶��7�=���:�N�N� �;�=�=³:�,���=�
ln
��u�u�u�u

t§�2uAu(u�u�·F�7�����7�����=�¦�N����¸1� �,¸§´1¸��¢�1���*�1³����h³��1³��N�#�N�§�F¥¦�º¸2u�©��������7����¥j�=�2�F�,�1·N�1�h³��1�=�=���½���F�L¶��1�,���=�N�,���½�=��¥¦���2¾
�N���7���=���M�7�M�7� ����´7�¢���1¥o�2u=©��¡�7�=�2���N�N�=�µ´7�1���.�1·F�7�l¥j�=�2�F�,��·,�C�7�M�=��¥¦���=�,���1�N�7�Yu
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Ä%Ã{ÊhÄÂÊ|Ê,ÇcÅdÅdÑ
[α] = T−1 b

Ü ¿:ÇkÆ,ÑEÄ�ÄTÑ=UEÑ4Æ,ÃkÃp¾TÃ4ÆNÈrÄ�ÄTÑp¿_À%ÑpÈdÉ:½PÈ�À�Ä ÇkÑï½¬À�ÈrÄ ½PÄ%ÃcÃcÉ�UEÑkÀÂÄ%ÇcÈdÉþÏ:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇcÍ:ÇkÆNÇcÎc½<½PÉ:È ÚÀ�¿_¿_Ï�½PÉ�ÐI½P¾%ÈdÑkÑEÄ ½PÄ�ÄTÑ¸Æ�¿:Ç�Ï�ÇkÀ%À Ñ
y = f(x)

TcÆ�È�À%À Ã£½<À ÈrÆN½<¾ Ù|ÈdÙ|À È
y
ÇcÉ�ÑpÆNÐ:È�ÑpÈ�À�ÐI½<À Èd½PÉ�ÆNÃkÃp¾TÃ

É:½PÅdÈaVcÙ|ÈrÅdÇcÆN½PÄ ¾%ÈrÉ1ÙkÇh½¬ÑpÅ�ÑpÅdÅdÑ)T
x
ÇcÉ2½¬Ï�½PÅdÅrÈ�À ½PÉnÙk½<À%ÃpÉ2À%ÑcÏ�½<Æ,ÃcÃp¾TÃNÆNÈrÅdÅdÈrÆN½'Ä%¾ ½<ÈdÀ%À%Ã Á�Ñ

f(x) =
x2/2

b)f ÃcÅrÅaVcÈdÉ�Ê|ÍkÄTÃpÅaVcÉ�UEÑcÀ ½PÆNÆ,ÑpÉ�Ð:¿:ÇkÅr½<É1Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇ,ÇcÉ
L−2 T_ÇcÈdÙc½¬ÑpÉ L2 b_Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÍ:Ç ÚÆNÇcÎc½<½PÉ:È�À ¿:¿_Ï�½<É2ÐK½<¾ È�ÑcÑpÄ ½NÀ ÑcÅrÅdÈdÈ�UEÑcÈrÉñ¾ ÈdÈrÐ_Ð:¿�U|¿:¿_Ï�½<É

f(x) = 1/x2 b`Ì²À ÈÛÄÂÊ|Ù�À�½PÄ y = f(x)UcÇkÈdÏ:ÑkÑpÉ+Ù|¿:ÈrÄ ½<É:Ù|ÈrÉ�ÙcÇk¾�Á�ÑpÄ%Ñ#ÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃpÆ,ÃpÅdÅ�Ã¸Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÈdÀ È�Ñ[UEÑpÙ|ÈdÇcÈrÄ%Ñ_b2q+ÑkÑ=U{ÑcÉ
y = f(x)

À È Á�ÑkÀ ÚÄ%ÑNÄ%¿:Åd½P½5Ù|Èd¾�ÁÂÇkÈÛÄ Ä%ÑkÑ
y/A = f(x/d)

TIÆ�È�À%À Ã,½¬À�ÈdÆN½P¾%Ù|ÈrÙ�À È
A = 1

Ù|Æ 2 Á�Ñ d = 1
Æ�bIf ÃcÅrÅaVcÈdÉ

Ù|¿�UEÑp¿_À
f : � + → � +

À ÑkÑ+ÇcÅdÅdÑ!Æ�ÈdÅdÅdÑcÈrÉ:½<É.Í|Ê%U{ÃcÉ_À%Ã�TcÀ ÈrÅdÅ�Ã!À�½<É.Æ5¿_¿�Ä�Ä%¿EÁ�Ñ5ÇkÉ.Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇcÄ ÇcÉBb

û¢Ï�8 �ÝÑ2� � Ú(Õoýz�[Ô¡ÿ Ú(Õ
π

32þ%ØlÒbÓ�ØdØlÿ Ô
ì£ÅrÙkÇ|ÇpÄ

M1, . . . ,Mm
ÐK½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ+Á�Ñ

X1, . . . , Xn
À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ�TkÁÂÇcÈ�Ï�½<ÉñÏ�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È

ÇcÉ
A = (aij)

b 
 Çc¿:Ù|ÙcÇ 〈X1, . . . , Xn〉
ÇcÉ

n Ú ¿:ÅrÇcÄ�Ä%½PÈdÉ:½PÉËUc½<ÙkÄ%Çc¾%ÈdÑ=UEÑc¾ ¿:¿KÀ!Å�Ñp¿_À ½P½<Éëw�b �:b �
ÙcÇkÍ_Ï:ÑpÉ.�5ÙEÑcÑ=UcÇcÁ�ÑµU{ÑkÀÂÄTÑcÑ=U|Èd½PÉ,Å�ÑcÀ Ùh¿:Ä ÇcÈdÆNÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÉ4À�¿:ÍhÄ%½P½PÉBb%n|½<É�ÇhÀ ÑpÁÂÇc¿:Ù|ÙcÇ {P1, . . . , Pp}ÇcÉ Bº�! #"1�.�*�7�6/�"7/7+,�b�7�!� J�JL��8½��+�4� )TcÁÂÇkÀ8Á�Ñ½UEÑpÈdÉ�ÁÂÇkÀ

p
∏

i=1

P λi

i = 1, λ1, . . . , λp ∈ � =⇒ λ1 = λ2 = . . . = λp = 0.
È�w�bdV<�YÉ

Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇkÑpÉKÑpÅdÊhÊ�À ÈdÀ%À%Ã¸Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ�Ä%ÇcÆ,ÑEÄ�ÐIÇpÄ%½PÉ_À%À�ÈrÄ ¿_ÅrÇcÄ�Ç*U{ÑpÄ?Ä%Ãp¾%Ùc½<ÈÛÄTÃ:b�Ã]Ñp¿_À ½P½<ÉNw:b �_b �ÓÆ5¿ ÚÙEÑcÑpÉGÐKÇcÄ ½PÉKÀ À ÈÛÄ%¿:ÅdÇ ∏n
i=1 X

ki

i

T
k = (k1, . . . , kn) ∈ � n T?ÇkÉ�Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ ÇkÉdT_ÁÂÇhÀ£Á�ÑEUEÑpÈdÉÁÂÇkÀ

1 =
[

n
∏

i=1

Xki

i

]

=

n
∏

i=1

[Xi]
ki =

n
∏

i=1

m
∏

j=1

M
aijki

j =

m
∏

j=1

M

∑

n

i=1
kiaij

j .

f ÃpÆ,Ã5Ä ÇpÄ%½P¿�Ä%¿:¿�Ä%ÃkÀ�Æ,ÃcÅrÅd½P½<É4À ÈrÅdÅrÇkÈrÉlT:Ù|¿:É4Æ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�ÈrÄ ¿_ÅrÇ

kA =
(

n
∑

l=1

klali

)

= 0.
È�w�bdVP�%É

Ü ¿:ÇkÆ,ÑcÑ�TE½PÄ�ÄTÃ!À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ,ÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ È�À�½<É�¾%ÈdÈrÐ:Ð_¿:Æ,ÑEÄ�Ä%ÇcÆ�¿:¿_Ï�½<É�ÙEÃkÀ�ÈrÄ ½#½<È:ÄTÑp¾�UhÈrÄ%À ½ Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇ ÚÄ%Ñ ½<ÈrÙEÃ¸ÐK½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ:b2ÃYÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÑcÅrÎk½��:¾TÑcÀ�Ä%Ñ�Ä Èd½<Ï�½PÄ%ÃkÃpÉdT¬½'Ä Ä%Ã#ÅdÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈrÙ|¿�UEÑp¿_Ù|À ½PÉ
Ã: � n →

� m T k 7→ kA
Ê�Ï�ÈdÉ#$§e�ÇcÉ

(n − r) Ú ¿:ÅrÇcÄ�Ä%½PÈdÉ:½PÉ Uc½<ÙkÄ%Çc¾%ÈdÑ=UEÑc¾ ¿:¿KÀ�T:ÆNÈ�À À%Ã r ÇcÉnÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�ÈdÉ AÑcÀ�Ä ½µÈ�½PÅdÈ�À�½<É�À ¿:¿:¾%ÈrÆNÆ,ÑpÉ5Ù{ÃkÃpÉhÄÂÊ%UEÃpÉ+É:½<ÅrÈaVcÆ,ÃpÈ�À ½PÉ5ÑcÅrÈdÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ ÈrÉ5¾ ÈaU|Èr½<É!Æ,ÃcÃp¾TÃ ½<ÅrÈ|ÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ È ÚÀ�½¬ÀÂÄ%È_¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿_ÆNÑpÄ�Ä%ÇcÆNÈr½<É,¾ ÈaU|È;Uk½PÙhÄ Çk¾ ½<ÈdÏ:½PÉNÆ,ÃcÃp¾TÃÓ½PÅdÈKÅdÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿_ÆNÑpÄ�Ä%ÇcÆNÈr½<É�À%Ñp¾TÑ ÚÙc½�Uc½PÙhÄ%Çc¾%½PÈ�Ï�½PÉ+Æ,ÃcÃc¾%ÃYÉ�b=f ÃEÄ%½PÉ�À ¿:¿:¾%½PÈ�À�Ä%Ñ
X1, . . . , Xn

UkÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉ!Æ5¿_Ç|Ï:ÇkÀ�Ä%ÑcÑ
p = n−r Ù|Ð:ÅÅrÈdÉ:½¬ÑcÑp¾%È�À�½¬ÀÂÄ%ÈK¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿_ÆNÑpÄ�Ä%ÇcÆNÈdÑ�Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ�Ä%ÇcÆNÈdÑ�ÐIÇpÄ ½<É_À%À�ÈrÄ ¿:ÅdÇpÁ�Ñ

π1, . . . , πp
b�p#½ ½PÈaUEÃEÄ ÇcÅd½

Ê|Ù|À ÈdÙ{ÃkÀ�ÈrÄ�Ä%½PÈ�À�È�Ã�c�ÆNÈdÙEÃ�ÍhÊ%UEÃpÉKÀ ÃïÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ ÈdÙ|¿�UEÑp¿:Ù�À ½PÉ
Ã
ÊkÄ%ÈrÆN½<É Ù{ÑcÉhÄ%ÑïÙc½<ÅrÐ_ÑkÑ�ÑpÉhÄ%ÑcÆNÑkÑpÉ

É:ÇcÈ�Ï�½<É4ÐIÇpÄ%½PÉ_À%À�ÈrÄ ¿_ÅrÇcÁÂ½PÉï½PÙ�À�ÐIÇcÉ_½PÉhÄ ÈrÄ<b
Ì²À ÈÛÄ%½'Ä%ÃkÃpÉ�Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇhÑpÉ_ÑcÅrÊ|Ê�À�ÈdÉ.ÄTÃp¾%Ùc½<ÈrÉïÅdÑc¿_À ½cb

ê`á��`áNàXq \�r8«<© áS�n� r4�¬èY§�^_�IZ]\:¨G§�^
π � `¬©hXKçE©|©h¨G\�� ã B -.4�4�+ M1, . . . ,Mm

+5"�4��7�F�* J)":�7�%/7Þ
/7�����(":�!+5�AH��

X1, . . . , Xn
/7�����(":�!+5��/7�!+�"� �0¡":+,+�<½3��!8½"� �/7�F4�-���D*�*�%/

[·] 4* �8½<.<*�7�!+5":B�+�NCH�4*�.-.4=/7Þ/�� 〈X1, . . . , Xn〉
>A�E"��(-*�!+5<�<� 

r
&aB!Ba<�3��!8½"� �/7�F4*89�*+,�7�!�6/7�! Ë�*/1+5"�+N+5�µH��Å4*B -�424* 

f : � n
+ → � >|�<*B!B�U��! 4� í4�B;"�8½�*/�/��

p = n − r
-1J#BCBº�! #"1�.�*�7�6/�"7/7+,�[�7�!� J.J#��89�*+54* )+5�k3*�!89": )/7�F4*+54* )+5�9J�4�Þ

+�"� �/1/7�!+,��B;4��
π1, . . . , πp

H���-���D=���%/
F : � p

+ → � /1�!+5"� ²"�+N+5<k/7�����("1"�+
X1, . . . , Xn

/1�!+5424
3*�!89": )/7�F4���4�8½4�KY"�"� )�! L": �N���+�<�B�U

f(X1, . . . , Xn) = 0
È�w�bdV¬�.É

+�<*/78½<�B!B;"1": E/1�!B!Ba4*�! �0b-*�� 
F (π1, . . . , πp) = 0.

È�w�bdV<¡YÉ
��4=/

r = n
H�� s@uY>���¡~x�4� 3*�!89": )/1�F42��4�8½4�K."1"� )�! L": )0o"��!D*<*+¢/7�����("1":+

X1, . . . , Xn
�7�!� JL��+54*�!Þ

/7�6/1+5���� #>¢��4=/
r < n

0
f(·, X2, . . . , Xn)

4* Ý�! �H�"�-�+,�F4ªH��
X1

"7/7�!�! I+�N�N�J)4*+5": )/�/7�!+,��B;4=/1/��
π1
0

 )�!�! 
F (·, π2, . . . , πp)

4� E�! �H�"1-�+N�F4.>

t§°2u��I����·N�7�=³�³7� {y ∈ } n | yA = 0} u

V¬�



ê`á��`á!ê¤£ r8XI¨ª\�r]`^r8« á ? "70l"�+N+5<[-���D=���%/
F
4� �": )/7�!8�89<*�6/�"� Í8�����+,+,�7H��* �/��M/7�.�%+5"1": 9�! �H�"�-�Þ

+N�F4*0¢4� �N���+�<1J#�!+5<*D*<�<
/�"� E-��� �/1/��=0o":+,+�<
π1

D*4*�F3.���* ú�(�*+»-����6/7+��
8h���F3�"� 3*�!89": )/1�F4�+N+54*8h�F"� 
J�4�+�"� �/1/7�!+,��B;45H�"� �¥1�� �-*+,�F4* L�@"�Bº�

π1 = F̃ (π2, . . . , πp)
>


 ÇhÀ É:ÈdÆNÈÛÄ Ä%ÃpÈdÉnÙ|¿�UEÑc¿_À
g: � 2

+ → � ÇkÉ1ÈrÉEÁÂ½<ÙhÄ ÈdÇ�½PÉKÀ�ÈdÆNÆNÃcÈdÀ ½PÉ1Æ�¿:¿�Ä Ä ¿EÁ�ÑcÉ_À Ñ4À�¿_ÍkÄ%½P½<É,Á�Ñ
ÁÂÇcÙEÑpÈ�À ½PÅdÅdÑ

y ∈ � +
ÐKÃEÄ ½<½

g(xy, y) = 0
ÁÂÇkÅrÅ�ÑpÙ|ÈdÉ

xy ∈ � +
T�É:ÈdÈrÉ

xy
ÇkÉ2Ê|Ù|À ÈdÙ{ÃkÀ�ÈrÄ�Ä%½PÈdÉ:½PÉBb

n|½¸ÇkÉ�À ÈrÈ�À²Ù|¿�UEÑc¿:Ù�À�½<É � + → � +
T
y 7→ xy

Ñc¾(UkÇ_b 
 ÇkÀ²Ä%ÑkÑcÀ
x = g̃(y)

T
g̃: � + → � +

TkÉ_ÈrÈdÉ
ÑcÀ ½'Ä%½'Ä%ÑkÑpÉ

g(x1, x2) = x1 − g̃(x2)
b#n|½!ÇcÉï½PÉKÀ�ÈdÆNÆNÃcÈdÀ ½PÉ�Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿EÁ�ÑpÉKÀ Ñ,À ¿:ÍhÄ ½<½PÉ�ÈrÉpÁÂ½PÙhÄ ÈdÇ

Á�Ñ
g(x, y) = 0

b

ê`á��`á6ù æÓ«¬§�¨ª©hç{è�èY§ á n|Ç*Uk½PÅdÅr½PÄ%ÑkÑpÉ Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä%½PÇc¾%½P½<Æ,ÑcÑ Ê|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�½<½PÉëÍ:½PÈdÅr¿ Ú¾ ÈdÈdÉYbB»?½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½<½'Ä5Ç*UEÑpÄ�À�ÈdÈ�À

M
T
L
Á�Ñ
T
Á�Ñ2¾%½PÅd½�UEÑcÉkÄ%½PÈdÙ�À�È÷ÇpÄ%ÑcÙ�À�¿�Ä%¿�Ä�À ¿:¿:¾%½P½PÄ

P
T
l
T
mÁ�Ñ

g
T¬ÁÂÇpÄ%ÙEÑ�À ÈrÄ Ç|Ç,Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÍ_ÇcÆNÇcÎk½P½PÉ_ÈrÉ:½<É�Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;V

f(P,m, l, g) = 0
T|ÆNÈdÀ%À%Ã�Ù|¿�UEÑc¿_À

f
ÇcÉ

ÈrÉpÁÂ½PÙhÄ ÈdÇN½PÉ_À ÈrÆNÆ,ÃpÈ�À ½PÉïÆ5¿:¿�Ä Ä ¿EÁ�ÑcÉ_À%Ñ,À�¿:ÍhÄ%½P½PÉBb)_1¿:Ç�Ï�ÇhÀÂÄ%½'Ä%ÑkÑpÉïÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È
A
c

A M L T
P 0 0 1
m 1 0 0
l 0 1 0
g 0 1 −2

½PÅdÈ
A =









0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 1 −2









.

Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ ÈdÉ�ÑkÀÂÄ%½
r = 3

Á�Ñ,Ä ÇcÈ�À%ÑcÑpÅrÄ%Ñ
n = 4

TpÁÂÇcÄ ½PÉñÕ÷¿KØTÙhÈdÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä ½<Çc¾%½P½<ÆNÑcÉÉ:ÇpÁ�ÑcÅrÅ�Ñ ÇcÉ5ÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À Ñ×ÄTÑcÀ%ÑpÉ+Ê|Ù�À�È»$�m÷Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ ÇkÉ!ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈrÄ ¿:ÅdÇ

π1
À ÈÛÄ%½PÉdT¬½'Ä Ä%Ã�Á�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ,ÃcÃ

Ù|¿�UEÑcÑÓÊ|ÍkÄTÃpÅaV
F (π1) = 0

b�q£ÇkÀ Ù{Ñ
F
ÈrÉEÁÂ½<ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ ½<È:ÇcÅd½¦UEÑpÙ|ÈrÇITEÉ:ÈdÈrÉ

π1 = C2 TpÆNÈ�À À%Ã C > 0ÇcÉ�ÁÂÇcÙ|ÈdÉ�UEÑpÙ|ÈdÇ_b�»?ÇpÄ%½PÉ_À%À ÈÛÄ%¿:ÅrÇkÉ

π1 =

4
∏

i=1

Xki

i = P k1mk2 lk3gk4

½PÙ�À ÐKÇkÉ:½PÉhÄ ÈrÄ
ki
¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�ÀÂÄTÑcÑcÉïÊ|ÍhÄ%ÃcÅ;VhÀÂÄTÃ

kA = 0
½<ÅrÈ

Atkt = 0
È
t
É_ÈrÈdÉ2Ù|¿:ÈdÉ2Ä ¾TÑpÉKÀ�ÐIÇ|ÇkÀ È6É'b

n|ÈdÈdÀ






k2 = 0
k3 +k4 = 0

k1 −2k4 = 0.
�#ÑEÄ%ÙEÑpÈ�À�¿�ÄNÇ*UEÑEÄ

k = (2λ, 0,−λ, λ) T λ ∈ � T�ÁÂÇkÈdÀ�Ä%Ñ�UEÑpÅdÈÛÄTÑcÑcÉ k = (2, 0,−1, 1)
b¡n|ÈrÄ ½PÉ

À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ+Á�ÃcÅrÅd½P½<É�ÊhÙ�À ÈrÉ_Ùc½P¾ Ä%ÑcÈdÀ ½PÉ�Í:½PÈdÅr¿_¾ ÈdÉ�Í:½PÈdÅdÑcÍ_Ï�¿_À%ÑEÁ�ÑcÙ�À�È

P = C

√

l

g
.

ê`á��`áa� æÓ«¬§�¨ª©hç{è�èY§ á f8Ñp¾%ÙEÑcÀ�Ä ½PÅdÅ�ÑcÑpÉ À ½P¿:¾TÑcÑ=UEÑpÙ�À È{Ä%ÑcÅrÇk¿_ÀÂÄ%Èr½PÄ ½<½PÅdÅrÈ�ÀÂÄTÃ ÇcÉ:Îk½PÅdÆ,ÑcÑ:b�W�ÑpÅdÆ�È�À(�K½ ÚÄ ÇkÉ:ÈÛÄ%½PÍhÄ%ÑcÈrÅdÈ Á�Ñ+ÇcÅd½'Ä Ä%ÑcÑ)Tc½PÄ�Ä%Ã��K½PÄ ÇkÉ:ÈrÉ�Æ�½<É:½PÙ|Ù|È
V̇
È�Ù|¿:¿�Ä%ÈrÇkÆN½'Ä ¾%È-7=U|¾ Ù�É?¾%ÈdÈrÐ:Ð_¿:¿9UEÑpÈdÉÍ�K½PÄ Ç ÚÉ:ÈdÉ�Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VkÍ:ÈrÉ_É_ÑcÀ�Ä%Ñ

p
È�½P¿:¾%Ç�7EÙ|¿:¿�Ä ÈdÇcÆN½PÄ ¾%È6É:T{ÑkÀ�¿_ÉkÄ%ÇcÅ�ÑpÈdÉ:ÇpÁÂ½<É5ÙkÇc¾%ÇkÀ�Ä%Ñ

r
È�Vf7*Uh¿_ÇkÀ È6É:TEÐ_ÑpÈdÙ ÚÙEÑpÙ|¿:É:É_ÑcÉ�¾%ÑcÙc½PÉhÄTÑpÆ,ÑEÄ Ä ÇcÆNÈd½PÉ�Ä ÇcÉhÄ Ä Èd½PÉ1Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑpÅ�ÑcÀ�Ä%Ñ A0

È�Í:½<ÍkÄTÑcÑc¾ È!É]Á�Ñ,À�½<É2ÑcÀ ¿:Ù|ÙEÑpÈ�Ï�½PÉ
ÙcÇkÙcÇcÉKÑpÈ�ÀÂÄ%¿:ÅrÇkÈdÀ�Ä%Ñ

S
È�½P¿:¾%Ç�7EÙ|¿:¿:ÙEÑp¿_À È!É�b�n|ÈdÈdÀ

V̇ = f(p, r, A0, S)
b

q+Ã{ÊhÄ ½'ÄTÃcÃcÉ�ÐI½P¾%¿_À À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ,ÃcÃ {L, T,R} T|ÆNÈdÀ%À Ã R UEÑkÀÂÄTÑcÑ�¾%ÑcÍ_ÑcÑ_b|Ë£ÈdÆ�½<É ÚÀ�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È�ÇkÉ

A L T R

V̇ 3 −1 0
p −3 0 1
r 0 −1 0
A0 2 0 0
S 0 −1 1

½PÅdÈ
A =













3 −1 0
−3 0 1

0 −1 0
2 0 0
0 −1 1













.

t�­=u�±ª��³1¸o��¼�´7¸1�2��¸[�N�=���7�
π1

¶��1�N���=�,�N�I³7����¶*�7�[¥j¼:ö7�§�.¥j�2�F���o���)�7���j³1�1�:���M�����=�§�7�1�N���N�§�F�,�)�F����¶=¶=�=¥o���N�7���,�
�=��¥¦���=�N���1�,�7�:�,�C¶��1�,���=�N�,� �N�=���:�2u
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n|ÈdÈrÉ_Ã�ÇkÉ�U|ÈdÈdÀ È�¾ ÈaU|ÈdÃ£Á�ÑNÀ ½PÉ1ÑcÀ�Ä ½ ÇcÉïÙcÇkÅrÆN½.T<ÁÂÇcÄ ½<ÉïÅdÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿:Æ,ÑpÄ�Ä ÇkÆNÈdÑ�ÐIÇpÄ ½<É_À ÚÀ�ÈrÄ ¿_ÅrÇcÁ�Ñ�À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ�ÙEÑpÙ�À È�b�i£ÍhÄ%ÃcÅ;VkÉ
kA = 0

ÙEÑpÙ�À�ÈBÅrÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿_ÆNÑpÄ ÇkÉkÄTÑ�¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�À�¿KÑ
ÇcÉ ½<À ÈrÆN½<¾ Ù|ÈdÙ|À È

k = (1, 1, 0, 0,−1)
Á�Ñ
k = (0, 1, 1, 3/2,−1)

TpÁÂÇcÄ ½<É Ù{ÑcÙ�À�È�ÅdÈrÉ_½<ÑcÑc¾ È�À ½<À�Ä È
¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿:Æ,ÑEÄ%ÇcÉhÄ%Ñ�Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ ÇkÉkÄTÑ�ÐKÇcÄ ½PÉKÀ À ÈÛÄ%¿:ÅdÇkÑ�ÇcÉ

π1 =
V̇ p

S

Á�Ñ
π2 =

prA
3/2
0

S
.

Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä%½PÇk¾ ½<½PÆ,ÑpÉ É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ2Ð_ÃEÄ%½P½�T8½'Ä Ä%Ã π1

ÇcÉ1ÁÂÇkÙhÈdÉÝÊ�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇ
φ: � + → � +ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈrÄ ¿:ÅdÇkÀ�Ä%Ñ

π2
TEÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ

V̇ =
S

p
φ
(prA

3/2
0

S

)

.
È�w:brVEÞ�É

Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇkÑpÉKÑpÅdÊhÊ�À ÈrÅdÅ�Ã ½PÈIÐ_ÃcÃkÀ�½ ÄTÃpÆ,ÃpÉ�Ð:ÈdÏ:½PÆNÆ,ÃpÅdÅr½.TkÆ�¿�Ä�ÄTÑ!Ð_ÑcÅ Á�ÑkÀÂÄ%¿:ÈIÀ ½PÉhÄTÃcÃpÉlTc½'Ä Ä%Ã5Ä ¿:É ÚÄ ½<ÆNÑpÄ�Ä%ÇcÆ,ÑpÉ1É:½<Å Á�ÃcÉ1Æ5¿:¿:Ä�Ä ¿pÁ�ÑpÉÅÊ�¿_É:ÙhÄ ÈdÇcÉ
f
À�È Á�ÑcÀ�Ä%Ñ.¾ ÈdÈÛÄ Ä%ÃkÃ,ÙcÇkÙc½P½<ÅrÅdÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÈYÆ,ÃcÃp¾TÃEÄTÃ
D=���! 

N���3.": ,Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿EÁ�ÑpÉ1Ù|¿�UEÑc¿_À
φ
b

ì£År½PÄ ½PÄ%ÑcÑcÉdT|½'Ä Ä%Ã��K½PÄ ÇcÉ_ÈrÉïÆN½PÉ:½<ÙhÙ|È�½<ÈI¾%ÈdÈrÐ:¿
UEÑpÐ_ÑkÑpÉ4¾%ÑcÙc½PÉ_Éh¿KÀ�Æ,ÑcÑcÉ,Ð:ÈdÉkÄTÑ Ú ÑpÅ�ÑcÀ�Ä%Ñ
A0

È�À ÈrÄ%Ã�ÇcÉ�Ê|ÅdÅrÈdÉ�Ù|Ê|ÅdÅrÈdÉIÉ�b�f ÃcÅrÅaVcÈdÉ4À ¿:¿:¾%½PÈrÄ%Ñ5Ê|Ù|À ÈLUEÃpÍ:½<Æ�Æ,ÃcÉdT|Æ5¿�Ä Ä%ÑNÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À ÈrÉ
ÑcÀ�Ä ½ ÇcÉïÊ|Í_Ã�ÙcÇkÅrÆN½�c

A L T R

V̇ 3 −1 0
p −3 0 1
r 0 −1 0
S 0 −1 1

½PÅdÈ
A =









3 −1 0
−3 0 1

0 −1 0
0 −1 1









.

n|ÈrÄ ½PÉ À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ2À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ'U{ÑcÈrÉñÊ|Ù|À È
π Ú Åd¿:Ù|¿ π1

b#i£Ù�À È?ÊhÍhÄTÃpÅaVcÉ
kA = 0

¾TÑEÄ%Ù{ÑcÈdÀ ¿2ÇkÉ
k =

(1, 1, 0,−1)
T_ÁÂÇcÄ ½<É

π1 = V̇ pS−1 bAn|½�UcÇkÈdÏ:ÑkÑpÉ UEÑc¾%À ÈrÉëÍ:½<ÅrÐIÇkÀ�Ä È ÅaVEÊhÄ%ÃcÃnÆ5Ê.VkÀNÀ�¿_Çc¾TÑcÑpÉÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À ÈdÑ,ÙEÑpÄ%À ÇcÆ,ÑpÅdÅdÑ_bIÕ×¿_ØTÙ|ÈdÉ:ÎcÍKÑpÆNÈrÉ
π Ú Ä%½PÇc¾%½P½<Æ,ÑpÉ2É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ π1

ÇcÉñÊ|ÍkÄTÃcÀ ¿:¿:¾%È
Ù|¿:ÈrÉ
UEÑpÙ|ÈdÇ

C ∈ � +
T{ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ

V̇ = C
S

p
.

fB¿_ÅrÇhÀ#ÇcÉñÀ�ÈdÙEÃpÅdÈB¿_À ÙcÇcÄ�Ä%Ñ=UEÑ)T_½'Ä Ä%Ã.Ä ¿:ÇcÄ�Ä ½<½PÉ2ÆN½<É:½PÙ|Ù|È]ÙEÑkÀ§UEÑcÑ)TpÁÂÇhÀ£À ½PÉ1ÇhÀÂÄTÑEÁÂÈd½PÉ2ÙEÃ{ÊhÄ ½PÄ�Ä%Ã ÚU|ÈdÀ%À ÃnÇcÅd½�UEÑ2¾TÑpÍKÑpÆ,ÃcÃc¾%Ã1ÙEÑkÀ§UEÑcÑ2Ä%ÑcÈ]ÁÂÇhÀNÀ�½<ÉGÍ:ÈdÉhÄ%ÑñÅdÑkÀ�Ùk½P½cb¡n�ÑcÆNÑñÐ_ÃpÄ ½P½ïÆ5Ê.VkÀ�Ê|ÍkÄTÃpÅaVcÉ
È�w:brVEÞ�É²Æ5¿:ÙEÑcÑcÉ4Ð_ÈÛÄ%ÙhÈdÉ�ÙEÃ{Êh¾TÃcÃ)T¬ÁÂÇcÅdÅdÑ

π2
ÇkÉ�U{ÑcÙ|ÈrÇKb

ê`á��`á�� æÓ«¬§�¨ª©hç{è�èY§ á f]½PÍhÄ%ÑcÈrÅdÈ Á�ÑY$§r�ÐKÇkÍhÄ ÈdÈNT<Æ�ÈrÄ ½<É+Ð_ÑpÅ ÁÂÇcÉ+ÍKÃpÉÓÄ%Ñc¾(U|ÈrÄ%À ½P½?ÄÂÊ�V*UkÇcÈdÆ,ÑcÑ²ÑcÈrÙEÑ{Ê|Ù ÚÀ�ÈdÙ|Ù�VhÃ4ÙkÇcÍhÄ È@bl_1½<¾ Ù|ÈrÄ%ÃkÃpÉñÄ%ÃEÄTÃ2À ¿:¿:¾%½'Ä�ÄTÑ
N
bB»?½<¾ ¿_À%À ¿:¿:¾%½P½'Ä!Ç*UEÑpÄ

R
T
Ra
T
Rk
T
Re
Á�Ñ
T
b

p#ÈdÈdÀ�Ä%Ã
R
UEÑcÀ�Ä%ÑcÑ�¾%ÑcÍ_ÑcÑ+Á�Ñ4À ½PÉñÆ�ÈrÄ�ÄTÑ{Ê|Ù|À ÈdÙhÙ.V.ÇcÉñ½P¿:¾%Ç)T

Ra
UEÑcÀ�Ä%ÑcÑ.Ä ½<ÍkÄÂÊhÃ,ÄÂÊ.VpÄ%Ã�È�ÆNÈd½<À ÚÄÂÊ�VcÄ ¿:ÉhÄ È!É7T

Rk
UEÑcÀ�Ä%ÑkÑ1Ä ½<ÍhÄ%ÑcÑkÀ�½<½PÉGÀ È ÁÂÇcÈrÄ ½'Ä Ä ¿_ÑñÙ|ÈrÈdÉhÄ ½¬ÃcÃ2ÐKÃcÃpÇkÆ,ÑcÑ È�ÅdÑcÈÛÄ Ä ½P½PÄ�T�¾TÑpÙk½PÉ:É|¿:Ù ÚÀ�½PÄ1É:T

Re
UEÑcÀ�Ä%ÑkÑNÄ ¿_ÇpÄ ½PÄ�ÄTÑ�È�ÐhÊ|Ê|Ù|Ù|ÈrÐIÇcÈdÙEÑ.É?Á�Ñ

T
UEÑcÀ�Ä%ÑkÑ�ÑpÈdÙEÑcÑÅÈ�Ä ¿:ÉhÄ%È6É'bdfB½<ÍkÄTÑpÈdÅrÈ Á�Ñ�Ñc¾(U|ÈdÇcÈ,T

½'Ä Ä%Ã�ÄÂÊ.V*UcÇcÈdÆ,ÑpÉ Ä%Ñc¾(Uk½,¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿:¿ UEÑcÈrÉªÐKÑpÅdÙhÙEÑpÄ%ÑcÀ ÇkÀ�Ä%Ñ
w
T_ÁÂÇkÉ:ÙEÑnÏ�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇ

[w] = RR−1
a

T
Ä ¿:ÇcÄ�Ä%½P½PÉéÊ|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VkÍ:ÈrÉ_É_ÑcÀ�Ä%Ñ

p
T
[p] = RR−1

e

T�Ù|ÈrÈdÉhÄ ½<ÃkÀÂÄTÃ Ð_ÃcÃcÇcÆ,ÑcÀ�Ä%Ñ
K
T
[K] = Rk

Á�Ñ
Ä ¿:ÇcÄ%ÑcÉkÄ%ÇpÄ%½PÙ|É:ÈdÈrÙEÑpÉïÈdÉ_Ï�½PÙ�À ÈdÀ�Ä%Ã

cα
T{ÁÂÇcÙEÑN½<À ÈdÈrÉhÄÂÊ|Ê,Ê|ÍkÄTÃpÅaVkÀ%À Ã

u = cαN
αK1−α, α ∈]0, 1[,

ÆNÈdÀ%À Ã
u
ÇcÉþÄ%¿:ÇpÄTÑpÉhÄ Ç*UEÑc¿:ÍhÄ È,T

[u] = ReT
−1 TKÁ�Ñ N ÇcÉ ÄÂÊ.VcÅdÅrÈ�À�Ä%ÃpÆNÈdÉ:½PÉlT

[N ] = RaT
−1 b

fB½<ÍhÄ%ÑpÈdÅdÈ Á�Ñ�ÇcÅd½'Ä Ä%ÑkÑ�T�½'Ä Ä%Ã�Ê|ÍhÄ%ÃpÅaV
f(N,w, p,K, cα) = 0

ÇcÉ�Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇcÍ:ÇkÆNÇcÎc½<½PÉ:ÈdÉ:½<É+Á�Ñ!Ù|¿�UEÑp¿KÀ
f
ÇkÉ�½<É_À�ÈdÆNÆ,ÃpÈ�À�½<É.Æ5¿:¿:Ä�Ä ¿pÁ�ÑpÉ_À%Ñ�À ¿:ÍhÄ ½<½PÉ4ÈrÉEÁÂ½<Ù ÚÄ ÈdÇ_b�_1¿_Ç|Ï:ÇkÀ�Ä ½'ÄTÑcÑcÉ5Á�ÃcÅrÅd½P½<ÉïÏ�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ È

A
c

A R Ra Rk Re T
N 0 1 0 0 −1
w 1 −1 0 0 0
p 1 0 0 −1 0
K 0 0 1 0 0
cα 0 −α α− 1 1 α− 1.

t§¿2uQ�*�N� �N�bÀ=u��=�¢À7�7�=Á=�§¦b~�}¢�(£*�,~az7£�x" #x7£�x" ]7�,~;�`y�z7|¢�w`�z7£�z:}j~;�w!6���§�l�7�F�N��õQ�7���º�1�=�.�.¤Q¥¦�N�N���N�*�1¥ðt§ô7ï ñ �.�,�§u
¿7ï(¯�¿7ô2u

V{Þ



q¸ÇhÀ�ÙEÑ
n = 5

Á�Ñ Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À ÈrÉëÑcÀ�Ä ½ïÇcÉ
4
T?ÇcÉ�ÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À ÑEU{ÑcÈrÉëÊ|Ù�À�È Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇcÄ ÇkÉ

ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈrÄ ¿:ÅdÇ
π1
TTÁ�Ñ£Ð_ÃEÄ%½P½

F (π1) = 0
½<ÅrÈ
π1 = C

TEÆNÈ�À À%Ã
C > 0

ÇcÉhUEÑpÙ|ÈrÇKb2�¸ÑEÄ ÙEÑcÈdÀ ½PÆ,ÑpÅdÅ�Ñ
Ê|ÍkÄTÃpÅaV

kA = 0
À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ

π1 =
N

K

( w

pcα

)1/(1−α)

= C
½PÅdÈ

N = CK
(pcα
w

)1/(1−α)

.

f²Ê.V*UcÇkÈrÆ,ÑpÉ,Ù|Ê�À ÊhÉ_É_ÃpÅdÅdÃ�ÇkÉïÀ ÈrÈ�À ÇcÆNÈdÉ_ÑpÈ�À ¿:¿_Ï�½PÄ

N ∝ K; N → 0,
Ù|¿:É p

w
→ 0;N → ∞,

Ù|¿:É p

w
→ ∞.

q¸ÇkÙcÇ ÙEÑpÉKÀ ÑcÉkÄTÑpÅdÇc¿�Ä%½P½<É5À�Ç*Uk½PÅdÅr½PÄ�Ä%¿:É_Ñ ÄTÃpÆ,Ã#Ä%¿:ÅdÇkÀj #<�N*+,+5<*�6/7�cÇhÀ�ÇkÈÛÄ Ä%Ñ=UEÑpÉdT<½'Ä Ä%Ã£ÈrÉ%Uc½¬ÀÂÄ%ÇcÈdÉ:É:ÈrÄ
Ä ¿:ÇcÄ%ÑcÉkÄ%ÇcÅ�ÑpÈrÄ ÇkÙ|À ÈdÈrÉ5Á�Ñ�ÐKÑpÅdÙhÙEÑpÄ%ÑcÀ ÇcÉ4ÅdÑkÀ�Ù|¿
UEÃpÍ:½<ÉkÄTÃ=UEÃEÄ Ä ½<Í:ÇcÙ|ÙEÑcÑkÀÂÄ%ÈKÄÂÊ.VpÄ Ä(VcÆ�Ê|ÊkÄ Ä%Ã_b

ì£ÅrÈ�À È)UcÇkÈÛÄ%¿,ÙEÃ{ÊkÄ Ä%ÃkÃGUEÑpÈdÉ,Ù{ÑcÍhÄ%Ñ+ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½PÄ�Ä%Ñ)c
R
Á�Ñ
T
b%n|ÈrÅdÅdÇcÈdÉ.ÇcÅdÈdÀ ÈKÀ%ÑpÆ,ÑkÀÂÄ%½'Ä�Ä%¿

Ï�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÅÛÄTÑcÑpÉ,É_½PÅ Á�Ã!½P¾%È�Ñp¾�UcÇkÀ ¿:¿:¾%½'Ä Ä%Ñ
R
T
Ra
T
Re
Á�Ñ
Rk
b�n|ÈdÈrÉ_Ã!Ä%ÑcÐ_Ñp¿:Ù�À ½<À%À Ñ+Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇpÄ ÚÄ ÇkÆ�È�Ñ4ÐKÇcÄ ½PÉKÀ À ÈÛÄ%¿:ÅdÇpÁ�Ñ4ÇcÅdÈdÀ È�À ÑkÑEÄ ¿ ÑpÈdÉ_ÑpÙ|ÈdÉñÙkÇcÅdÆN½�ThÁ�Ñ�É_ÈrÈdÉþÇcÅdÈdÀ È�À ÑkÑEÄ ¿ñ½PÐ_ÃcÆ,ÃcÃp¾TÃpÈ�À ½PÆNÐ:È

Ä ¿:ÅdÇkÀ
F (π1, π2, π3) = 0.

f ÃpÆ,ÃpÉ�U|¿:ÇcÙ�À È�Ù{ÑcÉ:É_ÑpÄ�Ä%ÑkÑ�Ù{Ã{ÊhÄ Ä%ÃcÃ�Æ,ÑpÍ_Ï:ÇcÅdÅrÈ�À�ÈdÆNÆ,ÑpÉïÆ�ÇkÉhÄ%Ñ�½P¾%È�ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½'Ä Ä%Ñ:b
Õ×ÈrÇkÅrÇkÎcÈ�ÑpÉ,ÄTÑpÈIÄ%ÑcÅrÇk¿_Ï�½PÉ4ÇcÉ:Îk½PÅdÆNÈdÀ%À Ñ5ÇcÉ4¿_À�½<ÈrÉïÆ,ÑpÍ_Ï:ÇcÅdÅrÈ�ÀÂÄTÑ!Ä%¿:É:É:È�À�Ä%ÑcÑ�¿_À ½<ÑcÆ�ÐKÑcÑ

ÅdÑpÁÂÈdÑ�ÑcÈrÙEÑcÑ)c�ÆN½PÙEÑcÑcÉ:ÈrÉ_½PÉ È�À ½PÙ|¿:ÉhÄ È!É7TQ�:ÈdÇcÅdÇcÎcÈdÉ:½<ÉËÈ�À�Ê�Ï:ÃcÆ�½<É:ÅdÊ�VcÉhÄ%È6É:TYÐ_À ÊhÙkÇcÅdÇcÎkÈrÉ:½<ÉYbdn|½P¿ Ú¾%ÑkÑ=UEÑcÀ%À ÑN½¬À�ÈdÆN½P¾%ÙhÈ�À%À Ã�Ä ¿:É_É:ÈdÀ�Ä ½PÄ%ÑkÑpÉnÙEÑcÍkÄTÑï½P¾%È8Å�ÑEÁÂÈdÉ Ð:ÈÛÄ%¿:¿�Ä Ä%Ñ�cBÅr¿:ÇcÄ È�À�¿_Çc¾TÑpÉnÀ ¿:¿:ÉhÄ%ÑcÈrÉ_½PÉ
Á�ÑNÀ�ÈrÄ%ÃhUEÑcÀ�Ä%ÑkÑpÉïÙcÇcÍhÄ%ÈdÀ ¿:Çc¾TÑ!Ð_ÈÛÄ%¿:¿_À<b
ê`á��`á�¨ æÓ«¬§�¨ª©hç{è�èY§ á ß½��JL�!B!B;�����7�!Þ5�!Bº8h��UEbMì£ÅdÙcÇ|ÇcÉ�ÐhÊ�À�ÄÂÊ�À�¿:Çk¾%ÑcÉ ÇcÍ|¿:½<É�Ð:¿:Ä Ùc½<ÉëÀ%ÃcÏ:½

r
Á�Ñ

¿:ÐIÇpÄ ½PÄ�ÄTÑpÙcÇ|ÇkÉþÀ ½PÉGÐ_ÃcÃ�É:½¬ÀÂÄ%½P½¬À�½<½PÉdT_ÁÂÇcÉ:ÙEÑ�Ä%ÈrÍ:½<Ê�À5ÇkÉ
ρ
Á�Ñ2Ð_ÈrÉhÄ%ÑpÁ�ÃpÉ:É:ÈrÄÂÊ�À

γ
b Ü ÑcÅr¿:Ä%ÑcÑcÉ

¾%ÑpÄ ÙEÑpÈ�À�Ä%Ñ!É_½<À�Ä ½PÐ_ÈrÉ:ÉKÑpÉ�É_Çc¿_À ¿:ÙcÇk¾ Ùk½P¿_À
h
Ð_ÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,ÑcÙc½PÉhÄTÃcÀ%À Ã)TTÁÂÇkÀ%À Ñ�U{ÑcÐ_ÑcÑcÉ�Ð:¿:Ä ÇkÑcÆNÈdÀ ÚÅrÈdÈdÙhÙk½P½<É4Ù|ÈdÈrÍhÄÂÊ%U|ÊhÊ�À×ÇcÉ

g
b_Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ È�ÇcÉ

A M L T
h 0 1 0
r 0 1 0
ρ 1 −3 0
γ 1 0 −2
g 0 1 −2.

Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä ½<Çc¾%½P½PÆ,ÑcÉïÑ=U|¿:ÅdÅdÑ�À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ È�Í_Ñc¾�ÁÂÇkÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÍhÄTÃ=U{Ã)© É:T|½'Ä�ÄTÃ

h = rφ
(r2ρg

γ

)

,

ÆNÈdÀ%À Ã
φ: � + → � +

ÇcÉ4Ä ¿:ÉhÄ ½<Æ,ÑEÄ ÇkÉ
Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇ_b
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ Ä ÈdÅdÑcÉhÄ ½P½<ÉªÎc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�ÑcÑ�Í_Èr½<ÆNÑcÉªÍ|¿:ÇcÅd½PÅdÅdÈdÀ ½PÆNÆNÈrÉBb 
 Ñp½PÄ%ÑkÑpÉþÐ:ÈrÄ ¿:¿_À

Ð|Ê|À�ÄÂÊ�À�¿_Çc¾TÑcÑpÉïÁ�ÑEU{ÑkÑpÙEÑcÀ ¿:Çk¾%ÑkÑpÉþÙcÇkÆ�ÐIÇcÉ_½PÉhÄ�Ä%ÈrÈdÉ
Z
Á�Ñ
R
b¡p#ÊhÄ

h
Á�Ñ
g
U{ÑcÈrÙ|¿�Ä Ä%Ñ=UEÑEÄ

Z ÚÀ�¿_¿:É:É_ÑkÀ À%Ñ�T
ρ
ÇcÉ�Ä%ÑcÑkÀ÷À Ê|ÆNÆ�½PÄ ¾%ÈrÉ_½PÉ�ÁÂÇcÙEÑ�À ¿:¿:É_É_ÑcÀ%À Ñ#Á�Ñ

r
U{ÑcÈrÙ|¿�Ä Ä%ÑkÑ

R Ú À�¿:¿_É:É_ÑcÀ%À%Ñ:b%_1È ÚÄ%Ã5Ä%ÑkÑcÀ×Ð:ÈdÉkÄTÑEÁ�ÃcÉ:É:ÈrÄÂÊhÙ�À ½P½<É
γ
Ä ¿:Åd½P½.T:À�½ Æ,ÃcÃc¾ ÈrÄ ½<ÅrÅ�ÃcÃcÉÍUcÇkÈrÆ,ÑcÉ_Ñ!Ð:ÈdÉ:É_ÑcÉ�ÄTÑpÉ:Îk½PÉhÄ ÈdÉ4À ¿:¿:É ÚÄ%ÑcÈdÀ ½P½<É4ÄTÑcÀ Ç|ÇcÉïÙh¿_¿:År¿)U{ÑkÑNÐ:ÈrÄ ¿:¿_À Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VkÃ�ÙkÇcÍhÄ È,TEÁÂÇpÄ%½PÉ2À ½PÉ1Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇ,ÇkÉ

MZT−2R−1.Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ È�ÇcÉïÉ|ÊhÄ
A M R Z T
h 0 0 1 0
r 0 1 0 0
ρ 1 −2 −1 0
γ 1 −1 1 −2
g 0 0 1 −2.

Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä ½<Çc¾%½P½PÆ,ÑcÉïÑ=U|¿:ÅdÅdÑ�À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ È�Í_Ñc¾�ÁÂÇkÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÍhÄTÃ=U{Ã)© É:T|½'Ä�ÄTÃ

h = C
γ

gρr
,

ÆNÈdÀ%À Ã
C > 0

ÇcÉ�ÁÂÇcÙ|ÈdÉ�UEÑcÙhÈdÇ_b

V<à



ê`á��`áNà�� r_�¬èY§�^_�KZ8\:¨ª§�^
π � `<©|XKçE©h©|¨ª\_^G`¬XY[]§�«P`;r]« á

ÃBÑc¿_À�½<½PÉ2w�b ¡,É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ,À ¿:¿:¾%½P½PÄ
X1, . . . , Xn

Á�Ñ
M1, . . . ,Mm

Æ5¿_Ç|Ï:ÇkÀ�Ä%Ñ=UEÑEÄ
n Ú Á�Ñ m Ú ¿:ÅdÇpÄ ÚÄ ½<ÈdÀ ½'Ä¦Uc½<ÙhÄ Çc¾%È�Ñ=U{Ñc¾ ¿_¿_Ï�½'Ä

〈X1, . . . , Xn〉 = {Xa1

1 · · ·Xan
n | a1, . . . , an ∈ � },

〈M1, . . . ,Mn〉 = {M b1
1 · · ·M bn

m | b1, . . . , bm ∈ � }
ÃYÈ�À ÃcÙ�À�È�Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÙ|¿�UEÑp¿_À

[·]: 〈X1, . . . , Xn〉 → 〈M1, . . . ,Mn〉
ÇcÉïÅrÈdÉ:½¬ÑcÑp¾%ÈdÉ:½PÉdT¬ÁÂÇcÄ ½PÉ 3��!8½"� �/7�F4*Ba�*�%/�"1": �$�Ä5É:ÇpÁ�ÑcÅrÅ�Ñ

Ï�ÈrÆ 〈X1, . . . , Xn〉 =
Ï�ÈdÆ

N([·]) + dimR([·]),
ÆNÈdÀ%À Ã

N([·]) ÇkÉïÏ:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇcÙ|¿�UEÑp¿_Ù|À ½PÉ�N�3*�! Á�Ñ R([·]) ÇkÉïÀ ½PÉ�Ñp¾�UcÇcÁÂÇc¿:Ù|ÙkÇ)T

N([·]) = {X ∈ 〈X1, . . . , Xn〉 | [X ] = 1},
R([·]) = {[X ] | X ∈ 〈X1, . . . , Xn〉}.

ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉ
A
À�¿_¿:¾ ½<ÈdÏ:½PÉ

X1, . . . , Xn
Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È�ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<É

M1, . . . ,Mm
À�¿:Í ÚÄ ½<½PÉYbLq¸ÇhÀ�ÙEÑ,À ½PÉ2ÑkÀÂÄ%½!ÇcÉ

r
TIÉ:ÈdÈrÉnÀ ÈdÈrÉ_Ã.ÇcÉ

r
ÅrÈdÉ:½¬ÑcÑp¾%È�À�½¬ÀÂÄ%ÈB¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿:Æ,ÑpÄ ÇcÉhÄTÑN¾ ÈaU|ÈdÃ Á�Ñ4À�ÈrÄ ½<É

Ï�ÈdÆ
R([·]) = r

bIq£ÇkÀ ÙEÑ�Ï:ÈrÆ 〈X1, . . . , Xn〉 = n
T:É:ÈdÈrÉ2Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇpÄ�Ä%ÇcÆNÈ�ÑNÅrÈdÉ:½<ÑkÑp¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�¾%ÈdÈrÐ ÚÐ:¿:Æ,ÑEÄ Ä ÇkÆ�È�Ñ�ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈrÄ ¿:ÅdÇpÁ�Ñ�ÇcÉ

p = n− r
ÙEÑpÐ:Ð_ÑcÅr½PÄ�ÄTÑ:b

ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉ
r < n

bbp¸¿:ÆN½P¾%ÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉ
X1, . . . , Xn

Á�Ñ
M1, . . . ,Mm

¿:¿_Ï:½<À�Ä%ÑcÑcÉëÀ ÈrÄ ½PÉlT
½'Ä Ä%ÃNÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À È�ÇcÉ

A = (aij) =

(

A11 A12

A21 Ar,

)

ÆNÈdÀ%À Ã
Ar
ÇkÉ

r× r Ú Æ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È,T'ÁÂÇkÉ:ÙEÑ5Ï�½PÄ ½<¾ ÆNÈdÉ_ÑpÉhÄ�Ä%ÈK½<¾ ÇhÑcÑ É:ÇkÅrÅ�ÑcÀ�Ä%Ñ_b 
 ÇcÍ_Ï:½'Ä%ÑkÑpÉ.À ¿:¿:¾%½PÈ�ÀÂÄTÑ
X1, . . . , Xn

¿:¿KÏ�½'Ä¸À ¿:¿:¾%½P½PÄ
X̃1, . . . , X̃n

ÐKÇcÄ ½<É_À À ÈrÄ ¿:ÅdÇcÈdÉ_Ñ�c

X̃i =

n
∏

k=1

Xbik

k , i = 1, . . . , n,
È�w�bdV<àYÉ

Á�Ñ�Æ�½<¾ Ù|ÈrÄ%ÃkÃpÉ
B = (bij) =

(

B11 B12

B21 Br

)

.
È�w:brV¬â.É

q ¿�UEÑp¿_À
L: 〈X1, . . . , Xn〉 → 〈X1, . . . , Xn〉

ÇkÉ2ÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ ÈdÉ:½PÉNÁ�Ñ4À�½<É1Æ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È]ÇkÉ
B
bdn|¿:¿ Ú¾ ½<ÈdÏ:½PÉ

X̃1, . . . , X̃n
Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ È�ÇcÉ

Ã: = BA
T_À�ÈdÅdÅdÃ

[X̃i] =
n

∏

k=1

[Xk]bik =
m
∏

j=1

n
∏

k=1

M
akjbik

j =
m
∏

j=1

M

∑

n

k=1
akjbik

j , i = 1, . . . , n.

_1½P¾%Ù|ÈÛÄTÃcÃcÉ
p× p Ú Ê|Ù�À ÈrÙ|Ù�VkÆ,ÑEÄ ¾%ÈdÈdÀ ÈdÑ Ip Á�Ñ½UEÑcÅrÈrÄ%ÑkÑpÉ

B11 = Ip, B12 = −A12A
−1
r , B21 = 0, Br = A−1

r .

n|ÈdÅrÅdÇcÈdÉïÏ:½'Ä
B = 1/

Ï�½PÄ
Ar 6= 0

T{ÁÂÇcÄ ½<ÉïÙ|¿�UEÑc¿_À
L
ÇcÉ��:È ÁÂ½PÙhÄ ÈdÇ_b�Ì²Ï:½PÅdÅr½<½PÉ#$§Æ

Ã = (ãij) =

(

Ip −A12A
−1
r

0 A−1
r

) (

A11 A12

A21 Ar

)

=

(

A11 −A12A
−1
r A21 A12 −A12A

−1
r Ar

A−1
r A21 A−1

r Ar

)

=

(

Ã11 0

Ã21 Ir

)

.
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e1, . . . , ek
�N� �,���Y�2�5�N�,¸

V = 〈e1, . . . , ek〉
u
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q¸ÇhÀ�ÙEÑ�Ù|¿�UEÑp¿_À
L
ÇkÉ'�:È ÁÂ½<ÙhÄ ÈdÇ!Á�Ñ,Æ,ÑEÄ%¾ ÈdÈ�À�ÈdÉ

A
ÑcÀ�Ä ½5ÇcÉ

r
TIÉ:ÈrÈdÉ2ÇkÉ1ÇcÅrÄ%Ñ=UEÑ�TK½'Ä�ÄTÃ

Ã11 = 0
T

À�ÈdÅdÅdÃ¸Æ5¿:¿�Ä%½PÉ�ÆNÑpÄ ¾%ÈrÈ�À ÈrÉ
Ã
ÑkÀÂÄ%½÷ÇkÅrÈ�À�È|À ¿:¿:¾%½PÆNÐ:È|Ù|¿:ÈrÉ

r
b�q ¿)U{Ñc¿:Ù�À�½<É

L
ÙEÃkÃpÉhÄ ½<ÈdÀ Ù|¿�UEÑp¿:Ù�À ½PÉ

L−1 Æ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È�ÇkÉ C: = B−1 T

C = (cij) =

(

Ip −B12B
−1
r

0 B−1
r

)

=

(

Ip A12

0 Ar

)

.

_2ÃcÃc¾ ÈrÄ ½<ÅrÅ�ÃcÃcÉ�Ù|¿�UEÑp¿KÀ

f̃ : � n
+ → � , f̃(X̃1, . . . , X̃n) = f

(

n
∏

k=1

X̃c1k

k , . . . ,

n
∏

k=1

X̃cnk

k

)

.

q¸ÇhÀ�ÙEÑ
X̃1, . . . , X̃n

Ä ÇcÄ ½<¿�Ä�ÄTÑ=U{ÑpÄñÙEÑcÑ=UEÑpÄåÈ�w:brV¬à.É,s`È�w:brV¬â.É5Á�Ñ
f(X1, . . . , Xn) = 0

T¸É:ÈdÈdÉ
f̃(X̃1, . . . , X̃n) = 0

b

 ÇhÀ�ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½<½PÉ

Mj
ÆNÈrÄ�ÄTÑ{ÊhÙ�À ÈrÙ.VpÄ×Æ5¿:¿�Ä%½'ÄTÑcÑpÉ

λ−1
j Ú Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�½<Ù|À È,T j = 1, . . . ,m

T
É:ÈdÈrÉnÀ ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É

X̃j
ÆNÈrÄ�Ä%ÑcÅr¿)Uh¿:ÄÓÆ�¿:¿�Ä�Ä%¿�UEÑEÄ ∏m

k=1 λ
ãjk

k Ú Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�ÈdÙ�À�È@b)n|¿:¿_¾ ½<ÈdÏ�½<É Xj
ÆNÈÛÄ ÚÄ%ÑcÅr¿�U|¿�ÄÓÆ5¿:¿:Ä�Ä ¿)U{ÑpÄ ∏m

k=1 λ
ajk

k Ú Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�ÈdÙ�À�È@bIn|ÈrÄ ½<ÉnÊ|ÍhÄ%ÃpÅaVcÉ f(X1, . . . , Xn) = 0
Ï�ÈdÆN½PÉ ÚÀ�ÈdÇcÍ_ÇcÆNÇcÎk½P½PÉ_ÈdÀ ¿:¿_Ï�½¬ÀÂÄTÑ!À ½P¿:¾TÑcÑ)Tk½PÄ�Ä%Ã�Ê|ÍhÄ%ÃcÅ;V

f̃(X̃1, . . . , X̃n) = 0
ÇcÉ�Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇkÍ:ÇcÆNÇkÎc½P½ ÚÉ:ÈdÉ:½PÉYb#n|ÈrÙ�À È�Ð_ÃEÄ%½P½.T�½'Ä�ÄTÃ

f̃(X̃1, . . . , X̃p, λm−r+1X̃p+1, . . . , λmX̃n) = 0
Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ

λ1, . . . , λm ∈ � +.

W�ÑpÅdÈÛÄTÑcÑcÉ
λm−r+1 = 1/X̃p+1, . . . , λm = 1/X̃n

Á�Ñ4ÆN½P¾%ÙhÈrÄ%ÃkÃpÉ
π1 = X̃1, . . . , πp = X̃p

T
ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ

f̃(π1, . . . , πp, 1, . . . , 1) = 0.
Ç¸À ½'Ä%½'Ä%ÑkÑpÉ

F = f̃(·, . . . , ·, 1, . . . , 1)
b 
 ÇkÀ

f
ÇcÉ,ÈdÉEÁÂ½<ÙkÄ%ÈrÇ5½PÉ_À ÈrÆNÆ,ÃpÈ�À ½PÉ,Æ5¿_¿�Ä�Ä%¿EÁ�ÑpÉ_À%Ñ!À ¿:Í ÚÄ ½<½PÉdT�Æ�Ê�VkÀ

F
ÇcÉ1À ½PÅdÅdÑcÈrÉ:½<ÉYb

ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉ
r = n

b¢ÃYÈ�À ÃkÃpÆ,ÃpÅdÅdÃþÐI½P¾%¿_À%À�¿_¿:¾ ½<ÈÛÄTÑ�T�ÁÂÇkÈdÀ�Ä%Ñ�À�¿_¿:¾ ½<½'Ä
X1, . . . , Xn

½PÈaU{ÃpÄ
¾ ÈdÈdÐ:¿dT�UkÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉNÇcÅd½'Ä�ÄTÑcÑ)Tc½'Ä Ä%Ã

n = m
b.i£ÅdÅdÃ+ÇkÅr½�UEÑ+Ð_ÃcÃpÄ�Ä%½PÅdÊ�ÙEÃ{ÊNÀ�ÈdÅrÅ�Ã+½<¾ ÇkÅrÅ�Ñ�Tp½PÄ�ÄTÃ

Ar = A
T

Ï�ÈdÆ
N([·]) = 0

Á�Ñ
[Xj ] 6= 1

Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
j = 1, . . . , n

bIn�ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉdT|½'Ä Ä%Ã

f̃(λ1X̃1, . . . , λnX̃n) = 0
ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ

λ1, . . . , λn ∈ � +,

ÆNÈdÀ�Ä%ÃïÀ�½<¿:¾TÑcÑ�TI½'Ä Ä%Ã
f̃
ÇkÉEUEÑpÙ|ÈdÇ)ThÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉñÆ�Ê�VkÀ

f
ÇcÉ UEÑpÙ|ÈdÇ5Á�ÑïÉ:ÈdÈrÉþÀ ¿:¿:¾%½P½'Ä

X1, . . . , Xn½PÈaUEÃEÄ ¾ ÈdÈdÐ:¿ïÄ ÇcÈ�À ÈdÀ�Ä%ÑkÑpÉYb
Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ

π Ú Ä%½PÇk¾ ½<½PÆ,ÑY$§ç ÇcÉ.É|ÊhÄ�Ä%Ç|Ï:ÈdÀ�Ä ½PÄ�Ä ¿Bb�n�ÈrÅdÅr½£ÇcÉ,Åd¿:Ù|¿:È�À�È�Ñ+Æ5¿_ÈÛÄTÑ+Ä Ç�Ï�È�À ÚÄ ¿:Ù�À ÈdÑ)TPÁÂÇkÈdÀ�Ä%Ñ5Æ,ÑpÈdÉ:ÈÛÄ Ä%ÑcÙcÇ|ÇcÉ,ÅdÊ|ÍhÊhÄ]Á�Ñ�Ñ��_ÀÂÄ%¾%ÑcÙhÄ È)Ì²¾ Ù|Ù|È#Ã]ÑpÈrÄ È�À�½<É,Ä Ç�Ï�È�À�Ä ¿_À7$�è.T<ÁÂÇcÙEÑ!ÐI½P¾%¿_À ÚÄ ¿:¿1Ï�¿KÑpÅdÈÛÄ%½P½'Ä%ÈrÉ�ÙEÃcÀ ÈrÄ�Ä ½<½<À ½P½<ÉdT{Á�Ñ9nhÄ%ÑcÉ:År½<Ê«�÷Çk¾ ¾TÀ�ÈdÉ:ÈdÉ�Îk½PÇcÆN½PÄ ¾%ÈrÉ:½<É�Ä%Ç�Ï�ÈdÀ�Ä ¿KÀGÈÂV<âh�påYÉ�b

û¢Ï�C jîÚ§ÿ ØlÕMÛ%Ú�ÒbÔ¡ÕoÔ¡Ùn
l
oÛ%Ú � ÒAÕoØ
Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ:ÎhÑpÍ_ÑcÆNÈrÉ

π Ú Ä%½PÇk¾ ½<½PÆ,ÑpÉ,À Ç*Uc½PÅrÄ%ÑcÆNÈrÉ:½<É�½<ÅrÈIÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇhÑpÉ_ÑcÅrÊ|Ê�À�ÈdÉ�Ä ½PÙk½PÆNÈdÉ:½PÉ,ÇkÉ.À�¿:Ç Ú¾%Ñ=U|ÈdÈ;UEÑcÈdÀ�Ä%Ñ,Å�ÑcÀ Ùc½<ÆNÈdÀ�Ä%Ñ)cKÙ|¿:É ÇcÅd½P½<ÅrÅdÈdÀ ½'Ä À�¿_¿:¾ ½<½'Ä ÇcÉ UEÑpÅdÈÛÄ Ä ¿4Á�Ñ�É:ÈdÈ�Ï�½PÉþÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇcÄÓÇkÉñÀ ½PÅ ÚU|ÈÛÄ%½'Ä�ÄÂÊ.TKÇkÉ2Ù|Ê�À�½�ÅrÈdÉ:½<Ñc¾ È�À ½PÉ1Ê|ÍhÄ%ÃpÅaVc¾%Ê|Í:Æ,ÃpÉ1¾TÑEÄ%Ù{ÑcÈdÀ ½PÆNÈ�À�½¬ÀÂÄTÑ�TEÁÂÇkÙEÑ.ÇcÉnÇcÆNÈdÑkÑpÉ2ÑcÉ:É:½'Ä Ä%Ñ ÚUEÑpÙ�À�ÈYÄ Èd½'Ä ÇkÙcÇkÉ:½PÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑpÉïÄ ½<ÍkÄTÃ=UEÃpÙ�À�È@bIn|ÈdÈdÍ:½PÉ2ÇkÉ1ÙEÃ{ÊkÄ%½'Ä Ä%Ã=U|ÈdÀ%À%Ãhf]¿:¿:Å�ÑÍ� ÈdÐ_ÑpÄ ÈdÉ2ÅdÑkÑEÄ%ÈrÆ,Ñ
Ë¸ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇkÑpÉKÑpÅdÊhÊ�À ÈrÙkÇcÉ:½ Ú É_ÈrÆNÈdÉ:½PÉ.ÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,Ñ�T{ÁÂÇkÙ{Ñ�ÇkÉïÙEÃ{ÊhÄ�Ä�V|ÇcÍEÁÂ½<ÈrÉ:½<½PÉ�À�ÈaU|¿:ÅdÅdÑÍhÄ�Ä Ðlc¬7�7fWSWSW+b ÆNÑpÄ ÍYb ÁÂÊ|¿Yb E­7 ŨhÆNÍ:Ç§7EË£ÈrÆN½<É_À�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê�À�ÈdÙcÇkÉ:½f7pÏ�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê�À�È@b ÍhÄ%Æ�Å

ì£ÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑpÅdÅr½�UkÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉ�ÑpÉhÄTÑcÑ Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇcÆ,ÑpÄ ¾%ÈrÈ�À�È,T�ÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ�ÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑñÅ�ÑcÀ Ùc½<½ïÀ ÈdÈÛÄTÃ
π ÚÅr¿)Uh¿:Ä<bbì£ÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑcÀ%À Ñ1ÇkÉ Æ5Ê.VkÀ�UEÑcÅrÆNÈdÈrÉ_Ñ2½P¾%È×ÑcÅrÇkÈrÅdÅdÑ�½¬À�ÈdÈdÉkÄÂÊ%U|È�Ã2À�¿_¿:¾ ½<ÈÛÄTÑ�T_ÁÂÇcÈ�ÀÂÄTÑ'UcÇkÈdÏ:ÑkÑpÉ

UEÑpÅdÈÛÄTÑÓÄ%Ñp¾%ÙEÑcÀ�Ä ½<ÅÛÄTÑ=U{ÑpÄ²À�¿_¿:¾ ½<½'Ä2T�ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ,ÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,Ñ+Æ5¿_Ç|Ï:ÇkÀ�Ä%ÑcÑ Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇcÆ,ÑEÄ%¾ ÈdÈdÀ ÈdÉ£Á�Ñ!ÅdÑkÀ�Ùk½P½
π Ú Åd¿�U|¿�Ä¬b 
 ÇhÀ�ÑcÈrÍ_½P½<À�Ä%Ñ ÇkÉGÇcÅd½PÆ,ÑkÀ À%ÑEUEÑcÙhÈdÈdÉkÄ%¿:É:½<ÈÛÄTÑ π Ú Åd¿:Ù|¿EÁ�ÑíÈ�½<À ÈdÆ�½<¾ Ù|ÈdÙ�À�È¢U|Èr¾ Ä%Ñc¿_À Æ�½ ÚÙEÑpÉ:ÈdÈrÙEÑkÀ À%Ñ��#½PÊ|É:ÇcÅ�Ï:À ÈrÉ4År¿_Ùh¿#É7T:ÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,Ñ�UEÑcÅrÈrÄ%À ½P½

π Ú År¿�U|¿:Ù�À È`UEÑpÙ|ÈrÈdÉhÄ ¿:É_½P½PÉ π Ú År¿�U|¿:É�ÑpÈdÉ_Ñ)TÙ|¿:É�À ½£ÇkÉ.Æ,ÑpÍ_Ï�ÇkÅrÅdÈ�ÀÂÄTÑ:bYW�ÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉ.Æ5Ê.VkÀ�ÅdÈ�À ÃpÄ%Ã Á�Ñ5Ä%ÑcÅrÅd½PÉhÄTÑcÑ+ÇkÆ�È�Ñ5À ¿:¿:¾%½PÅd¿:½PÄ�Ä ½<ÅrÇkÈÛÄTÑ!Í_ÑcÅr¿ ÚÄ ¿:È�À�Ä%ÑNÑpÈdÍ:½PÈ�À�Ä%ÑNÀ�½<ÙEÃ�Æ�¿:ÇcÙEÑpÄ%Ñ�ÐK½<¾ ¿KÀ À ¿:¿:¾%½ÂÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆ�È�Ã:b
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ì£ÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑcÀ�Ä%Ñ�ÇcÉ ÇcÅd½PÆ,ÑcÀ%À Ñ.Ù{ÑcÙ�À�ÈgUc½<¾%À ÈdÇpÄ%Ñ)TpÁÂÇcÄ ÙEÑïÆ�ÇkÅr½<ÆNÆNÑpÄÓÅaVEÊhÄÂÊ%U{ÃpÄ£ÇkÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑpÉ
À�ÈaU|¿:ÅrÄ%Ñ:b=f Ã{Ê�Ï�½PÅdÅdÈdÀ ½PÉGUk½P¾TÀ�ÈdÇcÉ+À%ÑcÑ#ÙEÃ{ÊhÄ�Ä�V%VcÉ Ä%ÑcÅrÅd½PÉhÄTÑpÆ,ÑpÅdÅdÑ#ÇcÍEÁÂ½<ÅrÆ,ÑpÉ5ÇcÆ,ÑpÅdÅr½÷ÙcÇkÉ:½P½<ÅrÅd½cb2ÃYÈ ÚÀ ÃcÙ�À�ÈIÇcÍEÁÂ½<ÅrÆ,ÑkÀÂÄTÑ5ÇkÉïÀ ½PÅ�ÑpÈdÆN½<À%À Ñ!Ä ÇcÈdÆNÈ;UEÑhUc½<¾%À ÈdÇ)T<ÁÂÇkÀ�Ä%Ñ�ÇcÆNÈr½<ÉïÀ ¿:¿:¾%½PÈ�Ï�½<É.Ä%ÑcÅrÅd½PÉhÄTÑpÆNÈrÉ_½PÉ
Ð:¿:¿�Ä Ä ¿:¿Bb.ì£ÍEÁÂ½PÅdÆ,ÑpÉ�ÑkÀ�½<ÉhÄ%ÑpÆNÈdÉ:½PÉ#Á�Ñ£ÑpÁ�ÑpÆNÈrÉ_½PÉ5ÇkÉ+Ä ÇcÄ ½<¿�Ä ½PÄ�Ä ¿ 
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UEÑcÀ�Ä ¿_À Ùc½<¾�Ä%ÇcÈdÆ�½<½PÉ
Cf = f/(PstA)

T÷ÆNÈdÀ%À Ã
Pst = ρv2/2
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A
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Cf = ψ(Re, Fr, d/h),
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ψ: � 3
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∝
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=
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G11 G12

G21 G22
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Á�ÑNÐ_Èr½<É:ÇcÈ�À�Æ,ÑcÅrÅdÈrÉ4Ä ¿_År½<½ Ä ÇpÄ%½P¿�Ä Ä%ÑkÑ.X
wc¡:b 
 ÑpÄ Ùk½'Ä%ÑkÑpÉ�½<Ï�½<ÅrÅdÈ�ÀÂÄTÃ Ä ½<ÍkÄTÃ=UEÃcÃ:b 
 ÇhÀ�Ð:Èd½PÉ:ÇkÈdÀ Æ,ÑpÅdÅrÈ:ÇkÉ,Îc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�À�½¬ÀÂÄ%È:À�ÈdÆNÈrÅ�ÑcÑc¾ ÈKÀ�¿:Í ÚÄ ½<½<À%À Ñ

1: 20
Á�Ñ!Ð:¾%ÇpÄ%ÇpÄÂÊ|Ê|Ð:ÈdÉ.É:ÇcÐI½P¿KÀ

v =
V¬å!ÆV7EÀ�TkÉ_ÈrÈdÉ�ÆNÈdÅrÅ�Ã!É:ÇkÐK½<¿_Ï�½<ÅrÅ�Ñ5Ð_Èr½<É:ÇcÈ�À ÚÆ,ÑpÅdÅrÈ�Ñ¸ÇkÉ�Ù|¿:Å ÁÂ½'Ä%½'Ä Ä%Ñ=UEÑ.X 
 ÇhÀ]Ð_¾ ÇcÄ ÇpÄÂÊ|Ê|Ð:Ð:È|¿:ÈIwpå Ú ÑcÀ�Ä ½<ÈdÀ ½<À%À%Ñ¦Uc½¬Ï�½<À%À Ã)T<É_ÈrÈdÉNÆNÃkÃp¾TÃcÃÀ�½<ÉÅU|Èr¾ Ä ½<½PÉñÙhÈdÉ:½<ÆNÑkÑEÄ Ä ÈdÉ:½PÉÅU|È�À�ÙkÇkÀ ÈÛÄ%½P½PÄ�Ä ÈdÙc½<¾ ¾%ÇcÈdÉdTcÁÂÇkÀ%À Ñ,Ð_Èr½<É:ÇcÈ�À�Æ,ÑcÅrÅdÈdÑ�ÇcÉ2¿_ÈÛÄ%½'Ä ÚÄ%Ñ=UEÑ:b

wkÞ
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f ÃcÀ%À Ã2År¿�U|¿_À%À%Ñ1Ä%Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉªÙkÇcÅdÆ�½¬Ñ2½<¾ ÈdÅdÑcÈdÀ�Ä%Ñ2½PÅ�ÃpÈdÉkÄ%½PÉëÀ�ÈdÆNÈrÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½PÄ�Ä È�Ñ�Á�ÑnÉ:ÈdÈ�Ï�½PÉ�ÊhÍ ÚÄ ½<ÊkÄ Ä%Ã�½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½<É�À ¿:Çk¾ ÈrÄ ¿_À Ù|Ê|ÙhÊ|Ê|É+Á�ÑN½<ÅrÈdÉ_ÑpÈdÙEÑcÑcÉYb

�¢Ï§Î ÏíØlÒAÿ Ø`þ�Ó)Ú§Õ[ØlÕe6YÔÐÂS
oÕoÔgÔ¡ÿ Ú§ÕoØQÕ ÛYÚ(ÿ Ú§Ù�ÔgÓ)Ú�þ�ØdØ`þ%þ�Ú
�Ó½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½PÅdÅ�Ñ5À ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä ÈdÅdÅdÑ�Ä%Ñc¾ ÙkÇcÈrÄ ½PÄ%ÑcÑcÉ.Ð:ÈrÄ ¿:¿_Ù|À Èd½PÉ1À�¿_ÍkÄ%½PÈ�Ï�½PÉ�À%ÑpÆ5¿_¿�Ä�ÄTÑ:b 
 ÇhÀ ½PÅ�ÃpÈ ÚÆN½PÉ2ÇkÅr½<½PÅdÅrÈ�À�½PÄ¸ÆNÈÛÄTÑEÄÓÇ*U{ÑpÄ¸Ð:ÈrÄ ¿:¿KÀ

l
TKÐ_ÑcÙ�À�¿:¿KÀ

d
Á�Ñ.Ð_ÃcÃcÉ1Í_ÑpÅdÙEÑpÈ�À�È Á�Ñ

dk
TIÉ:ÈrÈdÉ2½<ÅdÃcÈrÆN½'Ä�V

Á�Ñ,w5Ç*UEÑpÄ Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%½ÂÁ�Ñ)T<ÁÂÇhÀ1$
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È��_brV=É

� N* L����8��6/�"�B!B;�E/1�!8h�!B;���7�!+�"1"�+N�!B!B;�.Ä%Ñc¾ ÙkÇcÈrÄ ½PÄ%ÑcÑcÉn½<ÅdÃcÈrÆNÈ�À À%Ã�½<À ÈrÈdÉhÄÂÊ%UhÈd½PÉ ÇcÅd½P½<ÅrÅdÈ�ÀÂÄ%½PÉkUcÇkÈrÆNÈd½PÉ
À�¿_ÍkÄ%½PÈ�Ï�½PÉ!À%ÑpÆ�¿:¿�Ä Ä%Ñ:b 
 ÇhÀ�½PÅ�ÃpÈdÆNÈrÅdÅr½²ÇcÅd½P½PÅdÅdÈdÀ ½'ÄlUkÇcÈdÆ,ÑEÄYÇ*UEÑEÄYÍ:ÈrÄ%Ñc¿_À(UcÇcÈdÆ,Ñ

ma
TPÐKÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,Ñ

mg
È
m
ÇcÉï½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉïÆNÑkÀ À%Ñ.É:T�É:ÈdÈrÉ�½PÅ�ÃpÈdÆN½'Ä+V Á�Ñ,w�Ç*U{ÑpÄ#Ï�Ê|É_ÑcÑcÆ�È�À ½<À�Ä ÈYÀ ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%½ÂÁ�Ñ�T|Ù|¿:É
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È��_b w.É

ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉ
l
½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ4ÄÂÊ|ÊhÐ_ÈrÅdÅrÈdÉ:½<É4Ð:ÈrÄ ¿_¿_À8Á�Ñ

m
À�½<É4Æ,ÑcÀ%À%Ñ:bYÌ�ÅdÃcÈrÉhÄ%½PÉïÄ ÈdÍ:½PÊ�À×ÇcÉïÅdÈrÙ|È ÚÆ,ÑpÈdÉïÀ%ÑpÆ,Ñ�Ù|¿:ÈrÉ
Uc½¬Ï�½PÉïÄ%ÈrÍ:½<Ê�À�T{ÁÂÇcÄ ½PÉ�Îk½PÇcÆN½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%½PÈdÅrÅd½£½<ÅdÃcÈrÆNÈdÅrÅd½+Ð_ÃpÄ ½P½

l ∝ m1/3.
È��_b �YÉ

fB½<Í_Ï:ÃkÃpÉn½<¾ Ç�ÆN½PÙEÑkÑpÉ:È�À�½<É�Á�Ñ
�:ÈdÇcÅdÇcÎkÈdÀ ½PÉ ÑEÁ�ÑcÉ�UEÃpÅdÈdÅrÅd½,À ÑcÆ�ÇkÈrÉ Ù|¿:ÈdÉñ½¬Ï�½PÅdÅrÈ�À ½<À%À ÃïÅd¿�U|¿_À À%Ñ
Ä ½<ÍkÄ%ÈrÈdÉ�½P¾%ÇNÆ�½<ÙEÑcÑpÉ_ÈdÀ ½PÅdÅr½ ½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑpÅdÅr½÷Á�ÑNÅ�ÃpÆNÐIV|½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑpÅdÅr½kb)ì£ÅrÙkÇhÇkÉ

tm
Æ�½<ÙEÑcÑpÉ_ÈrÉ:½<ÉïÑcÈrÙEÑ)T

½<À ÈrÆN½<¾ Ù|ÈdÙ|À È�½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ!Á�ÑcÅdÑcÉ4Í_½PÈdÅdÑcÍ_Ï�¿_À%ÑpÈdÙEÑ:b�n|½+Æ,ÃcÃc¾%Ã{ÊhÄÂÊ|Ê�ÆN½<Ù{ÑcÉ:ÈdÈrÙEÑpÉïÅ�ÑpÈdÉ_ÑpÅ�ÑpÈ�À�¿_¿:Ù�À�Èd½PÉ
Æ5¿:ÙEÑkÑpÉYb 
 ÇkÀ!½PÅ�ÃpÈdÆ�½PÄ5Ç*UEÑEÄ�Ï:ÊhÉKÑcÑpÆNÈ�À�½¬ÀÂÄ%È²À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%½ÂÁ�Ñ�TBÉ:ÈrÈdÉ É:ÈdÈdÏ:½PÉªÙ|ÈdÈrÍhÄÂÊ%U|ÊhÊ�Ï�½<É

a ∝
l/t2m

ÇkÉ�ÇcÅrÄ%Ñ=UEÑ�UEÑcÙhÈdÇ'È�À%ÑpÆ,Ñ�Ùh¿_ÈrÉ
g
É7TEÁ�ÑNÀ ÈÛÄ%½PÉ

tm ∝ m1/6 È��_b �%É
Õ×ÈrÇkÅrÇkÎcÈ�À�½<É_Ñ�ÑpÈdÙ{ÑcÉ_Ñ�Ð:È�Ï�½'ÄTÃcÃcÉª½<À ÈrÆN½<¾ Ù|ÈdÙ|À È�½<ÅdÃcÈrÆN½PÉªÀ Ê�Ï:ÃpÆN½<É:ÅrÊ.VcÉhÄ Èd½PÉkUEÃpÅdÈ�Ã�Ä%ÑcÈ

½PÅdÈrÉKÑpÈdÙ{ÑkÑ:b.ì£É,Í_Ñ=UEÑcÈÛÄ Ä ¿dTk½'Ä�ÄTÃ+½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½<ÉhUEÑkÀÂÄ%ÈrÉ:ÅdÈdÍ_ÑcÀ�Ä ½<É.À�¿:Ð_ÈdÀ�Ä ¿:ÆNÈ�À�É_ÇcÐI½P¿_Ï�½PÄ²Ç*UEÑEÄbUEÑpÙ|ÈdÇcÈ ÚÄ%Ñ_bgf]ÇcÈ�À%ÑcÑpÅrÄ%ÑnÉ:½�Ç*UEÑEÄ,À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉÝUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈdÀ ÈdÑ2ÇkÀ%ÑpÆ,ÃcÃc¾%ÃkÃpÉ
l/tb

TIÁÂÇpÄ%½PÉëÎc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�À�½¬ÀÂÄ%È
À�ÈdÆNÈrÅ�ÑcÑc¾ ½<ÈrÅdÅd½£½<ÅdÃcÈrÆNÈdÅrÅd½ Ð_ÃEÄ%½P½

tb ∝ m1/3.
È��_b �.É

p¸ÃcÈrÉ,½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ,ÙkÇ|ÇcÉ,ÙEÑcÀ(UEÑp½<À%À%Ñª�:ÈrÇkÅrÇkÎcÈdÉ:½PÉ,ÑcÈrÙEÑ+Í:È�Ï:ÑkÀÂÄ%¿:¿+Á�Ñ+Í:È�Ï:ÑkÀÂÄ%¿:¿.É:ÇkÐK½¬ÑpÆNÆNÈrÉ.Ù|¿:ÈdÉ
ÆN½PÙEÑcÑcÉ:ÈrÉ_½PÉ�ÑpÈdÙ{Ñ_b

q+Ã{ÊhÄ ½'ÄTÃcÃcÉ�ÐI½P¾%¿_À%À�¿:¿_¾ ½�Á�Ãp¾�ÁÂ½<À�Ä ½PÅdÆ,ÃcÃ {M,L, Tb, Tm}. ì£Åd½'Ä%½'Ä%ÑkÑpÉdTk½'Ä Ä%Ã ÄTÑp¾%Ù{ÑkÀÂÄ%½PÅ ÚÄ%Ñ=UEÑ�½PÅ�ÃpÈdÆ�½<½PÉ�ÅdÈrÈrÄ�ÄÂÊ%UEÃNÀ�¿:¿_¾ ½
S
¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿:¿
UEÑpÈdÉ�À ¿:¿:¾%½PÈ�À�Ä%Ñ

m, l, tb, tm
½PÅdÈ

S = f(m, l, tb, tm).

t7u�¹l¸1����ö7���M¥A¼:ö7�
(dk/d)1 = (dk/l)1/(d/l)1 = (dk/l)2/(d/l)2 = (dk/d)2

u

wpà



f ÃpÅdÅ;VkÈrÉñÕ÷¿KØTÙhÈdÉ:ÎkÍ_ÑpÆNÈdÉ
π Ú Ä%½PÇk¾ ½<½PÆ,ÑcÀ%À Ñ n = 5

Á�Ñ
r = 4

ThÁÂÇpÄ%½PÉ
π Ú Åd¿:Ù|¿EÁ�Ñ4ÇcÉÅUEÑpÈdÉnÊ|Ù�À ÈNTÁ�ÑNÀ�ÈdÙ�À�È�ÇkÉ4ÇkÅr½<ÆNÑkÀ À%Ñ�Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇpÄ%ÇcÉïÐKÇhÀ�ÈrÄ ÈdÈaUhÈdÉ:½<É
UEÑcÙhÈdÇ

C
À ÈrÄ ½PÉlT:½'Ä Ä%Ã

S = Cmαlβtγb t
δ
m

È��_b ¡YÉ
ÁÂÇcÈdÅrÅ�ÑpÙ|ÈdÉ

α, β, γ, δ ∈ � b2p¸¿:ÇÓÙc½P¾ Ä ÇkÈrÆN½PÄ]Æ,ÃcÃc¾%Ã{ÊhÄÂÊ%UEÃEÄ]À ¿:¿:¾%½P½<É S Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈrÇhÀÂÄTÑ�c ÁÂÇkÀ [S] =
MαLβT γ

b T
δ
m

ThÉ:ÈdÈrÉ
S = Cmαlβtγb t

δ
m

b�ì£ÅdÙcÇ|ÇcÉ
S
ÅdÈdÍ_ÑcÀ(UcÇkÈrÆ,Ñ

f
T<ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ�À ½PÉ4Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇ5ÇkÉ

MLT 2
b

TIÀ�ÈdÅdÅdÃ.ÑcÈrÙEÑNÇkÉ1ÉhÊhÄ[�_ÈrÇkÅrÇkÎcÈ�ÀÂÄTÑ:b)n|ÈrÄ ½<É
α = β = 1

T
γ = −1

Á�Ñ
δ = 0

½PÅdÈBÙEÑcÑ=UkÇpÁÂ½PÉ
È��_b �YÉYÁ�Ñ�È��:bx��É×É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ

f = Cmlt−2
b ∝ m2/3.

È��_bxÞ�É
f ÃpÆ,Ã Ä%¿:ÅrÇhÀ²ÇkÉ.Í|Ê%UhÈdÉ,ÄTÑp¾%ÙhÙEÑ�À ÑcÆNÑcÉ,ÅdÑpÁÂÈrÉ4À�È�À ÃcÅrÅ�Ã+Ù|¿�Ä%½PÉ�Ù|¿�UEÑkÀ À%Ñ!�:bdVcb%n|ÈdÈrÉ_Ã�ÇcÉ�½<À ÈÛÄ%½'Ä�ÄÂÊ
Ð_ÑpÈdÉ:ÇkÉ:É:ÇkÀ�Ä ÇkÉþÊhÍhÄ%½PÈ�ÀÂÄ%¿:ÅrÇkÙ�À�½<ÉíÈ�ÄÂÊ�VkÉkÄ�V)T�Ä%½PÆNÐ_Ñc¿_À�T]Ð:¿:É:É_½P¾%¾ ¿_À1É Æ,ÑcÑcÈrÅdÆ,ÑpÉ:½<É:É_ÃpÄÂÊ|À!É:ÇkÀ ÚÄ%ÑpÁ�ÑpÉïÆNÑkÀ À%ÑpÉ@Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÉKÑ�^pbIZ:Ê�À�ÈdÇcÅdÇcÎkÈdÀ ½<À�Ä ÈIÄ%¿:ÅrÇhÀ ÇcÉï¿_À ÙcÇcÄ�Ä%Ñ=UEÑ)T:À�ÈdÅrÅ�Ã�½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½PÉïÅdÈrÈdÙ|¿:ÉhÄ%ÑpÅdÈ ÚÍ_ÑcÀ%À ÇcÅd¿EÁÂ½PÉ�Ð_ÑcÙ|À ¿:¿_À�Á�Ñ.À�¿_Ð:ÈdÀ�Ä ¿KÀ§UkÇcÈdÆNÑNÇ*UEÑpÄ[UEÑpÙ|ÈrÇkÈÛÄTÑÓÁ�Ñ.À ÇcÅd¿�Ä¸Ç*UEÑEÄ#ÅdÈrÍKÑpÙ�À�½<É1ÆNÈÛÄ Ä%ÑpÈ�À ÈdÑ_b
n|ÈrÄ ½PÉëÅdÈrÍ_ÑkÀ§UkÇcÈdÆ,Ñ2ÇcÉëÀ�¿_Çc¾TÑcÑpÉúUc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÉ:½PÉGÀ ÇcÅd¿EÁÂ½<ÉGÆ,ÃcÃc¾%ÃkÃpÉdTKÁÂÇcÙEÑñÐ:¿:ÇcÅd½<À�Ä%ÑkÑpÉ�ÇcÉ
À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ@Uc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÉ:½PÉ4ÅrÈdÍ_ÑpÙ�À ½PÉïÐKÇkÈrÙ|Ù|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿:Ù�À ½PÉ4Ð:ÈrÉhÄTÑ Ú ÑpÅ�ÑcÑpÉBb

q ¿)U{ÑN�_brV.c�»?ÑcÈrÉ_ÇcÉ:É:ÇhÀÂÄ%ÇcÉ4ÊhÍhÄ%½PÈ�ÀÂÄ%¿:ÅrÇhÀÂÄ%½PÉ�Æ,ÑcÑcÈrÅdÆ,ÑpÉ:½<É:É_ÃEÄÂÊ|Ù�À ÈdÃ5Ð_ÑpÈdÉ:ÇcÅd¿:ÇkÙhÈrÄ�ÄTÑpÈdÉYb
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉï½PÅ�ÃpÈdÆ�½<ÉnÀ Ê|Ï_ÃpÆN½PÉ2À Ê|Ùc½'Ä Ä%Ã

ν
b`n|½<ÉnÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇ.ÇkÉ

T−1
b

TpÁÂÇcÄ ½PÉnÎc½PÇ ÚÆN½'Ä ¾%È�À�½<ÉïÀ ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä%ÈrÉ
UEÑpÅdÅrÈrÄ ½¬À À%Ñ

ν ∝ t−1
b ∝ m−1/3.

_1ÈrÄ%ÃNÀ�¿_¿:¾ ½<ÆNÐ:È�½PÅ�ÃpÈdÉdT_À ÈÛÄTÃ�År½�UcÇcÅdÅdÈdÀ ½PÆNÆNÈrÉïÀ�½<É1À�Ê�Ï:ÃcÉïÀ Ê|ÙhÙ|ÈdÈ�b|»�Ñp¾%ÈdÎc¾TÑpÆNÆ,ÑpÈ�À�½<É.Ð_ÃcÃkÀÂÄTÃpÈ ÚÀ�½<É.À�Ê�Ï:ÃcÉ.ÅdÊ�V.V¬å+Ùc½<¾�ÄTÑcÑ+À ½PÙ|¿:É:É:È�À%À Ñ)Th�påkåcå Ú Ù|ÈdÅrÇkÎc¾TÑpÆNÆ,ÑpÈ�À�½<É5É:Çk¾%À ¿:É.À Ê|Ï_ÃpÉ,Ùc½<¾ ¾TÑpÉNÙEÑpÍ ÚÏ�½<À%À%Ñ4À ½PÙ|¿:É:É_ÈdÀ%À Ñ)ThÁÂÇpÄ ½<ÉþÎc½PÇkÆN½'Ä ¾%ÈdÉ:½PÉ À�ÈdÆNÈrÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½PÄ�Ä È�ÑcÉhÄ%ÑcÑ4É:ÈdÈdÏ:½PÉþÀ�Ê�Ï:ÃcÆ�½<É_À ÊhÙ|Ùk½PÈ�Ï�½PÉ
À�¿_ÍkÄ%½P½<Ù|À È:ÅdÈrÈ�ÑpÉNÐ_ÑcÅ ÁÂÇkÉÅÈ�Í_Ñc¾�ÁÂÇkÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÍhÄTÃ=U{ÃYÉ�b�p¸ÇcÙ|ÙEÑpÍ:ÈdÈd¾ ½<É£Á�Ñ!½PÅd½:Ê�ÑpÉhÄ%ÈrÉNÆNÈÛÄ Ä%ÑkÀ�¿:ÍhÄ%½P½'Ä×Ç*UEÑEÄ
Ù|¿:ÈÛÄ%½PÉ:Ù|ÈdÉ4Í_Èr½<ÆNÑcÉ�½P¾%ÈrÅ�ÑpÈ�À�½PÄ�T{ÁÂÇcÄ ½PÉ�É:½ ½<È;UEÃEÄ#ÇkÅr½ÓÄTÑp¾%ÙhÙEÑkÑpÉ�Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%½ÂÁ�Ñ_b

Ì�Å�ÃpÈdÆ�½<É4ÑcÈrÉ:½<½PÉ%UEÑpÈdÍ_Ï�¿:É_É_ÑpÉ,Ä%½PÍ:ÇkÉ
P
Ï�ÈdÆN½PÉ_À ÈdÇ�ÇkÉ

M1L2T−3
b

À�ÈdÅdÅdÃ�ÑpÈdÙEÑ!ÇcÉ!Á�ÃpÅ ÚÅr½<½PÉ
�:ÈdÇcÅdÇcÎcÈ�À�Ä%Ñ:b�n|ÈrÄ ½<É�Ù{ÑkÑ=UcÇcÁÂ½PÉ�È��:b �.ÉBÁ�Ñ'È��_b �.É÷É:ÇpÁ�ÑcÅrÅ�Ñ

P ∝ ml2t−3
b ∝ m2/3,

È��_b àYÉ
ÆNÈrÙEÃ4ÇcÉñÀ%ÑpÆ,Ñ4Æ,ÑcÀ%À Ñc¾ ÈdÈrÐ_Ð:¿�U|¿:¿_À£Ù|¿:ÈrÉ ÅdÈrÍ_ÑkÀ§UkÇcÈdÆ,ÑpÅdÅdÑ_bIf]¿:ÅrÇhÀÓÇcÉþÀ�ÈdÙEÃpÅdÈ8¿KÀ�ÙkÇpÄ�ÄTÑ=UEÑ�TI½'Ä�ÄTÃ
ÑpÈdÉ:½P½<É%U{ÑcÈrÍKÏ�¿:ÉhÄ%Ñ1ÅdÈdÈÛÄ ÄÂÊhÊ Ùk½P¿:Í_ÙcÇpÁÂ½<ÉdTlUk½P¾%ÈdÀ ¿:ÇkÉkÄ%½PÉdT]¾ ¿_ÇkÑpÉKÀ�¿:Å�ÑEÄ%¿_À Ù{ÑcÉ_Ñ=UEÑpÉþÐ:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑpÅ�ÑcÑcÉdcÁÂÇkÀ
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l3/2 l4 m1/4 m3/8 m3/4 m1/4ÀÂÄTÑcÑpÄ�Ä ÈdÉ:½<É
l2 l5 m1/5 m2/5 m4/5 m1/5

f]Ñc¿:Åd¿:Ù|ÙcÇ,�:bdV�c�Ì²ÅdÃcÈrÆN½PÉ1Ð_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<É
l
TKÐ_ÑpÙ�À ¿:¿_Ï�½<É

d
T_Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ

m
TKÅrÈdÍ_ÑkÀÂÄ%½PÍ:ÇkÉ

P
Á�Ñ9�_ÈrÇkÅrÇ ÚÎcÈ�À�½<ÉïÑpÁ�ÑpÉ

tb
¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿�U|¿:¿:Ù�À ÈdÑ�½<¾ ÈYÀ ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä Ä Èd½PÉ�UEÑpÅdÅrÈrÄ ½¬À À%Ñ:b

ÑEÁ�ÑcÉ.½P¾%ÇpÄ¬b%f8Ñp¿_År¿:ÙkÇkÀ�Ä%Ñ��:bdV¸É_ÃcÍ_Ï:ÃcÃcÉdT|½'Ä Ä%Ã�É:ÈrÈdÉ
l
Ù|¿:ÈdÉ

m/P
ÑcÉkÄTÑ=UEÑEÄ×À%ÑpÆ,ÑcÉ�Æ,ÑcÀ%À Ñc¾ ÈdÈdÐ ÚÐ:¿�U|¿:¿_Ï:½PÉ��:ÈdÇcÅdÇcÎcÈ�À ½PÅdÅr½ ÑEÁ�ÑcÅrÅd½cb

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉhUhÈd½PÅ�Ã+Í:Èd½PÆ,ÑcÉNÄ ÇcÈ�À ½PÅdÅdÑ ÄTÑ=UEÑpÅdÅdÑ ½<ÅdÃcÈrÉhÄ ½<É.À�Ê�Ï:ÃcÆN½PÉ_À Ê|Ùc½'Ä Ä%Ã ½<ÅrÈ�À�Ê�Ï:Ã ÚÆN½PÉ,ÅdÊ�VcÉhÄ%ÈÛÄTÑcÑEÁÂ¿_¿�Ä�ÄTÑ9È
ν ∝ 1/tb

É�b%ÃBÃcÍ_Ï�½'ÄTÃcÃcÉ�ÙkÇcÙk½P½PÅdÅdÈdÀ ½<À�Ä È�Í_Ñ=UEÑcÈÛÄ%¿_ÀÂÄTÑ�q Åd½PÈa�K½<¾ ÈdÉ,ÅdÑcÈdÀ�Ä%Ñ_b
Ç#ÈdÉ:½P½<É%U{ÑcÈrÍKÏ�¿:É:É_ÑcÉ.Ä%½PÍ:Ç�ÇcÉïÀ�¿:Çk¾%ÑkÑpÉ9Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈrÉ:½<É.½PÅdÈdÆ�È�À�Ä(VcÉ4Í_ÑpÐI½PÉ_Ùh¿_År¿�Ä%¿:Ù�À�½<½PÉdT¬ÁÂÇ ÚÙEÑ¸ÇkÉ�À ¿:Çc¾TÑcÑcÉ�Uc½<¾ ¾TÑpÉ_É:ÇcÅdÅrÈdÉ:½<É!Ê|Í_Ï�½PÉNÀ Ê|Ï_ÃpÆN½PÉ:ÅdÊ�VkÉ:É:ÈdÉ�ÑcÈrÙEÑpÉKÑ£ÑcÇc¾ Ä�Ä%ÑkÑpÉ�U|Èd¾�ÄTÑcÑ=UEÑcÑcÉ�Uc½ Ú¾ ÈdÆ,ÃcÃc¾%ÃkÃpÉYb%n|½ ÅrÈd½PÉ:½<½+À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉÍUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉ�À Ê�Ï:ÃpÆN½PÉ4Æ,ÑcÀ%À ÑkÑpÉdT<ÁÂÇcÙEÑ�ÅrÈd½PÉ_½P½+À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ
Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ,½<ÅdÃcÈrÆN½<É4Æ,ÑcÀ%À%ÑcÑpÉ

m
b)n|Ê�Ï:ÃcÆN½PÉ�ÑpÈdÙ{Ñ{Ê|Ù�À ÈrÙ.VkÀ%À Ã Ð:¿_Æ�Ð_Ð_ÑcÑcÆNÑhUk½P¾%ÈrÆ,ÃcÃc¾%Ã

Q
ÇkÉ1À�½<É4ÅdÊ�VkÉkÄ%ÈÛÄTÑcÑpÁÂ¿:¿_Ï�½<É5Á�ÑNÊ|Í_Ï�½<ÉïÅdÊ�VkÉ:É:ÈdÉïÑcÈrÙEÑcÉ_Ñ�Ð:¿:ÆNÐ_ÑEÄ%¿:É�Uc½<¾ ÈdÆ,ÃcÃp¾TÃpÉ.Ä ¿:ÅdÇ)TEÁÂÇkÅ ÚÅrÇkÈrÉ
Q ∝ mν

b%Ì�ÅdÈrÆNÈ�ÀÂÄ�VcÉ4ÇcÉ�À%ÑcÑpÄ%Ñ=UEÑ+Í_ÑcÐ:ÐK½¬Ñ!Æ,ÃcÃc¾%Ã ∝ m3/4 T<ÁÂÇpÄ ½<É mν ∝ m3/4 ThÆNÈ�ÀÂÄTÃÀ�½<¿:¾TÑcÑ¸Á�ÃpÅdÅr½<½PÉï½PÅ�ÑcÀ�Ä È�À�½<ÉïÀ ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä%ÈrÉïÆ5¿:ÙEÑcÈrÉ:½<É

ν ∝ m−1/4.

Õ×ÈrÇkÅrÇkÎcÈ�À�½PÄ²ÑEÁ�ÑEÄ×À�Ê�Ï:ÃcÆ�½<É:ÅdÊ�VcÉhÄ%Èr½<ÉhUEÃcÅrÈcÁ�Ñ+½PÅdÈrÉKÑpÈdÙ{Ñ!Æ�ÇkÅr½<ÆNÆNÑpÄ÷É:Çk¿_Ï:ÑpÄ�Ä%Ñ=UEÑpÄ�¾ ÈdÈrÐ ÚÐ:¿�U|¿:¿�Ä Ä%Ñ
t ∝ m1/4 TcÁÂÇcÄ ½<É.ÁÂÇcÙEÑcÈdÀ ½PÅdÅr½5É:ÈdÀ%ÃpÙ|ÙEÃcÃcÅrÅd½+É:ÈdÈdÏ:½PÉnÇhÀ ÑcÆ,ÃcÃp¾TÃ�ÇcÉnÀ%ÑpÆ,Ñ9UEÑcÙhÈdÇ)TcÁ�ÑÀ�ÈrÄ ½<É,ÁÂÇcÙEÑcÈdÀ ½PÉñÉ:ÈdÀ%ÃpÙ|ÙEÃcÃcÉ1½PÅdÈrÉKÑpÈdÙ{ÑcÉ_Ñ�À ½PÉñÀ�Ê�Ï:ÃcÉ2ÅrÊ.V�Ê|ÍhÄ%Ã�Æ�ÇkÉhÄ%Ñ4Ùc½P¾ Ä%ÑkÑÔP Ð:¿:ÇcÅdÈrÄ ÇcÈ�À�Ä%Ñ

ÆNÈrÅ Á�Ñp¾TÏ�È�Ñ�Ùk½P¾ Ä%ÑkÑ:b

�¢Ï�� ¶CÑ[Ò � ÛYØlÿ Ú§ÕoØQÕ þ�Ô¡ÛYÔ¡Ú§ÛYØlÛ%ÛYÔëþ�Ô¡ÚhÿÐ� � Ú§ÛYØlÛ%Û[� ÿ ÔgÔgÛ.þ�ÒAÛ%ÛYÔ
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ£ÁÂ¿:ÇcÙ�À ½PÆNÈdÀ�Ä%Ñ�UcÇcÈdÆ,ÑpÙ|ÙEÑcÑkÀÂÄ%È:Ê|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�ÀÂÄTÑp½PÉ£Á�Ñ!Ê|¾%ÈÛÄ%½'ÄTÃcÃpÉ.À ½PÅaU|ÈÛÄ Ä%ÃkÃ+½PÅ�ÃpÈ ÚÆN½PÉþ½'Ä%½PÉ:½<Æ�È�À É:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÉ

v
¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿)Uh¿_¿�Ä�ÄTÑ1À�½<É Æ,ÑkÀ À%ÑcÀ�Ä%Ñ

m
b�ì£ÅdÙcÇ|ÇkÉñ½<ÅdÃcÈrÆN½PÉþÐ:ÈrÄ ¿_¿_À

l
T

É:Çc¿KÏ:ÑEÄ Ä%ÑpÙkÇ|ÇcÉ À�½�½<ÅdÑkÀÂÄ%ÈdÀ�Ä%Ñ À ÈdÆ�ÈdÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½'Ä Ä È�Ñ?Á�Ñ ÇkÅrÙkÇhÇkÉ ½PÅ�ÃpÈdÆ�½<É Á�ÑpÅdÙcÇcÁÂ½PÉ Ð:ÈrÄ ¿:¿_À
lj
À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ

Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ4À�½<ÉïÐ_ÈÛÄ%¿:¿�Ä ½<½PÉ
l
b�q+ÑcÙ�À�È Ú Ä%ÑpÈBÉ:½PÅdÈ Á�ÑcÅrÙEÑcÈdÀ ½PÉï½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉïÅrÈdÈrÙ|Ù|¿:½¬À À%Ñ!ÄTÑcÀ%ÑpÈ�À�½<ÅrÅ�ÑÐ:ÈdÉ:É_ÑpÅdÅ�Ñ�½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ5Ù|¿:År¿_¿ï¾TÑcÑpÁÂÇpÁÂ½<É�Í:½<ÈrÅd¿�Ä�Ä%½PÅd¿:¿:É�Ä%½PÍ:ÇkÅrÅ�Ñ

P
T

P ∝ Jω2/2

ta
,
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ÆNÈdÀ%À Ã
J = mj l

2
j/3

ÇkÉ2½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ,Á�ÑcÅdÑcÉ1Í:ÈÛÄTÑp¿_À ÆNÇcÉ:½PÄ�Ä%È8ÅdÇcÉ_ÙhÙEÑ Ú Ä%ÑcÈ]ÇkÅrÙEÑ=U|ÈaUc½PÅd½PÉ2À ¿:ÍhÄ ½<½PÉdT
mj
ÇcÉ#Á�ÑcÅdÑcÉ�Æ,ÑkÀ À%Ñ�T

ω
ÇcÉ£Á�ÑpÅ�ÑpÉ
È�Ð|Ê�Vk¾ ÈdÆNÈdÀ Ú É�ÅdÈrÈdÙ|Ùc½P½<É+Ù|¿:ÅrÆ,ÑcÉ:ÇcÐI½P¿_À�T ω ≈ v/lj

b�Ç¸À Ùc½<ÅdÑcÈrÙEÑ
ta = s/v

T²Ù|¿:É
s
ÇcÉ ÑkÀ�Ùk½PÅd½P½PÉéÐ:ÈrÄ ¿_¿_ÀPb÷»?½PÅdÙ{ÃcÉþÁ�ÑpÅdÙcÇcÁÂ½PÉéÍ:½PÈdÅd¿�Ä�Ä%½PÅd¿:É Ê|Í_Ï�½<É ÑcÀ Ùc½PÅd½P½<É

Uc½<¾ ¾TÑpÉñÇcÅd½'Ä ½PÄ%ÑkÑpÉ À�ÈdÈ�À+Ù|¿:År¿:Ä�Ä%Ñ=UEÑcÉ ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑkÑ�Æ,ÃcÃc¾%ÃcÉdT|ÁÂÇcÙEÑ1ÇkÉ À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉ Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ
Á�ÑpÅdÙcÇcÁÂ½PÉ�ÅdÈdÈrÙk½ Ú ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑkÑpÉ.É:ÈdÈ�Ï�½PÉ�Í:½<ÈrÅ�ÑpÍhÄ%Ñc½<À%À Ñ_b

�kw



q¸ÇhÀ�ÙEÑ
s ∝ lj ∝ l ∝ m1/4 Á�Ñ mj ∝ m

T�É:ÈdÈdÉïÊ|ÍhÄ%ÃcÅ;VhÀÂÄTÃ�È��:bdV<¡YÉ²À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉdT|½'Ä Ä%Ã

P ∝
mjl

2
j v

2/l2j
s/v

∝ mv3

l
∝ m3/4v3.
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fBÇkÈdÀ%ÑcÑcÅÛÄTÑ.ÙEÃ{ÊhÄ ½PÄ�Ä%Ã=U|È�À À%Ã.ÇkÉnÄ%½PÍ:ÇhÑ�Æ,ÃkÃp¾TÃ
Pm

T|ÁÂÇkÙEÑ4ÇkÉnÅdÈrÙ|ÈdÆ,ÑpÈdÉ À ¿:Çc¾TÑcÑcÉÅUc½<¾ ¾TÑpÉ_É:ÇcÅdÅrÈ ÚÉ:½PÉ�ÐI½P¾%¿_À%ÑpÈdÉ:½P½<ÉYUEÑcÈrÍ_Ï:¿:É:É_ÑcÉ4Ä%½PÍ:Ç|ÇkÉdTpÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ'q År½<È;�I½P¾%ÈrÉ�Å�ÑpÈdÉ1Æ5¿:ÙEÑkÑpÉ
Pm ∝ m3/4 b 
 ÇhÀÅrÈdÈdÙh¿:Ä%ÑcÑcÉ4Æ,ÑcÙ|À ÈdÆNÑkÑpÅdÈdÀ ½PÅdÅ�Ñ+Ä ½<Í:ÇcÅdÅ�Ñ
È

P = Pm
É:T:É:ÈdÈrÉ

v3 ∝ Pm−3/4 ∝ m3/4m−3/4 = 1

½PÅdÈ�Ä%ÑkÀ ÑcÆNÑkÑpÅdÅdÑ¸ÁÂ¿:ÇkÙ|À ½�UEÑcÉ4½<ÅdÃcÈrÆN½PÉïÆ,ÑpÙ�À ÈrÆ,ÑcÑcÅrÈdÉ:½<É�É:ÇkÐK½<¿_À ½PÈ�¾%ÈdÈrÐ:¿1À ½PÉïÆ,ÑcÀ%À ÑkÀÂÄTÑ:b
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ,À�½<¿:¾TÑcÑ=UEÑpÙ�À ÈEÁÂ¿:ÇcÙ�À ½PÆNÈ�ÀÂÄTÑ!Ê|ÅdÃcÆ,ÃpÙc½<½PÉYb 
 ÑcÅrÙkÇpÁÂ½<É�Í_½PÈdÅr¿�Ä Ä%ÑcÆ�È�À ½PÉ�ÅdÈ ÚÀ ÃcÙ�À�È÷½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑkÑ1Ù|¿:År¿_¿G½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉªÆ,ÑkÀ À%ÑpÙk½<À ÙhÈdÐ:È�ÀÂÄ%½P½<É É_ÇkÀ�Ä%ÑpÆNÈ�À�½<½PÉªÐKÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,ÑpÙk½PÉhÄ%ÃkÀ À%Ã:b

p#ÇhÀÂÄTÑpÆNÈdÀ ½P½<É�ÄTÑp¾�U|ÈÛÄ Ä%Ñ=UEÑ�Ä ½PÍ_Ç
Pn = mgv sinα

T:ÆNÈdÀ%À Ã
α
ÇcÉ�Ê|ÅdÃcÆNÃc½PÉïÉ:Çc¿KÀ�¿:Ù|¿:ÅdÆ,Ñ:bIn�È ÚÄ ½<É

Pn ∝ mv
bjìÓÀ Ñ ÙEÃ{ÊhÄ ½PÄ�Ä%Ã=U|È�À À%Ã2ÇkÅr½�UEÑcÀ�Ä%ÑnÄ ½PÍ_ÇkÀ�Ä%Ñ Ù|¿:År¿_¿ñÁ�ÑcÅrÙkÇpÁÂ½<ÉGÍ:½<ÈrÅd¿�Ä�ÄTÑpÆNÈ�À�½<½PÉdT

Æ5¿�Ä Ä%Ñ�ÁÂÊ|¾%Ù{ÃcÍ:Ù�VhÀ À%Ã.Æ,Ãc½<À%À Ã
UEÑpÅrÄ%ÑcÇkÀ%Ñ.Ä%½PÍ:ÇhÀÂÄTÑ�Ùh¿_År¿:¿þÆ,ÑcÀ%À%ÑpÙc½¬À�Ù|ÈdÐ:È�ÀÂÄ%½P½PÉñÉ:ÇkÀ�Ä%ÑcÆNÈdÀ ½P½<ÉdT
ÁÂÇpÄ%½PÉ

Pn ∝ Pm
TEÁÂÇcÅdÅdÇcÈdÉ
q Åd½PÈa�K½<¾ ÈdÉïÅdÑcÈrÉ�É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ

v ∝ Pmm
−1 ∝ m−1/4.

p¸ÃcÈrÉïÆ,ÑcÀ%À�ÈdÈ;U|È�À�½<ÆNÐ:È�½PÅ�ÃpÈdÉ�ÁÂ¿:ÇcÙ�À ½P½ Í:ÈrÄ%ÑcÑcÆNÆ�ÈdÉ�Ê|ÅdÃcÆNÃcÙc½<½PÉYb�n�ÑcÆNÑ�¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿)Uh¿_¿_À#À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ
Æ5Ê.VkÀ+Ù|ÈdÈrÐI½<ÃcÆ�È�À ½PÅdÅr½.Ð|Ê�À�ÄÂÊ|À ¿:Çk¾%ÑkÑpÉnÊ|ÅdÇkÀ Ð_ÃpÈdÉdT8À�ÈdÅrÅ�Ã2À ÈrÈdÍ:½<ÉþÄ%Ñp¾�U|ÈÛÄ Ä%Ñ=UEÑ�Ä%½PÍ:Ç

Pn = mgv
b

n|ÈrÄ ½PÉ�Çk¾%Ñ=UEÑ!Ù|ÈdÈrÐI½<ÃkÃhUhÈdÙ|Ùc½<ÅdÃcÆ�ÆNÈdÉ4Ð_¿:¿:Í|¿:É�Ù|¿:ÈrÉ�Ù|È�À À%Ñ!ÄTÑpÈYÈdÍ:ÆNÈdÉ:½PÉYb

�¢Ï-, Õ��dÖAØlÙ�ØQÿ Ú(ÕoØlÕ�6YÔÖ�¢
S121µÚ§ÿ Ú§Õ[ØlÕ
f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉþÀ�½<¿:¾%ÑkÑ=UEÑpÙ�À�È?½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ ÙEÃ=Uk½PÅdÊkÃ:bQì£ÅdÙcÇ|ÇkÉñ½¬Ï�½PÅdÅr½<½PÉ ½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ Æ,ÑkÀ À%Ñ

m
T]Ð:È ÚÄ ¿:¿KÀ

l
Á�Ñ÷Á�ÑpÅ�ÑpÉ�Ð:ÈrÄ ¿:¿KÀ

lj
b�f]Ñ=UEÑpÅdÅdÈdÀ ½<À%À Ñ¸ÙEÃ=Uc½PÅdÊ�À À%Ã�Á�ÃcÅrÙk½P½<É#Á�ÃcÃcÉ|ÊkÄ�Á�ÑcÅrÙEÑ£É:ÇkÀ�Ä ½PÄ%ÑcÑcÉ5ÈdÅrÆ,ÑkÑpÉ

Ä%ÑcÈ;U|¿�Ä Ä%ÑpÆ,ÑcÅrÅ�Ñ À�ÈrÄ%Ã+Í_Èr½<ÆNÑcÉdT�ÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ,À�½#ÐKÃcÃcÀ ½P½ Í:½<ÈrÅ�ÑpÍhÄTÑpÆ,ÑcÑcÉ�UEÑpÐKÑcÑcÀ�Ä È_½'Ä ½<½PÉYb 
 ÑcÅdÑcÉ�Í_½PÈ ÚÅdÑcÍ_Ï�¿_À%ÑpÈdÙEÑÓ½PÅdÈKÑcÀ Ùc½<ÅdÑcÈrÙEÑ
ta
ÇcÉNÅd¿�U|¿:É�w×ÁÂÇcÍKÏ:ÑpÉ:É_ÇcÉNÐK½<¾ ¿KÀÂÄ%½P½PÅdÅ�Ñ+À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉhUc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ

Á�ÑpÅ�ÑpÉ2Ð_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<ÉñÉ:½<ÅrÈaVpÁÂ¿_¿:¾ ½<½PÉYb`Ç£À�Ùk½PÅdÐ:ÈÛÄ%¿:¿_À
s
ÇcÉ À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ'Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉ,Á�ÑcÅdÑcÉ2Ð:ÈrÄ ¿:¿ ÚÄ ½<½PÉdT�ÁÂÇkÙEÑñÇkÉëÀ ¿:Çk¾%ÑkÑpÉúUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉG½<ÅdÃcÈrÆN½<É�Ð:ÈrÄ ¿_¿�Ä ½<½PÉdTBÁÂÇpÄ ½<ÉéÙ{Ã=Uk½PÅd½�UEÃpÉ�½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ

UEÑp¿:ÍhÄ È�ÇkÉ
v =

s

ta
∝ lj

√

lj
=

√

lj ∝
√
l.

È��_brV¬à.É

p¸ÃcÈrÉïÀ�¿:¿_¾ ½PÄ÷½PÅ�ÃpÈdÆN½'Ä ÙEÃ=Uc½PÅd½�UEÃpÄ÷É:ÇkÐK½¬ÑpÆNÆNÈrÉ4Ùh¿_ÈrÉïÐ:Èd½PÉ:½PÄ<b�f ÃpÆ,Ã!ÐIÇcÈdÙ|Ùc½¬ÑcÑ ÁÂ¿_ÇcÙ�À�¿_É.Ä ¿ ÚÅrÇkÙ�À�½¬ÀÂÄTÑ�T�ÙcÇhÀ�ÙEÑ5ÁÂ¿:ÇcÙ�À ¿_À À%Ñ5Á�ÑpÅ�ÑpÉ ÅrÈdÍ_ÑpÙ�À ½'Ä ÁÂÇk¿�Ä ¿�UEÑpÄ+Ä ½PÙk½PÆ,ÃcÃcÉ2ÄÂÊ.VpÄ%Ã5Á�ÑpÅ�ÑpÉþÅdÈrÈdÙ|¿�Ä�ÄTÑpÆNÈ ÚÀ�½<Ù�À�È@b�n|¿:¿:¾%ÈrÅrÄ%Ñ�½<ÅdÃcÈrÆNÈdÅÛÄTÃ5Ù|¿:Åd¿:¿ïÐ:Èr½<É:È�Ã�½<ÅdÃcÈrÆNÈ�Ã5½<É:½PÆNÆ,ÃpÉï½PÉ_½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ�ThÙ|¿:ÉïÉ:½×ÁÂ¿:ÇcÙ�À ½�UEÑEÄ¬b
q+Ã{ÊhÄ ½'Ä ÄÂÊ Ê|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�ÀÂÄ%½'Ä�Ä%¿ªÙEÃ=Uc½<ÅrÊ|ÉGÆ,ÑcÅrÅdÈ ÇcÅd½'Ä Ä%ÑcÑ)T?½'Ä�ÄTÃþÙEÃ=Uc½PÅdÅd½<À%À Ã1½<È#½PÉ_½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ2Ù|¿:Åd¿
ÅdÑcÈrÉ_Ù{ÑkÑpÉYbYq ÈÛÄ%ÙEÑ Á�Ñ�ÅrÈdÈrÙk½PÍ_Ã=U|ÈaVpÄ�ÙEÃ=Uc½<ÅrÅd½<À%À%Ã+Ù|¿:År¿:Ä�Ä%Ñ=UEÑpÄ²Ä ÇkÙ|ÈKÍ:Èd½PÆ,ÑcÉ.½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑkÑ�TkÆ5¿�Ä Ä%Ñ�UEÃ ÚÍ_ÃpÉªUk½P¾%¾%ÑpÄ�Ä ¿_É_Ñ]ÁÂ¿:ÇcÙ�À ½PÆNÈdÀ ½PÉ ½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑpÉhÄ%Ñc¾ ÐI½P½¬À�½<½PÉYb 
 ÇkÀ�½<ÅdÑkÀÂÄ%ÈrÉ:½<É!À�ÈdÆNÈrÅ�Ñp¾%ÈrÄ ½P½PÄ�Ä%È�UEÑpÅdÅrÈrÄ%À ½P½.T
É:ÈdÈrÉ

l ∝ m1/4 TEÁÂÇpÄ%½PÉ
v ∝

√

m1/4 = m1/8.
È��_brV¬â.É

p#ÇkÐK½<¿_Ï�½PÉnÆNÑkÀ À%Ñp¾%ÈdÈrÐ:Ð_¿�U|¿:¿_À ÇkÉ1Ùh¿_ÈÛÄ%½PÉ:Ù|ÈdÉÅUEÑp¾TÀ�ÈdÉ1Í:½PÈdÙ|ÙcÇIcpÁÂÇkÀ¸Æ,ÑcÀ%À�ÇcÁÂ½PÉ2À ¿:Í_Ï�½!ÇkÉªV<å)T
É:ÈdÈrÉ�É:ÇkÐK½<¿:Ù�À�Èd½PÉ�À�¿_Í_Ï�½+ÇcÉ V�Txwp¡_b

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ
m Ú Æ,ÑcÀ%À ÑcÈdÀ ½PÉÓ½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ+Í|Ê|Ð:Ð_ÃcÃcÆNÈdÀ�Ä%Ã À ¿:Çc¾TÑcÑcÉ ÊhÅaVkÀ Ð_ÃcÈrÉYb2n|½PÉ!ÅdÈdÍ_ÑcÀ ÚUcÇkÈrÆ,Ñ

f
ÇcÉ1À ¿:Çc¾TÑcÑcÉ@Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈrÉ:½<É.ÅdÈrÍ_ÑkÀÂÄ%½PÉ�ÐIÇcÈdÙhÙ|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿KÀ�Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑkÑpÉdT<ÁÂÇpÄ%½PÉ�½PÅ�ÑcÀ�Ä È ÚÀ�½<É�À ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä%ÈrÉ�UEÑcÅrÅdÈÛÄ%½<À%À Ñ

f = α(m3/8)2 = αm3/4 T{Æ�È�À%À Ã α > 0
ÇcÉ�U{ÑcÙ|ÈrÇKb=p¸½�W Ä%ÇcÉ:ÈdÉ

Ä ÇkÈdÀ ½PÉïÅdÑcÈrÉïÆ5¿_Ù{ÑkÑpÉï½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ�Ù|ÈrÈdÍhÄÂÊYU|Ê|Ê�À À�½<É4ÐIÇcÉ:É_ÈdÀ�Ä%Ñc½<À%À Ñ�ÇcÉ�À ÈÛÄ%½PÉ

a =
f −mg

m
= αm−1/4 − g.

È��:bxwpåYÉ

»?ÇcÉ:É:È�À�Ä ¿_À Æ,ÑEÄ ÙEÑ
s
Í|Ê|ÐhÊ�À%À Ã ÇkÉ.À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ½Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈrÉ:½<É�½<ÅdÃcÈrÆN½<É.Ð:ÈrÄ ¿:¿�Ä%½P½<ÉdTPÁÂÇcÄ ½<É.½PÅ�ÑcÀ ÚÄ È�À�½<ÉïÀ ÈdÆ�ÈdÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½'Ä%ÈrÉ�É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ

s ∝ l ∝ m1/4.
È��_b w:V2É

�c�



Ì�Å�ÃpÈdÆ�½<É�ÅdÃcÍkÄ�VcÉ:ÇkÐK½<¿_À×½PÅdÈYÉ:ÇkÐK½<¿_À ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿:Ù�À�½<É�Ð_ÃcÃpÄ�ÄÂÊc½¬À À%Ã!ÇkÉ)ç

v =
√

2as ∝
√

(αm−1/4 − g)m1/4 =
√

α− gm1/4.
È��_b wkw�É

»?ÇcÉ:É:È�À�Ä ¿:Ù�À ½PÉ2Ð_ÃkÃEÄÂÊhÄ�ÄÂÊhÃ.½<ÅdÃcÈrÆN½P½<ÉÅUEÑpÈdÙ|¿�Ä�ÄTÑ=U{ÑpÄµUEÑcÈrÉñÐ_ÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,Ñ Á�Ñ�ÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿_À<b 
 ÇhÀ
Á�ÃpÅdÙ|ÈrÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉïÇcÉïÆNÈÛÄTÃEÄ�VcÉdT:É_ÈrÈdÉ�ÍhÊ|Ð|Ê|É4ÙkÇc¾%Ùc½<¿_À²ÇkÉ

h =
v2

2g
∝ α− gm1/4.

È��_b wc�.É

»?ÇcÉ:É:È�À�Ä ¿_À�Ä%ÑµUEÑp¾ Ä ½<É�½<ÅdÃcÈrÉNÙ|Ê|ÊhÙ|È�ÀÂÄÂÊ|Ê.T ÁÂÇcÄ ½<É�ÐIÇcÉ_É:ÈdÀ�Ä ¿KÀ�Æ,ÑEÄ%ÙEÑcÑÓ½PÈ�Ä%¿:Åd½ ÅdÑkÀ�Ùk½<Ñ£ÍhÊ|Ð|Ê|ÉNÙcÇc¾ ÚÙc½<¿�Ä ½<½PÉdTcÁÂÇcÉ_Ñ�Ä%¿:År½<½5Ð:ÈrÄ%ÃkÃ,½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ1Æ,ÑcÀ%À%ÑpÙc½¬À�Ù|ÈdÐ:È�ÀÂÄ%½P½PÉïÙcÇkÍ:ÇkÑcÆNÈdÀ Æ,ÑEÄ ÙEÑkÑ è bLn�ÈÛÄ%½PÉ1Ð:Èd½PÉ:È
UcÇkÈ÷ÐIÇcÉ:É_ÈdÀ�Ä%ÑkÑñÆ,ÑkÑcÀ�Ä%Ñ2ÙkÇc¾%Ùc½¬ÑpÆNÆ,ÑpÅdÅr½.Ù|¿:ÈdÉéÀ�¿:¿_¾ Èw© 
 ÇhÀ

m ≈ 0
½PÅdÈ

gm1/4 � α
T�É:ÈdÈdÉ

Í|ÊhÐ_ÐhÊ|ÙkÇc¾%Ùc½P¿KÀ ½PÈ×¾ ÈdÈrÐ_¿ªÆ,ÑcÀ%À ÑkÀÂÄTÑ:blq ¿�UEÑkÀ À%Ñ2�:b �2ÇkÉ1ÁÂÇcÈ�Ï�½PÉ_ÙhÈdÉªÉ:È�À%ÃpÙ|ÙEÃpÈ�Ï�½PÉ Í|Ê|Ð:Ð|Ê|ÙcÇc¾ ÚÙc½<¿:Ù�À�È�Ñ:b�p#Çk¾%À ¿:É�Í:½<ÈrÙ|ÙcÇhÑ!Ä%¿:ÅdÇkÀ�Ä%Ñ,À ½PÅdÈÛÄ Ä%ÃcÃ�ÙEÑcÑ=UEÑcÉ È��:bxwp�.É÷ÅdÈdÀ%ÃpÙ�À ÈYÀ�½.T:½'Ä Ä%ÃNÉ:Çk¾%À ¿�ÁÂÇc¿�Ä%¿:¿
ÙEÃ{ÊkÄ Ä%ÃcÆNÃkÃpÉ4ÅrÈdÍ_ÑpÙ�À ÈdÑkÑpÉ4År¿:¿KÀÂÄ%ÇcÉ_À%Ñ�Ä ¿:Ùk½PÆNÈdÀ ½P½<ÉYb

q ¿�UEÑN�:b �)c 
 ÇcÈ�Ï�½PÉ_ÙhÈdÉïÉ:ÈdÀ%ÃpÙ|ÙEÃpÈ�Ï�½<ÉïÀ ¿:¿:¾%ÈrÉïÍ|Ê|Ð:Ð|ÊhÙkÇc¾%Ùc½<¿_À²Æ,ÑkÀ À%ÑpÉ@Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ
»�Èd½PÉ:ÈdÅrÅ�Ã�½PÅ�ÃpÈdÆNÈrÅdÅ�ÃÝÈ

l ≤ V<å�Ø'ÆÍÉ ÈdÅdÆNÑcÉ%U{ÑkÀÂÄ%¿:Ù�À�½<ÉñÇhÀ�¿_¿_À ÇcÉþÆN½P¾%Ù|ÈÛÄ Ä%Ã=UEÃ:bdf8Ñ=UEÑpÅ ÚÅrÈ�À ½<À�Ä È�ÈdÅrÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿KÀ ÇcÉþÀ�¿:Çk¾%ÑkÑpÉ�Uc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÉ:½PÉñÉ:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÉ É:½PÅdÈ;V%VkÉdT�ÁÂÇpÄ%½PÉ ½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉþÅrÈdÈ ÚÙc½<ÊhÍhÄTÃpÅaV�ÇkÉïÀ ½PÉïÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿:Ù�À�½<É�Ð_ÃcÃpÄÂÊkÄ ÄÂÊkÃ�Í:½'Ä%Ùc½<ÅrÅ�Ã
t = 0

my′′(t) = −1

2
ρCDAy

′(t)2
À ÎcÉ

y′(t) −mg, t > 0,
È��:bxwE�YÉ

ÆNÈdÀ%À Ã%$5é
y(t)

ÇcÉ,½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ,Æ,ÑkÀ À%ÑpÙk½<À ÙhÈdÐ:È�ÀÂÄ%½P½<É�ÙkÇc¾%Ùc½P¿KÀ?Í:½'Ä%Ùc½PÅdÅ�Ã
t
Æ�ÈrÄ%ÑpÄ�Ä%¿:É_Ñ5À ½PÉ,ÙkÇc¾%Ùc½<¿ ÚÏ�½<À�Ä%ÑnÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿:Ù�À�½<ÉªÐ_ÃkÃEÄ�ÄÂÊk½<À%À Ã)T

ρ > 0
ÇcÉGÈrÅdÆ,ÑpÉªÄ%ÈrÍ_½PÊ�À�T

CD > 0
ÇcÉ UEÑcÀ�Ä ¿KÀ�Ùk½P¾%¾ ÇkÈrÉ

Á�Ñ
A
½PÅ�ÃpÈdÆ�½<É.ÐIÇcÈdÙhÙ|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿KÀ�Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ ÙkÇcÍhÄ È�À�¿_Çc¾TÑcÑpÉNÍ|Ê|Ð|ÊhÉ4À�¿:¿_ÉkÄTÑcÑGUEÑkÀÂÄTÑcÑpÉBb�i£ÍhÄTÃpÅaVcÉÈ��_b wp�YÉ£ÇcÈdÙc½¬ÑpÉ Ð:¿:ÇcÅd½PÉþ½<É_À�ÈdÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ Ä ½<¾ ÆNÈbUEÑkÀÂÄTÑcÑïÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿_À�Ä%Ñ�Á�ÑïÄ%ÇcÈdÉ:½PÉþÐ_ÑcÈrÉ_Ç*UcÇcÈ ÚÆ,ÑcÑ:b�Ç¸ÅrÙ|¿:½<Í_Ï�ÇpÄ#Ç*UEÑpÄ

y(0) = 0
Á�Ñ

y′(0) = v.
È��:bxwc�.É

ó2u�¹��1���1���N�§�F�,�Y³������:�!¼�´1¸1�����¡������³�³7���������g�,�7�1�*�7�1�ª������³7�5¼2�:�,¸1��ö7�
my′′(t) = ma

�,���N³1�1���N�=�*�

y(t) =
1

2
at2 + y′(0)t + y(0), t ≥ 0.

õd¼2¶=¶:¼M�1��³1�7�C���5´:�7�F����·N�j�7�F��Á7�7�N�,�¢�����
y′(0) = 0

·N�
y(0) = 0

u�©�� �,���µ�2���N³7�����º¸
t
�,� ·N�1���:�,�

s = y(t) = at2/2·N�j�=�7¶����=�
v = y′(t) = at

�7·N�1�N���
s = v2/2a

�����
v =

√
2as

u
ô2u²÷Q�7�F³7���=�,�:¼2¶:¼��,��¸l´7�7�1�=� �,�7�1�Y�1�5�F��¸l��¼�¶=¶*¸7¸(·,¸d¼2��� �F��¸7¸d�F��¥o�1�Yu(±G�1�,���1³7���N³���¶=���F�,�����b�=�7�=�N�j�7�b�=�7���b¥¦�5�N¾
�F���µ´7¸1�2�§¥¦¥o¸1�µ³��=���G�F��¥o�1�ª³7�7�F³7���=�(u ø �1�2�=�=���������,���N���¢³7�7�F³7�§�2�,�:¼2¶:¼2�N��¸[��¼�¶=¶*¸�·N¸¦³1¸�¼��F��¸7¸[¶��7�=�=���N�N�=³��,���
�����,¸1³��N�.³7���=���7�=���C´1�1�,�1�F�,�7� �N�=���2�F���o������³7�5¾!���=���NÁ7�º�7�2u
t§®2u�±ª���N³�³���³��2´1�1�=³��N�����NÁ7��¥o¸7¸1�N� �N����¥o¸j�7�

�NÁ7�
: } → } ,

�,Á7�
x =

{

−1,
·F�7�

x < 0,
0,

·F�7�
x = 0,

1,
·F�7�

x > 0.

�p�



Ç#ÅdÙ|¿_Ñp¾�UcÇcÄ ½PÍhÄTÃ=U{ÃcÉ9È��:bxwE�%É,s`È��:bxwc�.É�¾TÑEÄ ÙEÑcÈdÀ ½PÆNÈdÉ:½PÉ!ÇkÉ5Í:½<ÅrÐ_ÐKÇhÑ¸Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿EÁÂÈd½PÉ,À�½<Ð_Ñp¾%ÇcÈdÉhÄ ÈdÆN½ ÚÉ:½'Ä%½PÅdÆ,ÃpÅdÅdÃ)T:À�ÈdÅrÅ�Ã�Ê|ÍkÄTÃpÅaVkÀ%À Ã�½PÈ�½¬À�ÈdÈdÉ:É|Ê.Ù|¿�UEÑp¿_À�Ä%Ñ
y(t)

bI_1½P¾%Ù|ÈÛÄTÃcÃpÉ

z(t) =
y′(t)

g

Á�Ñ
β =

√

ρCDAg

2m
,

ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉïÊ|ÍhÄ%ÃpÅaVkÀ�Ä%Ã
È��_b wp�YÉ²Ä ¿_År½<½+ÍhÊ|Ð|Ê|É4É_Çc¿_À ¿�UEÑpÈdÍ:½P½<É
0 < t < t1

È
y′(t1) = 0

É ÑcÈrÙEÑcÉ_Ñ

z′(t)

1 + β2z(t)2
= −1

ÙEÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
t ∈]0, t1[.

S ÉhÄ ½PÎk¾ ÇkÈrÆ,ÑcÅrÅ�Ñ5À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ

1

β
arctanβz(t) = c0 − t

ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ
t ∈]0, t1[

ÆNÈdÀ%À Ã�UEÑpÙ|ÈdÇcÉ
c0 ∈ � Æ,ÃcÃc¾%ÃkÃ�ÑcÅrÙ|¿:½<ÍkÄ%Ç z(0) = y′(0)/g = v/g

b)n|ÈrÄ ½PÉ

y′(t) = gz(t) =
g

β
tanβ(c0 − t)

Á�Ñ
c0 =

1

β
arctan

βv

g
.

W£ÃcÅrÈdÅrÅ�Ã
[0, c0] y

′(t) > 0
Á�Ñ
y′(c0) = 0

TPÁÂÇcÄ ½<É�Í:½PÄ Ùc½<ÅrÅ�Ã
t = c0

ÍhÊ|Ð:Ð|ÊNÇcÉ4ÅdÑcÙ|ÈrÐ:È�À�Ä ½P½¬À À%ÃcÃcÉYb
S ÉhÄ ½PÎk¾ ÇkÈrÆ,ÑcÅrÅ�Ñ5À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉdT|½'Ä�ÄTÃ

y(t) =
g

β2
ln cosβ(c0 − t) + c1

ÙEÑpÈdÙhÈdÅdÅdÑ
t ∈ [0, c0],

ÆNÈdÀ%À ÃÍU{ÑcÙ|ÈrÇ
c1 ∈ � UcÇcÈ�Ï:ÑkÑpÉ1Å�ÑcÀ Ùc½<Ñ�ÑpÅdÙh¿_½PÍ_Ï�ÇhÀÂÄTÑ

y(0) = 0
b 
 ÇkÙ{Ñ.Ä%ÑcÐ_Ñp¿:Ù�À ½<À%À ÑNÍ|Ê|Ð|Ê|É

ÙcÇk¾ Ùk½P¿_À÷ÇcÉ

h = y(c0) − y(0) =
g

β2

(

ln cos 0 − ln cosβc0
)

= − g

β2
ln cos arctan

βv

g
= − g

β2
ln

g
√

g2 + (βv)2

=
g

2β2
ln

(

1 +
β2v2

g2

)

=
m

ρCDA
ln

(

1 +
ρCDAv

2

2mg

)

.
È��_b wc¡.É

q¸ÇhÀ�ÙEÑ
ln(1 + x) ≈ x

ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ
x ≈ 0

Á�Ñ
ln(1 + u) < u

ÙEÑpÈdÙ|ÈrÅdÅ�Ñ
u > 0

T:É_ÈrÈdÉ

h ≈ m

ρCDA

ρCDAv
2

2m
=
v2

2g
,
ÁÂÇhÀ 1

2
ρCDAv

2 � mg,
È��:bxwkÞ�É

h <
m

ρCDA

ρCDAv
2

2mg
=
v2

2g

ÑpÈdÉ_Ñ:b È��_b wcà.É

_1½P¾%Ù|ÈÛÄTÃcÃcÉ
hm = v2/2g

Á�ÑñÇcÅdÙcÇ|ÇcÉ
e
Í|Ê|Ð:Ð|Ê|ÊhÉ�ÙEÃ{ÊkÄ%½'Ä Ä%Ã=U|ÈdÀ%À%Ã1ÇcÅd½�UEÑ2½<É:½P¾%ÎcÈ�Ñ2½<ÅdÃcÈrÆN½<É

Æ,ÑcÀ%À Ñ{Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VhÃ ÙcÇcÍhÄ%È�b)n|ÈdÅdÅrÇkÈrÉ

mghm =
1

2
mv2 = em

½<ÅrÈ
hm =

v2

2g
=
e

g
.

È��_b wcâ.É


 ÇhÀ�ÈdÅdÆNÑcÉ%U{ÑkÀÂÄ%¿_À�Ä%Ñª½<È ÇcÅd½�T É:ÈdÈrÉ Í|ÊhÐ_ÐhÊ À%ÑcÑ=U|¿�Ä Ä%ÑkÑ ÙcÇk¾ Ùk½P¿_Ï�½<É
hm

T?Á�ÑëÀ�ÈdÅrÅdÇcÈdÉ Ä%Èr½PÄÂÊ|ÅrÅd½
ÙcÇk¾ Ùk½P¿_Ï�½<ÅrÅd½!Í|Ê|Ð:Ð_ÃkÃpÆNÈdÀ ½P½<É1Ä%Ñc¾(U|ÈrÄ�ÄTÑ=U{Ñ�½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑ�Æ,ÑcÀ%À Ñ{Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VhÃ�ÙkÇcÍhÄ È?½<È8¾%ÈdÈrÐ:¿ñ½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ
ÙcÇ|ÇkÀ�Ä%ÑúÈ�Æ,ÑcÀ%À ÑkÀÂÄTÑ.É'b S ÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿:Ù�À ½PÉ Í|¿:ÇcÆNÈdÇ|ÇcÉªÇcÄ�Ä%Ñ=UEÑnÙ{ÑkÑ=UEÑúÈ��_b wc¡.É!ÇcÉGÀ ¿:¿:¾%½P½<É

hmÑ=U|¿:ÅrÅ�Ñ�ÙhÈd¾�ÁÂÇcÈrÄ ½'Ä Ä ¿:ÉKÑ

h =
m

ρCDA
ln

(

1 +
ρCDAhm

m

)

< hm.
È��_b �kå.É

q ¿�UEÑcÀ%À À%Ñï�:bx�ïÉ_ÃpÙ|Ê|Ê2ÈdÅrÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿_Ù|À ½PÉkUEÑpÈdÙ|¿�Ä ¿KÀPb 
 ÇkÀ!½PÅ�ÃpÈdÆ�½<ÅrÅ�Ã�ÇcÉþÍ|Ê|Ð:Ð|Ê|ÊhÉþÙEÃ{ÊhÄ ½PÄ�Ä%Ã ÚU|ÈdÀ%À Ã+wcå 
 7EÙhÎITEÉ:ÈdÈrÉ.Í|Ê|Ð|Ê|É�ÙkÇc¾%Ùc½<¿_À8ÇcÉ,½PÉ_ÈrÉhÄ%ÃkÃpÉ.wÓÆ×È�À ¿:Çc¾TÑªU|ÈrÈaUEÑ.É�b.q+ÑcÑp¾%½�UEÑcÅrÅ�Ñ[U|ÈdÈ;UEÑcÅrÅ�Ñ
ÇcÉ Ð:ÈdÈd¾ ½PÄ�ÄÂÊþÙEÑcÑ=UEÑpÉ È��_b �kå.É+ÑcÉhÄ%ÑpÆ,Ñ�Ä%¿:ÅdÇkÀ<b�q Èd¾ Ð_Ð:¿EÁÂ½PÉ Í|Ê|Ð_ÃpÄ ½<À%À%ÃÅ� ½PÊ|É:ÇkÅdÏ_À�ÈdÉ År¿_Ùh¿GÇcÉ

�k�



q ¿�UEÑþ�:bx��cgÌ�Å�ÃpÈdÆ�½<ÉéÍhÊ|Ð|Ê|É�ÙkÇc¾%Ùc½<¿_À5½<ÅdÃcÈrÆN½<ÉëÐ_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<ÉåÊ�¿_É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ_bAq¸ÇkÙc½<½PÅdÅrÈ�À�½PÄ�Ñc¾(UkÇpÄ
Ç*UEÑEÄ ÙhÈd¾%Ð:¿:ÅdÅr½ÍÈ ◦ É7T�Í_½PÈdÉ_ÃcÀ Èr¾%ÙEÑpÅdÅr½9È × É]Á�Ñ�Åd½PÇkÐ_Ñp¾TÏ�ÈdÅrÅd½9È tu É�b

É:ÈdÈrÉªÐ_Èr½<É:ÈGÈ
Re < 100

É7TB½PÄ�ÄTÃEUEÑcÀ�Ä ¿KÀ�Ùk½P¾%¾ ÇkÈrÉþ¾%ÈrÈdÐ:Ð:¿:¿�É:ÇcÐI½P¿KÏ�½<À�Ä%Ñ.Á�Ñ2É:ÈdÈrÉ�Í_Ã=U|È;VcÄ�Ç*UEÑEÄ
À�¿_¿:¾ ½<ÆNÐ:ÈdÑ�Ù|¿:ÈdÉïÙEÑkÑ=U{ÑcÉ È��:b �cåYÉ�Æ�¿:ÙEÑcÑpÉBb

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ.ÈdÍ:ÆNÈdÀ ½PÉ�Í|Ê|Ð:Ð_ÃkÃpÆNÈdÀ�Ä%Ã)T¬ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉïÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿_ÀCUkÇcÈ�Ï:ÑcÑcÉ!Á�ÃEÄ Ä%ÃkÃ�Í|¿:Ç ÚÆNÈrÇcÄ�Ä%Ñ_b_»?ÇcÉ_É:ÈdÀ�Ä%Ñc½<À%À Ñ�Ä%½PÍhÄÂÊ�ÄÂÊ.V
fs
Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿:¿nÅdÈdÈrÙk½ Ú ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑcÙ|À È mv2/2

b Ü Ê|Ð|ÊhÉ1ÙkÇc¾%Ùc½<¿_À
h = hm = fs/mg

bY»?ÇcÉ:É_ÈdÀ�Ä ¿_À Æ,ÑEÄ%Ù{ÑnÇcÉªÅdÈdÙhÈdÆ,ÑpÈdÉ
0, 3 l

TYÆNÈ�À À%Ã
l
ÇcÉªÈdÍ:ÆNÈdÀ ½PÉGÐ:ÈÛÄ%¿:¿_À<b

f]Ñ=UEÑcÅrÅdÈdÀ ½PÉ�Í_Ñp¾�Á�ÑcÑcÉhÄ ¿:Æ,ÑEÄ Ä ÇkÆNÑcÉªÈdÍ:ÆNÈdÀ ½PÉëÅrÈdÍ_ÑkÀ§UkÇcÈdÆNÑ
f ≈ mg

T�ÁÂÇcÄ ½PÉËUEÑp¿:ÍKÏ�ÈÛÄ Ä ÇkÆNÑkÀ ÚÀ ÑñÙcÇk¾ Ùk½P¿_À Í|Ê|ÐhÊ�À%À ÃïÍ_ÃcÉ�Í|Ê|Ð:Ð_ÃkÃnÙkÇc¾%Ùc½<¿_Ï�½PÅdÅd½
h ≈ l/3

b¡f ÃcÆNÃñÇcÉ�Æ,ÑcÀ%À ÑcÙc½<À Ù|ÈrÐ_ÈdÀ�Ä ½<½PÉ
É:Çc¿KÀ�¿:ÙkÇc¾%Ùc½<¿_À¸Í|Ê|Ð|Ê�À À%Ã:b Ü ÊhÐ_ÐhÊ|ÙkÇc¾%Ùc½P¿:Ä�Ä%ÑïÀ%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ ÙEÑcÀ(UEÑEÄ ½PÄ�Ä%¿_Ñ�ÇpÄ Ä%ÑpÆ,ÑcÅrÅ�Ñ
U{Ñc¿:ÍhÄ È�Ñ�Á�Ñ
ÙEÃ{ÊkÄ Ä%ÃcÆNÃcÅrÅ�Ã�Á�ÑpÅdÙcÇcÁ�Ñ5ÁÂÇk¿_À�Ä%Ñ=UEÑpÉ_Ñ1À ½PÈdÐ_ÃkÃpÉ_Ã4Ä%ÑcÈ²½<¾ ÈdÅrÅdÈ�ÀÂÄTÃ�Ð:ÈÛÄ%ÙEÃcÃ2À ½PÈaUEÃcÀ�Ä%Ã1ÑpÐ_¿�UEÃpÅdÈrÉ:½<½PÉ_Ã_b
f ÃpÅdÅ;VkÈrÉªÀ ¿:¿:¾%È²ÇhÀ ÑÅU{ÑkÑpÙEÑcÀ ¿:Çk¾%ÑkÑpÉ ½'Ä ½<É:½�UEÃcÉªÍ|ÊhÐ_Ð_ÃcÃpÁ�ÃpÉ ÅdÈrÈdÙc½ Ú ½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑcÀ�Ä%Ñ�À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉþÙEÃ{Ê ÚÄ ½PÄ�ÄÂÊkÃ Æ,ÑkÀ À%ÑpÙk½<À ÙhÈdÐ:È�ÀÂÄ%½P½<É�É:ÇhÀÂÄTÑpÆNÈ�À�½<½PÉYb S Í_Æ�ÈdÉ:½<É,ÐhÊ�À�ÄÂÊ|Ê#ÁÂ¿:ÇkÙ|À ½PÆ,ÑkÑpÉ�Ð_Ñp¾%Í_ÑpÈdÆNÆNÈrÅdÅdÑkÑpÉ
v ≈ 10

ÆV7EÀ�T ÁÂÇcÄ ½<É ÁÂ¿:ÇcÙ�À ¿:¿:É9UEÑp¾TÑcÀ�Ä ÇkÈÛÄ%¿:É|¿�Ä�ÅrÈdÈrÙk½ Ú ½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑ£¾%ÈrÈrÄ�ÄTÃcÃ É:ÇhÀÂÄTÑpÆ,ÑcÑcÉ�À ½PÈaUEÃcÀ ÍhÊ|Ð ÚÐ_ÃcÃpÁ�ÃpÉ4½PÉ:ÈdÉhÄ%ÃcÃcÉ4ÙkÇc¾%Ùc½<¿_Ï�½PÅdÅd½

h =
1
2mv

2

mg
=
v2

2g
≈ 5

Æ
.

»�ÈrÄ ¿:¿_À Í|Ê|ÐhÊ�À%À ÃþÍ|Ê|Ð|Ê|ÉëÐ_ÈÛÄ%¿:¿_À4ÇcÉ
L = v2 sin 2γ/g

T²Æ�È�À%À Ã
v
ÇcÉ Å�ÃpÍhÄ ÇkÉ:ÇcÐI½P¿_À

ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿:Ù�À�½<ÉNÐ_ÃcÃpÄ�ÄÂÊc½¬À À%Ã÷Á�Ñ
γ
ÇkÉ,ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿_À�Ù|¿:ÅdÆ,Ñ:bp»²ÈdÀ ÈrÆNÆ,ÃpÅdÅd½¸Ð_ÃcÃkÀ�½<½�TEÙ|¿:É

γ = π/4
T

ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉïÉ:ÇkÐK½<¿_Ï�½PÅdÅ�Ñ
v ≈ 10

ÆV7EÀ À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ�ÍhÊ|Ð|Ê|É4Ð_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<ÅrÅd½!Ê|ÅdÃkÑp¾�U|ÈrÇ
L ≈ 10

Æ�b
S Í:ÆNÈdÀ ½PÉ ÐIÇcÉ_É:ÈdÀ�Ä ¿KÀ�Æ,ÑEÄ%ÙEÑ�U{Ñc¿:Í_Ï�ÈrÄ�Ä%ÇcÆ,ÑcÀ%À%Ñ�ÙcÇc¾%Ùc½<¿_À ÍhÊ|Ð|Ê�À À%Ã.ÇkÉ

s ≈ 0, 5
Æ
Á�Ñ

Í|ÊhÐ_ÐhÊ|ÙkÇc¾%Ùc½P¿KÀ
h ≈ 0, 5

Æ�bdq ½¬À�Ù|ÈdÆNÃkÃp¾TÃpÈ�À�½<É2Ù|ÈrÈdÍhÄÂÊ%UhÊ|Ê�Ï�½<ÉñÐIÇcÉ:É_ÈdÀ�Ä ¿:Ù�À ½<À%À Ñ4Ä%¿:År½<½.À�ÈdÙ�À�È
ÇcÅdÅdÑEUEÃpÍ:ÈdÉhÄ%ÃcÃcÉ

a = gh/s ≈ g
b Ü ½PÈdÉ_ÃcÀ Èd¾ ÙEÑpÉ�È

m =
�ñÎYÉ5ÍhÊ|Ð|Ê|ÉªÐIÇcÉ:É:È�À�Ä ¿_À Æ,ÑEÄ ÙEÑñÇcÉ

É:ÇcÈdÉ���Ø'Æ Á�Ñ!Í|Ê|Ð|ÊhÉ�ÙcÇc¾%Ùc½<¿_À�É:ÇkÈrÉï�på!ØPÆ
T¬ÁÂÇcÄ ½PÉ�Ùc½<À Ù|ÈrÆ,ÃkÃp¾TÃpÈ�À�½<É�Ù|ÈdÈrÍhÄÂÊ%U|Ê|Ê|Ï:½PÉ,ÐIÇcÉ:É:È�À ÚÄ ¿:Ù�À ½<À%À Ñ,Ä ¿:Åd½P½�ÇcÅdÅdÑ4ÑpÈdÉ_ÑpÙ|ÈdÉ
50/4

Î ≈ 12g
b#q Èr¾%Ð:Ð:¿åÈ

m ≈ å)T �.Æ�Î%É Ù|ÈdÈrÍ_Ï:ÊkÄ Ä%ÃkÃÍU|Èr½<ÅdÃcÙ|ÈrÉÙ|ÈrÈaUEÑcÑpÆNÆNÈdÉdc:À�ÈdÅdÅr½
a ≈ 100g

b%Ì�É:ÉKÃEÄÂÊ�À ÇcÉ�À�½<Ð:ÈdÅrÅ�Ã�T
a ≈ 400 g

b
p¸ÃcÈrÉªÀ ¿:¿:¾%ÈdÑ2ÙhÈdÈdÍkÄÂÊ%U|Ê|Ê|Ù|À È�Ã�½PÈCUcÇcÈ�Ï:Ñ1À%ÑcÑ=U|¿�Ä Ä%ÑcÑ�ÅdÈdÍ_ÑcÀ�Ä ½<ÉªÀ�¿:Çk¾%ÑcÉ À�¿:Ð_ÈdÀ�Ä%ÑcÆ�È�À ½PÉ

Ñ=U|¿:ÅrÅ�Ñ�TpÀ ÈdÅrÅ�ÃÓÅrÈdÍ_ÑcÀ%À ÇcÅd¿EÁÂ½PÉNÀ�¿_Ð:ÈdÀ�Ä ¿_Æ�È�À É:ÇcÐI½P¿_À²ÇcÉhUEÑpÙ|ÈrÇIT�Á�Ñ+À ÈrÙ�À È�ÙhÈd¾%Ð:¿:ÉNÅrÈdÍ_ÑkÀÂÄ%½PÉ,À�¿_Ð:ÈdÀ�Ä ¿ ÚÆNÈdÀ%ÑpÈdÙEÑNÇcÉ
10
ÆNÀ<bIq Èd¾%Ð:¿:É�ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿_À�Ä ¿_À#Ä%ÑpÐKÑpÍhÄ ¿:¿2ÑcÅrÅd½+Ê|Í_Ï�½<É1Æ�ÈdÅdÅrÈ�À�½<Ù|¿:É:É:ÈdÉ2ÑpÈdÙEÑpÉ_Ñ_b

Ì�É:É:½<ÉNÅrÇkÈrÙ|ÙEÑcÑÓÙ|Èr¾%Ð:Ð:¿hUEÑp¾TÑcÀ�Ä ÇkÈhÅdÈdÍ_ÑcÀ�ÄÂÊ�VkÅrÅ�Ã¸½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ£ÙEÑEÄTÑpÐ:¿:ÅrÄ�Ä%ÈrÆN½<Ù{ÑcÉ:È�À�ÆNÈdÈrÉ_À%Ñ½È�Í|Ê|Ð:Ð|Ê ÚÁ�ÑpÅdÙcÇcÁÂ½PÉn¾%½<À ÈdÅrÈdÈrÉ_È6É'b�»8ÇkÉ:É:È�ÀÂÄTÑp½¬À À%ÑcÑcÉnÀ�½½UEÑpÈdÉ ÅdÑc¿:ÙEÑpÈ�À�½<½�ÅdÈrÍKÑpÙ�À�ÈdÅdÅdÑ4ÙEÑEÄ%ÑcÐ:¿:ÅrÄ�Ä%ÈrÉ_À%Ñ�T|ÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ
À�½,À%ÑcÑ=U|¿�Ä Ä%ÑcÑïÙ|ÈdÈrÍ_Ï:ÊkÄ Ä%Ã=UEÃpÉ UcÇkÈrÆ,ÑcÉdT|ÁÂÇcÙEÑ�ÇcÉ À%ÑEÄTÑpÙc½<¾�ÄTÑpÈdÉ:½PÉ À�½<ÉþÇcÆ,ÑcÑcÉñÐ_ÑcÈrÉ_ÇhÇkÉ�Uk½P¾ Ú¾%ÑpÄ�Ä%¿:É_Ñ:b

�c¡



�¢Ï�8 ×.Ù(ÿ Ô¡Ù(Ú§Ú � ÑMÕAþ�Ô
Ì�Å�ÃpÈdÆ�½PÄ]ÅdÈrÈdÙ|Ù|¿�UEÑEÄ?ÙcÇcÅdÆN½PÅdÅdÑ#½P¾%ÈcÐI½P¾%¿_ÀÂÄTÑ=UEÑpÅdÅdÑ ÈdÅdÆNÑkÀ À%Ñ�c<ÅrÈdÈrÄ%Ãp½<ÉdT{År½<ÉhÄ%Ãp½<É Á�Ñ¸Åd½PÙ|¿�Ä%½PÅdÅr½<ÉYb+yg�!�!Þ
3�4*/�/��Ó½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ�À ÈrÈaUc½PÄ×ÄTÑpÈ�Åd½PÉhÄ ÈdÆN½'Ä#½<È;UEÃEÄ ÅdÈrÈdÙ|¿dT�UEÑcÑcÉ4½<ÅdÃcÈrÉïÙEÃ{ÊhÄ�Ä%ÃkÃ5Í|Ê%UEÃpÙ�À ½P½PÉ4É:Çc¿KÀ�½�UhÈ�Ñ
Á�Ñ Å�ÑcÀ Ùc½�U|È�Ñ ÈrÅdÆ,Ñ=U|Èr¾ Ä%Ñc¿:Ù�À�È�Ñ÷Ä%ÑpÈcÄÂÊ|ÊkÄÂÊ|ÊÓÅrÈdÈrÄ Ç Ú Çc¾TÑ=UEÑpÉ£Ä%Ñ=UkÇcÈdÉµUEÑcÈrÉ!Ð_ÈdÏ�½<ÉhÄ%ÃpÆ,ÃkÃpÉ Í|ÊhÐ_ÐhÊhÃcÃcÉYbn|¿:¿:¾%ÈdÆ�Æ,ÑpÄ ÅdÈdÉ:É|¿�Ä�È

m ≈ V¬å�ÙhÎ%É÷ÅrÈdÈrÙ|Ù|¿�UEÑEÄ Ð_ÃkÃcÑkÀ�È�ÑcÀ%À Ñ!ÅrÈdÈÛÄTÃp½<ÉYb0yQ": I+�4£ÐI½P¾%¿_ÀÂÄ%¿:¿1À�ÈdÈdÐ:Èr½<É
¾%ÃcÐ|ÊkÄ Ä%ÃcÆ�È�À ½P½PÉïÁ�Ñ2À ÈdÈrÉ_Ã2½PÅ�ÃpÈdÉ ½'Ä ½<É:½P½kb�p¸ÈdÀ%ÃpÙ|ÙEÃpÈ�À�Ä%Ã�UEÑpÈdÉªÅd½PÐ_ÑcÙcÇpÄ!Åd½PÉhÄTÃ=U{ÃpÄ�T]ÉhÊ|Ù|Ê|Æ,ÑEÄ ½ ÚÅrÈ ÁÂÇcÈ�À�Ä%Ññ½PÈ Ê|Ù|À ÈdÙ{ÃkÃpÉªÅd½PÉ_É_Ã:b¡W�Ñc¾ Í_ÑcÈrÉ_½PÉªÙkÇcÉ_Ï�Çk¾ ÈrÄÂÊ|Ê|Ð:Ð:ÈdÉ:½PÉªÅdÈdÉkÄ%¿GÄ%½P¾TÑEÄ%Çc¾%É:ÈdÀ�ÇcÉëÀ�¿_¿:¾ ÈdÉ
Ä ¿:É_É:½'Ä Ä ¿þÅr½<ÉhÄ%ÃpÆ,ÃkÃpÉ1ÄTÑpÈ�ÅdÈrÈrÄ%ÃcÆNÃkÃpÉñÙhÊk½PÉ:É|ÊhÄ ÅrÈdÉhÄ ¿Ybln|½<É À ÈdÈrÐ:Èd½PÉ ÙEÃp¾%Ù|È;UEÃpÅdÈ8ÇcÅdÈ²�2s:Þ�T ¡.Æ
T
Æ,ÑcÀ%À Ñ

m ≈ wcå.Ù|Î)TkÁ�ÑïÀ�½�Ùh¿_ÇcÅdÈ?À ¿:Ù|¿:Ð:¿_¿�Ä�Ä%ÇhÇkÉGV¬åcå.åkåcåÍU|¿:ÇcÄ�ÄTÑ�À ÈÛÄ Ä ½PÉBbLÃBÈrÈrÄ ÇkÅrÈ�À ÙcÇ�Ð:Ä ½ Ú¾%ÑcÉ:Ç�Ï�ÇcÉ�ÇcÅdÈYÀ ÑcÆNÑcÉ�ÙkÇcÙcÇkÈrÉ_½PÉ�Ù|¿:ÈdÉ4Ä ½P¾TÑEÄ%Çc¾%É:È�À�ThÆ5¿�Ä Ä%Ñ,À ¿:¿:¾%ÈrÉ�Ä ¿:É_É:½'Ä Ä ¿1ÈdÅrÆ,ÑpÅdÈdÈrÙ|¿:ÉhÄ%ÑkÑpÉ
Ù|Êc½PÉ_ÉhÊhÄÓ½PÅ�ÃpÈdÉnÇcÉñÀ�½<ÉñÀ ¿:Ù|¿:ÅdÑcÈrÉ_½PÉ Øh¿:½PÄ(\¬ÑpÅ�Ø'ÇkÑpÄ Åd¿_À�TcÁÂÇkÉ:ÙEÑ4À ÈrÈdÐ:Èd½PÉñÙ{Ãc¾ Ù|ÈaUEÃpÅdÈ]ÇkÅrÈ×V<�4Æ�Á�Ñ
Æ,ÑcÀ%À ÑNV¬åcå+Ù|Î_b%n|½¸Ù|¿:ÇkÅrÈ�À ¿:Ù|¿:Ð:¿:¿�Ä Ä Ç|ÇcÉ4¡k� ÆNÈdÅ ÁÂÇ|ÇcÉKÑcÑGU|¿:ÇcÄ�Ä%Ñ�À�ÈrÄ�Ä%½PÉYb%ÃY½<ÉhÄ ÇcÙ|Ê%U|ÊhÄ�Ä(VkÆ,ÃEÄ
ÀÂÄ%¾ ¿:Ä%À ÈÛÄbUkÇcÈaU{ÑpÄ�À ÑkÑ=Uh¿:Ä�Ä%ÑkÑ!VEÞEåÓÙ|ÈrÅdÇcÎk¾%ÑcÆ�Æ,ÑcÉ5Æ,ÑcÀ%À ÑcÉ#Á�Ñ!w�T �£ÆN½'Ä%¾ ÈdÉNÐ:ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<ÉYb.p¸Ê|ÙhÊ|ÅdÈrÉ ÚÉ|¿:ÈdÀ�Ä%Ñ�Å�ÃpÍ:½¬À Ù{ÑcÈrÙ|Ù|È�Ù|ÊhÙk½PÉ:½�UEÃEÄ År½<ÉkÄTÃpÆ,ÃcÃcÉYb�ÃY½<ÉkÄTÃ=U|Èr½<É�É|Ê|ÙhÊ|ÅdÈrÉhÄ%¿EÁÂ½PÉïÆ,ÑcÀ%À Ñ�UEÑpÈdÍkÄ%½PÅd½P½ �
Îc¾TÑpÆNÆ,ÑcÀ�Ä%Ñ£V<å Ù|ÈdÅrÇkÎc¾TÑpÆNÆ,ÑcÑpÉBb7W�ÑpÈdÉ+Ð:Èr½<É:ÈdÆ�Æ,ÃpÄBÅrÈdÉ:É|¿�Ä¢È�½<À ÈdÆ�½<¾ Ù|ÈdÙ�À�ÈpÙkÇcÅdÈ;�_¾ È!ÉIÙ|ÊhÙk½PÉ:½�UEÃEÄ
B;"1-*��+,+�"�B;"�8½�.�* N½PÅdÈYÅd½PÉhÄ%ÃcÆ,ÃcÃpÉ4Ð_ÑpÈdÙEÑpÅdÅdÑkÑpÉïÐ|Ê|À Êc½<ÉYb�ÃY½<ÉkÄTÃ=U|ÈdÃ5Ä%ÑcÈ�År½<Ùh¿:Ä�Ä ½<År½�U|ÈdÑNÍ|Ê�VkÉhÄ ½PÈ�À ÈdÃ
Ä ¿:É_É:½'ÄTÑcÑpÉnÞc�påNåcåkå�Å�ÑEÁÂÈ�Ñ�TpÁÂÇcÈ�ÀÂÄTÑNÐ:Èr½<É:ÈdÆ�Æ,ÃpÄ#Ç*U{ÑpÄ#Æ,ÑcÀ%À ÑcÅÛÄTÑcÑpÉ1wc�

µ
Î Á�Ñ.À ¿:¿:¾%ÈdÆ�Æ,ÑpÄ£wc�

Î_b
ÃYÈdÉ:É|¿:É�År½<ÉhÄ%Ãp½¬À À%Ã5Ä ½PÍ_ÇkÑ�Ù|¿:År¿_¿dc

Vcb¦_2ÃcÃc¾%Ã
P1
À ½PÉ�ÑpÅ�ÑpÐ_¿:ÇcÅd½PÅdÅdÑ5ÇcÅd½�UEÑpÉïÈdÅrÆ,ÑpÉïÐ:ÈdÈdÀ ÙEÑcÑcÆ�È�À ½P½PÉ4ÅrÈdÈdÙhÙk½P½<ÅrÅd½ÓÑcÅdÑkÀ�ÐKÃpÈdÉdT¬ÁÂÇcÅ ÚÅrÇkÈrÉ�À ÊhÉhÄÂÊ|Ê.Ê|ÅaVkÀ Ð_ÃpÈdÉ@UEÑpÈdÙ|¿�Ä�ÄTÑ=UEÑ¸Á�ÑNÎk¾%Ñ=U|ÈrÄ%ÑkÑEÄ ÈdÇcÉ�Ùh¿_Æ�ÇhÑ=UEÑ�UkÇcÈdÆNÑ_b

w�b¢W�Ñp¾ Ä%ÑcÅrÇkÉ+ÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿:Ù�À ½PÉ�UkÇcÈrÄ�Ä%ÑcÆNÈdÀ ½P½<É!Æ,ÃcÃp¾TÃ
P2
T%ÁÂÇcÙEÑ¸Ù{ÑkÀ§UEÑkÑ É:ÇcÐI½<ÑkÀÂÄ%ÈkÅdÈdÉ:É|¿:É

É:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÉ�ÙEÑcÀ(UEÑp½<À%À%Ñ�T
�:bon|ÈdÈrÐ:Èd½PÉGÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿:Ù�À ½PÉÝUcÇkÈÛÄ Ä%ÑcÆ�È�À ½P½PÉ Æ,ÃkÃp¾TÃ

P3
T_ÁÂÇkÙEÑ1ÇcÉª½<É_À ÈrÆNÆ,ÃpÈ�À�½¬À À%Ã1ÑpÐ ÚÐ:¾%ÇcÙ�À�ÈdÆ,ÑcÑpÄ ÈdÇkÀ%À Ñ+¾%ÈdÈrÐ:Ð_¿:Æ,ÑEÄ ÇkÉ4ÅdÈdÉ:É|¿:É�É:ÇcÐI½P¿_Ï:½<À�Ä%Ñ:b

q ¿�UEÑcÀ%À Ñ��:b ¡�ÇcÉ�½<À ÈÛÄ%½'Ä ÄÂÊ,Ä ½<Í:ÇpÄ
P1
T
P2
Á�Ñ
P3
ÅrÈdÉ:É|¿:É�År½<ÉhÄ ÇcÉ_ÇcÐI½P¿_Ï�½<É

v
Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ_b

q ¿�UEÑ �:b ¡�cCÃY½PÉhÄTÃpÆNÈdÀ ½P½<ÉëÄ%Ñp¾�U|ÈÛÄ Ä%Ñ=UEÑ Ä ½<Í:Ç
P = P1 + P2 + P3

É:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÉ Ê�¿_É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ_b
fB½<Í:Ç

P1
Ù|¿:År¿_¿�Ð_ÑcÈrÉ_Ç*UcÇcÈdÆ,ÑpÉdTBÄ ½<Í:Ç

P2
UEÑp¾ Ä%ÑpÅdÇcÉGÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿:Ù�À ½PÉ1Á�ÑñÄ ½<Í:Ç

P3
À ÈrÈdÐ:Èd½PÉ

ÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿:Ù�À ½PÉ�UcÇcÈrÄ�ÄTÑpÆNÈ�À�½<½PÉYb�f]½PÍ:Ç
P0
Ä%Ñc¾(U|ÈrÄ%ÑcÑcÉ4Åd½PÙ|¿�Ä Ä ½<År¿:¿_ÉYb

_1ÈrÄ%Ã�É:ÇkÐK½¬ÑpÆNÆNÈrÉþÅdÈrÉhÄ ¿þÅd½PÉhÄ%ÃkÃ�TBÀ ÈrÄ%Ãï½PÉ:½<ÆNÆNÃcÉ À�½,Åd½PÈdÙ|Ù{ÑkÑïÈrÅdÆ,ÑcÑ�À�ÈdÈaUhÈdÅdÅdÃkÃpÉþÑpÈ ÚÙEÑ{ÊhÙ�À ÈrÙ.VkÀ%À Ã5Á�ÑnÀ ÈrÄ ½PÉGÈrÅdÆ,ÑpÉGÀ%ÑcÑcÆNÑ�É_ÇcÐI½P¿_À�ÑpÅ�ÑcÀ Ð_ÃpÈdÉ Ð:Èd½PÉ:½<É:½P½kb�f ÃcÆNÃnÀ�½<ÅrÈrÄ�ÄTÃcÃ�T]ÆNÈrÙ�À È
Ð_ÑpÈdÉ:Ç*UkÇcÈdÆNÑcÉ9UcÇkÈÛÄ Ä%ÑpÆNÈ�À�½<½PÉ,ÄTÑp¾�U|ÈÛÄ Ä%Ñ=UEÑ+Ä%½PÍ:Ç

P1
Ð:Èd½PÉ_½PÉ:½<½ÓÉ_ÇcÐI½P¿_Ï�½<É�ÙEÑcÀ(UEÑp½¬À À%Ñ@È�Í_Ñp¾�ÁÂÇcÈ ÚÄ ¿_À�Ä ½<ÍhÄ%Ã=UEÃ.É'bQp#ÇkÐK½<¿_Ï�½<ÅrÅ�Ñ

v1
Ä ½PÍ_ÇkÑ1Ù|¿:Åd¿:¿ UEÃpÍ_ÈÛÄ%½PÉ1Á�Ñ1ÅdÈdÉkÄ%¿ªÐ|Ê�À�Ê|ÊþÑpÉ:É:½PÄ ¿:ÅdÅ�Ñ2½PÉ_½P¾%ÎcÈ�Ñ ÚÆ,ÃcÃp¾TÃpÅdÅ�Ã

E
ÙEÑp¿:ÈrÄ ½<É,ÈrÅdÆ,ÑcÀ%À Ñ)TpÀ�ÈdÅdÅdÃ Åd½PÉhÄ ÇhÑpÈdÙEÑ

t = E/P
b�f ÃpÆ,Ã É:ÇkÐK½<¿_À�À ÇcÐ:ÈdÈ_À%ÑcÑcÅrÈ�ÀÂÄTÑ=UEÑpÅ ÚÅr½5ÅrÈdÉ:É|¿:ÅdÅr½.T_Æ5¿:Ä�Ä%Ñ�Æ5¿:¿:Ä ÇcÉ2ÑcÈrÙEÑcÉ_ÑNÇcÉ�ÄTÃp¾%Ùc½<ÃcÆNÐ_ÃcÃ�Ð_ÃkÃcÀ�Ä%Ã,ÑpÉ_É:½'Ä%¿:ÅrÅ�Ñ,¾TÑ=U|ÈrÉhÄ ÇkÆ,ÃcÃp¾TÃpÅdÅ�Ã

Æ,ÑpÍ_Ï�ÇkÅrÅdÈ�À�ÈdÆNÆNÑcÉ�Ð:ÈÛÄ%ÙEÃpÅdÅr½�½PÅdÈBÍ_ÑcÙc½<ÑNÅd½PÉhÄ%ÇcÆ,ÑEÄ%Ù{ÑcÉ
s = vt = Ev/P

À ¿:¿:¾%ÈrÉhÄTÑ.Ñp¾�UcÇhÑ:b)n|½

�hÞ



À ÑkÑ=U|¿�Ä ½PÄ%ÑcÑcÉdThÙh¿_É
P/v

ÇcÉïÐ:Èd½PÉ:ÈdÉdTEÁÂÇkÅrÅdÇcÈdÉ

P ′(v)

v
− P (v)

v2
= 0

½PÅdÈ
P (v) = P ′(v)v.

n|ÈrÄ ½PÉ)Ð:È�À�ÈdÉ Åd½PÉhÄ ÇkÆ,ÑEÄ ÙEÑ�À ÑkÑ=Uh¿:Ä ½'ÄTÑcÑcÉëÉ_ÇcÐI½P¿_Ï�½<ÅrÅ�Ñ
v2 > v1

T8Á�Ñ�À�½ UcÇkÈdÏ:ÑkÑpÉ Æ,ÃcÃc¾%ÃpÄ%Ã
Îc¾TÑcÑ+EKÀ�½¬ÀÂÄ%ÈkÍKÑpÙc½<Æ,ÑpÅdÅdÑ¸Ä ½<Í:ÇcÙEÃ{Ê|¾%ÃcÉ!ÄTÑpÉ:Îk½PÉhÄ�Ä%ÈNTTÁÂÇkÙ{ÑÓÙ|¿:ÅdÙc½<½×Çk¾ ÈdÎcÇkÉ5ÙEÑp¿:Ä�Ä%Ñ_b�p#½ Åd½PÈdÙ|Ù{ÑkÑ=UEÑEÄ
Ð:È�ÀÂÄ%½P½<À%À%Ã (

v2, P (v2)
) b

ÃYÈdÉ:É|¿:É�År½<ÉhÄ%Ãp½¬À À%Ã�À�½<ÉïÀ ÈrÈdÐI½P½PÉ�UEÑpÈdÙ|¿�Ä�ÄTÑcÑ�É:ÇhÀÂÄ%Ç*UcÇcÈdÆ,Ñ

fL =
1

2
CLρAv

2,
È��_b �_V2É

ÆNÈdÀ%À Ã
CL > 0

ÇkÉéÉ:ÇkÀ�Ä ÇkÙc½P¾%¾%ÇcÈdÉdT
ρ > 0

ÈdÅdÆNÑcÉëÄ ÈdÍ:½PÊ�À
A > 0

À�ÈdÈaUc½PÉéÐ:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ�Á�Ñ v½'Ä%½PÉ:½<Æ�È�À É:ÇcÐI½P¿_À<bIp¸ÇkÀ�Ä Ç*UkÇcÈdÆNÑcÉ4ÇkÉ1Ù|¿:ÆNÇpÄ�ÄTÑ=UEÑNÐ_ÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,Ñ�½PÅdÈ
fL = mg

T_ÆNÈ�À À%Ã
m
ÇkÉ

ÅrÈdÉ:É|¿:É�Æ,ÑcÀ%À Ñ_b�n|ÈÛÄ%½PÉ�½'Ä%½PÉ:½<ÆNÈdÀ É:ÇcÐI½P¿KÀ

v =
( 2mg

CLρA

)1/2

∝ m1/6,
È��_b �hw�É

ÁÂÇkÀ
A ∝ m2/3 bYf ÃpÍ_ÃcÉ½Uc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈ�À�¿:¿:Ä ½P½<É�ÐKÃcÃcÀ�Ä%ÃkÃpÉ�ÇcÅd½'Ä Ä%ÑpÆ,ÑcÅrÅ�ÑÓÅrÈdÉhÄ ¿EÁÂ½<É.É:Çc¿KÏ:ÑEÄ Ä%Ñ=UEÑpÉÎc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�ÀÂÄTÑ À�ÈdÆNÈrÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½PÄ�Ä È�Ñ�TPÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ

A ∝ l2
È
l
ÇcÉ,ÅdÈdÉ:É|¿:É.À�ÈdÈdÐ:Èr½<É,ÙEÃp¾%ÙhÈaUEÃpÅdÈ6ÉKÁ�Ñ

l ∝ m1/3 b
_1ÈrÄ%Ã1Æ,ÑcÀ%À ÈrÈaU|ÈdÀ ½PÆNÐ:È²Ä%ÑpÈ×À�¿_¿:¾ ½<ÆNÐ:È÷ÅdÈdÉkÄ%¿dT?À�ÈrÄ%Ã1É_ÇcÐI½<ÑpÆNÆNÈdÉGÀ�½<É ÇcÉ Åd½PÉ:É_½'Ä�ÄTÃ=UEÃ,Á�Ñ2À ÈÛÄTÃ
À�¿_¿:¾ ½<ÆNÆNÑcÉ+ÅdÃcÍhÄ(VcÉ_ÇcÐI½P¿_Ï�½<É Á�Ñ Ð:È�Ï�½PÆNÆ,ÃpÉ5ÙhÈdÈrÄ Çc¾TÑcÏ_ÑpÉ+À�½²Ä%Ñc¾(U|ÈrÄ%À ½P½�Ð_ÃkÃcÀ�Ä%ÃpÙ�À ½P½<ÉÓÆ,ÑkÑcÀ�Ä%Ñ
Ä%ÑcÈ`Uc½<Ï:½<À�Ä%Ã�År½<ÉhÄ Ç|ÇcÉYb

ÃYÈdÉ:É|¿:É�UEÑp¾ Ä%ÑpÅdÇcÉ4ÈrÅdÆ,ÑpÉ%UEÑcÀ�Ä ¿_À ÇkÉ

fD =
1

2
CDρABv

2,
È��_b �k�.É

ÆNÈdÀ%À Ã
CD > 0

ÇkÉ UEÑcÀ�Ä ¿_À Ùc½<¾ ¾%ÇcÈdÉïÁ�Ñ
AB > 0

UEÑp¾ Ä%ÑpÅdÇcÉGÅrÈdÈrÙk½'Ä Ä%ÃÅUEÑkÀÂÄTÑcÑpÉ ÙkÇcÍhÄ È�À ¿:Çc¾TÑpÉ
ÐKÇkÈrÙ|Ù|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿_À Ð:ÈdÉ:É_ÑcÉNÑcÅdÑ_b��Ó½PÇkÆN½'Ä ¾%È�À�½<ÉNÀ ÈdÆ�ÈdÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½'Ä%ÈrÉNÄ%ÇpÄ%½P¿�Ä%¿:½<À%À Ñ

AB ∝ l2
TPÁ�Ñ+½'Ä%½PÉ:½ ÚÆNÈdÀ ½P½<É�ÄTÑcÀ%ÑpÈ�À�½<ÅrÅ�Ñ5É_ÇcÐI½P¿_Ï�½<ÅrÅ�Ñ

v
Ù|¿:Åd¿:¿1À�ÈrÄ ½<É
UEÑc¾�ÄTÑpÅdÇcÉ�ÇhÀ ÑcÅÛÄTÑ!Ä%½PÍ:Ç

P2 = fDv =
1

2
CDρABv

3 ∝ ABv
3 ∝ m2/3

(

m1/6
)3

= m7/6.
È��_b �c�YÉ

f ÃpÆ,Ã�Ä%½PÍ:Ç ÙEÑcÀ(U{ÑkÑ1É:ÇkÐK½¬ÑpÆNÆNÈrÉªÆ,ÑkÀ À%ÑpÉkÊ�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇkÉ_ÑñÙh¿_ÈrÉªÅdÈdÉ:É|¿:ÉGÅdÈrÍKÑpÙ�À�È�À�Ä%ÑcÑcÉªÀ ÑkÑpÆ,Ñ
Ä ½<Í:Ç

Pm ∝ m2/3 T�ÁÂÇcÄ ½<ÉëÅd½PÉhÄTÃ=UhÈd½PÉë½PÅ�ÃpÈdÆNÈr½<ÉéÆNÑkÀ À%ÑpÅdÅ�ÑnÇkÉ�Ê|Å�Ãp¾TÑEÁ�ÑY$�$<bA_2ÑkÑpÐ_ÑcÅrÅdÇcÅdÅ�ÑñÀ ½ÇcÉ�É:ÇkÈrÉ V{wNÙ|Î_bIn|ÈrÄ%Ã.ÆNÑkÀ À ÈdÈ;U|È�À�½<Æ�Ð_Èr½<É1½PÅ�ÃpÈdÉkÄ%½PÉ1ÇkÉïÅdÈdÈdÏ�½PÄ�ÄTÃ=U{Ã+Á�Ñ,ÅrÈdÍ_ÑkÀ§UkÇcÈdÆ�ÈdÉ�É:½�UkÇcÈaUEÑEÄ
Ä ½<Í_Ï:ÃhUEÑpÈdÉïÅdÊ|Í|ÊhÈrÄ%Ã�Åd½PÉ:É_ÇcÉ:Ð|Ê|¾%ÃcÍ_Ï�Ê|Ù�À�È�Ã�T<ÁÂÇcÈ�À%À Ñ�Í:½'Ä%Ùc½<ÅrÅdÈdÀ ½<À�Ä ÈBÅrÈdÍ_ÑcÀ�Ä ½<Í:ÇNÇcÉ�À�¿_¿:¾ È@b

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉNÅr½<Ù|¿�Ä�Ä%½PÅd¿_Ñ+½PÅdÈIÈrÅdÆ,ÑpÅdÈrÈdÙ|¿:ÉhÄ%ÑcÑ)T'ÁÂÇhÀ À%Ñ+½PÅ�ÃpÈdÉ,Ð|Ê�À�Ê|Ê�Ð_ÑpÈdÙEÑpÅdÅdÑkÑpÉYbYf²Ê|Ê ÚÐ:ÈdÅrÅdÈdÀ�Ä%Ã�À ½�ÇkÉñÆN½<Í:ÈrÅ�ÃpÈ�À ÈrÅdÅr½ÓÁ�ÑïÙEÃp¾%Ð_ÃcÀ ÈdÅrÅd½ i ÅdÈrÉ:É|¿:È�À�Ä%Ñ
UEÑpÈdÉñÐ:Èd½PÉ_ÈrÆNÆ,ÃEÄ!Ù|Ê|Ùc½<É:½�UEÃEÄ+À ÈrÈdÍ:½PÉBbÃY½<Ùh¿:Ä�Ä ½<År¿KÀ À%Ñ2½<ÅdÃcÈrÉ�Ð:ÈrÈ�À Ù{ÑkÑñÀ ÈdÈ;U|ÈdÅrÅ�ÃcÃcÉ�ÑpÅ�ÑpÐ_¿:ÇcÅd½PÅdÅdÑkÑpÉ ÇkÅr½�U{ÑkÑ2ÈdÅrÆ,ÑkÑñÑcÅdÑkÀ�Ð_ÃcÈrÉBbgn|ÈdÈrÄ%Ã ÑpÈ ÚÍ:½P¿:Ä ¿:¿ëÉ:ÇkÀ�Ä%Ñ=UEÑ�UcÇkÈrÆ,ÑY$§^
fn = ρAv2 T�ÆNÈ�À À%Ã A ÇcÉéÑpÅ�ÑcÀ Ð_ÃpÈdÉªÅdÈrÈdÙ|Ùh¿)U{ÑcÉ�ÈdÅdÆNÑcÐ_ÑEÄTÀ ÑkÑpÉ

ÐKÇkÈrÙ|Ù|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿_À%ÑpÅ�Ñ Á�Ñ
v
À�½<É�É:ÇkÐK½<¿_À<b�ì£Åd½'Ä%½'ÄTÑcÑpÉ4Ê|Ù|À ÈdÉ:Ùc½<¾�ÄTÑpÈ�À�¿:¿KÏ�½PÙ�À È_É:ÇkÐK½<¿_Ï�½PÉ

v
ÐhÊ�À Ê ÚUEÃpÉ@UEÑcÙhÈdÇcÉKÑ5À ÈrÈaUc½<É�È�À�Ù|¿:ÉïÑEÁ�ÑpÉBb 
 ÇkÀ

m Ú Æ,ÑcÀ%À%ÑpÈdÉ:½PÉ,½<ÅdÃcÈrÉ4ÐhÊ�À Ê|Ê,ÈrÅdÆ,ÑcÀ%À Ñ)TkÉ:ÈdÈdÉ fn = mg
T

ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉ
v =

(mg

ρA

)1/2

.

ÃY½<Ùh¿:Ä�Ä ½<År¿_¿:É�Ùh¿_År¿�UEÑ�Ä ½<Í:Ç,ÇcÉ�À ÈÛÄ%½PÉ

P0 = fnv =
(mg)3/2

√
ρA

∝ m3/2

m1/3
= m7/6,

È��_b �h��É

t7t7u�±G�1�,�,�1���º�M�7�����,��¼��º¸1�,��·N�µ¥A¼:ö7�A���º�1�F�,���N�§���,��¥¦���º�1�F� �,���5�N�����N�1�N�§���,�=���N���2��·N�7�����7���
P ∝ M3/4

u�õl�=�7¥o�7�2�
�5�F��¸o¥o�7�1�=����¸1³�³1¸1���2�§�G�,�1�N³��1�N�N�����=�,�,�M�7���5�,�5�F�,�����.�%�5�N�,¸o�=�����=���������*�1�N�N���=�M�7���N�=�7�,�7�1�G´:���F�,�1�=�2�7�������=���h¶��5¾
�F�=���1���2�§���:´7�1���=�2�=�=�*�1�¦�N�§�2���7�Yu(*Y���=���2�������#��¸1¥o¸Q�§�2¶*¸1�=�"�:�=�����=���C�����=�1�N�N�§�2� ∝ m2/3 �7¥j�2�N�,��¶����N�2���1���=�����2¾´1�1���=�=�=�=�=�1�µ�,���=�¦�7�µ÷g�����������F���M�º�1���[¥C�2³1�1���,���F�,� ∝ m3/4 ut§�2u ø �7��¥o�1���º�1�=�N�§³7�¦´:�7���*�7�1�µ·N�7�:���7�ª�N���=�,�7��´7�1�F�,�6u��g�:�N�§���½�N��� ´:���=���,³��=�=��³��=���2³7���7�9�1��³��

t1
u�©�����¶2�L� ¼:ö

�N�����*¸C������³�³7�§�������b����¥o�1¥o�1�,�,�1�
m1 = ρAvt1

u ø �7��¥o�2�1·F�7³1�¢���1�»´�� ���7�1�Y�.�7�
fn = m1v/t1 = ρAt1v v/t1 =

ρAv2
u

�cà



À�ÈdÅdÅdÃ,Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½PÉ1À ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä%ÈrÉ2É_ÇpÁ�ÑpÅdÅ�ÑÓÁ�ÃpÅdÅr½<½PÉ
A ∝ m2/3 TIÀ ÈdÅrÅ�Ã A ÇkÉ2ÅdÈrÙ|ÈdÆNÑcÈrÉ2À ÈdÈ;Uk½PÉÐ:ÈdÉkÄTÑ Ú ÑpÅ�Ñ:bÜ Ñ=UEÑpÈdÉhÄ ÇhÑpÈdÉ:½PÈ�ÀÂÄ%ÇcÉNÉ:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ!À ÈdÈ;Uk½PÉ.Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ As ≈ am2/3 Á�Ñ5ÙEÃ{ÊkÄ%½'Ä Ä%Ã=U|ÈdÀ%À%Ã+ÇcÅd½�UEÑÄ ½<Í:Ç

Pm ≈ bm2/3 TPÆNÈ�À À%Ã a ≈ 0, 1
Æ 2 Ù|Î −2/3 Á�Ñ b ≈ 20

]�ÙhÎ
−2/3 b<»�ÈÛÄ%ÙEÃcÃpÉ5År½<Ùh¿:Ä�Ä ½<År½�UEÑpÉÅrÈdÉ:É|¿:ÉïÄ%ÑcÈ�Í|Ê�VcÉhÄ%½PÈ�À�½<É4À ¿:¿:¾%ÈrÉ�Æ,ÑpÍ_Ï:ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉïÆ,ÑcÀ%À Ñ�À%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ�Ä%ÃcÅrÅaVcÈdÉ4½<Í_Ï�ÇhÀÂÄTÑ

P0 ≤ Pm
c

(mg)3/2

√

ρ2am2/3
≤ bm2/3 =⇒ m ≤ 2ρab2

g3
≈ 100

Î
.

�¢Ï�C ÙEØlÛ%Ú§Ù(Ú§Ú � ÑMÕ[Õ[ÔgÛ.þ�Ô
_2ÑcÑcÅrÅ�Ñ¸Á�Ñ�ÈdÅdÆNÑkÀ À%Ñ�ÅrÈdÈrÙ|Ù|¿�UEÑEÄ ½<ÅdÃcÈrÆN½'Ä�ÁÂÇk¿�Ä ¿)U{ÑpÄ ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%½PÅd½PÆ,ÑcÑcÉ4Ð_ÑcÈrÉ_Ç*UcÇcÈdÆ,ÑcÑ�U{ÑkÀÂÄTÑcÑcÉdc
Ä%ÑkÀ ÑcÆNÑkÑpÅdÅdÑ÷ÁÂ¿:ÇkÙ�À�½<Æ�È�À ½PÉ Á�Ñ+ÙEÃ=Uc½<År½<ÆNÈdÀ ½PÉ,À ½PÙEÃ!À ½PÈ�À�ÇhÀ�Ùk½PÅd¿:É�Ä%Ñp¾%Ùc½<ÆNÐ:È_ÑpÉKÑpÅdÊhÊ�À È:Ð_ÑcÅ Á�ÑkÀÂÄTÑcÑ
½'Ä Ä%Ã1É:ÈdÈ�À À%ÃpÙ|ÈdÉ ÅdÈdÍ_ÑcÀ�Ä ½<Í:ÇkÑïÙ|¿:Åd¿:¿ Ð_ÑpÈdÉ:Ç*UkÇcÈdÆNÑcÉ�UkÇcÈrÄ�ÄTÑpÆNÈdÀ ½P½<ÉYbl_1½<¾ Ù|ÈrÄ�ÄTÃ=U{ÃïÄ%½PÍ:ÇñÀ�ÈdÈrÍ_½PÉ
Ù|¿:År¿_¿ñÈdÅrÆ,ÑcÅrÈdÈrÙ|¿:É_É_ÑcÀ%À Ñ)T�ÙhÈdÈdÐK½¬ÃpÆNÈdÀ ½<À%À%Ã!Á�Ñ�ÁÂ¿:ÇkÙ|À ½PÆNÈ�À�½¬À À%Ñ.Ê|Å�ÃpÆ,ÃpÙk½P½<ÉYbLW�½<Ï�½¬À À%Ã�½<ÅdÃ=U|ÈdÅrÅ�Ã
ÇpÄ%¿:Ù�À�ÈdÅrÅ�ÑÓÇcÉ�Ä ÇkÈdÀ ÈrÉBbp»�ÑpÈdÉ:Ç*UcÇkÈrÆ,ÑpÅdÅ�Ñ¸ÇkÉ�É_ÈrÈdÅrÅd½ ÆN½P¾%Ù|ÈÛÄÂÊ�À�Ä%ÃµUEÑpÈdÉNÀ ¿:¿:É_É:ÈdÀ�Ä%ÑcÆNÈdÀ ½PÉ�ÙEÑpÉ:É_ÑcÅÛÄTÑ
È�ÄTÑcÀ%ÑpÐ_ÑcÈrÉ:ÇhÑpÈ�ÀÂÄ%È6É]Á�Ñ.½PÐ_ÃkÀ�¿:Çk¾%ÑkÀÂÄ%ÈYÍ|Ê�Ï�¾ ÇhÀÂÄTÑcÑpÄ�Ä È�À ½PÉïÐ_ÑpÈdÉ:½P½<É1ÙEÑp¿�Ä Ä%ÑEÈ�ÙEÑpÅ�ÑpÉ1Ð:ÈdÉhÄ%ÑcÑcÉ1ÙcÇkÍ ÚÏ�È�ÀÂÄ%¿�UEÑ�Uk½<Ï�½<É:Ð_ÑcÈrÉ:½ïÇcÉéÀ ¿:Çc¾TÑcÑcÉúUc½<¾ ¾TÑpÉ_É:ÇcÅdÅrÈdÉ:½<ÉGÀ�½<É�Ê|Å�ÃpÐ:¿_ÇcÅd½PÅdÅdÑñÇcÅd½�UEÑpÉËUc½¬À�ÈdÐ_ÑpÄ%À%ÑcÑpÉ
ÙcÇk¾ Ùk½P¿�Ä%½P½PÉ#É�bLW�½<À ÈrÍKÑp¾�ÁÂÇcÈrÄ�Ä ½<År¿þÇkÉñÇkÅrÅd¿�Ä!Í_ÑcÅrÐ_ÑïÙk½PÈdÉ:ÇïÄ ÇpÄ%¿�Ä�ÄTÑcÑ1Ñ=UEÑp¾%¿:¿_À Åd½PÉhÄ%ÃpÁ�ÃEÄ£ÐKÑpÈdÉ:ÇpÄ ÚÄ ÇkÆ5¿:¿�Ä%½P½<ÉYb%W�½<Ï�½¬À À%Ã!ÅdÈrÈdÙ|Ù|¿EÁÂÈr½<É4ÇkÉ�Ù|¿:ÈrÄ ½<É:Ù|ÈrÉ�Ä ½PÍhÄTÃ=U{Ã�Æ,ÑcÑ Ú Á�Ñ�ÈrÅdÆ,ÑpÅdÈrÈdÙ|Ù|¿EÁÂÈdÑ�½PÉ_½PÆNÆ,ÃpÉÄÂÊ�VcÄ%Ã�U{ÃcÅrÈ�ÑpÈdÉ:½<½PÉ
U{ÑkÀÂÄ%¿:Ù�À�½<É�UkÇcÈrÄ�ÄTÑpÆNÈdÀ ½PÙ�À È�b

W�½<À Èr½<ÅdÃcÈrÉhÄ%½PÉ!ÙkÇcÙcÇ¦UEÑcÈrÍhÄ ½<År½<½²Å�ÑcÑpÁ�ÑcÀ�Ä È@bP»�Èd½PÉ:ÈdÆNÐ:Èd½PÉh�_ÑpÙhÄ ½<½P¾%Èr½<É Á�Ñ¸À ÈrÉ_È;UEÑpÅ�ÑcÑcÉ!Æ,ÑcÀ ÚÀ�ÇcÁÂ½PÉ À ¿:Í_Ï:½ ÇkÉ
10−25 b¦W£Èr¾ Ä ½<½<À%À ÃGÅrÈdÈrÙ|Ù|¿:ÆNÈ�À�½¬À À%ÑªÄTÃp¾%Ùc½¬ÃªÀ�¿_¿:¾ ½ ÇcÉð� ½<ÊhÉ_ÇcÅ�Ï:À�ÈdÉ Åd¿:Ù|¿

Re = lv/ν
T8ÆNÈdÀ%À Ã

l
ÇcÉG½<ÅdÃcÈrÆN½<ÉGÐ:ÈrÄ ¿:¿KÀ�T

v
½'Ä%½PÉ:½<ÆNÈdÀ É:ÇcÐI½P¿KÀ¸Á�Ñ

ν
UhÈd¾�Ä%½P½<ÉGÙ|ÈrÉ_½PÆ,ÑcÑpÄ ÚÄ ÈdÉ:½PÉíU|È�À�ÙkÇkÀ ÈÛÄ%½P½'Ä Ä ÈdÙc½<¾ ¾%ÇcÈdÉYb�W�½<Ï�½<ÅrÅd½

ν ≈ 1, 3 · 10−6 Æ 2 7pÀÅÈÂV¬å ◦
�¢É�bj� ½PÊ|É:ÇkÅdÏ:À ÈdÉëÅd¿:Ù|¿

UEÑpÈdÍkÄ%½PÅd½P½ª�_ÑcÙkÄ%½P½<¾ Èd½PÉ�Ñp¾�UcÇhÀÂÄTÑ
10−8 À ÈrÉ:ÈaUEÑpÅ�ÑpÈ�Ï�½PÉ�Ñp¾�UcÇ|ÇkÉ 108 b

� ½PÊ|É:ÇkÅdÏ_À�ÈdÉ�Åd¿:Ù|¿ ÇcÉéÀ ¿:Çc¾TÑcÑcÉåUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈrÉ:½<ÉGÍ:ÈrÄ%Ñc¿_À(UcÇcÈdÆNÈr½<ÉnÁ�ÑþÙ|ÈrÄ ÙEÑ=UcÇkÈrÆNÈd½PÉ
À�¿_ÍkÄ%½P½¬À�½<½PÉíÈ�Ù�ÀPbBÅr¿:Ù|¿ªw�bßÞ�É'b 
 ÇhÀ+À�ÈdÈ�ÀG� ½PÊ|É:ÇkÅdÏ:À ÈdÉ Åd¿:Ù|¿þÇcÉ Í|ÊYU|ÈdÉþÐ:Èr½<É:È[È

Re � 1
É7T�É:ÈdÈrÉ

Í:ÈrÄ%Ñp¿KÀ§UkÇcÈdÆNÑpÄ Ç*U{ÑpÄ#ÆNÈÛÄTÃEÄ�Ä�VcÆNÈ�Ã,Ù|ÈÛÄ%Ù{Ñ=UkÇcÈdÆNÈrÈdÉ�Uc½P¾%¾TÑEÄ�Ä%¿:É_Ñ_b)n|½PÅdÅdÑcÈdÀ ½<À%À%Ñ�Æ,ÑkÑpÈdÅrÆ,ÑcÀ%À%Ñ�½<ÅdÃ ÚUEÃEÄNÆ5¿:É_ÑkÀ�ÇkÅr¿KÑ1ÙcÇkÍkÄ%È÷ÐIÇcÉ_É:ÈdÀ�Ä ½<År½�UEÑEÄ,À�ÈdÈÛÄ Ä ÈaVpÄ¬b S Í:ÆNÈrÉ:½<ÉúUkÇcÈ×Í_Ñ=UEÑpÈdÉ:É:ÇcÅdÅdÈdÀ�Ä%ÑkÑ2À�ÈrÄ%ÃñÈrÄ%À ½PÅ ÚÅr½<½PÉ4¿:ÈrÆ,ÑcÅrÅ�Ñ£Á�ÃpÍ:ÆN½<ÃkÀ À%Ã5À ÈdÈr¾TÑpÐ:È�À%À Ñ5ÅrÈdÈrÙ|¿�Ä Ä%Ñc½PÉï¾%ÑkÑEÁÂÇpÁ�ÑkÑpÉ,É:ÇkÐK½<¿:Ù�À�ÈdÅdÅdÑ)T<ÁÂÇcÄ ÙEÑ�Ç*UEÑEÄ ÑpÅdÅr½�V
Ø'ÆV7{ÆNÈdÉYb

f]Ñc¾ ÙEÑkÀÂÄ%½PÅdÅdÑkÑpÉ!À ½P¿:¾TÑcÑ=UEÑpÙ�À È�UEÑpÈdÉ�À ¿:¿:¾ Ä ½<É5ÆN½P¾%Èr½<ÅdÃcÈrÉhÄ%½PÉ!¿:ÈdÉhÄ È�Ñ:b=W�ÑpÅ�ÑcÑpÄ_Á�ÑÓÏ�½PÅ�E_ÈdÉ:ÈrÄ
¿:ÈaU{ÑpÄ#Í:½PÈdÅd¿�Ä�ÄTÑpÆ,ÑpÅdÅdÑ,ÑkÑpÅrÄ ÇkÆNÑcÈdÀ ½<À�Ä ÈLUEÑp¾ Ä%ÑcÅrÇhÑcÑcÉ!Á�ÑNÐ|Ê|¾%À�Ä(VhÃcÃpÉ�ÐhÊ�À�ÄÂÊ�À�¿:¿_É:É_ÑcÀ%À%Ñ:b�q+ÑpÅdÇcÈdÅrÅ�Ñ
Ä%ÃcÆNÃ�ÅdÈrÈdÙc½!Ä%ÑpÐKÑpÍhÄ ¿:¿�UEÑcÑcÙEÑcÀ ¿:¿:É:É_ÑkÀ À%Ñ:b�q+ÑcÅrÇcÁÂ½PÉï¿:ÈrÉhÄ%ÈBÙcÇ|ÇhÀÂÄ%¿:¿4ÙEÑcÍ_Ï�½<À�Ä%ÑNÅdÈdÈrÙk½'ÄÂÊ|Ê|Ð:ÈdÀ�Ä%Ã)c
Ùc½¬ÀÂÄ%Çc¿:ÈdÉ:É:È�ÀÂÄTÑ+Á�Ñ�ÑpÅdÅd½Nwcå�À ½PÙ|¿:ÉhÄ È�Ñ�Ùk½<À�Ä%Ã=U|È�ÀÂÄTÃ�À Ê�VcÙ�À Ê|ÈdÀ�Ä%Ã_bIq+ÑpÅdÇcÈdÅdÅdÑ�ÇcÉnÙkÇcÅdÆN½PÉ:Å�ÑpÈ�À�È�Ñ.ÅdÈ ÚÍ_ÑpÙ�À ÈdÑ)c_Ð:¿_É_ÑpÈ�À�È�Ñ È��2s:wpåÆÚ ÅdÈdÍ_ÑpÙ�À ÈdÀ�Ä%ÑYÉ7T#U{ÑcÅrÙkÇcÈ�À�È�Ñ+Á�Ñ5ÁÂÇcÉ_ÙhÈdÉEUk½P¾%¾%ÑcÉ1É:ÈdÈdÏ�½<ÉEUEÃpÅdÈdÆ5¿:ÇcÄ ÇkÑ_b
»�¿:É_ÑcÈdÀ È�Ñ�ÅdÈdÍ_ÑpÙ�À ÈdÑ�ÙEÑpÅ�ÑEÄ#ÙEÃ{ÊhÄ�Ä%Ã=UEÃpÄ×Ùk½<À�Ä Çc¿_ÈrÉ:É_ÈdÀ%À Ñ)T%U{ÑcÅrÙkÇcÈ�À�È�Ñ�À�Ê.VcÙ�À�Ê|È�À À%Ã:b

Ò È�Ï�½PÉ4ÅrÈdÈdÙhÙ|¿�UEÑkÑpÉ.½<ÅdÃcÈrÆN½P½<É.ÙcÇkÍ_Ï�È�ÀÂÄ%¿�UEÑ�UEÑcÀ�Ä ¿KÀ§UkÇcÈdÆNÑ+Ä ¿:Åd½P½�-*�!+»-.�*D*�=/7+N�.-*/�"7/7+5�
ffÁ�Ñ'J)�*�! L":D*�=/7+,�.-=/�":/7+��

fp
b�Ì÷Ï�½PÅdÅrÈdÉ:½<ÉëÑcÈrÍ:½<¿�Ä ¿_¿åUk½<Ï�½<É U|ÈdÀ ÙcÇhÀ�ÈrÄ ½<½'Ä È�À�Ä%ÑNÁ�Ñ À�½ïÇcÉëÀ�¿_Çc¾TÑcÑpÉ

Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ+¿_ÈrÆ,Ñp¾%ÈdÉ�ÙkÇcÙcÇkÉ_ÑpÈ�À Ð:ÈrÉhÄTÑ Ú ÑpÅ�ÑcÑpÉ A Á�ÑÓ½'Ä ½<É:½PÆNÈ�À�É_ÇcÐI½P¿_Ï�½<É�É_½PÅdÈ;V%VcÉ i Á�ÃcÅrÙ|ÈdÆ ÚÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ ÑpÈdÍ:½P¿�Ä%¿:¿EUk½<Ï�½<ÉñÀ ÈrÈd¾ Ä%ÃpÆNÈ�À�½¬ÀÂÄTÃ�À Ê|¾�Á�ÃkÃpÉ1¿:ÈdÆ,Ñp¾%ÈrÉnÄ Èd½PÅrÄ%Ã�Á�Ñ4À ÈrÄ ½PÉ À�½�ÇcÉ À�¿_Çc¾TÑcÑpÉ
Uc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ�¿:ÈrÆ,Ñc¾ ÈdÉ�ÐKÇkÈrÙ|Ù|ÈrÅd½PÈdÙ|ÙEÑp¿_À Ð:ÈdÉkÄTÑ Ú ÑpÅ�ÑcÑcÉ Ap

Á�ÑN½PÄ ½<É:½PÆNÈ�À�É:ÇkÐK½<¿_Ï�½<ÉïÉ_½PÅdÈ;V%VcÉBb
i£ÍhÄ%ÃcÅ;VkÈrÉKÃ

ff =
1

2
CfρAv

2 Á�Ñ
fp =

1

2
CpApρv

2,
È��_b �k¡.É

ÆNÈdÀ%À Ã
Cf
Á�Ñ
Cp
Ç*UEÑpÄ÷Ù|ÈÛÄ%ÙEÑ Ú Á�Ñ!Ð_ÑcÈrÉ:½�UEÑcÀ�Ä ¿_À Ùc½<¾ ¾%ÇcÈdÉÓÁ�Ñ ρ Uc½¬Ï�½PÉ,Ä%ÈrÍ_½PÊ�ÀPbYW�ÑcÀ�Ä ¿KÀ§UkÇcÈrÆ,Ñ+ÇkÉÀ�ÈrÄ ½<É

f = ff + fp =
1

2
CDAρv

2,
È��_b �|Þ�É

ÆNÈdÀ%À Ã
CD

ÇcÉ.ÙkÇcÙcÇkÉ_ÑpÈ�À(U{ÑkÀÂÄ%¿_À Ùc½P¾%¾%ÇcÈdÉYb=W¸Èd¾�ÄTÑ=UhÈdÈaU{ÑcÈdÀ ½PÅdÅd½#ÙEÑpÅ�ÑpÅdÅr½£Ð_ÃEÄ%½P½¸Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈrÉ_½PÉ.À ÈrÆNÈ ÚÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä Ä ÈbÈ�À ÈdÅrÅdÇcÈdÉ
A ∝ l2 ∝ Ap

ÉBÁ�Ñ
CD ≈ 1, 2Cf

b
i£ÍhÄ%ÃcÅ;V�È��:b �hÞ�É�À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉ Æ5Ê.VkÀYÏ:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê|À ÈdÉÓÑ=U|¿:ÅdÅdÑ À ½P¿_¾%ÑkÑ=U{ÑkÀÂÄ%È�b=ì£År½PÄ ½'ÄTÑcÑcÉdT

½'Ä Ä%Ã�UEÑkÀÂÄ%¿_À§UkÇcÈdÆ,Ñ ¾ ÈdÈrÐ_Ð:¿:¿ÍUEÑpÈdÉÍUk½<Ï�½<ÉNÄ ÈdÍ:½PÊ�Ï�½¬ÀÂÄTÃ
ρ
ThÏ�Ê|É_ÑkÑpÆNÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÑªU|È�À�ÙkÇkÀ ÈÛÄ%½P½PÄ�Ä ÈdÙc½<¾�Ä%ÇcÈ ÚÆN½<À�Ä%Ñ

µ
T×ÙEÑcÅdÑcÉ Åd½�Uc½<Ê�Ï�½<À�Ä%Ã

d
T É:ÇcÐI½P¿KÏ�½<À�Ä%Ñ

v
Á�ÑGÐ_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½¬ÀÂÄTÑ

l
½PÅdÈ

f = φ(ρ, l, v, µ)
T

�câ



ÆNÈdÀ%À Ã
φ: � 4

+ → � +
T?À�ÈdÅdÅdÃnÎc½PÇkÆN½'Ä ¾%È�À�½<ÉþÀ ÈdÆ�ÈdÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½'Ä%ÈrÉ É_ÇpÁ�ÑpÅdÅ�Ñ

l ∝ d
b?Õ×¿_ØTÙ|ÈrÉ_ÎcÍ_ÑcÆ�ÈdÉ

π Ú Ä%½PÇk¾ ½<½PÆ,ÑpÉïÑ=Uh¿_ÅrÅ�Ñ�À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ�È�Í_Ñp¾�ÁÂÇcÈrÄ ¿_À�Ä ½<ÍhÄ%Ã=UEÃ�©�É7T�½PÄ�Ä%Ã

f

ρv2l2
= ψ̂

(ρvl

µ

)

= ψ̂(Re),

ÆNÈdÀ%À Ã
ψ̂: � + → � +

T_À�ÈdÅdÅdÃ
ν = µ/ρ

b�q£ÇkÀ Ù{Ñ�ÙEÑpÅ�ÑpÉïÙcÇkÙcÇcÉKÑpÈ�À�Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ A ∝ l2
T:É:ÈdÈdÉ

f =
1

2
ψ(Re)ρAv2,

È��_b �kà.É
ÆNÈdÀ%À Ã

ψ: � + → � +
b)_2ÃcÃc¾ ÈrÄ ½<ÅrÅ�ÃcÃcÉ�ÙkÇcÙcÇkÉ_ÑpÈ�À(U{ÑkÀÂÄ%¿_À Ùc½P¾%¾%ÇcÈdÉ

CD
Ù{ÑkÑ=UEÑpÅdÅdÑ

CD : =
f

1
2ρv

2A
,

È��_b �kâ.É

ÁÂÇcÅdÅrÇkÈrÉïÊ|ÍhÄ%ÃpÅaVcÉkÈ��_b �kà.É²É:ÇpÁ�ÑcÅrÅ�Ñ
CD = ψ(Re)

½PÅdÈ?ÙcÇcÙkÇcÉ_ÑcÈdÀ(UEÑcÀ�Ä ¿_À Ùc½<¾ ¾%ÇcÈdÉ
CD

¾ ÈdÈrÐ_Ð:¿:¿��#½PÊ|É:ÇcÅ�Ï:À ÈrÉñÅr¿)Uh¿KÀÂÄTÑ:bLW�ÑcÀ�Ä ¿_À(UcÇkÈrÆ,ÑcÉÅUcÇkÈÛÄ Ä%ÑpÆNÈ ÚÀ�½<½PÉ4Ä%Ñc¾(U|ÈrÄ%ÑcÑcÉ.Ä%½PÍ:Ç
P = fv =

1

2
CDρAv

3.
È��_b �hå.É

q ¿:É
Re > 106 T�ÇcÉ�U|Èr¾ Ä%Ñc¿_À²Ð|Ê.Vc¾ Ä ½PÈ�À�Ä%Ã Á�Ñ�¾%¿:É_À%ÑcÑcÀ�Ä È#UcÇkÈrÆNÈ�Ñ!Ù|¿:Åd¿�Ä�ÄTÑ=UEÑcÑ
È CD

ÇkÉ4À ¿:¿:¾%È6É:T
½PÈdÙEÃNÐ:ÈÛÄ%ÙEÃcÑpÈdÙEÑpÈdÉ:½PÉ1¿_ÈrÉhÄ È8ÇcÅd½+Æ,ÑpÍ_Ï:ÇcÅdÅrÈ�ÀÂÄTÑ:b#� ½PÊ|É:ÇkÅdÏ:À ÈdÉïÅd¿:Ù|¿2ÙEÑcÀ(UEÑcÑ)T:Ù|¿:É1ÙEÑpÅ�ÑpÉ�Ð:ÈrÄ ¿:¿_À
Ä%ÑcÈK½PÄ ½PÉ_½PÆNÈdÀ É:ÇkÐK½<¿_À²ÙEÑkÀ§UEÑ=UEÑEÄ¬bYn|ÈdÙ�À�È�À ¿:¿:¾%½'Ä÷ÙEÑcÅdÑpÄjUEÃpÅrÄ�ÄTÃ=U{ÃpÄ÷Ð|Ê�Vk¾�Ä%½PÈ�À�Ê|ÊhÄ�ÄTÃ ¿:ÈdÆNÑcÅrÅ�Ñ!Ùk½<À ÚÄ Çk¿:ÈrÉhÄ%ÈdÑ�Í:ÈrÄ%ÑkÑcÀ�Ä È,T�Ù|À<b�Ù|¿�UEÑ,�:bßÞ|b

q ¿�UEÑ��_bxÞ�c�q+ÑpÅdÇpÁÂ½<É�½'Ä%½PÉ:½<ÆNÈdÀ É:ÇcÐI½P¿KÀ Ù{ÑcÅdÑcÉ4Ð_ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<É�Ê�¿:É:ÙhÄ ÈdÇcÉ_Ñ_b
q+ÑpÅ�Ñ�Ù{Ã{ÊhÄ Ä%ÃcÃ�½'Ä%½PÉ:½<ÆNÈdÀ ½P½<É_À Ã�Ä%½PÍ:ÇkÉ

Pm = amb TKÆ�È�À%À Ã b ∈ � +
T
a
ÇkÉïÐIÇkÀ ÈrÄ ÈdÈ;U|È ÚÉ:½PÉïÏ�ÈdÆ�½<É_À ÈrÇkÈrÉ:½<É@UEÑpÙ|ÈdÇ#Á�Ñ

m
ÇcÉ.ÙEÑcÅdÑcÉ�Æ,ÑcÀ%À Ñ_b.W�ÑcÙ|ÈrÇkÈdÏ�½<É

a
Á�Ñ
b
Ñp¾�UcÇcÁÂ½PÉ,Æ,ÃcÃc¾ ÈrÄ�ÄTÃpÆNÈ ÚÉ:½PÉ1ÇkÉ�U{ÑcÈrÙk½<ÑkÑ�T�ÙcÇhÀ�ÙEÑ½UEÑcÀ�Ä ¿KÀ§UkÇcÈdÆNÑ�ÇkÉïÍKÑpÉ:ÙEÑpÅ�ÑNÆNÈÛÄTÑEÄTÑ:bIÇ¸ÅrÅdÇcÆN½PÄ ¾%ÈdÀ ½PÅdÅr½+½<Ù�À�ÐIÇcÉ:½<ÉhÄ ÈdÅrÅd½

b
ÇcÉ4½<À ÈÛÄ%½'Ä ÄÂÊ�½<¾ È�Ñc¾(UkÇpÁ�Ñ Åd¿:Ù|¿EÁÂ½PÉïå�T ¡hÞ×Á�Ñ�V�T å�UEÃpÅdÈ�ÀÂÄTÃ:b 
 ÇkÙEÑ Ä%ÑcÐ_Ñp¿:Ù�À ½<À%À Ñ!Ù{ÑcÅdÑcÉ.Ð:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑpÅ�Ñ

A ∝ l2
Á�Ñ
m ∝ l3

T�ÁÂÇcÄ ½<ÉNÑkÀ�½PÄ�ÄTÑpÆ,ÑpÅdÅdÑ
P = Pm

À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉ5Ê|ÍhÄ%ÃpÅaVcÈ�À�Ä%Ã
Pm = amb Á�Ñ9È��_b �hå.ÉÙEÑpÅ�ÑpÉï½'Ä ½<É:½PÆNÈ�À�É_ÇcÐI½P¿_Ï�½<ÅrÅd½

C
1/3
D v ∝ l(3b−2)/3.

È��_b �KV2É
q¸ÇkÙcÇkÉ_ÑpÈ�À§UEÑkÀÂÄ%¿_À�Ùk½P¾%¾ ÇkÈrÉ

CD ∝ Re−1/2 TIÙh¿_ÉEU|Èr¾ Ä%Ñc¿_À#ÇkÉ2Å�ÑpÆNÈrÉKÑcÑp¾%ÈdÉ:½PÉYb 
 ÇhÀoU|Èd¾�ÄTÑp¿_À¸ÇcÉÄ ¿:¾��:¿:Åd½PÉhÄ Ä È,T:É:ÈdÈrÉ
CD ∝ Re−1/5 b�p¸ÃcÈrÅdÅdÃ�ÐI½P¾%¿_À�Ä ½PÈdÅdÅdÑ,À%ÑcÑkÏ:ÑcÑcÉEÈ�Í_Ñc¾�ÁÂÇkÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÍhÄTÃ=U{Ã)© É:c

v ∝ lβ ,
ÆNÈdÀ%À%Ã

β =

{

3
5 (2b− 1),

ÁÂÇkÀ#Ùc½P¾%¾%ÇcÙ�À�ÈrÄ�ÄTÑpÈdÉ:½PÉ@UhÈd¾ Ä%Ñp¿KÀ
,

3
14 (5b− 3),

ÁÂÇkÀ#ÐhÊ.Vc¾ Ä ½<ÈrÉ:½<É@U|Èd¾�ÄTÑp¿_À
.

È��_b �|w�É

�kå




 ÇhÀ
0, 78 ≤ b ≤ 1

TIÉ:ÈdÈrÉ
0, 33 ≤ β ≤ 0, 60

Ùc½P¾%¾%ÇcÙ�À�ÈrÄ�ÄTÑpÈ�À�½<É�UhÈd¾ Ä%Ñp¿_Ù|À ½PÉ2Ä%ÑpÐKÑp¿:Ù�À ½<À%À Ñ Á�Ñ
0, 19 ≤ β ≤ 0, 43

Ð|Ê.Vc¾ Ä ½PÈ�À ½PÉ�U|Èd¾�ÄTÑp¿:Ù�À ½PÉ+Ä%ÇpÄ%½P¿�Ä%¿:½<À%À Ñ_b�q ¿�UEÑpÉ��:bßÞ#É_ÇpÁ�ÑpÅdÅ�Ñ#Ùc½¬ÀÂÄ%Çc¿:ÈdÉ:É:È�À%À Ñ
β ≈ 0, 5

T|ÆNÈrÙEÃ,À ÇcÐ:ÈdÈ�Ùc½<¾ ¾%ÇcÙ�À ÈÛÄ Ä%ÑcÈdÀ ½PÉÍU|Èd¾�ÄTÑp¿:Ù�À ½PÉ�Ñp¾�UcÇkÈrÍ:ÈdÉYb
q ¿�UEÑcÀ�Ä%Ñ+�_bxÞ£É_ÃcÍ_Ï:ÃkÃpÉdTk½'Ä�ÄTÃ+ÅdÊhÍ|ÊhÄ Ùk½<À�Ä ÇkÈdÀ ÈdÀ%À%Ñ£À Ê�VkÙ|À Ê|ÈdÀ%À%Ã

β ≈ 0, 88
b.n|ÈdÅdÅrÇkÈrÉ,ÙEÑpÅdÇ ÚÁÂ½PÉ�À�Ê.VcÙ�À ÊhÉ_ÇcÐI½P¿_À÷ÇcÉ4ÅrÈdÙ|ÈrÆ,ÑpÈdÉ�À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉÍUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉ.É:ÈdÈ�Ï�½PÉïÐ:ÈrÄ ¿:¿�Ä%½P½<É i Uc½<¾ ¾TÑpÉ_É:ÇcÅdÅrÈ ÚÀ�¿_¿_À�Ùk½P¾ Ä ÇkÈrÆN½PÙ�À ÈkÇkÉNÍ_Ñ=UEÑpÈrÄ�Ä ¿�É:ÇkÈrÉïV<å�Vf7pÀ�T%ÁÂÇcÄ ½PÉNÙEÑp¾%Ùc½¬ÑcÀ�Ä È|ÙEÑpÅ�ÑEÄ�À Ê�VcÙ�À%ÃpÍhÄ ½<År½�UEÃEÄ8À ½PÙ|¿:É ÚÄ ÈdÉ:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÅdÅdÑ)T{ÁÂÇcÙEÑ�ÇcÉïÉ:ÈdÈdÏ�½<É�Ð:ÈÛÄ%¿:¿_Ï�½<É�ÙhÊ|ÆNÆN½PÉ:Ùk½P¾ Ä%Ñ_b�n�½GU{ÑkÑEÄ%ÈdÀ ÈbÈ�Í_Ñc¾�ÁÂÇkÈÛÄ%¿_À�Ä ½PÍhÄTÃ=U{Ã)© É:T

½'Ä Ä%Ã É:ÈdÈdÏ:½PÉ.ÙEÃ{ÊhÄ�ÄTÃpÆ,ÃpÉ�Ä ½<Í:ÇcÉN½<Ù|À ÐIÇcÉ:½<ÉkÄ Ä È
b ≈ 1, 33

b.n|ÈdÙ�À�ÈKÀ�Ê.VcÙ�À�ÊhÄ�Ç*UEÑEÄ�ÅdÊ|Í|ÊkÄ%Ùc½¬ÀÂÄ%ÇcÈ�À�È�Ñ
Á�Ñ�É:ÈrÈ�À%À Ã�ÙEÃ{ÊhÄ ½'ÄTÃcÃcÉ�Í|Ê%U{ÃcÙ�À�È�ÅdÈrÍKÑpÙ�À�ÈdÈdÉ�UEÑp¾TÑcÀ�Ä ÇkÈÛÄ%¿:É|¿�Ä�ÄTÑ5½<É:½P¾%ÎcÈ�ÑcÑ_b

_1½P¾%Èd½PÅ�ÃpÈdÉkÄ%½PÉ À ¿:¿:¾%ÈrÆNÆ,ÑEÄ!¿:ÈdÉhÄ ÈdÉ:ÇcÐI½P¿KÏ�½'Ä5Ç*UEÑpÄ!É:ÇcÈdÉ V<åïÆV7EÀ<b�n|ÈdÉ:ÈaUEÑpÅ�ÑcÑpÉþ½<È�ÇcÅd½
ÙcÇhÀ�ÙEÑcÑcÉ1Í_Ñ=UEÑpÈrÄ�Ä%¿ñÐ|Ê|¾%ÃcÍhÄ%Ã=UEÃpÉ1É:ÇkÐK½<¿_Ï�½<ÅrÅ�ÑnV{wpå4ÆV7EÀ�T#UEÑcÈrÙ|ÙEÑ�É_ÈrÈdÉ�UkÇcÈ�À�È8Ù|¿�UEÑpÉþ�:bßÞÓÁÂÊ|¾ ÚÙc½<Æ�ÐKÃcÃ#À ¿:Çc¾TÑcÑ Ñc¾(UkÇ|ÇcÉ

l = 30
Æ ½PÙ�ÀÂÄ%¾%ÑcÐKÇkÅrÇkÈrÆ,ÑcÅrÅ�Ñ Ñp¾�U|ÈrÇkÈdÏ:Ñ_bP»�Ê�À�ÄÂÊ�À�¿:Çk¾%ÑcÅrÅ�Ñ É:ÇkÐK½<¿_Ï�½PÅdÅ�Ñ

v = 10
ÆV7EÀ×Ï�½PÅ�E_ÈdÉ:ÈÛÄ£ÍhÊ|Ð:ÐKÃcÃ=UEÃEÄ ÙcÇk¾ Ùk½P¿_Ï�½<ÅrÅd½

hm = v2/2g = 5
Æ
ÈrÅdÆ,ÑpÉ1ÑpÐ:¿)U{ÃcÅrÈdÉ:½<ÈÛÄTÃ:b

q ¿�UEÑcÀ%À Ñï�:b à�ÇcÉ ½<À ÈrÄ ½'Ä ÄÂÊñÆ,ÑkÑ Ú T�ÈrÅdÆ,Ñ Ú Á�Ñ�Uc½¬À�Èd½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½<ÉñÐ:ÈrÄ ¿_¿_À!É:ÈdÈ�Ï�½PÉ Æ,ÑpÙ�À ÈrÆNÈ ÚÉ:ÇcÐI½P¿KÏ�½PÉ�Ê�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇkÉ_Ñ:b#q+ÑpÈdÙ|ÈdÀ%À Ñ�É_ÃcÈdÀ%À%ÃNÙcÇcÅdÆN½<À%À Ñ�¾%Ê|Í:Æ,ÃcÀ%À ÃNÀ ¿:¿:¾%ÈrÆNÐ:Èd½PÉ1½<ÅdÃcÈrÉhÄ ½<É1Æ,ÑpÙ ÚÀ�ÈdÆNÈrÉ_ÇcÐI½P¿_À ÇkÉïÅdÈdÙhÈdÆ,ÑpÈdÉïÀ%ÑpÆ,Ñ_b 
 ¿:ÇkÙ�À�¿_À%À%Ñ#Á�ÑN¿:ÈdÉ:É:È�À%À Ñ�Ð:ÈrÄ ¿:¿KÏ�½PÉ�Á�ÑNÆ,ÑpÙ�À ÈrÆNÈdÉ:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÉ
¾ ÈdÈdÐ:Ð:¿:¿�U|¿:¿KÀ²ÇkÉ�Å�ÑcÑEÁ�ÑcÅrÅ�Ñ+Ð:ÈrÄ ¿_¿_À ÑcÅr¿_½P½PÅdÅ�Ñ5ÅdÈrÙ|ÈdÆ,ÑpÈdÉ�ÅdÈrÉ:½¬ÑcÑc¾ ÈdÉ:½PÉL$�e*T�À ÈrÅdÅ�Ã!Ù|¿:ÆNÐ:ÈdÙhÈdÉ�ÑcÀ�Ä ½PÈdÙ ÚÙcÇ�ÇcÉ�ÅdÇcÎkÑc¾ ÈrÄ ÆNÈdÉ:½PÉ5Á�ÑNÀ ÑcÆNÑcÉ:Å�ÑpÈdÉ:½PÉ�À�½<ÙEÃ�À Ç*U|ÈÛÄ%½'Ä Ä ¿EÁÂ½<É�À ¿:Çk¾ Èd½PÉ4Ùh¿_ÅrÆ,ÑpÙk½P¾%¾ ÇkÈrÉ4ÇcÉ Vcb

q ¿�UEÑ,�:b à�cIÌ�ÅdÃcÈrÆN½<É1ÙcÇcÙkÇ,À�½<ÉnÀ�¿_¿:¾ ÈdÆNÆ,ÑpÉ�½'Ä%½PÉ:½<Æ�È�À É:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÉ'Ê�¿:É_ÙkÄ%ÈrÇkÉ_Ñ,¿:ÈdÉ:É:È�À%À ÑÅÈ ◦ É:TÁÂ¿:ÇcÙ�À ¿_À%À Ñ
È tu É]Á�ÑNÅd½PÉ:É:ÇhÀ À%Ñ
È × É�b

�¢Ï@° D ÔgÓ�6YÒAÚ�þ�Ñ[Û.þ�Ø<�jþ��dÖ¦Ú��
Vcb[ìMUEÑEÄ ÙkÇ#ÆN½'ÄTÀ�ÇcÄ�T{À�È�ÑEÄIÁ�Ñ#ÈdÍ:ÆNÈdÀ ½'Ä?Îc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�À ½<À�Ä ÈkÀ ÈdÆ�ÈdÅ�ÑcÑp¾%½ÂÁ�ÑYXbÌ²ÉkÄTÃ¸Å�ÑEÁÂÈdÉ_À ÈdÀ%ÃpÈ�À ½<À�Ä È!X
w�b¦ÃBÑkÀ�Ùk½£É:ÇkÙ|Ù{ÑcÍ:ÈdÈr¾%½PÉ5Á�Ñ�É_Çc¾TÀ�¿:ÉïÀ�Ê�Ï:ÃcÆN½PÉ_À Ê|ÙhÙk½PÈ�Ï�½PÉïÀ�¿_Í_Ï�½×Á�Ñ�Æ�ÈrÄ%ÃNÀ ½PÉ4Ä ¿:ÅdÈ�À�ÈYÇkÅrÅ�Ñ
Îc½<ÇcÆN½'Ä%¾ È�À�½<ÉdT|½PÅ�ÑcÀ�Ä È�À�½<É5Á�Ñ,À�Ä%ÑkÑEÄ Ä È�À�½<ÉïÀ ÈrÆNÈdÅdÑc¾ ÈrÄ ½<½'Ä%ÈrÉïÆ5¿:ÙEÑkÑpÉYb

�:b¦_2ÃcÃc¾ ÈrÄ%Ã�q År½<È;�I½P¾%ÈdÉ4Å�ÑpÈdÉ4É_ÇpÁ�ÑpÅdÅ�Ñ�T|Ù|¿:ÈrÉ_Ù{Ñ�ÆNÇcÉ_ÈrÉ:Ùk½P¾ Ä%ÑcÈdÀ ½PÙ�À ÈK½<ÅdÃcÈrÆN½PÉ�ÑpÈdÉ:½<½PÉ%UEÑpÈdÍ ÚÏ�¿:É:ÉKÑpÉ�Ä ½<Í:Ç+ÙEÑcÀ(U{ÑkÑ�T%ÁÂÇkÀ�½PÅ�ÃpÈdÆ�½<É�Æ,ÑkÀ À%ÑÓÙhÊ|ÆNÆN½PÉ:Ùk½P¾ Ä%ÑcÈdÀ�Ä ¿:¿Bb*Ì�ÉhÄ%Ã+ÑpÈdÉ:½<½PÉ%UEÑpÈdÍ ÚÏ�¿:É:ÉKÑpÉïÄ ½<Í:ÇNÆNÑkÀ À%Ñ{Ê|Ù�À�ÈdÙ|Ù�VkÃ!ÙcÇcÍhÄ%È6X
�_b »?ÇcÍ_Ï�ÈcÄ%ÑcÈcÀ�½<Å;U|ÈrÄ%Ã Ù|Èd¾�Á�ÑcÅrÅdÈ�À�¿:¿KÏ�½PÉ+Ñ=U|¿:ÅdÅdÑ)T'ÆNÈÛÄTÃ ½P¾%ÇkÑ×ÇcÉ×ÁÂ¿:ÇkÙ�À�¿:ÅdÅ�Ñ�TPÙEÃ=Uk½PÅdÊhÅdÅ�Ã�T�ÙEÃ{Ê|É ÚÉ:ÈdÅrÅ�Ã�T�¾TÑ=U|ÈrÅdÅdÑ¸Á�ÑNÅ�Ñp¿:ÙEÑpÅdÅ�Ñ:b�_1ÈrÄ%ÃNÆ,ÑpÍhÄ%ÑkÑ!ÄTÑpÐ_ÑcÍhÄ ¿_Ñ)T�Ùh¿_ÉïÙkÇcÈd¾%Ñ�¾TÑ=U{ÑkÑ!ÐI½PÈrÄ%À%ÑEÄ%½PÉIX
��b¦ÃY¿:½<É:É:ÇkÉ�ÙEÑcÑ=UEÑ
È��:bdV¬w.É�ÇkÅr½PÄ�Ä%ÑkÑ�T|½'Ä Ä%Ã�ÙEÑpÙ�À ÈÛÄ%¿:Ù|ÈdÀ ½PÉ4Ð_ÑpÅdÙ|ÈrÉ4Ùh¿_Çc¾%ÆNÑ#Á�ÑpÙEÑp¿:Ä ¿:¿4Ä%Ñ ÚÀ ÑcÈdÀ ½<À�Ä È8Ð:ÈrÄ Ù|ÈdÉñÐ_ÑcÅrÙ|Ù|È�Ñ:bdì£ÅrÙkÇhÇkÉ2Ð_ÑcÅrÙ|ÈdÉnÐIÇcÈdÙhÙ|ÈdÅr½<ÈrÙ|ÙEÑp¿KÀÓÀ ¿:Çk¾%ÑcÙ{ÑcÈdÏ:½�TpÁÂÇkÉ:ÙEÑïÙcÇc¾ ÚÙc½<¿_À ÇcÉ

h
Á�ÑNÅd½�Uk½PÊ�À

d
bIn�ÈrÅdÅrÇkÈrÉ�Ð_ÑcÅrÙ|ÈdÉ�Á�Ã{ÊhÍ|Ê|Ê�À�ÆNÇkÆ�½<ÉhÄ�Ä È

I = dh3/12
T{Á�ÑNÐ_ÑcÅrÙ|ÈdÉ

À�¿_¿:¾ ÈdÉ4Ä%ÑpÈdÐ:¿:Æ,Ñ

δ =
5

32

(F/l)l4

Edh3
=

5

32

ql4

Edh3
,

t§°2u�À7�7�
y = ax

�*�=�����
ln y = lnx + ln a

u

�_V



ÆNÈdÀ%À Ã
q = F/l

ÇkÉïÙ|¿:Çk¾ Æ,Ñ�Ð:ÈÛÄ%¿:¿_À Ê|Ù|À ÈdÙhÙ.VkÃ�ÙcÇkÍkÄ%È�b�»�ÃpÄ ½P½+À ÈrÈ�À

δ ∝ ql4d−1h−3.

q+ÑEÄ%ÇcÅdÅdÑ ÇkÉ!ÄTÑcÀ%ÑpÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÈPÁ�ÑcÙ{Ñc¿�Ä ¿_Éh¿:Ä8Ð:ÈdÉhÄ%ÑcÙh¿_Çc¾%ÆNÑ�È�É:ÇkÈrÉ���T å#Ù�p�7EÆ 2 b�ÉQq+ÑpÄ�Ä%ÇkÑ ÙEÑpÉ ÚÉ_ÑEÄ Ä%Ñ=UEÑEÄ Å�ÑpÉ:Ù|¿�ÄÓÄ ÇkÈrÆNÈaU{ÑpÄÓÙEÑcÙ|À ÈrÄ ¿:Ù|È�À�ÈdÉ_Ñ4Ð_ÑpÅdÙ|Ùc½PÈdÉ_Ñ)TcÁÂÇkÈrÅdÅdÑ4ÇcÉnÄ%ÑkÀ ÑcÈdÀ ½<À�Ä ÈKÁ�ÑpÙEÑp¿ ÚÄ ¿:É|¿�Ä�Ù|¿:Çc¾%Æ,Ñ
q
b 
 ÇhÀ+Ð_ÑcÅrÙ|Ù|Èr½<É ½'ÄTÃpÈ�À�Ê|Ê�À+ÇcÉ

k
È�Ùc½<À Ù|ÈrÙkÇcÍ_Ï_ÑcÀ�Ä%Ñ4Ùc½<À Ù|ÈrÙkÇcÍhÄ%ÑkÑpÉIÉ:T

É:ÈdÈrÉ�É_Ã{ÊhÄ%Ã)T|½'Ä�ÄTÃ
q ∝ k

b
¡:b¦�#ÑpÙk½PÉ:ÉKÑEÄ�ÙEÑEÄ Ä ÇkÑ_b��#ÑcÙc½PÉ_É:½PÐ:ÈdÈd¾ ¿_À�Ä ¿KÀÂÄ%½PÉ�Æ5¿:ÙEÑcÑcÉNÙ{ÑpÄ�Ä%ÇcÅ�ÑpÉ:Ù|¿�Ä²Ç*UEÑpÄAf#wE� Ú Åd¿:ÇcÙEÑpÉÅdÑcÉ:Ù|Ù|¿EÁ�Ñ�TIÁÂÇcÈ�Ï�½<ÉGÆNÈÛÄTÑEÄ,Ç*UEÑEÄ.�påñÆNÆ × wpåkå2ÆNÆ�T�ÁÂÇpÄ%Ù{Ñ ÑcÀ ½'Ä%½'ÄTÑcÑpÉëÀ�Ê|¾�Á�ÃpÅdÅr½<½PÉ
Á�Ñ#ÁÂÇkÈdÏ:½PÉ.½PÄ%ÃpÈ�À ÊhÊ�À÷ÇcÉï¡cåcå!Æ�Æ�b�q+Ã{ÊhÄ ½PÄ�Ä%Ã=U|È�À À%ÃcÀ È:ÇkÉ�Ù|¿:ÈrÄ ½PÉ_ÙhÈdÉ@UEÑcÈrÉ
f#wE� Ú Åd¿:ÇcÙEÑpÉÅdÑcÉ:Ù|Ù|¿EÁ�Ñ�T�ÁÂÇkÈdÏ:½PÉ+ÆNÈÛÄTÑEÄBÇ*UEÑpÄ]�på ÆNÆ × V{�på ÆNÆ�b�_2ÃkÃp¾TÃcÃ×É:ÈdÈdÏ�½<ÉGUEÃpÅdÈrÉ:½<É+½'Ä%ÃcÈdÀ Ê|Ê�ÀÀ�ÈrÄ ½<ÉdT�½'Ä Ä%Ã4Ù{ÑpÄ�Ä%ÇkÀ È]ÄTÑpÈdÐ:¿:¿ À ÑcÆNÑcÉÅUc½<¾ ¾TÑpÉ1Ù|¿:ÈdÉn¾TÑpÙk½PÉ:É_½PÐ:ÈdÈr¾%¿_À�Ä ¿_À�Ä ½<É2Æ5¿_Ù{ÑcÈrÉ_½PÉ
ÙEÑEÄ�Ä%Ç_b

Þ|b¦�#ÑpÙk½PÉ:ÉKÑEÄ]ÙEÑpÄ�Ä ÇhÑ:b=q+Ã{ÊhÄ ½'Ä Ä%Ã=U|È�À À%ÃcÀ ÈcÇkÉ5À ÑcÆ,ÑEÄ?¾%ÑcÙc½PÉ_É:½PÐ:ÈdÈd¾ ¿_À�Ä ¿_Ù|À ½'Ä_Á�Ñ¸Ð:¿_¿�Ä%Ñ=UEÑp¾TÑ
Ù|¿:ÈrÉn½<Ï�½<ÅrÅdÈdÀ ½<À%À%ÃNÄ ½<ÍkÄTÃ=UEÃcÀ%À Ã)T_Æ5¿:Ä�Ä%Ñ!Á�ÃpÉ:É_½�UEÃpÅdÈ

l
ÇcÉ2É|ÊhÄMUEÑcÈrÉn�kåcåkåNÆ�Æ�T�Ù|¿:ÉnÀ ½

½<Ï�½<ÅrÅdÈ�À�½¬À À%Ã2Ä%½PÍhÄ%Ã=UEÃkÀ À%ÃnÇkÅrÈ �håcåkå2ÆNÆ�bA_2ÃcÃc¾%ÃkÃ2Å�ÑpÉ:Ù|Ù|¿EÁÂ½<Éë½PÄ%ÃcÈdÀ Ê|Ê|ÀNÀ ÈÛÄ%½PÉdT²½'Ä�ÄTÃ
À�¿_ÍkÄ%½P½<ÅrÅdÈrÉ_½PÉ4Ä%ÑpÈdÐ:¿:Æ,Ñ

δ/l
ÇkÉïÀ%ÑpÆ,Ñ�Ùh¿_ÈrÉ�½<Ï:½PÅdÅrÈ�À�½¬À À%Ã5Ä ½PÍhÄTÃ=U{ÃkÀ À%Ã:b

à:b 
 ÇkÍ_Ï:Ñ Å�Ñp¿_À ½PÙ|Ùc½<½<À�Ä%ÑíÈ��_b �kå.É�½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ Í|Ê|Ð:Ð|Ê|ÙcÇc¾%Ùc½<¿_Ï�½<ÅrÅd½�Uk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÀ ¿:¿_À ÙEÑcÑ=UEÑ�T
Ù|¿:É ½<ÅdÃcÈrÉ ÇkÉ ½PÅ�ÑcÀ�Ä È�À ½<À�Ä È À�ÈdÆNÈrÅ�ÑcÑc¾ È²Á�Ñ�È�Ñ.É

A ∝ ld
È»�IÉ

A ∝ d2 T ÆNÈ�À À%Ã l ÇcÉ½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉïÐ:ÈÛÄ%¿:¿_À?Á�Ñ
d
Ð_ÑpÙ�À ¿:¿_À<b

â:b¦fB½<½+À ÑcÆNÑ�Ù|¿:ÈdÉ�½<Ï�½<ÅrÅdÈdÀ ½<À%À%Ã!Ä%½PÍhÄ%Ã=UEÃcÀ%À%Ã�T|Ù|¿:É�½PÅ�ÃpÈdÉ4ÇkÉ4Îk½PÇcÆN½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä È�À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%È�b
V¬å:b 
 ÇkÍ_Ï:Ñ ÙkÇc¾%Ùc½P¿KÏ�½PÅdÅr½

h
ÍhÊ|Ð:ÐKÃcÃ=UEÃpÉ�½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉ,ÐIÇcÉ:É:È�À�Ä ¿_À Æ,ÑEÄ ÙEÑcÉ

s
Ùk½<À ÙhÈdÆ,ÃcÃc¾%ÃcÈdÀ ½PÅdÅr½

Ù|ÈrÈdÍhÄÂÊYU|Ê|Ê�Ï�½PÅdÅd½
a
ÑcÅdÑp¾TÑEÁ�Ñ

a = gh/s
b¡ÈFW¸ÈdÍEÁÂ½�c�ÄTÑp¾%ÙEÑcÀ�Ä ½PÅd½�ÍhÊ|Ð:Ð|ÊhÃ.ÈdÅrÆ,ÑpÉ ÅdÈrÈdÙc½<Í_Ã ÚU|È;VkÈÛÄTÃÓÁ�Ñ,ÙEÃ{ÊkÄTÃNÄ%ÑkÀ ÑcÈdÀ ½<À�Ä ÈBÙhÈdÈdÍkÄÂÊ%UEÃpÉ�ÅdÈrÈdÙ|Ùc½<½PÉ1ÙEÑcÑ=UkÇpÁ�Ñ

s = at2/2
Á�Ñ
v = at i ÅdÈdÈ ÚÙc½<Í_Ã=U|È;VkÈdÏ�½<É�ÙEÑpÉKÀ À%Ñ�Ä%Ñp¾�U|ÈÛÄTÑcÑcÉ4À ¿:¿:¾%½PÆNÐ:ÈYÅ�ÃpÍhÄ(VkÉ:ÇcÐI½P¿KÀ8Á�ÑNÙc½<À Ù|ÈrÆ,ÃkÃp¾TÃpÈdÉ:½PÉ.Ù|ÈdÈrÍ ÚÄÂÊ%UhÊ|Ê�À×ÐKÇkÉ:É:È�ÀÂÄ%¿:Ù�À�½¬À À%Ñ:b�É

VkVcb[ì£År½PÄ ½PÄ%ÑcÑcÉdT�½'Ä Ä%Ã�ÅdÈrÉ:É|¿:É�Åd½PÉhÄ%ÃcÆNÈdÀ ½P½<É4É:ÇkÐK½<¿_Ï�½<ÅrÅ�Ñ
v
Ù|¿:År¿)U{Ñ�Ä%½PÍ:ÇNÇkÉ

P
T

P = v3 − 75 v + 400,

Ù|¿:É,É:ÇcÐI½P¿KÀ²ÆNÈrÄ%ÑEÄTÑcÑcÉ,ÊhÙ�À ÈrÙ.VcÈ�À À%ÃÓÆV7EÀ<b.ÃBÑkÀ�Ùk½#À ÑkÑpÅdÈdÀ�Ä%Ñ=UEÑcÉ£Á�Ñ!Æ5¿:¿�Ä Ä%Ñ=UEÑpÉ,ÅdÈdÉ:É|¿:É
Ð_Ñp¾%Í_ÑkÑEÄNÅr½<ÉkÄ%ÇcÉ:ÇkÐK½<¿_Ï�½PÄ.½PÅdÈ#É:½1É:ÇkÐK½<¿_Ï�½'Ä2TYÁÂÇkÈrÅdÅdÑ ÅdÈrÉhÄ%¿ ÐhÊ�À Ê|ÊªÙEÑp¿:ÈrÄ ½<ÉëÈdÅdÆNÑkÀ À%Ñ
È�À%ÑcÑcÅrÈ�ÀÂÄ%¿_À1ÉYÁ�Ñ�Ð_ÃkÃcÀ ½P½ ÙEÑp¿:ÈdÆNÆ,ÑpÙ�À�ÈbÈ�Æ5¿:¿:Ä�Ä Ç%É À ÑcÆ,ÑpÅdÅdÑ�½PÉ:½<¾ ÎkÈdÑcÆ,ÃcÃp¾TÃpÅdÅ�Ã

E
b

V{w�b 
 ÇkÍ_Ï:Ñ�Ï�ÈrÆN½<É_À�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê�À�ÈdÉ�Ñ=U|¿:ÅdÅdÑ)Tk½PÄ�Ä%ÃNÀ Ê%U{ÃcÅrÅ�Ã!Ð_ÈrÉ:ÉKÑpÉ�ÑpÅ�ÑpÐ:¿:ÇkÅr½<ÅrÅ�Ñ!¿_È;UEÑpÉ4ÙEÑpÅ�ÑpÉ
ÅrÈdÈdÙc½�UEÑkÀÂÄ%¿_À ÇcÉ

f =
1

2
CDρAv

2, CD = ψ(Re),

ÆNÈdÀ%À Ã
ψ : � + → � +

T
ρ
ÇcÉ�Uk½<Ï�½<É4Ä%ÈrÍ_½PÊ�À�T

ν
Uk½<Ï�½<É�ÙhÈdÉ:½<ÆNÑkÑEÄ Ä ÈdÉ:½PÉ�U|ÈdÀ ÙcÇhÀ�ÈrÄ ½<½'Ä ÚÄ ÈdÙc½<¾ ¾%ÇcÈdÉdT

l
Ù{ÑcÅdÑcÉ4Ð_ÈÛÄ%¿:¿_À�T

v
ÙEÑpÅ�ÑpÉï½'Ä%½PÉ:½<Æ�È�À É:ÇcÐI½P¿_À�Á�Ñ

Re = lv/ν
b

V¬�:b[ìÓÀ�ÇkÈÛÄTÑ�T8½'Ä Ä%Ã�ÁÂÇkÀ�ÙEÑpÅ�ÑEÄN¿:ÈdÀ ÈaU{ÑpÄ�Ùk½<À�Ä Çk¿:ÈrÉhÄ%ÈdÑnÉ:ÇcÐI½P¿_Ï:½PÅdÅdÑ
v ∝ l0,88 T?É:ÈdÈrÉ�É:ÈdÈdÏ�½<ÉÙEÃ{ÊkÄ Ä%ÃcÆNÃcÅrÅd½£Ä ½PÍ_ÇcÅdÅr½

P = amb Ð_ÃEÄ%ÈdÀ È b ≈ 1, 33
b

V<�_bon|½PÅaU|ÈÛÄTÃ,ÆN½P¾%½PÉ:É_½PÈrÄ ÇpÁÂ½<É
Ê�Ê|À ÈdÇcÅdÇcÎcÈ�ÑcÑ_b Ò ÈaUEÑEÄ ÙkÇ,Í:½!Ù|¿:ÈdÉ1ÙEÑpÅ�ÑEÄ[UEÑpÈBÙh¿_ÈrÉ2Í|Ê|ÅdÙc½P½PÄ�Á�Ñ
Ï�½PÅ�E_ÈdÉ:ÈrÄ1X

�hw
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Ì�ÅdÈ;VkÈdÏ�½<É�ÐI½P¾%¿_À%ÑpÈdÉ:½P½<É%U{ÑcÈrÍKÏ�¿:É:É_ÑcÉ5Ä%½PÍ:Ç�$
P
ÇkÉ�Í_Ñc¾(UkÇpÁ�Ñ¸ÐKÇkÈrÙ|Ùc½<¿:Ù�À�È�ÑMU{ÑcÈrÅdÅd½#À�¿:Çk¾%ÑkÑpÉ�Uk½P¾ Ú¾%ÑcÉ:É:ÇkÅrÅdÈrÉ_½PÉ�½<ÅrÈaVcÉ�Æ,ÑcÀ%À%ÑpÉ�ÐIÇpÄ%½PÉ_À%À ÈrÈdÉ1�[7{��½PÅdÈ

P ∝ m3/4.
È��KbrV=É

p#ÈdÈrÉ�Ê|Ù|À È�À�ÇkÅr¿:È�À ½'ÄQ�KÑpÙhÄ ½<½P¾%ÈÛÄ2T<½<ÅdÃcÈrÆN½'Ä?Ù|¿:ÈdÉ5ÙEÑcÀ(U|ÈÛÄ%ÙhÈdÉ)^÷É:Çc¿KÏ:ÑEÄ Ä%Ñ=UEÑEÄ]Ä%ÃEÄTÃMß�B;"���{1":�7�! �B;��-��F�Eb
ÃY¿�U|¿_À%À%Ñ��_brV+À ¿:Çc¾TÑ=U|ÈrÈaUEÑpÈdÉ:½PÉ�Ï:ÈrÆN½PÉKÀ�ÈdÇkÑcÉ_ÑpÅdÊ|Ê|À ÈdÉ4À Ç*Uc½PÅrÄ%ÑcÆNÈrÉ:½<ÉïÑcÉhÄ ÇcÈ�Ù|¿:ÈrÄ ½<É:Ù|ÈrÉ

P ∝ m2/3.
È��Kb w.É

n�ÑpÆ,ÑkÑpÉ4Ä ¿:ÅdÇcÙ�À ½P½PÉ1ÐKÃcÃEÄÂÊ|Èd�_ÈrÇkÅrÇkÎcÈd_2Ñ+��� ¿)�:É:½P¾�V<àkàc�:b Ü ÃpÉ:½<É�Ð_ÃcÃpÄ�Ä ½<ÅrÊ|É_À%ÃNÇcÅdÈ]À ½P¿_¾%ÑkÑ ÚUEÑ�epb¡ì£ÅrÙkÇ|ÇcÉ
l
½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉþÄÂÊ|Ê|Ð:ÈrÅdÅdÈrÉ:½<ÉªÐ:ÈrÄ ¿:¿KÀPbgn|½PÉªÐ_ÈrÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑ A ∝ l2

TBÄ%ÈrÅ�Ñ=U|¿:¿_À
V ∝ l3Á�Ñ ÆNÑkÀ À%Ñ

m ∝ V ∝ l3
bAÃ]ÃpÆNÐIV*U|Èd¾�ÄTÑn½<ÅdÃcÈrÆN½¬ÀÂÄTÃñÐIÇcÈ�À

Q̇
ÇcÉéÀ�¿_Çc¾TÑcÑpÉåUc½<¾ ¾TÑpÉ:É_ÇcÅdÅrÈdÉ:½PÉ

½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉªÐ:ÈdÉhÄ%Ñ Ú ÑcÅdÑkÑpÉ�m*TKÁÂÇpÄ%½PÉ Q̇ ∝ l2
b�Ì�É:½<¾ ÎkÈdÑñÀ ÃcÈrÅdÊ|Ê�T_ÁÂÇpÄ ½<É

P = Q̇
T?ÆNÈ�ÀÂÄTÃnÀ%ÑcÑcÏ_ÑcÑpÉ

P ∝ l2 = (l3)2/3 ∝ m2/3.
�#¿��:É:½<¾×À ÈrÈ�À�ÇkÅr½PÄ�Ä%ÈNT|½'Ä Ä%Ã+½<ÅdÃcÈrÆN½PÄ÷Ç*UEÑEÄ²Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈdÀ ½<À�Ä ÈIÀ�ÈdÆNÈrÅ�ÑcÑ Ú¾ ½�Á�Ñ:b

ÃY¿�U|¿_À%À%ÑG�:bxw�À�½<ÅrÈrÄ ½PÄ�Ä ÈdÈdÉdT ÆNÈrÙ�À È+ÆNÑkÑpÅdÅdÑGÅrÈdÈdÙhÙ|¿�UEÑpÄ1À ½PÅdÙEÃp¾TÑpÉ:ÙEÑcÈdÀ ½'ÄïÉ:Çc¿_Ï_ÑEÄ�ÄTÑ=UEÑEÄ
q År½<È;�I½P¾%ÈdÉ ÅdÑcÙhÈ�Ñ�c]ÐK½<¾ ¿KÀÂÄ%½PÅrÄ ÈdÈrÉdT?½PÄ�Ä%ÃnÉ:½�Ç*UEÑpÄ�½PÅ�ÑcÀ�Ä È�À ½<À�Ä È÷À ÈdÆ�ÈdÅ�ÑcÑp¾%½ÂÁ�ÑÝÈ�½PÅ�ÃpÈdÆN½PÉGÐKÑpÙ�À�¿_¿_À
d ∝ l3/2 É:T|Á�ÑïÇcÅd½'Ä ½PÄ�Ä%ÈrÈdÉdT�½'Ä Ä%ÃïÉ:ÈdÈdÏ:½PÉ ÅrÈdÍ_ÑcÀ�Ä ½<Í:ÇïÇcÉñÀ ¿:Çk¾%ÑkÑpÉÅUk½P¾%¾%ÑcÉ:É:ÇcÅdÅdÈrÉ:½<É2É:ÈdÈdÏ:½PÉ ÐK½ Ú¾ ¿KÀ ÑcÈrÉ:½<½PÉ%UEÑpÈdÍ_Ï�¿:É_É_ÑpÉ�Ä ½PÍ_ÇhÇkÉYb�ÃYÈdÉ:É|¿:ÈdÅrÅd½ Á�Ñ�ÙEÑpÅdÇcÈdÅrÅd½Gq År½<È;�I½P¾%ÈrÉ�Å�ÑpÙ|È|Á�ÃpÈYÀ ½PÅdÈrÄ�Ä%ÃcÆ,ÃEÄ�ÄTÃ:b

q+ÑEÄTÀ�ÇkÐ_ÑcÑcÉ:Ð_Ñ�TTÆNÈrÄ ½PÉ�� ¿��:É:½<¾ ÈdÉ!À ½PÅdÈÛÄÂÊ�À�Æ�¿:¿�Ä�Ä%¿:¿dT ÁÂÇkÀ�Îk½PÇkÆ�½PÄ ¾%ÈrÉ_½PÉ+À�ÈdÆNÈrÅ�Ñp¾%ÈrÄ ½P½PÄ�Ä%È
ÙcÇk¾(UEÑEÄTÑcÑcÉ4½<ÅdÑkÀÂÄ%ÈdÀ ½PÅdÅdÑ,À ÈdÆ�ÈdÅ�Ñp¾%ÈÛÄ%½P½'Ä%ÈrÅdÅ�Ñ:b)Ì²ÅdÃcÈrÆN½PÉnÆNÑkÀ À%ÑNÇcÉ2À ¿:Çk¾%ÑkÑpÉ
Uc½P¾%¾TÑpÉ:É:ÇkÅrÅdÈdÉ:½PÉ1À ½PÉ
Ä ÈdÅdÑ=U|¿:¿:Ä ½P½<É

V
T|Á�Ñ

V ∝ ld2 ∝ λ(l3/2)2 = l4.
i£ÍKÃ

P = Q̇ ∝ A
T|ÁÂÇpÄ ½<É q Åd½PÈa�I½P¾%ÈrÉñÅdÑcÙhÈ

Ä ÇcÄ ½P¿:Ä ¿:¿dTpÁÂÇkÀ8Á�Ñ½UEÑpÈdÉ5ÁÂÇhÀ
A ∝ m3/4 = (l4)3/4 = l3 = (l3/2)2 ∝ d2.

ÃBÈr½<¾ ÈaVcÅdÅd½

A = πdl +
π

2
d2,

ÆNÈdÀ%À Ã[UEÑpÈdÉ Á�ÃpÅdÙ|ÈrÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ5Ä ½<¾ ÆNÈ|ÇcÉ!Æ�¿:ÇpÄ%ÇkÑ
d2 b=q Åd½PÈa�I½P¾%ÈrÉ!Å�ÑpÙ|È|À ÑkÑcÏ:ÑkÑpÉGUEÑpÈdÉ5ÇkÅr½PÄ�ÄTÑpÆ,ÑpÅ ÚÅdÑ�½<É_À�ÈdÆNÆ,ÃpÈdÉ:½PÉ4Ä ½<¾ ÆNÈYÆNÈrÄ%ÃEÄ Ä(VkÆNÃcÙ�À�È@b)n|ÈdÅrÅdÇcÈdÉ�ÅdÃcÆ�Ð#VNÙEÑp¾%Ù{ÑcÈdÀ ÈLUEÑpÈdÉï½<ÅdÃcÈrÆN½<É4Ð_ÃkÃcÀ�Ä%Ã.r�©

,oÏ§Î ß¦Ó�Ô � þ�Ô�Ô¡Ù(Ún1MÑoþ � Ú(Û.þ%Ò
n|¿:¿:¾%½PÉ_½P¾%ÎcÈ�Ñ*Ê�Ê|Ê�À�ÈdÙ|ÙcÇ��Ó½PÇ+��¾%½PÊþÕ£b�] ½<À�Ä�À ½PÙEÃ'�:ÈdÇcÅdÇcÎkÈÛÄ 
 ÑpÆN½¬À Ü b?Õ×¾ Ç�W É�Á�ÑñÕ×¾ È�ÑpÉ Ü b
Ì�É)Øh¿:È�ÀÂÄ.½PÄ%À È;UEÃpÄ.ÊhÍKÏ�½<À%À ÃþÀ ½PÅdÈÛÄÂÊ�À�Ä%Ã q År½<È;�I½P¾%ÈdÉëÅ�ÑpÈdÅdÅr½kb¡Ì�É)Øh¿:È�ÀÂÄ�ÇkÅrÈ ÈrÄ%À ½1ÅaVEÊkÄTÃpÉ|ÊhÄ�Ä*T²½'Ä�ÄTÃ
ÙEÑcÀ(UhÈrÄ¸ÑpÈdÉ_Ñ�Ð:¿:ÈrÄ%Ñ.Æ5Ê�VcÄ ½<É4É:Çk¿_Ï:ÑpÄ�Ä%Ñ=UEÑpÄ¸À�ÈrÄ%Ã_bIn|½PÅdÈrÄÂÊhÙ�À ½PÉïÄ ¿_ÅrÈ]ÇcÅdÅdÑ�É:ÈdÈrÉ1Ê|Åd½PÈdÉ:½PÉlT_½'Ä Ä%Ã,À ½

t7u²�I�=���FÁ7�º�2�:·N�7�2³1�C���5´:�7�,�,�C�7���5´7�C������öj³��=�����N�,�7�¦�1��³1��¼2³��,��³7ö7�N��¸2u
�2u²÷Cu À=uf�l��³��º�1���f�Y x7£�!)à_ $ z7}¢��!6|?]�á`�%�2�&=�`�x" ~�£^%[zNy4â%z7|5}íx7£+ã¢�d|Fz�`��(�,�nä+²Q�=� ´:���F�,� �!¼o�1�)�L�=��¨§�1Á7�S�)�N���,�§�
�L�=��¨§�1Á7�µt§ô7ô1­=u
°2u c �1�*�¢±G�1¨,³7�§�;±§���"�º�l�n�Å¨����=���Y�l��¼[�N�¬±§�¡�nå��*�1���l�=���N�N����¼:u�©�¨������=¨��A�7ó1­ A t§ô7ô7ô(B5u
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Ð_ÃEÄ%ÈdÀ ÈYÀ ½PÙEÃ�½PÅ�ÃpÈdÉ Ú ½'Ä Ä%ÃNÙEÑcÀ(U|ÈrÙ|¿:ÉhÄ%ÑkÑpÉYb Ü ½+ÙhÈdÈdÉ:É:ÈrÄ�Ä ÈaUEÃEÄ¸Í|¿:ÇkÆNÈrÇkÉ_À Ñ�½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½<É
Uk½P¾%ÈdÀ ¿:ÇkÉ:ÈdÀ ÚÄ ÇkÉNÁ�Ñ.ÙEÑcÀ(U|Èr½<ÉNÁÂÇcÍhÄ ÇhÀ�ÇkÅr¿:ÙkÇcÉ�¾TÑpÙc½<ÉhÄ ½P½¬À�½<½PÉ�Á�Ñ,Ä%½PÍhÄ%Ã=U|ÈdÈrÉBbIp#Çk¾%À ¿:ÉNÁ�Ñ�Ù{ÑcÉ_ÑpÉ_ÐKÇcÁ�ÑpÉ1Í:Èd¿_À ÚÀ�¿_ÇcÉ:½PÄ Ç*UEÑpÄ¸À ÑcÆNÑcÉ:ÙcÇkÙcÇkÈdÀ ÈdÑ_bYn�ÑcÆNÇcÈdÉïÆ,ÃcÉ:É|ÊhÉ�Á�ÑNÐ_ÃcÈ;UEÃcÉ:ÙEÑpÙ|ÙEÑp¾TÑpÉ4ÃkÃp¾%ÈrÆNÆ,ÃpÈ�À ½'Ä?ÁÂÇcÍhÄ Ç ÚÐ:¿�Ä%ÙhÈdÅdÇpÄ!Ç*UEÑEÄ5À%ÑpÆ,ÑpÉ_ÙcÇcÙkÇcÈ�À�È�Ñ:b Ò À ½PÈdÆNÆ,ÑEÄ��:ÈdÇcÅdÇcÎkÈdÀ ½'Ä Á�ÑcÙc½PÅd¿EÁ�Ãc¾�ÁÂ½¬ÀÂÄ%½PÅdÆNÃpÄ+Ç*U{ÑpÄ!Í_ÑcÑc¾%Ñc¿ ÚÄ ¿�U|È�Ñ2Ð:¿:Ä Ù|ÈdÀ�Ä ÇcÁ�Ñ�TKÁÂÇcÈ�À À%ÑNÁÂÇkÈdÀ%À ÑnÐ:¿�Ä%Ùc½PÉGÙcÇcÙkÇ2Ð:Èd½PÉ:½<É:½P½ïÀ ÃkÃpÉ:É)VcÅdÅrÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÈYÁÂÇkÙ{ÑcÈdÀ ½<À%À%Ñ1Í_ÑcÑ Ú¾%Ñc¿�Ä ¿_ÆNÑkÀ À%Ñ:bQi£Ù�À È#À�½<ÅrÅ�ÑpÈdÉ:½<ÉGÇcÉ�½PÅ�ÃpÈdÉhÄ ½PÉËUc½<¾ È�À ¿:ÇcÉ:È�À�Ä Ç)T]Ä ÇkÈrÉ_½PÉëÙ{ÑkÀ§U|Èd½PÉnÁÂÇcÍhÄ ÇhÀ�ÇkÅr¿:Ù|ÙkÇ)T
ÁÂÇcÙEÑ�ÇcÉ�ÍKÑcÑp¾TÑp¿:Ä ¿�UEÑ+Ð:Èd½PÉhÄ%½PÉïÐ:¿�Ä Ù|Èd½PÉïÙ|ÈrÆNÐ:Ð:¿Bb�p¸ÃpÆ,Ã�Ð:¿�Ä%ÙhÈ�À�Ä ÇpÄ ÐIÇcÈdÙhÙk½<Ñ=UEÑEÄ÷Ä ÇkÈdÀ ÈdÀ�Ä%ÑkÑpÉ
Ð:¿�Ä%ÙhÈd½PÉ Å�ÑcÑkÏ�¿:ÉîÈßÁ�Ã{ÊhÙ|ÙEÃïÄ%ÑcÈ²Ù|ÈdÆ�ÆNÇkÈdÀ%Ñ.É:TBÉ:ÈdÈdÏ:½PÉ Ù|¿:Å ÁÂ½'Ä�ÄTÑpÆ,ÑpÉúUhÈd¾ Ä ½P½<É È�É:½¬ÀÂÄ%½.Ä%ÑcÈ²ÙEÑcÑ ÚÀ�¿#É�ÄTÑpÈ�Ð:¿_Æ�Ð_Ð:¿:É_À%Ñ,À�¿_ÍkÄ%½P½<ÉYb�»�¿:ÆNÐ:Ð:¿�UkÇcÈ�ÐI½P¾%¿_ÀÂÄ%¿_Ñ�Ð:¿:¾%ÈdÀ�Ä ¿_À�Ä ¿_Ù|À ½P½<É È�À�Ê�Ï:ÃcÉIÉ7T�ÈdÆ5¿_¿:É
È�Ùk½P¿:Í:ÙkÇpÄ7É7TEÏ�È��I¿:¿KÀ�ÈdÇ|ÇcÉ'È�Í|Ê�VkÉhÄ ½PÈ�À ½'Ä1É:T{ÇkÀ Æ�Ç|ÇhÀ�ÈdÈrÉ5Ä%ÑcÈ�Í�VEÊ|¾ Ê|É:Ð_ÑcÈrÉ_½P½<À ½P½<É@È�ÙEÑkÀ§U|ÈrÄ1É�b�p£ÃpÈ�ÀÂÄTÃ
½P¾%ÇcÈ�ÀÂÄTÑ5Í|¿:ÇkÅrÈdÆ,ÑEÄ Ä%Ñ�½P¾%È�Ð:¿�Ä%ÙhÈ�À�Ä ÇpÄ Ä%ÇcÈdÆNÈ;UEÑEÄ ÇkÅr½<½PÅdÅrÈ�À�½¬ÀÂÄ%ÈYÀ ÑcÆNÇcÈdÉYb

]ñ½¬ÀÂÄ2TpÕ×¾ Ç�W É¸Á�ÑMÌ²É)Øh¿:ÈdÀ�Ä�ÁÂ¿:ÅdÙEÑpÈ�À�ÈaUEÑEÄ V<âkâhÞ Ñc¾�Ä%ÈrÙ|Ùk½PÅdÈrÉ)Æ�TTÁÂÇkÀ%À Ñ£Í:½8ÁÂÇcÍhÄ ÈaUEÑEÄbq Åd½PÈa�K½ Ú¾ ÈdÉ!Å�ÑpÈdÉ Á�Ñ¸�_V²Æ�¿:¿�Ä%Ñ¸ÅdÑcÙ|ÈdÑ¸Ð:¿�Ä Ù|È�ÀÂÄ%ÇpÁÂ½<É!Í|Ê|Ï:¾ Ç�Ï�Ê|É_ÑcÆ�ÈdÈdÙ{ÑkÀÂÄTÑ:b Ü ½PÈ�Ï:ÃpÉ�Æ,ÑpÅdÅrÈdÉ_À%Ñ#ÐI½P¾%¿_ÀÂÄ%¿:¿
ÙcÇkÅrÆN½P½<É�ÇkÅr½PÄ ¿:Ù�À ½P½PÉBb

Vcb¢Ì�ÅdÈ;VkÉ À ¿:ÇcÉ_ÈdÀ�Ä Ç�ÇcÉ ÈrÄ%À ½<À ÈrÆNÈdÅdÑkÑp¾%ÈdÀ ½<À�Ä È8Í_ÑcÑc¾%Ñc¿�Ä ¿)U{Ñ@Ê�¾TÑpÙhÄ%ÑkÑpÅdÈNThÁÂÇcÙEÑ4Ä%Ã{ÊhÄ Ä%ÃcÃ4½PÅdÈaVcÉ
ÙcÇkÙcÇ�Ùc½PÍ_ÇcÉ.ÄTÑpÈ�Ä%ÈrÅ�ÑpÉIçpb

w�b »�¿�Ä%ÙhÈ�À�Ä ÇcÉ�Ð_ÃkÃEÄ%½PÇkÀ%ÑcÀ ½'ÄªÈ�Í:Èd¿_À%À�¿_ÇcÉ:½PÄ1É×Ç*UEÑEÄ ÆNÈÛÄ%ÇcÈdÅÛÄTÑcÑcÉ�UEÑpÙ|ÈdÇcÈrÄ%Ñ_b
�:b¢Ì�É:½<¾ ÎkÈdÑ)T�ÁÂÇcÙEÑ ÑpÈdÙEÑ{Ê|Ù|À ÈdÙ�VkÀ%À%Ã Ä%Ñc¾(U|ÈrÄ%ÑkÑpÉ ¾%Ñ=U|ÈdÉ:É:ÇcÉ Ù|¿:Å ÁÂ½'Ä�ÄTÑpÆNÈ�À�½<½PÉdT£ÇcÉ Ð:Èd½PÉ:ÈdÉ
Æ,ÑpÍ_Ï�ÇkÅrÅdÈdÉ:½PÉ)ècb
fB¿:Ä ¿_À�Ä ¿�ÄTÑcÑcÉ�É|ÊhÄC] ½<À�Ä ÈdÉdT�Õ×¾ Ç�W É:ÈdÉ+Á�Ñ�Ì�É)Øh¿:È�ÀÂÄ%ÈrÉ4Æ,ÑpÅdÅrÈdÈrÉ4ÙEÑcÀ(UhÈd½PÉ5ÁÂÇcÍhÄ ÇhÀ�ÇkÅr¿_ÙcÇcÉ

Ä%ÑcÐ_Ñp¿:Ù�À ½<À%À Ñ_b#n|ÈdÈdÉ_Ã.Ð:¿:Ä Ùc½PÄ+Ç*U{ÑpÄ²Á�Ã{Ê|Ù|Ù|ÈdÃ Á�Ñ�U|Èr¾%¾%½5ÙcÇkÙcÇ|ÇcÉ_Ð:¿:¾%ÈdÀ�Ä ¿:Æ,ÑpÄ ÇcÉhÄTÑ:b)p¸ÈdÀ%ÃpÙ|ÙEÃpÈdÅrÅ�Ã
Uc½<¾ È�À�¿_ÇcÉ:½PÄYÇ*U{ÑpÄYÙ|ÈrÆNÆNÇcÈ�À�È�Ñ�TPÆ�ÈdÙEÃoUEÑcÑpÄ ÈdÈcÆNÇcÉ_ÈrÆ�¿�Ä ÙEÑpÈ�À ½PÆNÆ,ÑpÉÓÄ%Ñc¾ ÙEÑcÀ�Ä ½<År¿_É#$5ékbP»�¿:Ä Ù|ÈdÀ�Ä ÇkÉ
ÑpÅd¿_À%À Ñ ÇcÉéÊ|Ù�À�È¸ÈdÀ ÇþÐ:¿�Ä Ù|ÈhÈ»Uc½<¾ È�À ¿:ÇcÉ:È�À�Ä ÇkÀ%À%ÑñÑcÇc¾ Ä�Ä%Ñ)T

n0 = 1
É7T�ÁÂÇkÙEÑþÍ_ÑcÑc¾%Ñc¿�Ä ¿:¿

n1
c Ù�À È

Ùc½¬À�Ùk½PÉ_ÃkÃpÉñÀ%ÑpÆ,ÑcÉ:ÅdÑcÈdÀ ½PÙ�À È�Ð:¿�Ä%Ùc½PÙ�À ÈNT:ÁÂÇpÄ ÙEÑ1Ð_¿:ÇcÅd½<À�Ä%ÑkÑpÉ Í_ÑcÑc¾%Ñc¿�Ä ¿�UEÑpÄ
n2
c Ù|À È�Ùk½<À Ùc½PÉKÃcÃpÉ
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bQf ÈdÅdÑ=U|¿:¿KÀ§U|Èd¾ ¾TÑpÉñÉ:ÇcÐI½P¿_À�À�ÈdÈdÉ_Ã
ÇcÉ
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ūk
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nk = n ∈ æ Ù{ÑcÈrÙ|ÈdÅrÅ�Ñ
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Ph = Ph(n0, . . . , nN , r0, . . . , rN , l0 . . . , lN ,m)
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Q̇0 ∝ P
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N =
a ln(m/m0)

lnn
,
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∑
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( βk
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∑
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π
( lk+1

2

)3

Nk+1

ÑpÈdÉ_ÑpÙ|ÈdÉ4À ¿:¿:¾%ÈrÅdÅ�Ñ
k
b)p¸ÃcÈrÉïÇcÅdÅr½<É1ÑpÐ:¿:Å�Ñp¿KÀ�½<½PÉ��KbrVkbrV É:ÇcÁ�ÑpÅdÅdÑ

γ =
lk+1

lk
≈

( Nk

Nk+1
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ÑpÈdÉ:½P½<É%U{ÑcÈrÍKÏ�¿:É:É_ÑcÅrÅd½�TpÁÂÇpÄ ½<É
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