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Luku O

Johdanto

Tamai nidos sisaltdd Jyviskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksessa syyslukukaudella 2002 luennoidun matematiikan valinnaisen cum lau-
de -kurssin luennot ja harjoitustehtévit. Kurssin nimi on Johdatus optimointiin
ja sen laajuus on nelja opintoviikkoa. Sen tarkoituksena on tutustuttaa deter-
ministisen optimoinnin peruskisitteisiin ja -tuloksiin ja valmistaa opiskelijoita
kuuntelemaan kevitlukukaudella stokastisen optimoinnin kurssi. Kurssi on tar-
koitettu tukemaan myds tietotekniikan laitoksen optimointikursseja (Optimoin-
timenetelmat, Optimointi, S&4toteorian perusteet).

Yleisind, matemaattisina pohjatietoina vaaditaan vain perusosaaminen mo-
niulotteisesta differentiaalilaskennasta (Differentiaali- ja integraalilaskenta 1),
joka sisdltyy kansantaloustieteen opiskelijoille pakollisiin menetelmékursseihin
(Matematiikan peruskurssi ja Matemaattinen taloustiede 1), joten tdma kurssi
soveltuu myos taloustieteiden perus- ja jatko-opiskelijoille.

Ensimmaéisessd luvussa kerrataan globaalien ja lokaalien diriarvojen kisit-
teet ja yleistetddn ne tapaukseen, jossa optimoinnin kohdekuvaus saa arvonsa
joukosta RU {—o00, 00}. Seuraavaksi tutustutaan preferenssirelaatioihin ja mii-
ritellddn yleiset ddriarvotehtdvit, joissa kohdekuvauksen arvojoukko on mik3
hyvansa joukko, jonka alkioita voidaan jarjestds preferenssirelaatiolla. Ensim-
méisessd luvussa tarkastellaan my0Os ddriarvotehtévid, joilla ei klassisessa mie-
lessé ole ratkaisua. Yksi tdllainen on junalle kiirehtijin ongelma: hin pyrkii mi-
nimoimaan junan odotusajan, kun tésmaélleen junan ldhtohetkelld sen ovet luk-
kiutuvat. Minimin sijasta haetaan e-minimej3 eli niitd muuttujan arvoja, joilla
kohdekuvaus on korkeintaan luvun e €]0, oo[ padssd infimumistaan. Reaaliluku-
jen taydellisyysaksiooma takaa, ettd jokaisella alhaalta rajoitetulla kuvauksella
on infimum. Esitetdsn ja todistetaan Ekelandin lauseen seuraus, jonka mukaan
e-minimissd kohdekuvauksen derivaatta on normiltaan pienempi kuin e.

Toisessa luvussa tutustutaan yla- ja alaraja-arvojen sekd kuvauksen puoli-
jatkuvuuden kisitteisiin ja muotoillaan niiden avulla Weierstrafiin lause dériar-
vojen olemassaolosta.

Kolmannessa luvussa kasitellidn diskreetin optimoinnin alkeita. Tarkastel-
laan tieverkossa liikkkumisen kustannusten minimointia ja tutustutaan Bellma-
nin optimaalisuusperiaatteeseen. Siitd muokataan yleinen optimaalisuusperiaa-
te, jota sovelletaan sdato- eli kontrolliteoriaan, kun aika on diskreetti.

Neljidnnesséd luvussa tarkastellaan ns. minimax-menettelyd optimoinnissa,
kun hallussa on vain puutteellinen informaatio eli optimoija ei tiedd kaikkea
oleellista. Osa muuttujista ei olekaan optimoijan hallittavissa tai ennustettavis-
sa, jolloin han olettaa niiden asettuvan hinen kannaltaan huonoimpaan mah-
dolliseen tilaan. Talldin katsotaan, ettd optimoija pelaa kahden henkiloén pelid,
jossa toisena osapuolena on muu maailma. Peliteorian peruskésitteisiin ja nolla-
summapeleihin tutustutaan. Opitaan, ettd yhteistyohaluttomien pelaajien tasa-
paino on satulapiste ja lopuksi esitetdin J. von Neumannin lause satulapisteen
olemassaolosta.
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A ariarvot

Tassé luvussa kerrataan reaaliarvoisten kuvausten globaalien, lokaalien ja sidot-
tujen dariarvojen kisitteet ja yleistetdan niité.

1.1 Kertausta

Tarkastellaan aluksi reaaliarvoisia kuvauksia, jotka on méaritelty jossakin vek-
toriavaruuden R”, n = 1,2, ..., osajoukossa.

1.1.1 Reaaliarvoisen kuvauksen globaalit d&riarvot

Maiidritelma 1.1.1 Olkoonn =1,2,..., A C R"™ epdityhji joukko ja f: A - R
kuvaus. Piste ©1 € A on kuvauksen f globaali maksimikohta ja f(x1) on sen
globaali maksimi eli suurin arvo, jos

f (@) < f(z1) kaikilla z € A. (1.1)

Vastaavasti zo € A on kuvauksen f globaali minimikohta ja f(x2) on sen globaali
minims eli pienin arvo, jos

f(@) > f(z2) kaikilla z € A. (1.2)

Esimerkki.

1. Olkoon A = {1,2,3} ja f(z) = z. Suurin arvo on f(3) = 3 ja pienin arvo
F1)=1.

2. Jos A =N = {0,1,2,...} ja f(z) = z, niin pienin arvo on f(0) = 0 ja
suurinta arvoa ei ole.

3. Jos A =R ja f(z) = 1/(1+ 2?), niin

1 .
0<f(.’17) < m =1 kalklllamEIR\{O}

Siten f(0) = 1 on suurin arvo. Pienint4 arvoa ei ole, silla lim, o, f(z) = 0.
4. Jos A=R?ja
_ |.'L'1.’132|

1+ 2’

niin f(z) = f(0) = 0 on pienin arvo ja suurinta arvoa ei ole.

f(z) = f(z1,22)

Optimointi on ddriarvotehtivien ratkaisemista. Talloin on selvitettdva, onko
tarkasteltavalla kuvauksella d&driarvoja sekd haettava ne. Tuttu derivaatan nolla-
kohtien hakeminenhan antaa vasta joukon &driarvokohtaehdokkaita. Esitetdin
ensimméinen diriarvojen olemassaolotulos.

1
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Lause 1.1.2 Olkoon A C R"™, n =1,2,..., epdtyhji ddrellinen joukko. Tdlldin
jokaisella kuvauksella f: A — R on suurin ja pienin arvo.

Todistus. Kuvaus f saa vain ddrellisen monta eri reaalilukuarvoa. Niiden jou-
kossa on suurin ja pienin luku. m.o.t.

1.1.2 Reaaliarvoisen kuvauksen lokaalit d3riarvot

Lokaalien eli paikallisten dariarvojen maarittelyyn tarvitaan avoimen joukon tai
pisteen ympariston kisite. Aloitetaan esimerkilla.

Esimerkki. Olkoon A = R ja f: A — R, f(z) = z* — 222. Talldin kuvauk-
sella f ei ole suurinta arvoa, mutta lokaali maksimi silld on origossa:

fO)=0> f(z) =2*@* —2) kun —V2<z<V2jaz#0.

Olkoot n =1,2,..., r >0 ja z,z € R™. Merkitdan
n 1/2
ol = (3202) " jad(z,2) = llo - 2
j=1

Sanotaan, ettd ||z|| on vektorin (pisteen) z normi ja d(z,z) on vektoreiden
(pisteiden) z ja z etdisyys. Joukkoa

B(z,r) ={y e R" | d(z,y) <r} ={y e R" | |lz —y[| <r}

sanotaan x-keskiseksi r-sdateiseksi avoimeksi palloksi. Vektoriavaruuden R™ os-
ajoukkoa A sanotaan avoimeksi, jos ja vain jos jokainen z € A on joukon A
sisdpiste eli on olemassa J, €]0, oo[ siten, ettd B(z,d,) C A.

Maiéritelma 1.1.3 Olkoonn =1,2,..., A C R"™ epdtyhji joukko ja f: A - R
kuvaus. Piste x1 € A on kuvauksen f lokaali maksimikohta ja f(x1) on sen
lokaali maksimi, jos on olemassa avoin joukko A; C R"™ siten, ettd ©1 € Ay ja
f(z1) on rajoittumakuvauksen fia,: A — R, fla,(x) = f(z) suurin arvo.

Piste 2 € A on kuvauksen f lokaali minimikohta ja f(z2) on sen lokaali
minimi, jos on olemassa avoin joukko Ay C R™ siten, etti x2 € Az ja f(x2) on
rajoittumakuvauksen fi4,: A2 — R pienin arvo.

Huomaa, ettd tassd madrittelyssd voitaisiin pisteet x; tai zo sisdltévat avoimet
joukot korvata ne-keskisilla avoimilla palloilla ilman, ettd minimit ja maksimit
muuttuisivat. Tadma ei onnistu kaikissa avaruutta IR™ yleisemmisséd joukoissa
médritellyille kuvauksille!.

Esimerkki. Olkoon f:R? = R, f(z) = f(z1,22) = 2} + 23 + 23. Kuvauk-
sella f ei ole suurinta eikd pienintd arvoa; f(0,0) = 0 on sen lokaali minimi.

1.1.3 Reaaliarvoisen kuvauksen sidotut diriarvot

Esimerkki. Mitoita litran vetoinen ja lierion muotoinen maalitolkki siten, ettd
sen pinta-ala on mahdollisimman pieni! Merkitddn télkin pohjan sidettd r ja
korkeutta h. On siis haettava kahden muuttujan kuvauksen

f:R? = R, f(r,h) = 27r? + 27rh

I Topologisissa avaruuksissa peruskisitteens on joukon avoimuus; avoimia palloja, etdisyyk-
sid tai normeja ei niissd valttdmattd ole lainkaan madritelty.
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pienin arvo, kun sen 13ht6joukko rajataan joukoksi
S ={(r,h) € R?|7,h >0, mr’h = 1}.

Sijoittamalla kuvauksen f lausekkeeseen h = 1/mr? tehtivi palautuu yhden
muuttujan ddriarvotehtiviksi, jossa on haettava kuvauksen

6:10,00[5 R, 6(r) = (1) = 2w + 1),

suurin arvo. Tolkin pinta-ala on siten suurin, kun (desimetreissi)

1 T
r= ~ 0,54 jah= ¢/ —~1,08.
v2r ! 4

Maiédritelmi 1.1.4 Olkoot A, S C R™ epatyhjia joukkoja siten, ettda S C A, ja
f:A—> R kuvaus; n =1,2,.... Tehtdvid

Hae rajoittumakuvauksen fians globaalit (vast. lokaalit) maksimit!
Hae rajoittumakuvauksen fians globaalit (vast. lokaalit) minimit!

sanotaan sidotuiksi globaaleiksi (vast. lokaaleiksi) ddariarvotehtaviksi. Talloin ku-
vausta f kutsutaan kohdekuvaukseksi eli objektifunktioksi ja joukon S esityksis-
s¢ S = {x € A| ...} kohdassa ... esiintyvid ehtoja sanotaan rajoitteiksi eli
side-ehdoiksi.

Esimerkki. Liikennoéitsija kuljettaa rahtia Jyviskyldn ja Konneveden vilillg
edestakaisin yhdelld kuorma-autolla, jonka kantavuus on 20 tonnia. Rahdista
hén saa 10 euroa/tonni. Hanen viikoittaiset kiintedt kulunsa ovat 2000 euroa
ja muuttuvat kulunsa euroissa ovat 10vy/2 + x, missd v on kuorma-auton kes-
kinopeus (km/h) ja 2 on keskilasti tonneissa. Viikossa hinen autonsa kuljettaa
7 x 24v/100 lastia. Keskinopeus pienenee lastin kasvaessa seuraavasti:

v<780
~1+40,2yz

Liikennditsija haluaa valita muuttujat x ja v siten, ettd hénen voittonsa f(z,v)
on mahdollisimman suuri. Siten kohdekuvaus on

f:[0,00*= R, f(z,v) = 16,8zv — 10vv/2 + = — 2000,

ja side-ehdot ovat
400

0<z<20,0<v<
5+

B

1.2 R-arvoisten kuvausten Airiarvot

Téssé jaksossa yleistetddn sekd kuvauksen méirittely- ettd maalijoukkoa.

1.2.1 Laajennettu lukusuora

Joukkoa R U {—00, 00} merkit#éin symbolilla R tai [—o0, 00] ja sité sanotaan
laajennetuksi lukusuoraksi. Merkitdan myos | — oo, 00] = RU{o0} ja [—o0,00[=
R U {—o0}. Niiden alkioista sovitaan seuraavat merkinnit seki lasku- ja vertai-
lusdannot:

1. —o<a< xeli—00 <ajaa< oo, jos javain jos a € R.
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2. Olkoot a,b € R. Silloin a < b, jos ja vain jos a,b € Rjaa < btaia€ R

jab=ootaia=—occjabe R taia=—o0 jab=oc.
3. Olkoot a,b € R. Silloin a < b, jos ja vain jos a < b tai b = a.
4. Olkoot a,b € R. Silloin a = b, jos ja vain jos a < b ja b < a.
5. c0o+o00o=00ja —00—00=—00+ (—00) = —00.
6. Olkoon ¢ € R. Silloina+ o0 =00+a=00jaa—00=—-00+a = —00.
7

. Olkoon a € R. Silloin

0, josa >0,

a- 00 = aoo = 00a = .
{ —o0, josa<o,

{ —00, josa>0,

a(—00) = —ooa = .

0, jos a < 0.

Huomaa, ettd oo — 00, —00 + 00, 0-00, 00-0, 0+ (—00) ja 0o -0 jaivit madritte-
lemétta?

1.2.2 Globaalit ja lokaalit diriarvot

Nyt voidaan yleistdad globaalien ja lokaalien &driarvojen kisitteet tavalla, joka
tekee sidottujen &d&riarvotehtdvien muotoilemisen lyhyeksi. Huomaa, ettd ku-
vauksen méirittelyjoukko oletetaan vain epatyhjiksi.

Miritelma 1.2.1 Olkoon A epityhji joukko ja f: A — R kuvaus. Piste x| €
A on kuvauksen f globaali maksimikohta ja f(x1) on sen globaali maksimi eli
suurin arvo, jos

f(z) < f(z1) kaikilla z € A. (1.3)

Vastaavasti x2 € A on kuvauksen f globaali minimikohta ja f(x2) on sen globaali
minims eli pienin arvo, jos

f(z) > f(z2) kaikilla z € A. (1.4)
Esimerkki.
1. Olkoon A =1 ja
. = [ 2%, josze€[-1,1],
fiA= R, fl@) = { oo  muulloin.
Kuvaus f saavuttaa suurimman arvonsa oo, kun || > 1. Sen pienin arvo
on f(0)=0.
2. Olkoot

A ={g:[0,1] = R | g on jatkuva ja paloittain jatkuvasti
1
derivoituva, g(0) =1,¢9(1) =1}, f(9) = / V1+g'(z)?da.
0

Lauseke f(g) on pisteits (0,1) ja (1,1) yhdistéviin polun [0,1] = R?, z —
(z,9(z)) pituus. Koska g’ on paloittain jatkuva, integraali saa reaaliarvon
tai arvon oo epéoleellisena integraalina. Siten f: A — R. Joukossa A se on
pienin, kun g(z) = 1 eli suora on lyhin tie tason kahden eri pisteen vililla
(harj. teht.).

2Yleenss ne jadvitkin miirittelemitts, mutta kuperien kuvausten teoriassa sovitaan toisi-
naan, ettd oo — 0o = —00 + 00 = 00, ks. [2, 5. 9].
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Lause 1.2.2 Olkoon A epityhji ddrellinen joukko. Tdlldin jokaisella kuvauk-
sella f: A — R on suurin ja pienin arvo.

Todistus. Kuvaus f saa vain #irellisen monta eri arvoa joukosta R. Niiden
joukossa on suurin ja pienin luku. m.o.t.

Midritelma 1.2.3 Olkoon (X, 7) topologinen avaruus®, A C X epityhji jouk-
ko ja f: A = R kuvaus. Piste 1 € A on kuvauksen f lokaali maksimikohta ja
f(x1) on sen lokaali maksimi jos on olemassa avoin joukko Ay C X siten, ettd
z1 € Ay ja f(z1) on rajoittumakuvauksen fia,: A1 — R, fla,(z) = f(z) suurin
arvo.

Piste xo € A on kuvauksen f lokaali minimikohta ja f(x2) on sen lokaali
minimi, jos on olemassa avoin joukko As C X siten, ettd xo € Az ja f(x3) on
rajoittumakuvauksen f4,: Az — R pienin arvo.

1.2.3 Sidotut diriarvot

Maéritelmd 1.2.4 Olkoot A ja S epityhjid joukkoja siten, ettdi S C A, ja
f: A= R kuvaus. Tehtdvid

Hae rajoittumakuvauksen flans suurin arvo!
Hae rajoittumakuvauksen fians pienin arvo!

sanotaan sidotuksi globaaleiksi ddriarvotehtiviksi.
Olkoon A lisiksi topologinen avaruus. Tehtavid

Hae rajoittumakuvauksen flans lokaalit maksimit!
Hae rajoittumakuvauksen fians lokaalit minimit!

sanotaan sidotuiksi lokaaleiksi ddriarvotehtdviksi.

Kuvausta f kutsutaan kohdekuvaukseksi eli objektifunktioksi ja joukon S esi-
tyksissi S = {x € A | ...} kohdassa ... esiintyvid ehtoja sanotaan rajoitteiksi
eli side-ehdoiksi.

Maiidritelma 1.2.5 Olkoon X epdtyhjd joukko ja A joukko. Kuvausta f: A —
R U {oo} sanotaan kelvoksi*, jos se ei ole identtisesti oo. Kuvausta

= 0 jos ¢ € A,
I4:X 5 R, IA(m):{ o ;osm&’A

sanotaan joukon A indikaattorifunktioksi (joukossa X ).

Huomataan, ettd joukon A indikaattorifunktio epatyhjissd joukossa X on
kelpo kuvaus tédsmailleen silloin kun A N X # 0.

Lause 1.2.6 Olkoot A ja S epityhjid joukkoja siten, ettd S C A. Jos f: A —- R
on kelpo kuvaus, niin jokainen kuvauksen f globaali minimikohta sidehdolla
x € S on koko joukossa A mddritellyn kuvauksen f + Is globaali minimikoh-
ta. Jos lisiksi f ans on kelpo kuvaus, niin jokainen kuvauksen f + Is globaali
minimikohta on kuvauksen f globaali minimikohta side-ehdolla = € S.

3Qletetaan siis, ettd X on epityhji joukko, 7 on joukko X:n osajoukkoja, joita sanotaan
avoimiksi, ja 7 toteuttaa seuraavat ehdot.

1. 0,Xer.
2. Jos A1,A2,...,Ap € T, niin n?=1Aj €ET.
3. Jos A; € 7 kaikilla j € J (J mikd hyvénsd epétyhji joukko), niin UjesA; € 7.

Avaruus (R™, 7') on topologinen avaruus, kun 7/ on kaikkien joukon R™ avoimien osajoukkojen
joukko.
4Engl. proper function, ransk. fonction propre, ven. sobstvennaja funkcija.
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Todistus. Olkoon f(z1) sidotun tehtévan pienin arvo. Talloin z1 € S ja

flz)+Is(zy) = fzy) < { f(z), :1]22 ; ; g } = f(z)+Is(z) kaikilla = € A.

00,

eli 1 on myos kuvauksen f + Ig globaali minimikohta.
Olkoon z; € A kuvauksen f + Is globaali minimikohta. Koska fi4ns ja f
ovat kelpoja, niin 1 € AN S ja siten

flans(z1) = f(z1) = f(z1)+Is(z1) < f(2)+Is(x) = flans(z) kaikilla z € SNA
eli z; on kuvauksen f pienin arvo side-ehdolla z € S. m.o.t.

Edellisen lauseen seurauksena saamme seuraavan tuloksen, jolla sidottu &ariar-
votehtévd voidaan palauttaa tavalliseksi ddriarvotehtivaksi.

Lause 1.2.7 Olkoot A ja S epityhjii joukkoja ja f: A — R kuvaus siten, ettd
S C A ja flans on kelpo. Silloin seuraavat ddriarvotehtivit

1. Hae kuvauksen f: A — R pienin arvo side-ehdolla x € S!
2. Hae kuvauksen f + Is: A - R pienin arvo!

ovat yhtdpitdvid eli niiden globaalit minimikohdat ovat samat ja niissi kohde-
kuvaukset saavat samat arvot.

1.3 Yleiset optimointitehtavat

Téssé jaksossa tarkastellaan optimointitehtavié, joissa kohdekuvaus ei valtté-
mattd ole reaali- tai R-arvoinen. Sen maalijoukon alkioita kuitenkin voidaan
panna mieluisuusjirjestykseen.

1.3.1 Relaatiot
Olkoot X ja Y epityhjid joukkoja. Niiden karteesinen tulo on

XxY={(z,y)|z€eX,yeY}. (1.5)

Joukon X x Y epityhjia osajoukkoja sanotaan (2-paikkaisiksi eli binddrisiksi)
relaatioiksi eli suhteiksi. Olkoon S C X X Y relaatio. Merkitdin

xSy jos ja vain jos (z,y) € S,

Sz =S(@):={y €Y | (z,9) € 5},

D(S):={z € X | onolemassay €Y s.e. (z,y) € S} ={z € X | Sz # 0},
R(S)=S5(X):={y €Y | onolemassaz € X s.e. (z,y) € S},
S™l:={(y,r) €Y x X | (2,9) € S}.

Relaatiota S—' sanotaan relaation S kéddnteisrelaatioksi eli kidnteissuhteekss.
Joukkoja D(S) ja R(S) sanotaan relaation S mddrittely- ja arvojoukoiksi. Jouk-
koa Sz sanotaan relaation S arvoksi pisteessi x € X.

Esimerkki.

1. Olkoon X =Y kaikkien ihmisten joukko ja merkitdan S:114 sukulaisuutta.
“Pekka ja Kalle ovat sukua” kirjoitetaan silloin lyhyesti (Pekka, Kalle)e S
tai Pekka S Kalle.

2. Laajennetun lukusuoran R alkioiden tuttu suuruusjirjestys < on relaatio.
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3. Funktiot eli kuvaukset ovat nekin relaatioita. Itse asiassa kuvaus f: X - Y
on relaatio S, jonka mairittelyjoukko D(S) = X ja jonka arvo kussakin
pisteessd © € D(S) on tasmélleen yhden alkion siséltava joukko. Talldin
samastetaan kuvauksen arvo f(z) ja relaation arvo {f(z)}. Téstd syysta
relaatioita kutsutaan toisinaan moniarvoisiksi kuvauksiksi tai moniarvoi-
siksi operaattoreiksi.

Tarkastellaan vield Kallen, Pekan ja Villen joukkoa eli lyhyesti {K, P,V}.
Merkitddn sukulaisuutta xSy. Yhdessd mahdollisessa maailmassa eli mallissa
pojat ovat veljeksid, jolloin

S = {(K’K)’ (K,P), (K7V)= (P,K), (P,P), (P,V), (V,K), (VJP)J (V, V)}
Toisessa mahdollisessa maailmassa he ovat serkuksia siten, ettd
S ={(K,K),(K,P),(P,K),(P,P),(P,V),(V,P),(V,V)}.

Tarkasteltavasta relaatiosta riippuen sellaiset lauseet kuin “2Sy kaikilla z,y €
X” voivat olla tautologioita eli tosia kaikissa mahdollisissa maailmoissa, kon-
tingentteja eli tosia yhdessd ja epétosia toisessa mahdollisessa maailmassa tai
kontradiktioita eli epatosia kaikissa mahdollisissa maailmoissa.

Maiaéritelma 1.3.1 Olkoot X ja S C X x X epdtyhjid joukkoja. Suhdetta S
sanotaan

1. refleksiiviseksi, jos kaikilla x € X pitee xSz,

2. symmetriseksi, jos kaikilla z,y € X pitee Sy = ySz

3. transitiiviseksi, jos kaikilla z,y,z € X pdtee xSy ja ySz = x5z,

4. antisymmetriseksi, jos kaikilla x,y € X pdtee xSy jo ySzx —= x =y,
5. heikosti yhtendiseksi, jos kaikilla z,y € X pditee

z #y = xSy tai ySx,

6. yhtendiseksi, jos kaikilla x,y € X pétee xSy tai ySx.

Jos relaatio S on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, niin sitd kutsu-
taan ekvivalenssirelaatioksi.

Esimerkki.

1. Thmisten vélinen lhisukulaisuus on symmetrinen ja refleksiivinen mutta
ei transitiivinen eikd heikosti yhtendinen.

2. Thmisten vilinen aleneva sukulaisuus (isoisé, isd, tytér, tyttirenpoika, .. .)
on antisymmetrinen, refleksiivinen ja transitiivinen mutta ei symmetrinen
eikd heikosti yhtendinen.

3. Thmisten villinen rakkaus (pikemminkin eros- kuin agape-lajia®) ei ole hei-
kosti yhtendinen, refleksiivinen, symmetrinen eiki transitiivinen.

4. Laajennetun lukusuoran relaatio < on antisymmetrinen, refleksiivinen,
transitiivinen ja yhtendinen.

5. Matematiikan yhtdsuuruusrelaatio = on ekvivalenssirelaatio.

6. Agape-lajin rakkaus ihmisten vilill3 lienee refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen. Siis ekvivalenssirelaatio.

5Jumalan rakkaus ihmisiin on agape-lajia. Ks. 1. Kor. 13.
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1.3.2 Jarjestysrelaatiot

Maiéritelma 1.3.2 Olkoon X epdtyhji joukko. Relaatiota S C X x X sano-
taan (osittain) jarjestykseksi, jos se on antisymmetrinen, refleksiivinen ja tran-
sitiivinen. Jos S on lisiksi yhtendinen, sanotaan sitd kokonais- eli lineaariseksi
jarjestykseks.

Jarjestyksen ja kokonaisjirjestyksen kisitteiden avulla esitetdin kylla tarkea
Zornin lemma®, mutta katsotaanpa joitakin esimerkkeja.

Esimerkki.
1. Laajennetun lukusuoran relaatio < on kokonaisjirjestys.
2. Osajoukkorelaatio C on jirjestys.

3. Osajoukkosuhde C on lukusuoran vilien joukossa {] — n,n[| n € N}
kokonaisjirjestys.

4. Esitetdin itseddin leikkaamaton tason R2? kiiyrd parametrimuodossa
[0,1] = R?, t = (f1(t), fo(t))

ja sanotaan, ettd sen piste x on ennen pistettd y eli xSy, jos on olemassa
t,s € [0,1] siten, ettd

T = (fl(t)an(t)): Y= (f1(8)7f2(s)) jat <s.
Talloin S on kiyrdn pisteiden kokonaisjérjestys.

5. Jarjestetddn pataljoonan alokkaat heidin pituutensa mukaan: xSy, jos ja
vain jos  on lyhyempi tai yhtd pitkd kuin y. Talloin S on refleksiivinen,
transitiivinen ja yhtendinen, mutta ei symmetrinen eikd antisymmetrinen.

Viimeinen esimerkki osoittaa, ettd jirjestyksen tai kokonaisjérjestyksen ki-
site eivit ole aivan sopivia esittdm&dn preferensseja: antisymmetrisyys on liian
rajoittava.

Maaritelma 1.3.3 Olkoon X epdtyhja joukko. Joukon X suhdetta < sanotaan
preferenssi- eli etusijasuhteeksi jos se on refleksiivinen, transititvinen jo yhte-
ndinen. Tdlléin x < y luetaan “y on parempi tai yhtd hyvi kuin x”.
Esimerkki.
1. Olkoon n = 1,2,.... Tarkastellaan joukkoperhett’
X ={A CR" | A on rajoitettu Jordanin joukko }.
Merkitadn Jordanin joukon A tilavuutta V(A), missd
V(4) = / 1da.
A
Sanotaan, ettd A < B, jos ja vain jos V(A) < V(B). Talléin < on joukon

X refleksiivinen, transitiivinen ja yhtendinen relaatio. Antisymmetrinen
se ei ole, joten se on etusijasuhde, mutta ei osittain- tai taysinjarjestys.

SEli jokaisessa ylh#ilts rajoitetussa jérjestetyn joukon tiysin jarjestetyssi osajoukossa on
maksimaalinen alkio.

7Jordanin joukko A on sellainen joukko, jonka reuna dA on nollamittainen Lebesguen
mielessi eli jokaiselle € > 0 on olemassa kompaktit vilit I, Is,... C R™ siten, ettd

o0
9ACUR Ik ja D AIk) <,
k=1
missd A(Ix) on vilin Iy tilavuus.
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2. Olkoon (X,o,u) mitta-avaruus®. Mitallisista joukoista A, B C X sano-
taan, ettd A < B, jos ja vain jos u(A) < u(B). Jalleen < on etusijasuhde
mitallisten joukkojen perheessd o, mutta ei osittain- tai tdysinjirjestys.

3. Olkoon X epityhji joukko ja f: X — RR. Alkioista x,y € X sanotaan, etts
x <y, jos ja vain jos f(z) < f(y). Télloin < on etusijasuhde joukossa X.

Nyt voidaan médritelld yleiset dariarvot.

Maiiritelma 1.3.4 Olkoot A ja B epatyhjid joukkoja, < joukon B etusijasuhde
ja f: A — B. Piste x1 € A on kuvauksen f globaali etusijakohta ja f(x1) on sen
globaali etusija eli paras arvo, jos

f(z) % f(z1) kaikilla z € A. (1.6)

Vastaavasti xo € A on kuvauksen f globaali takasijakohta ja f(x2) on sen glo-
baali takasija eli huonoin arvo, jos

f(z1) 2 f(x) kaikilla z € A. (1.7)

Seuraavaksi voitaisiin maaritelld yleiset lokaalit ja sidotut &driarvotehtavit.
Jatetdan se lukijan tehtaviksi.

1.3.3 Aidot yleiset diriarvot

Lukusuoralla on kolme relaatiota: <, < ja =. Tahén asti on puhuttu vain etusi-
jasuhteesta <, koska sen avulla voidaan maéritelld lukusuoran relaatioiden < ja
= vastineet,.

Maaritelma 1.3.5 Olkoon X epdtyhja joukko ja < sen etusijasuhde. Mddritel-
ladn joukon X suhteet < ja ~ kaavoin

T <Yy, jos ja vain jos x Xy ja ety X T, (1.8)
T~ Yy, jos ja vain jos x =y joy = . (1.9)

Suhdetta < sanotaan joukon X aidoksi etusijasuhteeksi eli aidoksi preferenssi-
relaatioksi; x < y luetaan “y on parempi kwin x”. Suhdetta ~ sanotaan joukon
X samasijasuhteeksi eli indifferenssirelaatioksi; © ~ y luetaan “r on yhtd hyvd
kuin y”.

Esimerkki. Rajoitetut Jordanin joukot ovat A,B C R", n = 1,2,..., ovat
yhtd hyvii, jos niiden tilavuus on sama. Joukko A on parempi kuin joukko B,
jos edellisen tilavuus on jilkimmaisen tilavuutta suurempi.

Lause 1.8.6 Olkoon X epdtyhji joukko ja < sen etusijasuhde. Relaatio ~ on
ekvivalenssirelaatio. Relaatio < on transitiivinen ja heikosti yhtendinen, mutta
ei yhtendinen, symmetrinen eikd refleksiivinen.

Todistus. Harjoitustehtéva. m.o.t.

Nyt voidaan maaritelld yleiset aidot d&riarvot.

Maiiritelma 1.3.7 Olkoot A ja B epdtyhjid joukkoja, < joukon B etusijasuhde
ja f: A — B. Piste t1 € A on kuvauksen f globaali aito etusijokohta ja f(x1)
on sen globaali aito etusija eli aito paras arvo, jos

f(z) < f(z1) kaikilla © € A\ {z1}. (1.10)

8Ks. mitta- ja integraaliteorian kurssi; X on epityhji joukko, o on tietynlainen perhe (o-
algebra) sen osajoukkoja, joita sanotaan mitallisiksi joukoiksi, ja u : ¢ — [0,00] on tietyt
ehdot toteuttava kuvaus. Arvoa u(A) sanotaan joukon A € ¢ mitaksi.
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Vastaavasti xo € A on kuvauksen f globaali aito takasijakohta ja f(z2) on sen
globaali aito takasija eli aito huonoin arvo, jos

fz1) < f(x) kaikilla z € A\ {z1}. (1.11)

Vastaavasti voidaan maéaritelld yleiset aidot lokaalit ja sidotut d&riarvot. J&-
tetddn se lukijan tehtaviksi.

1.3.4 Etusijasuhde ja kohdekuvaus

Taloustieteisséd on vilkkaasti keskusteltu, onko olemassa hy6dyn tai mielihyvéin
kisitettd numeerisena kuvauksena, onko kuluttajan hyoty esimerkiksi

U(q) = pq — P(q),

h&nen kuluttaessaan nopeudella g tiettya tuotetta, jonka yksikkdhinta on p; tas-
sd P:IR — R esittiisi kuluttajan mielihyvas. Juurikaan ei kiistetd sitd, ettei-
ko kuluttajalla olisi mieltymyksis, joiden perusteella hin kiyttaytyy, ja ettd ne
muodostaisivat preferenssirelaation?. On siis ongelmallista, seuraako etusijasuh-
teen olemassaolosta numeerisen mittalukukuvauksen olemassaolo: jos osataan
panna esineet kauneusjirjestykseen, niin onko silloin kauneus samankaltainen
mitattava suure mittayksikineen kuin alokkaiden pituus?

Seuraava lause sanoo, milloin yleinen globaali dariarvotehtéva palautuu glo-
baaliksi #iriarvotehtiviksi, jonka kohdekuvaus on R-arvoinen.

Lause 1.3.8 Olkoot X ja Y epityhjii joukkoja, < joukon Y etusijasuhde ja
kuvaukset f: X —Y, g:Y — R siten, ettd

x <y, jos ja vain jos g(x) < g(y) kaikilla z,y € Y. (1.12)

Tdllgin yleinen globaali dariarvotehtiva, jonka kohdekuvaus on f, on yhtdpitdvi
sen globaalin ddriarvotehtdvin kanssa, jonka kohdekuvaus on

gof:X - R,z r—)g(f(m))

Todistus. Yhtapitavyydelld tarkoitetaan tédssi sitd, ettd globaalit etusijakoh-
dat vastaavat globaaleja maksimikohtia ja globaalit takasijakohdat globaaleja
minimikohtia. Itse todistus on triviaali. m.o.t.

Kysymysti, onko olemassa kuvausta g: Y — IR, joka esittiisi annetun joukon
Y etusijasuhteen < kaavan (1.12) mukaisesti, sanotaan metrisointiongelmaksi.
Kuvauksen g olemassaolo ei kiiytidnnossd riitd, vaan sen lauseke tulisi tietdd.
Kuvaukselta g vaaditaan yleensd vield lisdominaisuuksia. Senhén tulisi vasta-
ta alokkaiden jirjestdmisesimerkissé esiintynyttad alokkaan pituutta, siis mitta-
lukukuvausta: kaksi metrinpituista alokasta on yhteensd yhtad pitkd kuin yksi
kaksimetrinen alokas.

Kuvauksen g olemassaolo ja lisdiominaisuudet voivat yhdessa olla ldhes riitta-
v vastaus kilytinnén metrisointiongelmaan'®. Tarkastellaan esimerkiksi kvan-
titatiivisen massan késitteen konstruoimista ideaalisesta orsivaa’asta.

Maiéaritelma 1.3.9 Olkoon X epdtyhji joukko, < sen suhde ja ©: X x X —
X kahden muuttujan kuvaus. Kolmikkoa (X,=,0) sanotaan ideaaliseksi orsi-
vaa’aksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

9Yksi syy intoon kiist#3 mielihyvi- tai hyotyfunktion olemassaolo on ns. aleneva rajahyddyn
laki: nélkdiselle ensimmadiset leipdpalat ovat mieluisammat. Jos vield asetetaan tavoitteeksi
ihmisten yhteishyddyn kasvattaminen, olisi silloin tavoiteltava tasaista tulonjakoa ja siten
tulonsiirtoja pienituloisille.

10Ks. Tlkka Niiniluoto: Approksimaatio ja idealisaatio teorianmuodostuksessa, Arkhimedes,
1A (1986), ss. A38—-A48.
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1. Suhde < on joukon X etusijasuhde.
2. Jokaisella a,b,c € X pitee ao (boc) ~ (aob)oc.

3. Jokaisella a,b,c € X pitee

a=b<=aoc<boc<=coa=<Xcob.

4. Jokaisella a,b € X péitee a < aob.

5. Jos a < b, niin kaikille c,d € X on olemassa positiivinen n € N siten, ettd
naoc X nbod, missd tulot na ja nb on madritelty induktiivisesti kaavoin
la=a ja (k+1)a = ka ¢ a.

Nimitys “orsivaaka’” on luonteva, koska voidaan ajatella, ettd alkiot a, b, ¢, d €
X ovat fysikaalisia kappaleita, laskutoimitus a< b vastaa sitd, ettd kappaleet a ja
b pannaan samaan orsivaa’an kuppiin. Merkinta na, n € N, vastaa sitd, etts yh-
teen kuppiin pannaan n kappaletta punnusta a. Toisaalta a < b kertoo sen, ettd
alempana on kuppi, jossa on a. Jos taas a ~ b, on orsi tasan vaaka-asennossa.
Talloin on uskottavaa, ettd ehdot 1-5 ovat voimassa ainakin idealisoivien oletus-
ten vallitessa: esimerkiksi vaaka on kitkaton ja kuppeihin mahtuu mielivaltaisia
méirid kappaleita.

Lause 1.3.10 Kolmikko (X, X,0) ideaalinen orsivaaka, jos ja vain jos on ole-
massa kuvaus f: X —]0, 00 siten, etti kaikilla a,b € X pdtee:

1. a %b, jos ja vain jos f(a) < f(b).
2. f(aob) = f(a) + f(b).

Kuvaus f on yksikdsitteinen positiivista kerrointa vaille: jos g: X —]0,00[ to-
teuttaa ehdot 1 ja 2, niin g = af jollakin o €]0, cq].

Todistus. Ks. Krantz et al'l, s. 74. Vrt. geometrian kurssin janamitan olemassa-
olo- ja yksikisitteisyyslauseen todistukseen. m.o.t.

1.4 e-aariarvot

Tarkastellaan junalle kiirehtijin ongelmaa. Junan ovet lukkiutuvat ja se l&htee
tasan ajanhetkelld ¢ = 0. Kiirehtija haluaa minimoida odotusaikansa f(t), misséi
t on hinen asemalaiturille saapumishetkensd. Jos hin my6héstyy, joutuu hin
odottamaan seuraavaa junaa. Siis kohdekuvaus on

1 I jost <O,
Fl-wib R, s ={ G, st | (1.13)

Talla relevantilla globaalilla mininointiteht&villa ei ole pienintd arvoa, joten on

madariteltava uusi dariarvon kasite.

Mi#ritelmé 1.4.1 Olkoon X epityhji joukko, f: X — R ja € €]0,00[. Piste
x1 € X on kuwvauksen f e-maksimikohta ja f(x1) e-maksimi, jos

f(z1) 2 sup{f(z) |z € X} —e.
Piste o € X on kuvauksen f e-minimikohta ja f(x¢) e-minimi, , jos

f(zo) <inf{f(z) |z € X} +e.

1D H. Krantz et al: Foundations of measurement, Vol I, Additive and polynomial repre-
sentations, Academic Press, Lontoo, 1971.
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Heti saamme seuraavan huomion.

Lause 1.4.2 Olkoon X # 0 ja f: X — R. Jos 2o € X on kuvauksen f globaali
minimikohta, niin se on myds e-minimikohta kaikilla € €]0,00[. Jos z1 € X
on kuvauksen f globaali maksimikohta, niin se on myds e-maksimikohta kaikilla
€ €]0, o0].

Seuraava olemassaolotulos on yleisempi ja helpompi todistaa kuin globaalien

dsriarvojen olemassaololle riittéiviit ehdot antava Weierstrafin lause!2.

Lause 1.4.3 Olkoon X epityhji joukko, f: X — R ja € €]0,00[. Jos f on
ylhddlta rajoitettu, niin silli on e-maksimi. Jos f on alhaalta rajoitettu, niin
silld on e-minimi.

Todistus. Todistetaan maksimiviittdma. Olkoon f ylhdaltd rajoitettu, jolloin
f(z) < 0o kaikilla z € X. Jos f(x) = —oo kaikilla z € X, on asia selvd. Olkoon
siis joukko

S={f(z) |z e X, f(z) eR}

epatyhji. Se on lisdksi ylhaaltd rajoitettu lukusuoran osajoukko, joten reaa-
lilukujen tdydellisyysaksiooman nojalla silld on pienin yldraja eli supremum
supS € R. Supremumin mé#iritelman nojalla on olemassa joukon S alkio y
siten, ettd

y >supS — e,

silld muutoin sup S — € olisi joukon S yliraja. Piste y on jonkin joukon X alkion
x1 kuva eli y = f(x1).

Minimivéittadman todistus kiy samoin kiiyttden hyviksi tietoa, ettd jokaisella
alhaalta rajoitetulla epétyhjalld lukusuoran osajoukolla on pienin alaraja eli
infimum inf S € R. m.o.t.

Esimerkki.

1. Olkoon f annettu kaavalla (1.13) ja € €]0, 1[. Silloin inf{f(z) |z € X} =0
ja vili ]0,€] on kuvauksen f kaikkien e-minimien joukko; sen kaikkien e-
minimikohtien joukko on [—¢, 0] .

2. Olkoon € €]0, o[ ja

1

ffR->R, f(z)= 112

Kuvauksen f e-minimien joukko on )0, min{e, 1}] ja e-minimikohtien jouk-
ko on
R, jose>1,

]—oo,— 5]U[ l_f,oo[, jos 0 < e< 1.

€ €

Derivoituvien reaaliarvoisten kuvausten &aridarvokohdista tiedetdin, ettd
niissd derivaatta on nolla. Vastaava tulos pitee e-ddriarvoille; esitetidsn ja todis-
tetaan yksi Ekelandin lauseen!? seurauslause.

Lause 1.4.4 Olkoon € €]0,0¢0[ ja f:IR — R derivoituva. Jos zo € R on ku-
vauksen f e-minimikohta, niin on olemassa piste Tg € R siten, ettd

f(@o) < f(@o), |wo — Zo| < Ve, |f'(Zo)| < Ve

125iis se, ettd kompaktissa joukossa jatkuva reaaliarvoinen kuvaus saavuttaa suurimman
ja pienimmin arvonsa. Avaruuden R™ osajoukko on kompakti tdsmalleen silloin, kun se on
suljettu ja rajoitettu.

13Ks. [1, Théoréme 1.2] tai [2, Théoréme 1.6.1]
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Jos ©1 € R on kuvauksen f e-maksimikohta, niin on olemassa piste T € R
siten, ettd

f("z.l) Z f(ml)a |.'L'1 - i.l| S \/ga |fl(i.1)| S \/E

Todistus. Todistetaan minimiviittdma. Merkitdsn a = inf{f(z) | z € R}.
Koska f(zg9) > —oco on e-minimi, niin

f(zo) <a+ejaa€elR.
Maaritellasn jokaiselle A €]0, oo[ kuvaus
MHR =R, fulz) + Az — 0|
Koska fy on jatkuva ja
fia(x) > a+ ANz — x| = 00, kun z — +oo,
niin kuvaus f, saavuttaa pienimmén arvonsa jossakin pisteessd Ty € IR. Siten
(@) < fa(Zo) < falmo) = f(zo) + A0 <+,
joten piste Zo on sekin e-minimi. Toisaalta a < f(Zo), joten
a < fa(Zo) < a+e,

mista seuraa, etti
0 < f(Zo) —a+ Alzo — Zo| <e.
Koska f(Zo) > a, niin
€
X.

Jos Ty # xg, niin fy on derivoituva pisteessi Zg. Koska se on minimikohta,
niin

|Zo — mo| < (1.14)

0= I{E = I:f‘ +A7j0_m0,
f)\( 0) f( 0) |i‘0—.’L’0|
joten |/(70)| < 1
Jos Ty = xg, niin kaikille § € R
f(.’Z'o + 5) — f(i'o) = f)\(.’fo + 6) - )\|.’f70 +6— SL‘0| — f)‘(f'o) + )\|i‘0 - SL‘0| > —)\|5|

Koska f on derivoituva pisteessd T, niin toispuolisilla raja-arvoilla § — 0+ ja
6 — 0— saadaan jalleen, etta

—A < f'(@o) <A (1.15)

Valitaan epayhtéaldissa (1.14)—(1.15) A = /€.
Maksimivéite todistetaan samoin. m.o.t.

Huomaa, ettd epayhtaloissa (1.14)—(1.15) voidaan valita A = 1 tai A = ¢,
joten e-minimikohta Zg, joka riippuu A:n valinnasta, toteuttaa epayhtilot

|Zo — zo| <€ |f'(20)| < 1, (1.16)
tai sitten epayhtalot
10 — 20| < 1, £ (20)| < e. (117)
Esimerkki.

1. Junalle kiirehtijin kohdekuvaus ei ole derivoituva, joten lauseen 1.4.4 joh-
topadtokset eivit sille ole voimassa. Ne eivit voikaan olla voimassa, sill3
jos f olisi derivoituva pisteessi x €] — 00, 1[ , niin pétisi | f'(z)| = 1.
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2. Olkoon f sama kuin edellisen esimerkin toisessa kohdassa. Lauseen 1.4.4
oletukset ovat voimassa, joten haetaan sen avulla e-minimit. Olkoon € €
10,1[ ja € ~ 0. Epiyhtalostd

2%
1~ — | — <
7@ =~ | < Ve
ratkeaa likimain'*, etté
4\1/6
20l > () . (1.18)

Toisaalta kaikki e-minimikohdat ovat korkeintaan etaisyydells /e epayh-
télon (1.18) toteuttavista pisteistd, joten kaikki ne toteuttavat likimain
ehdon (1.18).

Parempi arvio saadaan kiyttamélla epayhtaloitd (1.17). Silloin likimain

|Zo| > <§)1/3

ja e-minimit ovat pisteistd Z etdisyydelld 1.

Suoraan e-minimin mé#iritelmastd osattiin edellisessé esimerkissé laskea,
ettd e-minimikohdat ovat likimain pisteet xg € R, joille

iz ()"

Lausetta 1.4.5 todistaessa néytettiin itse asiassa seuraava tulos.

Lause 1.4.5 Olkoon e, A €]0,00[ ja f:R — R deriwoituva. Jos zo € R on
kuvauksen f e-minimikohta, niin on olemassa toinen e-minimikohta Ty € R
siten, etta

1(@0) < f(wo), |0 —Zo| < 3, |F'(20)| < (1.19)

Jos t1 € R on kuvauksen f e-maksimikohta, niin on olemassa toinen e-maksimi-
kohta T, € R siten, ettd

€
N

f(@1) > f(21), |21 — 31| < \

|f'(@)] < A (1.20)

Lauseet 1.4.4 ja 1.4.5 yleistyvit todistuksineen tapaukseen f : R™ — R,
n = 1,2,.... Toisenlaisella todistuksella osoitetaan vastaava tulos kuvaukselle
f:V = R, missd V on vektoriavaruus.

Harjoitustehtivii. Ma 16.9.2002, MaD 245 klo 16-18

1. Perustele kaikki jakson 1.1.1 esimerkin véitteet.

2. Piirré jakson 1.1.3 toisen esimerkin rajoitejoukko S C R2. Hae taskulaski-
men avulla kokeilemalla likim3ardinen ratkaisu, jolla liikenngitsijan voitto
on suurin.

3. Osoita Analyysi 1:n keinoilla, ettd lyhin tason kahta eri pistettd yhdistava
(jatkuva ja paloittain derivoituva) kiyra on suora.

MEpiyhtiloita ratkaistaan likimain kiyttien mm. seuraavaa arviota. Kun y on suuri reaa-
liluku,

[y

Y 1 1 ~
(1+9)? yl+2y~'4y2 ¢
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. Olkoon X vektoriavaruus. Joukkoa A C X sanotaan kuperaksi eli konvek-

stksi, jos se sisdltdd pisteidensd kuperat yhdisteet eli
Az + (1 — Ay € A kaikilla z,y € A ja A € [0,1].
Piirrd muutama lukusuoran R ja tason IR? kupera ja epikupera joukko.

Osoita, ettd kahden kuperan joukon leikkaus on aina kupera. Onko kahden
kuperan joukon yhdiste aina kupera?

Olkoon X vektoriavaruus ja A C X epéatyhja kupera joukko. Kuvausta
f: A =] — 00, 00] sanotaan kuperaksi eli konveksiksi, jos

F(Az+ (1= XN)y) < Af(z) + (1 —N)f(y) kaikilla z,y € A ja X €]0,1].

Anna esimerkkeja kuperista ja epdkuperista kuvauksista kun X = R ja
X =R2.

Olkoon X vektoriavaruus A sen epétyhja osajoukko ja f,g: A =] — 00, ]
kuperia kuvauksia. Osoita, ettd summa- ja tulokuvaukset f + g, Af: A —
]—o00,00], (f+9)(z) = f(x)+9g(z), (Af)(z) = Af(z), ovat kuperia kaikilla
A €]0, o0

Olkoon X vektoriavaruus ja A sen epatyhja osajoukko. Osoita, ettd A on
kupera tdsmalleen silloin, kun sen indikaattorifunktio I4: X —] — 00, 0]
on kupera.

Harjoitustehtiviia. Ma 23.9.2002 klo 16-18, MaD 245

1.

2.

Osoita, ettd osajoukkorelaatio C on jérjestys, mutta ei kokonaisjirjestys.
Osoita, ettd C on kokonaisjérjestys joukkoperheessi {[0,a] | a > 0}.

Tarkastellaan joukkoa X = {Kalle, Maija, Ville} eli lyhyesti {K, M,V}.
Merkitddn zSy eli (z,y) € S, jos z tykkdd y:std. Kuvaile mahdollinen
maailma, jossa relaatio S on

(a) symmetrinen, muttei refleksiivinen eiki transitiivinen,

(b) refleksiivinen, muttei symmetrinen eiké transitiivinen,

(c) transitiivinen, muttei symmetrinen eiki refleksiivinen,

. Jatketaan edellistd tehtdvad. Kuvaile mahdollinen maailma, jossa relaatio

S on

(a) refleksiivinen ja symmetrinen, muttei transitiivinen,
(b) refleksiivinen ja transitiivinen, muttei symmetrinen,

(¢) symmetrinen ja transitiivinen, muttei refleksiivinen

Jatketaan edellistd tehtdvidd. Kuvaile mahdollinen maailma, jossa relaatio

S

(a) ei ole refleksiivinen, symmetrinen eiki transitiivinen,

(b) on ekvivalenssirelaatio.

Olkoon X sisidtuloavaruus (siis vektoriavaruus, jossa on madritelty sisitulo
(-] ):X xX — R). Relaatiota A C X x X sanotaan kasvavaksi eli
monotoniseksi operaattoriksi, jos

(1 — @2 | y1 — y2) > 0 kaikilla (z1,91), (z2,72) € A.
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Piirrd Heavisiden operaattori

0, josx <1,
HCRxR, Hz =< [0,1], josz =0,
1, jos z >0,

ja sen kiinteisoperaattori (-suhde) H~!. Totea, ettdi molemmat ovat kas-
vavia operaattoreita. Muista, ettd lukusuoran sisdtulo on tavallinen kerto-
lasku.

7. Olkoon X = R? ja A: X — X. Mité tarkoittaa geometrisesti, etts kuvaus
A on kasvava? (Piirrd kuvial)

8. Todista lause 1.3.6.

Harjoitustehtidvia. Ma 30.9.2002, MaD 245 klo 16-18

1. Hae kuvauksen 1.1+ si
sinx

:R—-> R =2 _"-°

! @) =

0, 1-minimit lauseen 1.4.4 tai 1.4.5 avullal®.

2. Hae edellisen tehtdvan 0, 1-minimit ma&ritelmén avulla. Onko syyta huo-
lestua eri tuloksesta?

3. Osoita, ettd kuperien joukkojen leikkaus on kupera eli jos X on vekto-
riavaruus, J on epdtyhji joukko ja joukot A, C X ovat kuperia kaikilla
a € J, niin joukko NgecyA, on kupera. Huomaa, ettd joukko J saa olla
ddreton ja ylinumeroituvakin.

4. Olkoon X vektoriavaruus, A C X kupera joukko ja kuvaukset f,g: A —
] — 00, o0] kuperia. Osoita, ettd kuvaus

max{ f,g}: A =] — 00, 00], max{f, g}(z) = max{f(z), g(x)}
on kupera.

5. Tee sama kuvaukselle

Sup go: A =] — 00,00], sup go(x) = sup ga(z),
acJ acd acJ

missd J # @ ja kuvaukset go: A =] — 00, 0], a € J, ovat kuperia.

6. Tarkastellaan sidottua globaalia d&riarvotehtavai, jossa kohdekuvaus on

In (10 + sin cos z1)
:R? 5 R =
FR =R, f(z) 2+ (22 + 22)? + sinzo

ja side-ehto on z? + 223 = 1.1234567. Osoita Weierstrafin lauseen avulla,
ettd suurin ja pienin arvo ovat olemassa.

7. Maaraa ala- ja ylaraja-arvo lukujonoille

1.1
1,2,3,4,..., 1,-2,3,-4,5,-6,... ja 1,2,1, -
) 737 7 7 7 737 757 67 .]a‘ 727 737

8. Osoita, ettd reaalilukujono, jonka yldraja-arvo on &darellinen, on ylha&lta
rajoitettu. Kelpaako yldraja-arvo ylarajaksi?

15T4ss4 ja seuraavassa tehtdvissi epiayhtilot saa ja tulee ratkaista vain likim3irgisesti.



Luku 2

Aariarvojen olemassaolo

Tassé luvussa tarkastellaan globaalien ddriarvojen olemassaoloa. Esitetdan eri-
laisia riittdvis ehtoja, joiden toteutuessa kohdekuvaus saavuttaa suurimman tai
pienimmaén arvonsa.

2.1 Kertausta: Weierstraliin lause sekd kuperat
ja koverat kuvaukset

Palautetaan mieliin tirked tulos jatkuvan reaalikuvauksen diriarvoista.

Lause 2.1.1 (Weierstrafin lause). Olkoon jatkuwva kuvaus f:[a,b] = R, missd
a,b € R, a <b. Silloin kuvauksella f on sekd suurin ettd pienin arvo.

Alempana Weierstrafin lause yleistetdan ja yleistykset todistetaan toisella ta-
valla kuin analyysin kurssilla. Seuraava lause antaa riittévis ehtoja, joiden to-
teutuessa reaalikuvauksen derivaatan nollakohta on sen globaali d&riarvokohta.

Lause 2.1.2 Olkoon f:]a,b]— R, a,b € R, a < b, kahdesti derivoituva, zg €
la,b[ ja f'(zo) = 0. Jos f"(z) < 0 kaikilla z €]a,b[, niin f(xo) on kuvauksen
suurin arvo. Jos f'"(z) > 0 kaikilla © €]a,b[, niin f(zo) on kuvauksen f pienin
arvo.

Todistus. Todistetaan vain lauseen maksimivaittdma, koska minimivaittdma
saadaan soveltamalla sitd kuvaukseen —f. Olkoon siis f"(z) < 0 kaikilla z €
]a, b[. Oletetaan antiteesiksi, ettd on olemassa x; €]a, b siten, ettd x1 # x2 ja
f(x1) > f(xo). Viliarvolausetta kaksi kertaa soveltamalla saadaan, ettéd

0 < f(x1) — f(wo) = f’(@(xl —Z0) = (f'(f) - f'(fﬂo))(m — o) =
= f"() (€ — o) (z1 — x0),

missd & €]zg, 1] ja n €]z, & tai & €]z, zo[ ja n €], zo[. Koska kummassakin
tapauksessa (£ — zo)(z1 — x¢) > 0, onkin f"(n) > 0. Ristiriita, joten f(zo) on
suurin arvo. m.o.t.

Lause 2.1.2 antaa oitis riittdvin ehdon kuvauksen Je,d[— R, ¢,d € R, ¢ < d,
lokaalin d&riarvon olemassaololle: riittdd, ettd sen rajoittuma johonkin viliin
tayttad lauseen 2.1.2 ehdot. Weierstrafiin lauseessa on oleellista se, ettd kuvauk-
sen méidrittelyjoukko on suljettu ja rajoitettu eli kompakti'. Lauseessa 2.1.2
avainehto on se, ettd kohdekuvaus f on kovera tai kupera.

1 A4retonulotteisissa avaruuksissa jokainen suljettu ja rajoitettu joukko ei ole kompakti.
Kompaktin joukon A yleinen madritelmi on, ettd sen jokaisella avoimella peitteelld on dérel-
linen osapeite eli jos joukko A sisdltyy avoimien joukkojen A, yhdisteeseen, niin se sisiltyy
my6s yhdisteeseen, joka on muodostettu vain dédrellisen monesta joukosta Ag .

17
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Miéritelmé 2.1.3 Olkoon X vektoriavaruus ja f : A =] — 00, 00]. Joukkoa A
sanotaan kuperaksi, jos

Az + (1 = ANy € A kaikilla z,y € A ja A € [0,1] (2.1)
Kuvausta f sanotaan kuperaksi, jos A on kupera ja
fAz+ (1 =Ny) <Af(@) + Q= Nfy) kaikilla z,y € A ja X €]0,1[. (2.2)
Kuvausta g : X — [—00,00[ sanotaan koveraksi, jos —g on kupera.
Apulause 2.1.1 Olkoot a,b € R siten, etti a < b. Kahdesti derivoituva kuvaus

f:la,b[— R on kupera, jos ja vain jos f"(z) > 0 kaikilla © €]a, b[.

Todistus. Lukusuoralla mairitellyille kuvauksille ehto (2.2) on yht&pitdvisti

f@) = f(s) o fu) = F(2)

t—s - u—t

,kuna<s<t<u<b. (2.3)

Jos f on kupera, on siten s — f'(s) kasvava kuvaus, jolloin f"(z) > 0 kaikilla
z €la,b[. Jos taas f” > 0, niin s — f'(s) on kasvava. Silloin véliarvolauseen
nojalla (2.3) on voimassa, jolloin f on kupera. m.o.t.

2.2 Kuvauksen puolijatkuvuus

Usein haemme kohdekuvauksesta joko vain pieninté arvoa tai vain suurinta ar-
voa, joten Weierstrafiin lause ja sen olettama funktion jatkuvuus on pilkottava
osiin. Funktion jatkuvuus on sité, ettd jokaisessa pisteessd funktion arvo on sen
raja-arvo. Raja-arvon kisite jaetaan yla- ja alaraja-arvon kisitteiksi. Aloitetaan
reaaliluvuista.

Mairitelmi 2.2.1 Olkoon (z,) jono reaalilukuja. Sen yliraja-arvon mdadritte-
lee kaava

limsup z,:= inf sup ;.
n—00 k=1,2,... j=k k+1,...

Vastaavasti jonon (x,,) alaraja-arvon mddirittelee kaava

liminf z,: = sup inf  x;.
n— o0 k=1,2,...7=kk+1,...

Apulause 2.2.1 Olkoon (x,) reaalilukujono. Seuraavat pitevit.
1. Jonolla (x,,) on aina yld- ja alaraja-arvo (mahdollisesti —oo tai 00).
2. Jonolla (z,) on osajonot (y,) ja (z,) siten, ettd

lim y, =liminfz, jo lim z, =limsupz,.
n—0o00 n—00 n—00 n—o00

3. Jokaisella jonon (z,,) suppenevalla osajonolla (wy,)

liminf z, < lim w, <limsup z,.
n—00 n—00 n—o0

4. Jos jonon (x,) yld- ja alaraja-arvo ovat samat ja ddrelliset, niin se sup-
penee (ns. poliisiperiaate).

5. liminf,, o z, <limsup,,_, Zn.
6. liminf,,_,o 2, = —limsup,,_,,, —%n.

7. limsup,,_,o &, = —liminf, , —z,.



z2.4. RUVAUROLIN FUULIJALTRUVUUDS

Todistus.

1. Todistetaan vain viite alaraja-arvon olemassaolosta. Yliraja-arvon ole-
massaolo ndytetdin samoin. Jos (z,,) ei ole alhaalta rajoitettu, niin

inf ; = —oo kaikilla k € N
i>k

ja siten liminf, ., = sup —o0 = —00.
Olkoon (z,) alhaalta rajoitettu. Silloin
ap:=inf{z; | j=k,k+1,...} €R,

silla tuo joukko on epdtyhji ja alhaalta rajoitettu kaikilla £ € IN. Koska
(ag) on kasvava reaalilukujono, on sup{ay | k € N} joko reaaliluku tai
+00.

2. Todistetaan vain viite alaraja-arvosta. Olkoon aluksi (z,) alhaalta rajoi-
tettu, e €]0, co[ mielivaltainen, & = sup,cn @, € R ja ai kuten edellisen
kohdan todistuksessa. Supremumin ja infimumin ominaisuuksien nojalla
on olemassa luvut k. € N ja j. € {ke, ke +1,...} siten, ettd

€ €
ap, >a— - jaz; <ag + -
ke 5 18 Tje ke T 5

Koska (ax) on kasvava jono ja z;, > ag,, niin

e €
zxje—ake+a—ak€<—+—:e

lzj, — al < |z,

2 2
Siten kohti lukua a suppeneva jonon (z,) osajono saadaan, kun valitaan
e=1/n.
Olkoon seuraavaksi @ = oo. Silloin jokaiselle M €]0,00[ on olemassa

kar, v € N siten, ettd
M < Uppr < Zjyy -

Néin z;,, — oo, kun M — oo.

Olkoon lopuksi (z,) alhaalta rajoittamaton. Silloin silld on osajono (ws,),
jolle lim,,_, o, w, = —o0. Toisaalta lim inf,, ,, z, = —00.

Viite yldraja-arvosta todistetaan samoin.

3. Koska {w; | j = k,k+1,...} C{z;|j=kk+1,...}, niin kohdan 1
nojalla

liminf 2, = sup inf z; < sup inf w; = liminf w, = hm Wy,

n—00 kEN J>Fk kEN J>k n—o00

limsup x, = 1nf supz; > inf supw; = limsupw, = lim wy.
n—oco kEN >k kEN j> n—oo n—o0

4. Kohdan 3 nojalla jokainen jonon (z,) suppeneva osajono suppenee kohti
lukua « = liminf,,_, o, z,,. Olkoon (y,,) sellainen jonon (z,) osajono, joka
ei suppene ja € €]0,00[. Silloin on olemassa n. € N siten, ettd

yn < a—etaiy, > a+ekikillan =n.,n.+1,....

Edelleen on olemassa m, € N ja jonon (y,,) on osajono (z,) siten, etté z, <
a— € kaikilla n = me,m.+1,... tai z, > a+e¢ kaikilla n = n,n. +1, .
Téaten

liminf z, < a — —e€ tai limsupx,, > a +e. (2.4)
n—00 n—oo

Koska kohdan 3 todistuksen mukaan jonon (x,) osajono (z,) toteuttaa

liminf z, < hm 1nf Zn ja limsup z, < limsup x,.
n—oo n—oo n—oo

Néiistd kummastakin saadaan ristiriita epdyhtéldiden (2.4) kanssa, joten
koko jono (z,) suppenee kohti lukua a.
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5. Kohdan 2 nojalla alaraja-arvo saavutetaan jollakin suppenevalla osajonol-
la, jolloin kohdan 3 nojalla sen raja-arvo on pienempi tai yhtdsuuri kuin
koko jonon ylaraja-arvo.

6. Koska jokaiselle A C R péatee sup A = —inf — A, niin

liminf z, = sup inf 2; = sup (- inf —(—:Uj))

n— oo keN >k ke 7>
= Sup —Sup —%; = — 1nf sup —z; = — limsup —zy.
keEN >k keN ;> n—oc0
7. Valitaan edellisessd kohdassa z,: = —x,.

m.o.t.

Esimerkki.
1. Olkoon (z,) =1,-1,1,—1,.... Nyt

liminf z,, = —1 ja limsupz, = 1.
n—oo n—o0o

2. Olkoon (z,)=1,2,1,3,1,4,.... Nyt

liminf z,, = 1 ja limsup x,, = oo.
n—0oo n—00

Apulause 2.2.2 Olkoot (x,,) ja (yn) reaalilukujonoja. Silloin

liminf z, + hm 1nf Yn < hm mf(wn + Yn),

n—oo

kunhan vasemmalla puolella ei ole o0 — ¢ tai —oo + 00. Pdtee myds

lim sup(x,, + y,) < limsup z,, + lim sup y,,

n—oo n—oo n—oQ

jos oikealla puolella ei ole co — o0 tai —oo + 0.

Todistus. Todistetaan ensimmaiinen epdyhtilo; toisen todistus kiy samoin. Jos

liminf z,, = liminfy,, = —o0,
n—oo n—0o0

on asia selvi. Voidaan siis olettaa, ettd jonot (z,) ja (y,) ovat alhaalta rajoitet-
tuja. Merkitdan

ar =inf{z; |j=k,k+1,...} jaBe =inf{y; | j=k,k+1,...}.
Koska jonot (ay) ja (Bk) ovat kasvavia reaalilukujonoja, niin

sup ay = hm ar ja sup Br = 11m Bk-
keN ke k—oo

Siten raja-arvojen yleistetyn yhteenlaskuviittimén? nojalla

hm inf x,, + hm 1nf yp = lim ap + lim B = lim (ay + Bi)- (2.5)
k—o0 k—o0 k—oo

Toisaalta infimumin ominaisuuksien nojalla
inf{z; +y; |j=kk+1,...} >inf{z; |j =k, k+1,...}
+inf{y; | j =k, k+1,...} = o + Br.

Koska kumpikin néistd on kasvava k:n suhteen, on niilli raja-arvo ja siten (2.5)
antaa véitteen. m.o.t.

Asretdnulotteisten joukkojen kuvausten jatkuvuuden mérittelemiseksi tar-
vitaan metriikan ja metrisen avaruuden kisitteet.

2Yleistyksessé sallitaan raja-arvoiksi co.
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Miéritelmé 2.2.2 Olkoon X epityhji joukko ja d: X x X — [0,00[ kuvaus,
joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa.

1. d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X. (Symmetrisyys).

2. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) kaikilla z,y,z € X. (Kolmioepiyhtdld).

3. d(z,y) =0, jos ja vain jos x =vy. (Definiittisyys).

Paria (X, d) sanotaan metriseksi avaruudeksi ja kuvausta d sen metriikaksi.

EsimerkkKi.

1. Olkoon d: R x R — [0, 00, d(z,y) = |z — y|. Parit (R, d), (Q,d), (N, d) ja
(]0,1[, d) ovat metrisié avaruuksia.

2. Olkoot kuvaukset

di,da: R? x R? — [0, 00[, di(z,y) = v/(z1 — y1)2 + (22 — 92)2,
dy(,y) = max {|z1 — y1|, |y2 — y2|}-

Parit (R2,d;) ja (R2,d2) ovat metrisié avaruuksia.
3. Olkoon X epatyhji joukko ja

0 ,josz=y,

d: X x X = [0, 00], d(a:,y):{ 1 . josz .

Pari (X, d) on metrinen avaruus. Sitd sanotaan diskreetiksi, koska sen jo-
kaisella pisteelld z on avoin pallo B(z,1) = {y € X | d(z,y) < 1}, johon
kuuluu vain tuo piste.

4. Olkoon

X ={f:[0,1] = R | f on jatkuva},
Y ={f:[0,1] = R | f on integroituva},

d:X x X = [0,00[, d(f,g) = / (@) - g()]| da.

Pari (X, d) on metrinen avaruus, mutta (Y, d) ei sellainen ole, koska jou-
kossa Y kuvaus d ei ole definiitti, silld kuvaukselle h € Y,

0 ,jos0<L <1, o
h(w)—{l sz = 1. , d(h,0) =0jah#0.

5. Olkoon

X = {£:[0,1] > R | f on jatkuva}, ¥ = {f € X | £(0) = f(1) = 1},
d: X x X = [0,00], d(f,g) =sup{|f(z) — f(y)|z € [0,1]}.

Parit (X,d) ja (Y,d) ovat metrisid avaruuksia.
Maéaritelmi 2.2.8 Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja (x,) jono sen alkioita.
Jonoa (z,,) sanotaan Cauchyn jonoksi, jos
d(xm,zn) = 0, kun m,n — oo.
Jonon (xr) sanotaan suppenevan kohti pistettd x € X, jos

d(xpn,x) = 0, kun n — oo.
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EsimerkkKi.

1. Olkoon (X,d) kuten edellisen esimerkin kohdassa 4. Jos f, € X, fo(z) =
z"™ ja f(z) = 0, niin
1

1
1
= " gmdr < ——— + ——
d(fn: fm) /0|:c G LSyt

kun n, m — oo. Siten (f,,) on Cauchyn jono. Edelleen

1
d(fmf)=/0 |$n_0|dx=n#+1_>07 kun n — oo.

Siten (f,) suppenee kohti nollakuvausta f.

2. Olkoon d(z,y) = |z — y|. Jono (z,) = (1/n) on Cauchyn jono metrisis-
s avaruuksissa (RR,d), ([0,1],d) ja (]0,1],d). Se suppenee kahdessa en-
simmaisessd avaruudessa (kohti nollaa), mutta avaruudessa (]0, 1], d) se ei
suppene.

3. Jokainen suppeneva jono on Cauchyn jono, mutta pdinvastainen ei aina
pade.

Maiiritelma 2.2.4 Metristi avarvutta (X,d) sanotaan tdaydelliseksi, jos sen
jokainen Cauchyn jono (x,) suppenee eli on olemassa x € X siten, ettd

d(xn,x) = 0, kun n — oo.

EsimerkkKi.

1. Olkoon d(z,y) = |z —y|. Avaruudet (Q, d) ja (]0, 1], d) eivdt ole taydellisia,
mutta (R, d) ja ([0, 1],d) ovat.

2. Olkoon

X ={f:[0,1] = R | f on jatkuva}, d(f,g) = ,Sup |f(z) — g(=)|-

Pari (X, d) on tdydellinen metrinen avaruus. Sitd merkitdan lyhyesti sym-
bolilla C[0, 1].

Metrisen avaruuden (X,d) jonon (z,) suppeneminen kohti pistettd x € X
lausutaan yhtépitdvisti e-kielelld seuraavasti: jokaiselle € €]0,c0[ on olemassa
N, € N siten, etta

d(zn,x) <€, kun n > N,. (2.6)

Avoimien pallojen avulla tdmé kuuluu: jokaiselle avoimelle pallolle® B(z,€) on
olemassa N, € N siten, etta

Zn € B(z,€), kun n > N,. (2.7)

Tami muotoilu mahdollistaa jonon raja-arvon maérittelemisen yleisessd topo-
logisessa avaruudessa®.

Kuvauksen f:IR — R raja-arvo pisteessi x € R on méiritelty seuraavasti:
jokaiselle € €]0, o[ on olemassa § €]0, oo[ siten, etti

|[f(z) = fy)] <€ kun 0 < |z —y| < 0.

8B(z,¢):= {y € X | d(z,y) < ¢}.
Kas niin: jokaiselle avoimelle joukolle B, joka sisdltdd pisteen x, on olemassa N € N
siten, ettd

Ty € B, kun n > Ng.
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Maéaritelmi 2.2.5 Olkoon (X, d) metrinen avaruus jo f: X — R. Lukuy € R
on kuvauksen f raja-arvo pisteessi xog € X, jos jokaiselle € €]0,00[ on olemassa
0 €]0, oo siten, ettd

|f(z) —y| <e kun 0 <d(z,z) < 0. (2.8)

EsimerkkKi.

1. Olkoon d(z,y) = |z —y| ja f:A - R, A C R. Talloin juuri méaritelty
funktion raja-arvon kisite yhtyy Analyysi 1:n funktion raja-arvon késit-
teeseen.

2. Olkoon
X =00, 1) d(f,9) = s 1) (@), T:X > B 7(7) = | (@) da.
Talléin limy_,o T(f) = 0.
Avoimien pallojen avulla ehto (2.8) kuuluu: jokaiselle € €]0, co[ on olemassa
avoin pallo B(zg,0) siten, etté
|f(z) —y| <€ kun z € B(xo,9) \ {zo}. (2.9)

Tastd saadaan yleistettyd reaaliarvoisen kuvauksen raja-arvon kisite yleisessé
topologisessa avaruudessa®
Ehto (2.9) johtaa kuvauksen yli- ja alaraja-arvojen méaritttelyyn.

Misritelmé 2.2.6 Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kuvauksen f: X — R ala-
ja yliraja-arvo pisteessd xo € X mddaritellidn kaavoin

liminf f(z) = sup inf{f(z) |z € B(xo,€), z # zo}, (2.10)

T—=To €€]0,00[
limsup f(z) = inf sup{f(z)|z € B(zo,¢€), ¢ #x0}. (2.11)
T—To €€]0,00[

Esimerkki.
1. Kuvaukselle

. | =, jos z < 0,
fR=R, f(:c)—{ 2—x, josxz>0,
patee

lim i(r)lff(a:) =0, limsup f(z) = 2.
Tr—

z—0

2. Kuvaukselle ) 4
) _J z=, josz #£0,
FR— R, f(w)—{_% jos ¢ =0,

patee
liminf f(x) = limsup f(z) = 0.
z—0 z—0
3. Huomataan, ettd tavallisen raja-arvon tapaan yla- ja alaraja-arvo eivit
riipu kuvauksen arvosta pisteessa xg.

5Kuvauksen f: X — R raja-arvo pisteessi o € X on y € R, jos jokaiselle ¢ €]0, 00[ on
olemassa sellainen avoin joukko B, joka sisdltdd pisteen xo, ettd

f(x) =yl <¢ kun z € B\ {zo}-
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Miisritelma 2.2.7 Olkoon f:R — R. Mddritelliin yld- ja alaraja-arvot pis-
teissd oo kaavoin

liminf f(z) = sup inf{f(z)]|z €]M,[}, (2.12)
T—00 M€]0,00[
limsup f(z) = | inf  sup{f(z) |z €M, ool }, (2.13)
liminf f(z) = sup inf{f(z)|z €] —o00,—M[}, (2.14)
T—=—00 M€]0,00[
lifiup flz) = Meiﬂ)foo[sup{f(x) |z €] — o0, —M[}. (2.15)

Kaavat (2.10)-(2.11) johtavat suoraviivaisesti yld- ja alaraja-arvon méérittelyyn
myds yleisisséi topologisissa avaruuksissa®

Lause 2.2.8 Olkoon (X,d) metrinen avaruus, to € X ja f: X — R. Tdlldin
1. Kuvauksella f on sekd ala- ettd ylaraja-arvo (mahdollisesti —oo tai 0c).

2. liminf, 4, f(z) <limsup,_,,, f(2).

3. iminf, ., f(z) = —limsup,_,,, —f(z).
4. limsup, . f(z) = —liminf, .z, — f(x).
Todistus.

1. Todistetaan alaraja-arvon olemassaolo. Jos ei ole olemassa lukua ey €
]0, 00[ siten, ettd f on alhaalta rajoitettu jokaisessa avoimessa pallossa
B(zg,¢€), kun 0 < € < € (pistettd zo vaille), on sen alaraja-arvo —oo.
Olkoon siis olemassa € €]0, oo[ siten, ettd f alhaalta rajoitettu jokaisessa
pallossa B(zo, €) pistettd zo vaille. Silloin joukko

Ac={f(z) | z € B(xg,€),z # zo}

on alhaalta rajoitettu ja epétyhja. Taydellisyysaksiooman seurauslauseen
nojalla
ae:=inf{f(z) | z € B(xg,€),x # xo} € R.

Koska A, C A, kun p < v, niin o, > a0, kun g < v. Siten

liminf f(z) = sup a.= sup a..
TrTo €€]0,00[ 0<e<eg

Nyt on vain kaksi mahdollisuutta: a. on ylhdiltd rajoitettu tai ei, kun
0 < € < €p. Jalkimmaisessi tapauksessa alaraja-arvo on oo, ensimméisessa
se on tédydellisyysaksiooman nojalla jokin reaaliluku.

Viite yliraja-arvosta todistetaan samoin.

2. Harjoitustehtavi. Voidaan kiyttas edellisen kohdan merkintdja seka
Be:=sup{f(z) | x € B(zg,€),  # xo}-

3. Koska jokaiselle reaalilukujoukolle A patee sup A = —inf—A ja inf A =
—sup —A, niin

liminf f(z) = sup —(—inf{ — (= f(@)) | # € B(zo,€),  # :1:0})

T—=To 0<e<00

=—(— inf sup{—f($)|m€B($0,€);m?éxO})

0<e<oo
= — limsup — f(z).

T—Z0

S Esimerkiksi
liminf f(z) = sup { inf{f(z) |z € A, = # o} | A avoin ,zg € A}.

T—2Q
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4. Sovelletaan edellistd kohtaa kuvaukseen z — — f(z).

m.o.t.
Lause 2.2.9 Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja f,g: X — R. Talldin pitee

liminf f(z) + liwrgixnfg(x) < liminf (f(2) + g(2)), (2.16)

T—T0

kunhan epiyhtdlon kummallakaan puolella ei esiinny oo — oo tai —oo+ oo. Pdtee
myos
limsup (f(z) + g(z)) < limsup f(z) + limsup g(z), (2.17)

r—T0 T—T0 —T0

kunhan epdyhtdlon kummallokaan puolella ei esiinny 0o — 0o tat —oo + 00. Jos
f(z) < g(x) jossakin pallossa B(xzg,€), 0 < € < 00, niin
liminf f(z) < lirginf 9(z) ja limsup f(x) < lim sup g(z). (2.18)
xr o

T—TQ T—To T—Zo

Todistus. Epayhtaloiden (2.16) ja (2.17) todistus kiy samalla lailla kuin vas-
taavien jonojen ala- ja yldraja-arvoja koskevien epdyhtiléiden todistaminen.
Todistetaan ensimméinen epyhtilsista (2.18). Infimumin ja supremumin omi-
naisuuksien nojalla

liminf f(z) = sup inf{f(z) |z € B(z,¢€), z # zo}

T—=To 0<e<o0

< sup inf{g(z) |z € B(x,¢€), & # xo} = liminf g(z).
0<e<oo T=To
m.o.t.

Taydennetddn aiempaa kuvauksen raja-arvon méaritelmis 2.2.5.

Miéritelmé 2.2.10 Olkoon (X, d) metrinen avaruus jo f: X — R. Kuvauksen
f raja-arvo pisteessi xo on y € R, jos

f(z) =y, kun 0 < d(z,z0) — 0. (2.19)
Talloin merkitiadn lim, ., f(z) = y.

Raja-arvon médrittelevd ehto (2.19) on tapauksessa y = oo yhtépitéivisti’: jo-
kaiselle M €]0, oo[ on olemassa dps €]0, 0o siten, ettd

f(z) > M, kun z € B(zo,dm) \ {20}

Kuvauksen raja-arvon kisite on néin pilkottu kahteen osaan, yld- ja alaraja-
arvoon.

Lause 2.2.11 Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja f: X — R. Kuvauksella f on
raja-arvo pisteessd gy, jos ja vain jos

liminf f(z) = limsup f(z).

T—T0 T—To
Tallgin raja-arvo sekd yli- ja alaraja-arvo ovat sama joukon R luku.
Todistus. Olkoon kuvauksella f raja-arvo y € R pisteessd 2. Jos y € R, niin
silloin jokaiselle n €]0, co[ on olemassa &, €]0, o[ siten, ettd

y—n< f(x) <y+n, kun 0 < d(z,z0) < &,-

"Ti#std saadaan raja-arvon co méairitelms topologisessa avaruudessa vaihtamalla avoin pal-
lo B(zo,dnr) avoimeen joukkoon Bjs, joka sisdltdd pisteen xo
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Siten jokaiselle 1 €]0, oo[
liminf f(z) = sup inf{f(z)|0 < d(z,z0) < €}
=0 0<e<o0
> sup inf{f(z)|0<d(z,z0) <€} >y—n.
0<e<éyn

Toisaalta

limsup f(z) = 0<i?<foo sup{f(z) | 0 < d(z,z0) < €}

T—>T0o

< inf sup{f(z)|0<d(z,z9) <€} <y+n.
0<e<&y

Koska 1 €]0, oo[ on mielivaltainen,

liminf f(z) > y ja limsup f(z) <y,
=0 T—To
joista viite seuraa.
Todistetaan yltd puuttuva puoli. Olkoot siis yla- ja alaraja-arvot samat pis-
teessi xg. Merkitdin

B:=liminf f(x).

r—20

Olkoon # € R. Antiteesind oletetaan, ettd on olemassa v €]0, oo siten, ettd
jokaiselle € €]0, o[ on olemassa z. € B(zg,€), jolle |f(z.) — | > . Pétee
liminf f(z) = sup inf{f(z)|0<d(z,z0) <€} < sup f(z.).
T=To 0<e<o0 0<e<oo

Samoin saadaan, etts

limsup f(z) = inf sup{f(z) |0 < d(z,z0) < e} > inf f(zo).

T—T0

Naista seuraa, etté

liminf f(z) < 8 —~ tai limsup f(z) > 8+,
T—To T—T0
mik4 on ristiriita sen kanssa, ettd yli- ja alaraja-arvo ovat samat.
Tapaukset f = oo jatetddn harjoitustehtaviksi.
m.o.t.

Misritelma 2.2.12 Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja f: X — R. Sanotaan,
etti f on alhaalta puolijatkuva pisteessi o € X, jos

F(zo) < limint f(x). (2.20)

Jos f on alhaalta puolijatkuva jokaisessa madrittelyjoukkonsa pisteessd, sitd sa-
notaan alhaalta puolijatkuvaksi.
Kuvausta [ sanotaan ylhddltd puolijatkuvaksi pisteessi xo € X, jos

limsup f(z) < f(zo). (2.21)

Kuvaus f on ylhadltd puolijotkuva, jos se on ylhddltd puolijatkuva jokaisessa
madrittelyjoukkonsa pisteessa.

Esimerkki.

1. Kuvaus
= -1, kunz =0,
f-]R_>]Raf(m)—{:L,27 kunx#(]’
on ylhaaltd puolijatkuva kaikkialla muualla paitsi origossa, joten se ei ole
ylhailtd puolijatkuva. Kuvaus f on alhaalta puolijatkuva jokaisessa pis-
teessd, joten se alhaalta puolijatkuva. Huomataan, ettd talld kuvauksella
ei ole suurinta arvoa, mutta pienin arvo sill3 on.
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2. Kuvaus "
T:Cl0,1] 5 R, T() = [ 7,
0

on alhaalta ja ylhailta puolijatkuva.

Funktion jatkuvuuden kisite on nyt jaettu kahteen osaan: alhaalta ja ylh&al-
td puolijatkuvuuteen. Jos kuvaus on seki alhaalta ettd ylhdiltd puolijatkuva
pisteessd xg € X, niin

f(zo) < liminf f(z) <limsup f(z) < f(o)

T—To T—To
eli f on jatkuva pisteessd xg € X:

Misritelma 2.2.13 Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kuvausta f: X — R sa-
notaan jatkuvaeksi pisteessd xo € X, jos silld on tuossa pisteessd raja-arvo ja

lim f(z) = f(2o)-

T—T0

Kuvausta f sanotaan jatkuvaksi, jos se on jatkuva jokaisessa mdadrittelyjoukkon-
sa pisteessa

Esimerkki.
1. Edellisen esimerkin kohdan 2 kuvaus on jatkuva.
2. Tarkastellaan askelfunktiota

1, jos x <0,
o0, josx >0,

[ R=R, f(z) ={

Se on alhaalta puolijatkuva, mutta ei ylhailta puolijatkuva. Sen rajoittu-
makuvaukset vileihin | — oo, 0] ja ]0, oo[ ovat jatkuvia.

Lause 2.2.14 Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Kuvaus f: X — R on alhaal-
ta puolijatkuva pisteessi o € X, jos ja vain jos jokaiselle jonolle (xy,), joka
suppenee kohti pistettd xq, pitee

f(z0) < liminf f(z,).

Kuvaus f: X — R on ylhddltd puolijatkuva pisteessi xo € X, jos ja vain jos
Jjokaiselle jonolle (x,), joka suppenee kohti pistettd xq, patee

f(zo) > limsup f(zn).

n—oo

Todistus. Olkoon f alhaalta puolijatkuva pisteessi zy € X ja (z,) jono, joka
suppenee kohti pistettd xzq. Silloin jokaiselle € €]0, oo on olemassa n, € N siten,
ettd

d(z,z,) < €, kun n > n..

Infimumin ja supremumin ominaisuuksien nojalla
f(zo) <liminf f(z) = sup inf{f(z) | 0 < d(z,z0) < €}
=20 0<e<
< sup inf{f(zn) [0 < d(@n,z0) <€} < sup inf{f(zn)|n > n}

0<e<o0 0<e<o0
= 6gr(r)1+1nf{f(ar:n) |n>n}= kll)rgomf{f(mn) |n>k}= hnn—l>1£ff(mn)
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Néytetadn jos—puoli. Olkoon
limin (z,) > f(20)
n—o0
jokaisella jonolla (x,), joka suppenee kohti pistettd xg. Silloin

hgcn_1>1mr;f flz)= 61_1)151Jr inf{f(z) | 0 < d(z,z0) < €}
1
= liminfinf{f(z) | 0 < d(z,20) < —} > liminf f(z*) > f(zo) — ¢,
k—o00 k k—o0

missé 2% € B(z,,1/k).
m.o.t.

Lause 2.2.15 Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja f: X — R. Seuraavat seikat
ovat yhtapitivid

1. Kuvaus f on alhaalta puolijatkuva.

2. Joukko {x € X | f(z) < A} on suljettu jokaisella \ € R.

3. Joukko
epi fi = {(,)) € X x R | f(x) < A}

on suljettu.

Todistus. Naytetddn, ettd ensimmaisestd kohdasta seuraa toinen. Olkoon siis
f alhaalta puolijatkuva, A € R ja jono (z,) joukon Sy alkioita, siten, etti se
suppenee kohti pistettd x € X. Silloin

f(z) <liminf f(z,) <,

joten z € Sy. Siten Sy on suljettu.

Niytetddn, ettd toisesta kohdasta seuraa kolmas. Olkoon siis S, suljettu
jokaisella A € R. Olkoon z € X, A € R ja ((zn, As)) jono joukon epi (f) alkioita
siten, ettd =, — z ja A\, = A. Jokaiselle € €]0, 0o on olemassa n. € N siten,
ettd

f(xn) < Ap < A+ € kaikilla n > ne.

Silloin z,, € S)4. kaikilla n > n.. Koska Sy, on suljettu ja x,, — z, niin
z € Sxye eli f(z) < A+ € kaikilla € €]0, oo].

Siten f(x) < Aeli (x,)) € epi(f). Néin epigraafi on suljettu.
Néytetasn, ettd kolmannesta kohdasta seuraa ensimmainen. Olkoon epi (f)
suljettu ja (z,) mielivaltainen jono, joka suppenee kohti pistettd x. Merkitd&n

A= liminf f(z,).
n—roo
Jos A € R, niin jollakin osajonolla (z,,) patee
A= lim f(zn,)ja f(zn,) € R.
k—o0
Koska epi (f) on suljettu,

(mnk3f(xnk)) €epi(f), zn, = = ja f(@n,) = A,
niin (z,\) € epi(f) ja siten

f(z) <liminf f(z,). (2.22)
n—oo
Jos A = oo, pitee epayhtdls (2.22) suoraan. Jos A = —o0, oletetaan antiteesik-

si, ettd f(xz) > —oo. Silloin epigraafi ei ole suljettu: sen ulkopuolista pistetta
(z, f(z) — 1) voitaisiin 13hestyd epigraafin pisteiden jonolla. Niin joka tapauk-
sessa (2.22) pitee. Koska jono (z,,) on mielivaltainen, on f alhaalta puolijatkuva
pisteessa x. m.o.t.
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2.3 Weierstrafsin lause

Nyt voidaan esittdd Weierstrafiin lauseen yleinen muoto:

Lause 2.3.1 Olkoon (X,d) metrinen avaruus, Y C X sen sellainen epityhjd
joukko, jonka jokaisella jonolla on siind suppeneva osajono®, ja f:Y — R.
Jos f on alhaalta puolijatkuva, niin sillé on pienin arvo. Jos f on ylhddltd
puolijatkuva, niin silld on suurin arvo.

Todistus. Todistetaan vain maksimiviittama, silli minimivaittdma saadaan siita
tarkastelemalla kuvausta x — —f(z), joka on ylh#iltd puolijatkuva, jos f on
alhaalta puolijatkuva.

Olkoon siis f ylh#élta puolijatkuva ja merkitdin

B =sup{f(y) |y €Y}

Jos f(y) = —oo kaikilla y € Y, on suurin arvo tuo —oo, joten luku 8 olkoon
aérellinen tai oo. Jos f(y) = oo jollakin y € Y, on asia selvé.

Olkoon siis f(y) adéarellinen kaikilla y € Y. Nyt on olemassa jono (z,) jou-
kon Y alkioita siten, ettd lim, o f(z,) = B. Oletuksen mukaan t&lla jonolla
on osajono (z,,), joka suppenee kohti jotakin joukon Y alkiota z. Ylh#alta
puolijatkuvuuden nojalla

f(@) > limsup f(@n,) = lim f(za) = > f(@),

k—o0

joten f(z) = B8 € RU{oo}. Siten f(z) on kuvauksen f suurin arvo. m.o.t.

Lause 2.3.2 Olkoon (V,||-||) normiavaruus, jonka jokaisella rajoitetulla jonolla
on suppeneva osajono, jo f:V — R. Jos f on alhaalta puolijatkuva ja

lim f(y) = o0, (2.23)

llyll—o0
nitn kuvauksella f on pienin arvo. Jos f on ylhddlti puolijatkuva ja

lim F(y) = —o0, (2.24)

lyll—o0

niin kuvauksella f on suurin arvo.

Todistus. Todistetaan vain minimivaittama. Merkitaan

B =inf{f(y) [y €V}

Jos f(y) = oo kaikilla y € V, on asia selvd. Olkoon siis f(y) < oo ainakin
yhdelld y € V. Silloin luku 8 € R tai 8 = —oo. On olemassa jono (x,) joukon
V alkioita siten, ettd lim,, f(zn) = B. Raja-arvoehdon (2.23) mukaan jono
() on rajoitettu, jolloin silld on osajono (z,, ), joka suppenee kohti jotakin
pistettd x € V. Alhaalta puolijatkuvuuden nojalla

f(@) < liminf f(zn,) = lim f(zn) = B < ()
Siten f(z) =8 € RU{—o0} eli f(z) on kuvauksen f pienin arvo. m.o.t.

Esitetddn seuraavaksi lauseen 2.1.2 yleistys. Huomaa, ettd kuvausta ei oleteta
edes jatkuvaksi.

8T4llainen joukko on esimerkiksi kompakti joukko. Joukko Y on miiritelman mukaan
kompakti, jos ja vain jos sen jokaisella avoimella peitteelld on ddrellinen osapeite eli

Y C UjerA;, A; on avoin kaikillai e I =Y C Ai1 U...UA;,.
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Lause 2.3.3 Olkoon V vektoriavaruus f:A - R, 0 # ACV ja zy € A siten,
ettd suunnattu derivaatta

Dy f(zo): = el_igl_,_ f(zo + ehe) — f(=o)

on olemassa ja
Dy f(zg) =0 kaikilla he {w eV |zy +w € A}

Jos f on kupera, niin f(xo) on sen pienin arvo. Jos f on kovera, niin f(xo) on
Sen suuTin arvo.

Todistus. Todistetaan vain minimivdittama. Olkoon siis f kupera. Silloin

0= Dpf(xo) = lim f(@o + €h) — f(z0) =

e—0+ €
— lm f((1—€)zo + e(h + 20)) — f(0) <
e—0+ € -
< lim(s)up (1= €)f(@o) + 6i(h + o) = f(wo) = f(h+ z0) — f(z0)
e—0+

kaikilla h € V siten, ettd h + xg € A. Siten f(xo) on kuvauksen F pienin arvo.
m.o.t.

Lopetetaan #&riarvojen olemassaolon riittdvien ehtojen késittely mainintaan,
etts refleksiivisessi Banachin avaruudessa® jokainen rajoitettu jono suppenee
heikosti'®. Edelleen osoittautuu, etts jokainen alhaalta puolijatkuva kupera ku-
vaus on alhaalta puolijatkuva my6s heikon suppenemisen suhteen. T&ll6in lau-
seen 2.3.2 mukaan kuvauksella on pienin arvo. Tulos on epétriviaali ja hyvin
kiyttokelpoinen: se takaa esimerkiksi, ettd funktionaalilla

L*0,1) = R, y — /01 (y(a:)2 +g(y(x))) dx

on pienin arvo, jos g:IR —] — 0o,00] on jokin alhaalta puolijatkuva kupera
kuvaus.

Harjoitustehtivii Ma 7.10.2002, MaD 245 klo 16-18

1. M&arad ala- ja yldraja-arvo lukujonoille
1,2,3,4,..., 1,-2,3,—4,5,—6,... ja 1,
2. Maarai ala- ja yliraja-arvo lukujonoille
. . . . 1
(sinn), (nsinn) ja (nsmn sm—).
n

3. Osoita, ettd reaalilukujono, jonka yldraja-arvo on airellinen, on ylhaalta
rajoitettu. Kelpaako ylaraja-arvo ylarajaksi?

4. Osoita, ettd IR? on metrinen avaruus, kun sen metriikkana on

9Banachin avaruus on normiavaruus, jonka jokainen Cauchyn jono suppenee. Esimerkiksi
L?(Q) on Banachin avaruus, kunhan p € [1,00], & C R™ avoin, m = 1,2,.... Se on refleksii-
vinen, jos ja vain jos 1 < p < oo.

10Banachin avaruuden V jono (zn) suppenee heikosti kohti alkiota x, jos f(zn) — f(z)
jokaisella jatkuvalla lineaarikuvauksella f: V — R.



10.

WEILINS 1T INASOLIIN LAUSLE

(a) di:R? x R? — [0,00[, di(z,y) = /(x1 —y1)? + (22 — 12)?,
(b) d2:R? x R? = [0, 00[, di(z,y) = max{|z1 — y1| + |22 — ya|}.

. Piirr3 edellisen tehtdvin metriikoiden d; ja ds mukaiset 1-sdteiset origo-

keskiset avoimet pallot

B(0,1) = {y € R?| d(y,0) < 1}.

. Mé#srié ja piirrd tason R? pisteille (1/2,0) ja origo diskreetin metriikan

mukaiset avoimet pallot B(0,1) ja B((1/2,0),1).

. Olkoon X joukko ja d; ja da kaksi sen metriikkaa. Niiden sanotaan olevan

ekvivalentteja, jos on olemassa luvut m, M €]0, oo[ siten, etté

mdy (2,y) < da(x,y) < Md(z,y) kaikilla z,y € X.

Osoita, ettd avaruuden R? metriikat di (z,y) = /(21 — y1)2 + (T2 — y2)?
ja da(z,y) = max{|z1 — y1|, |z2 — y2|} ovat ekvivalentteja.

. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja (x,) sen suppeneva jono. Osoita, ettd

(zr) on Cauchyn jono eli

d(zpn, Tm) — 0, kun m,n — oc.

. Olkoot (X,d1) ja (X, ds) metrisid avaruuksia, joiden metriikat ovat ekvi-

valentteja. Osoita, ettd silloin jono (z,) joukon X alkioita suppenee met-
riikan d; suhteen tésmaélleen silloin, kun se suppenee metriikan dy suhteen,
ja etta talloin niiden raja-arvo on sama joukon X piste.

Olkoon
1
X =C0,1], d(f,g) = Oiugllf(w)—g(x)l, T:X = R, T(f) =/0 f(z) dz.

Osoita, ettd limy_,o T'(f) = 0.

Harjoitustehtiviia Ma 14.10.2002, MaD 245 klo 16-18

1.

Olkoon

X=CWJLﬂLm:smﬂﬂw—M@LTX—NLTU%iLf@Mm

0<z<1
Osoita, ettd limy_,o T'(f) = 0.

Osoita suoraan méiritelmien avulla, ettd edellisen tehtdvan kuvaus T on
alhaalta ja ylh#altd puolijatkuva. Onko se jatkuva?
Laske raja-arvot
NP S, .1
liminf sin — ja limsup sin —.
z—0 x z—0 T
Laske raja-arvot

NP S, 1
liminf sin — ja limsup sin —.
T —00 x T—00 X

Ovatko kuvaukset f,9: R — R,

sini, josz #0, sini, josz #0,
fay={ e o2t gm={gne Ior?

0, josz =0, 0, josx =—1,

alhaalta puolijatkuvia? Enté jatkuvia?
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6. Onko origon indikaattorifunktio

= o0, josz #0,
I{O}:]R—>]R, I{O}(.Z')Z { 0 josmio

alhaalta tai ylhaélta puolijatkuva? Enté jatkuva?

7. Olkoon X vektoriavaruus, A C X ja f: A —] — 00,00] kupera kuvaus.
Osoita, ettd kuvauksen f epigraafi

epi (f):=A{(2,A) € AxR| f(z) < A}
on kupera tasmalleen silloin, kun f on kupera.
8. Piirrd kuvausten
g R =R, f(z) =2 g(z) =27,
epigraafit. Padttele kuvausten f ja g kuperuus kuvastasi.
9. Osoita, ettd kuvaus

) [ 2?,  josz #£0,
iR R, f(x)—{ -1, josz =0,

saavuttaa pienimméin arvonsa

(a) suoraan ddriarvon méadritelmin avulla

(b) Weierstrafin lauseen yleistetyn muodon avulla.

Harjoitustehtivida Ma 21.10.2002, MaD 245 klo 16-18

1. Midsrittele sellaiset kuvaukset f,g:IR — R, etti

liminf (f(z) + g(z)) > liminf f(z) + liminf g(2).
z—0 z—0 z—0

2. Madrittele sellaiset kuvaukset f, g, h, k: R — R, etti

1121_351ff(a:)g(:1:) < hﬂrvn_}(r)lff(x) 1121_351fg(:1:) ja

lim inf h(z)k(z) > lim i(I]lf h(z) lim inf k().
T—

z—0 z—0

3. Maaraa raja-arvot

o 1. . 1
liminf sin — cos— ja limsup sin — cos —.
z—0 z z z—0 z x

4. Maaria raja-arvot

P | 21 . 1 91
liminf sin — cos®* — ja limsup sin — cos® —.
z—0 x z =0 x z

5. Tarkastellaan kuvausta

FRSR, [ = {

sinl cos?l,  josaz #0,
a, jos x =0,

missi a € R. Mairai a siten, ettd kuvaus on alhaalta puolijatkuva. Piirra
kuvauksen kuvaaja ja tutki, onko kuvauksella on pienin ja suurin arvo.

6. Olkoon f:R —] — 0o, 00] kupera ja alhaalta puolijatkuva. Osoita, etta se
on rajoitettu alhaalta affiinilla kuvauksella'!.

11 Affiini kuvaus on lineaarikuvaus ynni vakio, esim. g(x) = = + 2



Luku 3

Diskreettia optimointia

3.1 Bellmanin optimaalisuusperiaate

Tarkastellaan epatyhjas joukkoa X paikkoja, joita yhdistdd verkko teité, rauta-
teitd, laiva- ja lentoreitteja. Merkitaén jarjestettyd monikkoa (zg, %1, ..,Zn) €
X"t n € N, lyhyesti zg,1,...,T,, ja sanotaan sitd poluksi, joka alkaa pis-
teestd xo ja joka kulkee pisteiden xz1,...,%,_1 kautta pisteeseen x,. Olkoot
kuvaukset

¢, K: X x X —] — 00, 00].

Luku c(z,y) esittdd matkan pisteestd x € X pisteeseen y € X aiheuttamia
kustannuksia. Jos ¢(z,y) < 0, niin matka tuottaa enemmain kuin maksaa (mai-
semien katselu antaa mielihyvaé, matkalla kerdtdan marjoja tai otetaan talteen
yliajetut rusakot). Jos pisteestd x ei padse pisteeseen y, asetetaan c(z,y) = oo.
Aika on tédssia mallissa diskreetti ja parametri n viittaa ajanhetkeen. T&llGin
c(z,y) = oo pitéd sisdlliddn sen, ettd yhdelld ajan askeleella ei ehditd matkustaa
paikasta x paikkaan y. Paikallaan olemisesta ei tule kustannuksia, jos

¢(z,z) = 0 kaikilla z € X. (3.1)
Matkan kokonaiskustannuksia pitkin polkua xzg, 21, ..., T, esittii
n
Crn(zo,21,...,%n;y) = Zc(xi,l,xi) + K(2n,y), n=1,2,..., (3.2)
i=1

missd K (z,y) esittdd sakkoa, joka tulee siitd, ettd paikkaan y € X ei saavuttu.
Asetetaan
Co(wo;y) = K(wo,y). (3.3)

Esimerkki. Tarkastellaan kolmea kaupunkia «, 8 ja v, siis X = {a, 8,7}
Niiden valisid matkoja esittdd matriisi

0 20
2

1
(c(n, &) = 0 5 (3.4)
5 0

[\V]
(e}

Talloin esimerkiksi matka a:sta y:aan on 20 yksikkod. Olkoon sama, mihin mat-
ka niiden kaupunkien vililla padttyy, jolloin K(n,y) = 0 kaikilla n,y € X ja
siten

Co(m;y) = 0ja Ci(n, & y) = c(n, €) kaikilla 7, £,y € X.

Lasketaan joitakin kahdesta osamatkasta koostuvien matkojen pituuksia:
02(0470[77;3/) = 207 CQ(Otaﬁaa;y) = 37
02(a7ﬂa65y):1: 02(04)657;?4):6

33
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kaikilla y € X. Kaikkiaan niit matkoja on 3% = 27; niiden pituudet voitaisiin
esittdd 3-ulotteisella matriisilla.

Jos K(z,y) = 0, ei ole vilid, mihin pisteeseen matka paattyy. Jos

—_ o0, jOS T 7é Y,
K('r7y) - { 07 jOS =1y, (35)

niin kokonaiskustannus (3.2) on direllinen vain jos z, = y eli sakko (3.5) pa-
kottaa saapumaan pisteeseen y € X.

Esimerkki. Olkoon edellisessa esimerkissd K annettu kaavalla (3.5), jolloin
yhden askeleen matkojen kustannukset C1(n,&;y) ja kahden askeleen matkojen
kustannukset C2(d,7, &;y) ovat aarellisia vain, jos £ = y.

Kaava (3.1) sallii saapua pisteeseen y vihemmiélla kuin n:l14 askeleella ilman
ettd kokonaiskustannukset siitd kasvavat. Luonteva optimointitehtéva on siten
seuraava:

(Pw) Olkoot z,y € X annettuja. Hae sellaiset n € N ja (zo,z1,...,o,) € X"
joille g = z ja

Cn(:UO; Z1y---5Tn; Z/) = inf {Cm(Z(), Zlye++3”%ms y) |
m €N, (20,21,---,2m) € X, zg=2z}. (3.6)
Téassé optimointitehtévissd ajan askelten méiarai ei ole kiinnitetty. Jos se kiin-
nitetdin, niin saadaan seuraava tehtava:

(P,) Olkoot n € N ja z,y € X annettuja. Hae sellainen (z¢,z1,...,2,) €
X" jolle zg =  ja

Cn(zo,T1,...,Tn;y) = inf {Cn(z(],zl, ey Zn3Y) |

(20,21, -, 2n) € X" 20 = z}. (3.7)

Lause 3.1.1 Jos joukko X on ddrellinen, niin tehtivdlld (P,) on ratkaisu.

Todistus. Infimumia haetaan darellisen monen reaaliluvun ja luvun oo joukosta
ja siten se saavutetaan. m.o.t.

Maiiritelmi 3.1.2 Asetetaan kuvaukset Fp, Foo: X X X — [—00,00], n € N,
Fn(:c,y) = inf {Cn(zOJZh" Jznay) | 20521,--+52n € Xn+17 20 = m}7

Foo(z,y) = inf {Cm(zo,zl,...,zm;y) |
m €N, z9,21,...,2m € X, 20 =1z},

Lause 3.1.3 Olkoot z,y € X ja c¢(z,z) < 0. Tdlloin lukujono (F,(x,y)) on
vahenevd ja
Foo(z,y) = inf{F,(z,y) | n € N}.

Todistus. Harjoitustehtéva. m.o.t.

Seuraava lause on Bellmanin optimaalisuusperiaate.

Lause 3.1.4 Olkoot z,y € X ja n € N. Tdlloin pdtee

FO(mJy) = K(may)7 (38)
Fo(z,y) = inf{c(z,2') + Fp_1(z',y) | 2' € X}, m=1,2,...,n. (3.9)
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Todistus. Ensimmainen yhtalo seuraa suoraan olion Co(zo) méaritelmésta. Kak-
si infimumia saadaan ottaa missi jirjestyksessd hyviinsi tai yhtiaikaal. Siksi

m
F, 1nf{Zc Zj-1,%) + K(2m,y) |z1,...,zm€Xm, zozx}
Jj=1

zirél;inf {c(x,zl) + ;c(zj_l,zj) + K(2m,y) |z2, eeyZm € XM—l}

= zirgx {e(@,21) + Fne1(21,9) }-

m.o.t.

Huomaa, ettd Bellmanin optimaalisuusperiaate mahdollistaa optimointitehta-
van rekursiivisen ratkaisemisen: n—askeleisen optimaalisen polun sijasta haetaan
(n — 1)—askeleisia optimaalisia polkuja.

Esimerkki. Olkoon X = {a,8,7} ja ¢, K: X x X —] — 00, 00] annetut
kaavoin (3.5) ja (3.4). Maaritdan kahden askeleen optimaalinen polku Bellmanin
periaatteen avulla pisteestd o pisteeseen 7. Ensimméiseksi

Fale) =Ko = { 0 9570 aikitaz,y € X,

joten

Fy(z,v) = 1,rele {c(z,2") + Fo(a',7)} = ¢(z,7) kaikilla z € X.

Siten lyhimmin kahden askeleen polun pisteestd a pisteeseen f pituus on

Fy(a,7) = inf {c(e, 3") + Fi(2',7) | 2’ € X}
= inf {e(a,2") + e(a',7) | #' € X} = efa §) + e(B,7) = .

Lyhin kahden askeleen polku pisteestd a pisteeseen «y on siis a, 3,

3.2 Optimaalisuusyhtalo

Yleistetddn Bellmanin optimaalisuusperiaatetta ja kdinnetdin se “ajassa” taak-
sepéin suuntautuvaksi. Polun (z¢,21,...,2,) € X! sijasta annetaan kohde-
kuvauksen muuttujana olla mahdollisesti eri joukkojen Uy, U, - - . ,U,—1 kartee-
sisen tulon alkio. Kohdekuvauksen ei tarvitse olla summalauseke, vaan pelkis-
td4n miki hyviinss R-arvoinen kuvaus muuttujastaan.

Lause 3.2.1 (Optimaalisuusyhtdld). Olkoot joukot Uy, U, . ..,Un—1 epatyhjid,
n=12,...50 G:lUy x Uy X ... X Up_1 = [—00,00]. Mddritellidn kuvaukset

Gj:lUy x Uy x ... xUj—1 = [—00,00], Gj(ug,u1,...,uj—1) (3.10)
=inf {G(uo,u1,...,un—1) | ux €Ur,k=74,j+1,...,n —1},

10Olkoot A ja B epityhjid joukkoja ja f: A x B — R. Silloin
inf mf f(z,y) > mf 1nf mf{f(u v) | (u,v) € A x B}
zEA
= inf{f(u,v) | (u,v) € A x B} > inf{ mgf(w,v) | (u,v) € Ax B}
ze

> inf{ inf inf f(z, ,v) € Ax B} = inf inf f(z,y).
,ln{wHElAylng(w y) | (u,v) } w”elAy"éBf(w )



LURU o. Diohkhptvl 11A O 1TINVIOIN1TIA

missd j = 0,1,...,n. Tdlloin jokaiselle j =0,1,...,n —1 on voimassa
Gj(’LLo,'LLl,. ..,’U,jfl) = inf Gj+1(’LLO,'LL1,.. .,’LL]')
u; €EU;
kaikilla (UO, . ,’U/jfl) €Uy x...x Ujfl, (311)

Gn(uo,ul, .. ,un,l) = G(Uo,ul, . ,unfl)
kaikilla (ug, ... Up—1) EUg X ... X Up_1. (3.12)

Todistus. Yhtilo (3.12) seuraa suoraan mairitelméasta (3.10). Koska infimumien
jirjestys saadaan vaihtaa, niin jokaiselle j = 0,1,...,n —1
G]‘('LLO,’LLl, e ,Ujfl)
=inf {G(uo,u1, ..., Un—1) |ux €Us, k=17,j+1,...,n—1}
= inf inf {G(ug,u1,...,un_1) |ux €Uy, k=4 +1,...,n—1}

u; EU;
= inf Gj+1(U0,U1, . ,Uj)
uj €U;
kaikilla ('11,0, ULy ,u]-_l) S U() X U1 X ... X uj—l- m.o.t.

Esimerkki. Ratkaistaan kaksi ddriarvotehtdvid optimaalisuusyhtdlon avulla.
Kumpikin tehtévi voidaan ratkaista muillakin menetelmilla.

1. Olkoon n =2, Uy = U, = {1,2,3} ja
G:Uy x Uy = R, G(ug,u1) = uous-
Lasketaan yhden muuttujan kuvaus G1:Uy — R:
G1(ug) = inf{G(ug,u1) | u1 = 1,2,3} = inf{uous | u1 =1,2,3} = o,
silld ug > 0. Optimaalisuusyhtélén nojalla luku
Go = inf{G(ug,u1) | wo,u1 = 1,2,3} = inf{G1(uo) | wo = 1,2,3}
=inf{ug | uo =1,2,3} = 1.
Koska G(1,1) = 1, kuvaus G saavuttaa pienimmin arvonsa pisteessa (1, 1).
2. Olkoon n =2, Uy =U; =R ja

Uy
G:RxR—= R, Glug,u1) = ———.
) ( 0, 1) 1+ U% n u%
Tehtévina on hakea kuvauksen G pienin arvo tai ainakin sen arvojen suu-
rin alaraja eli infimum. Optimaalisuuyhtdlon nojalla tdmé kahden muut-
tujan minimointitehtdva palautetaan yhden muuttujan minimointiteht-
viksi. Haetaan siis lukua

Go = inf{G(ug,u1) | uo,u1 € R}.

Lasketaan kuvaus G2—1 = G ratkaisemalla dériarvotehtava muuttujan u;
suhteen:

. / 1
GI(UO):ullréf]lRG(/UOaul):G(uO;_ 1+U%) :—W

Seuraavaksi haetaan yhden muuttujan kuvauksen G; pienin arvo tai aina-
kin infimum; heti ndhdién, ettd se on G1(0) = —1/2. Optimaalisuus-
yhtélén nojalla haettu Go = —1/2. Koska kumpikin infimum saavutettiin
ja kaksi perdkkaistd infimumia voidaan yhtd hyvin ottaa yhdella kertaa,
seuraa optimaalisuusyht&lostd, ettd kuvauksella G on pienin arvo ja se
saavutetaan, kun ug =0 ja u; = —1.
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3.2.1 Sidotut dariarvotehtivit ja optimaalisuusyhtilo

Seuraava esimerkki valaisee sidottujen #iriarvotehtavien kisittelyd indikaatto-
rifunktion avulla ja sitéd, ettd optimaalisuusyhtélon soveltaminen niihin on it-
se asiassa sidotun ddriarvotehtidvin ratkaisemista sijoitusmenetelmélla. Huoma-
taan myds, ettd indikaattorifunktion avulla optimaalisuusyhtéloéd voidaan sovel-
taa ddriarvotehtiviin, joissa kohdekuvauksen méirittelyjoukko ei ole karteesinen
tulo.

Esimerkki. Olkoon
g:R? =5 R, g(z) = 25 + 2222 + 25 ja S = {z € R? | 22% + 23 = 8}.

Haetaan kuvauksen g pienintd arvoa joukossa S eli ratkaistaan sidottua dériar-
votehtiiviid, jonka side-ehto on 2z? + x3 = 8. Koska g on jatkuva ja S on kom-
pakti, niin Weierstraflin lauseen nojalla haettu pienin arvo on olemassa, mutta
olemassaolon nayttdd myos seuraava paattely. Maaritellidn G: = g + Ig, missé
Ig on joukon S indikaattorifunktio. Siis

) = | g(z), josz €S,
G:RxR— R, Ga) = { ) ends
Nyt lauseen 3.2.1 merkinnéin n = 2, Uy = U; = R ja kaikilla ug € [—2, 2]
G1(ug) = iréf]RG(uo,ul) = inf{u +udu? + uj | u? = 8 — 2ul}
u1

= 2ug + ud — 24ud + 64.

Jos ug & [—2, 2], niin G1(ue) = co. Kuvauksen G derivaatan nollakohdista vain
origo on vililld [—2, 2], joten kuvauksen G pienin arvo on G1(—2) = -8, silla
G1(0) = 64 ja G2(2) = 8. Optimaalisuusyhtélén nojalla

i f = = i f = —O.
29 =G0 = iy Grluo) = =8

Jalleen, koska kumpikin infimum saavutettiin, haettu globaali minimikohta on

(-2,vB=2(-2)7) = (-2,0).

3.2.2 Lineaarinen optimointi ja optimaalisuusyhtilo

Kerrataan pikaisesti hieman yleistden lineaarinen optimointitehtéva ja yksi sen
ratkaisumenetelm (ns. simpleksimenetelmé).

Maiiritelma 3.2.2 Sidottua ddriarvotehtdvid
(L) Hae kuvauksen f: X — R pienin tai suurin arvo joukossa S C X!
sanotaan lineaariseksi dariarvotehtiviksi, jos
1. joukko X on vektoriavaruus ja S C X on epdtyhja,
2. kuvaus f: X — R on lineaarikuvaus ja

3. on olemassa epdtyhji joukko J, luvut b; € R ja lineaarikuvaukset Ly: X —
R, j € J, siten, ettd

S = ﬂjeJ{IIJ €eX|Lj(x) < bj}.
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Esimerkki.
1. Haetaan kuvauksen f: R? — R, f(z) = x1 + 22 ja suurinta arvoa joukossa
S={zxeR®|z1+22<1, 31 —25 <0 jaxs>1}.

Asettamalla Ly () = x1+x2, La(z) = 21 —2x2, L3(x) = —22,b1 = 1,05 =0
ja b3 = —1 ndhd&in, ettd tdma tehtdva on lineaarinen optimointitehtava.

2. Haetaan kuvauksen f:RR? — R, f(x) = x1 + 2 ja suurinta arvoa joukossa
S={r€eR? |z —z2=1}.

Asettamalla Ly (z) = &1 —22, La(x) = —L1(z), by = 1 ja by = —1 ndhdéén,
ettd tAma tehtdvi on lineaarinen optimointitehtiva. Silla ei kuitenkaan ole
ratkaisua, miks onkin tavallista, jos joukko S ei ole rajoitettu.

Lause 3.2.3 Lineaariselle optimointitehtiville joukko S, sen minimikohtien
joukko ja maksimikohtien joukko ovat kuperia.

Todistus. Joukko S on leikkaus kuperista joukoista {z € X | L;(z) < b;},i € J,
joten se on kupera.

Olkoot u,v € X minimitehtdvin (L) kaksi ratkaisua ja A € [0,1]. Silloin
kuvausten lineaarisuuden nojalla

f(Au+ (1= X)) =Af(u) + (1= N)f(v)
= Amiy £(2) + (1 — A)min £(2) = min £(2),

Li(Mu+ (1= M) = ALj(u) + (1 — N Lj(0) < Abj + (1 — A)b; = b;

kaikilla j € J. Siten Au+(1—A)v € S ja se on minimitehtdvin (L) ratkaisu. Nain
minimien joukko on kupera. Samoin n#ytetdin maksimien joukko kuperaksi.
m.o.t.

Lause 3.2.4 Olkoon X metrinen avaruus® sekd f ja L; jatkuvia kaikilla j € J.
Silloin lineaarisen optimointitehtdvin joukko S, sen minimikohtien joukko ja
maksimikohtien joukko ovat suljettuja.

Todistus. Joukko S on leikkaus suljetuista joukoista {z € X | L;(z) < b;}, joten
se on suljettu.

Olkoot z!, 22, ... jono minimitehtéiviin (L) ratkaisuja siten, etti se suppenee
kohti jotakin z € X. Koska z™ € S kaikilla n € N ja S on suljettu, niin z € S.
Koska f on jatkuva, niin

— 1 n =} . .
f() = lim f(2") = lim min f(z) = min f(2)

eli z on minimikohta. Samoin ndytetidfin, ettd maksimikohtien joukko on suljet-

tu. m.o.t.

Maiéritelmi 3.2.5 Olkoon X vektoriavaruus jo S C X epdtyhjd joukko. Pis-
tettd x € S sanotaan joukon S kirkipisteeksi, jos se ei ole kahden muun joukon
S pisteen kupera yhdiste.

2Riittds, ettd X on topologinen vektoriavaruus eli ettd kuvaukset (u,v) — u+v ja (A, u) —
Au ovat jatkuvia.
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Esimerkki.

1. Joukon {0} C R kirkipiste on 0, joukon {0, 1} kirkipisteet ovat 0 ja 1.
Samoin joukon [0, 1] kiirkipisteet ovat 0 ja 1. Joukolla ]0, 1] ei ole lainkaan
karkipisteité.

2. Olkoon S C R?,

S={:c€]R2|:c1+x2§1, 21 — 23 > 0jazy > —2}.
Sen kirkipisteet ovat (1/2,1/2), (-2, —2) ja (3,-2).
3. Joukon
S={reR? |z >1}}
kiirkipisteiden joukko on (harjoitusteht&vil)
S={zeR’|zy =2}}.

Seuraava lause on lineaarisen optimoinnin peruslause, jonka perusteella &3~
riarvokohtia riittda hakea vain joukon S kirkipisteiden joukosta.

Lause 3.2.6 Olkoon X metrinen ja vektoriavaruus jo lineaarikuvaukset f ja L;
Jjatkuvia kaikilla j € J. Jos lineaarisella optimointitehtavalla (L) on ratkaisu,
niin yksi ratkaisukohdista on joukon S kdrkipiste.

Todistus. Ks. Optimointimenetelmét. Koska kohdekuvaus on lineaarinen, niin
ddriarvo saavutetaan myos joukon S reunalla, silli muutoin kohdekuvaus olisi
nollakuvaus (ks. DIL1). m.o.t.

Y114 olevaan lauseeseen perustuu ns. simpleksimenetelmd: Valitaan yksi jou-
kon S kirkipiste ja lasketaan kohdekuvauksen arvo siind ja sen naapurikirkipis-
teessd. Jos haetaan pienintd arvoa, siirrytdan tuohon naapurikérkipisteeseen, jos
kohdekuvaus ei siitd kasva. Jos se kasvaa, kokeillaan toista naapurikirkipistetta.

Esimerkki.
1. Haetaan kuvauksen f:R? — R, f(x) = z1 + 72 ja pienint arvoa joukossa
S={zeR® |z +22 <1, =21 + 29 <0 jaze > -2}
Joukon S kirkipisteet on jo laskettu, joten riittdé verrata kohdekuvauksen

arvoja niissi:

11

f(5:3) =1 F-2,-2)= ~4ja f3,-2) = 1.
Néin suurin arvo on 1 ja pienin on —4.

2. Ratkaistaan edellinen tehtéva optimaalisuusyhtalon avulla. Ensimmaiseksi
rajoitteet poistetaan joukon S indikaattorifunktion I's avulla eli tarkastel-
laan kuvausta G = f + Is. Asetaan Uy = U; = R ja lasketaan kuvaus
G1: R — R:

Gl(uo) = inf{G(uo,ul) | u; € IR} = il’lf{UO + uy | (Uo,’ul) S S}
=inf {ug +uy | =2 < uy < min{ug,1 —u1}}
=wup — 2, jos —2 < min{ug,1 —uo}
eli —2 < ug < 3. Muulloin G1(ug) = oco. Siten optimaalisuusyhtilon no-
jalla

Go = inf{G(ug,u1) | up,u1 € R} = utrgm G1(ug) = _2%%53(110 —2) = —4.

Kumpikin infimum saavutettiin, joten pienin arvo on —4 (= f(-—2,—2)).
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3.3 Diskreettia saatoteoriaa

Tassé jaksossa tarkastellaan diskreettejd sddtdteoreettisia optimointiongelmia,
jollainen on esimerkiksi kylmilld&n olleen kesdmokin ldmmityksen sddtdminen
niin, ettd lampotila mokin sisdlld on mahdollisimman 1dhelld haluttua ja lammi-
tyskustannukset jasvit samalla mahdollisimman pieniksi®. T4ll6in tunnistetaan
kaksi eri muuttujaa: sddto (lammittimen teho) ja tila (lampdotila). Edellisen ar-
voa ajanhetkelld ¢ merkitdan tavallisesti u(t) ja jilkimmaéisen x(t). Aikaa pide-
tddn diskreettind, joten merkitasn lyhyesti u, ja x, pidempien ilmaisujen u(t,)
ja z(ty,) sijasta.

Maiiritelma 3.3.1 Olkoon n € N ja epdtyhjit joukot X ,Uy,Us, ... ,Upn—1 sekd
kuvaukset gj: X xU; =] —o00,00], § =0,1,...,n, joa K: X =] —o00,0]. Joukossa
{0,1,...,n — 1} mddriteltyd kuvausta j — u; sanotaan sidtomuuttujaksi, jos
u; € U; jokaisella j = 0,...,n — 1. Kuvausta

{0,1,...,n} = X, j > z;,

sanotaan sagtomuuttujaan u listtyvaks: tilamuuttujoksi, jos seuraavat kolme eh-
toa toteutuvat.

(i) Lausekkeen

n—1
C =Y gi(®j,u;) + K(zn) (3.13)
Jj=0
minimowan (uo,...,u,_1) jokainen komponentti u; riippuu vain olioista

z; ja j kaikilla j =0,1,...,n —1.
(i1) Olio xj41 riippuu vain olioista x;, j ja u; kaikilla j =0,1,...,n— 1.
(iii) Jokaisella j =0,1,...,n pdtee x; € X.

Joukkoa X sanotaan tdlléin tila-avaruudeksi.

Esimerkki. Kesdmdokin lammittdmisen tapauksessa voidaan asettaa X' = Uy =
oo = Up—1 = R tai tiukemmin X = [-273,300] ja Uy = ... = Up—1 = [0, 8],
jolloin lampotilan mittayksikkond on yksi Celsius-aste ja ldmmitystehon yksi
kilowatti. Lampdtilalle asetaan yldraja, jotta puinen mokki ei leimahtaisi tu-
leen. Lammitysteholle asettaa ylarajan padsulakkeiden koko. Tilamuuttujana
on lampdtila, jonka oletetaan kullakin hetkelld riippuvan vain lampdtilasta ja
lammitystehosta edelliselld diskreetin ajan hetkella.

Tami esimerkki antaa aiheen seuraavaan méiritelm&in.

Maiiritelma 3.3.2 Olkoot joukot Uy, . .., Un—1 ja X epdtyhjia sekd kuvaukset
aj:X XUJ‘ — X, _] =0,1,...,n. Yhtiloa

zj41 = aj(zj,u;) kaikilla j =0,1,...,n— 1. (3.14)

sanotaan tilayhtdloksi.

3T4116in on kaksi keskendin ristiriitaista tavoitetta: suurella limmitysteholla 1ampétila tu-
lee nopeasti halutuksi, mutta lammityskustannukset ovat suuret; pienelld limmitysteholla saa-
daan pienet limmityskustannukset, mutta ldmpdtila nousee hitaasti toivottuun arvoonsa. T&-
mé sddtoteoriassa tavallinen kahden ristiriitaisen kriteerin ongelma on monitevoiteoptimoin-
nin perusongelma, mutta vaivihkaa se sivuutetaan (“ratkaistaan”) ottamalla kohdekuvaukseksi
painotettu keskiarvo kummankin kriteerin tdyttymattémyyttd kuvaavista kohdekuvauksista.
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Esimerkki.

1. Kesimdkin limmittimisen tapauksessa tilayhtilé on limpdoyht#ls?. Jos
ajan askel eli t; 11 — t; on vakio, niin patee varsin tarkasti, ettd

Tjiy1 = + ou; —af(x; — ;) kaikilla j = 0,1,...,n—1, (3.15)

missd vakio « on kidntien verrannollinen kesimdkin lampdkapasiteettiin,
Z; on ulkoldmpdtila ja vakio S on mokin ulkoseinien, lattian ja katon
pinta-ala kertaa niiden U-arvo (oletetaan alapohjan olevan hyvin tuule-
tettu). Yhtélo (3.15) esittdéd lammon sdilymistd: mokin sisdltdmén 1am-
mon (energian) muutos on mokkiin tuotu 1ampd pois sieltd seinien, katon
ja lattian kautta samassa ajassa poistuva lAmpo.

2. Mekaniikan piiriin kuuluvissa sovellutuksissa yhtaloa (3.14) sanotaan li-
keyhtdloksi. Newtonin liikeyhtdléo m-massaiselle kappaleelle homogeeni-
sessa gravitaatiokentdssd on mz' (t) = —mg, missi z(t) esittdd kappa-
leen korkeutta (sijaintia) hetkelld ¢. Siitd saadaan ensimméisen kerta-
luvun differentiaaliyhtdld laajentamalla tila kaksiulotteiseksi. Merkitdan
y(t) = 2'(t), jolloin

%(m(t),y(t)) = (y(t), —g) kaikilla ¢ € [0, oo[.

Taman yhtalon diskreetti vastine saadaan korvaamalla derivaatta erotus-
osamadrillé, jolloin kappaleen putoamista kuvataan yhtalolla

($j+1,yj+1) = (.’L’j,yj) + (tj+1 — tj)(yj, —g) kaikilla j = 0,1, ....

Lause 3.3.3 Olkoot n € N, epdtyhjit joukot Uy, U, ..., Un—1 ja X, kuvaukset
a;: XxU; = X, g;: X xU; =»]—00,00], 7 =0,1,...,n, ja K: X —]—00,00] sekd
zg € X. Olkoon tilayhtdlo (3.14) voimassa ja sddtomuuttujan u optimaalisuuden
madaratkoon kaavan (3.13) kustannusfunktio. Merkitddin

Fj(.’L‘j) = F}'(.’L’(),xl,.. -5 L5, U, UL, - - .,Uj_l):: (316)
n—1
= lnf{ gk(xkauk) +K($n) up € uk; k =.77.7 + 1,...771— 1}
k=j

Tdllgin pdtee:
(i) Optimaalinen u; riippuu vain olioista j ja x; jokaisella j =0,...,n — 1.
(it) j— x5, {0,1,...,n} = X, on sditomuuttujan j — u; tilamuuttuja.

(iii) Lausekkeet Fj(x;) riippuvat vain olioista j ja x; eli

Fj: X - [—00,00], j=0,1,...,n.

(w) Kaikilla j =0,1,...,n—1

Fy(z;) = viéluj (gj (zj,v) + Fji1 (aj(xjvv)))a (3.17)
Fo(z,) = K(zy). (3.18)

(v) Olio Fj(x;) on pienin mahdollinen tuleva kustannus, kun takana on sdato-
ja tilamuuttujien historia hetkestd k = 0 hetkeen k = j.

4Tarkemmin ajan suhteen diskretisoitu ja paikan suhteen keskiarvoistettu limp&yhtild.
Varsinainen 14mpdyht&lo on 143 -ulotteinen parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtdlo 66/t —
kAf = 0, missd x on positiivinen vakio, A on Laplacen operaattori ja § on lampdétila.
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Todistus. Todistus on induktiivinen. Maritelmén (3.16) mukaan F,(z,) =
K(z,) eli (3.18) patee. Samalla patee, ettd F,(xo,. .., Zn,Ug, - - Un—1) pelkis-
tyy vain oliosta x, riippuvaksi. Olkoon tdma pelkistyminen voimassa oliolle
Fyy1(xo, .-y Thy1,U0,..-ug), kun k € {0,1,...,5 — 1}, missd j < n. Tuolloin
siis

Fry1(20,-- -, Try1,Uo, - - Uk) = Frp1(Try1).

Optimaalisuusyhtalo (3.11) sanoo nyt, etti

Fy(z) = inf (gk(:ck,uk) + Flt1 (ak(a:k,uk))). (3.19)
up €U
Lauseke, josta infimum otetaan, riippuu vain olioista xjy, ux ja k. Siten infi-
mum riippuu vain olioista xj ja k. Nidin tdmi pelkistyminen toteutuu myos
oliolle Fy(xo, ..., Tk, uo,- - -,ur—1). Induktioperiaatteen nojalla se pétee kaikille
k=mn,n—1,...,0. Titen (iii) ja (iv) pétevit. Yht&losts (3.19) niihdasn, ettd
optimaalinen wuy, riippuu vain olioista zj ja k eli (i) patee. Tilayhtdlon nojalla
Tp4+1 € X riippuu vain olioista zg, uy ja k, joten k — z on sddtdmuuttujan
k — wuy, tilamuuttuja eli (ii) patee. Kohta (v) on selvi. m.o.t.

Esimerkki. Tarkastellaan kylmilldan olleen kesdmokin ldmmittamistd paivas-
s lampotilaan x4 = 20 (Celsius-astetta). Valitaan ajan askeleen pituudeksi 6
tuntia. Oletetaan vuorokauden sddennustuksen toteutuvan ja sen mukaisten ul-
koldmpdtilojen olevan g = 0, £1 = —5, 5 = —10 ja £3 = —20. Mokin alkulam-
potila olkoon xy = 0. Puisen mokin lampokapasiteetin oletetaan olevan sama
kuin 514,3 litralla vettd, jolloin

" 6 x 3600 00 K
T 514,3kg x 4,2k /kgK ' kW’

eli lyhyesti @ = 10, kunhan l&mmitystehon yksikkénd muistetaan pitdd yksi
kilowatti ja lampdtilan yksi Kelvin tai Celsius-aste. Mokin seinien, lattian ja
laipion U-arvoksi oletetaan 0,25 W/Km? ja pinta-alaksi 200 m2, jolloin

W . K W 1

Tilayhtdlo (3.15) on nyt ilman yksikéita kirjoitettuna
1 1, .
Tjp1 = 5.(13']'—}-1011,]'4- §$j, 7=0,1,.... (320)

Pyritdin lammittdm&idn mokki niin, ettd lauseke

|
-

Cn = 3 (uj + jv(20 — 2;)%) + K (zn) (3.21)

Il
<

on mahdollisimman pieni; valitaan v = 1 ja n = 4. Koska loppuldmpétila
x4 = 20 halutaan saavuttaa, niin paitekustannus K on joukon {20} indikaatto-
rifunktio.

Sovelletaan lausetta 3.3.3 ja lasketaan takenevasti optimaalinen mokin 1am-
mitys. Koska Fy = K = I;50y, niin

1 1
Fy(aa) = inf (v+3(20 - 25)* + Fy(5ws +100 + §323))
1
. 2
= inf (u +3(20 — 73)” + Ipa0y (25 + 100 - 10))

1 A
=3- 20%3 + 1200 — 120z3 + 373 kaikilla 23 € [—120,40],
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misséd infimum saavutetaan, kun v = ug = 3 — 0,05z3. Jos 23 ¢ [—120,40],
niin F3(z3) = co. Jatetdan harjoitustehtédviksi laskea F», Fy ja lopulta Fy seki
optimaaliset ug, u1, U2, us;

1 1
FQ(.’L‘Q) = inf (U + 2 (20 - 5172)2 + F3(§£L'2 + 10v + 55@2))

VEU2

. 1
= nf (v+400 402 + a3 + Fy (522 + 100 - 5) ).

3.3.1 Diskonttaus

Olkoon f3 €]0, 0o|. Tarkastellaan diskontattua® kustannuskuvausta

n—1
7=0
Maéritelldan oliot Fj(z;), j =0,1,...,n, uudestaan:
Fj(l‘j) = Fj(l’o,xl, e ,.’L’j,Uo,ul, e ,’U,jfl) = (323)

n—1
= inf{Zﬂk’jgk(wk,uk) +,3"7jK($") up €EUg, k=7,7+1,...,n— 1}.
k=j

Tama on on pienin mahdollinen tuleva diskontattu kustannus, kun takana on
sdato- ja tilamuuttujien historia hetkestd & = O hetkeen k& = j. Huomaa, ettd
jos B =1, niin tilanne on sama kuin lauseen 3.3.3 tapauksessa.
Lause 3.3.4 Olkootn € N, 8 €]0, 00|, epityhjdt joukot Uy, Uy, . .., Uy, ja X sekd
xg € X. Olkoon tilayhtdlo (3.14) voimassa ja sadtomuuttujan u optimaalisuuden
maaratkdon kaavan (3.22) kustannuskuvaus. Talléin kaavoilla (3.23) madritellyt
F; toteuttavat:
(i) Optimaalinen u; risppuu vain olioista j ja x; jokaisella j =0,1,...,n—1.
(it) j— x5, {0,1,...,n} = X, on sditomuuttujan j — u; tilamuuttuja.

(iii) Lausekkeet Fj(xz;) riippuvat vain olioista j ja x; eli

Fj: X = [~00,00], j =0,1,...,n.

(w) Kaikilla j =0,1,...,n—1

Fy(e)) = inf (g5(ap0) +BFp (ay(z;0) ), (324
Fo(zn) = K(zn). (3.25)
Todistus. Harjoitustehtéva. m.o.t.

5Diskontto on lainan ennakkokorko, joka maksetaan ennen lainan erdintymistid ns. dis-
konttauspdivind ja jonka laskemisessa korko lasketaan diskonttaus- ja erddntymispdivan vali-
seltd ajalta. Esimerkki: 10 000 euron laina, jonka vuosikorko on 10 %, otetaan vuodeksi 1.1.,
koronmaksu- ja diskonttauspdivd ovat 30.6. T&lloin 30.6 maksetaan korko 1000 euroa, josta
500 euroa on taannehtivasti maksettava alkuvuoden korko ja loput 500 euroa on ennakoiden
(diskontaten) maksettava loppuvuoden korko.
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3.3.2 Optimaalinen kuluttaminen ja sijoittaminen

Tarkastellaan tapausta, jossa yksi henkilo voi kuluttaa tai sijoittaa rahansa.
Kuluttaminen tuottaa mielihyvéa, sijoitus korkotuloja, joilla voidaan kuluttaa.
Henkilon tavoitteena on maksimoida diskontattu mielihyvéinsa. Olkoot n € NN,
v €]0,1[ ja a, B €]0, oo[. Tila-avaruus olkoon IR ja tilamuuttuja j — z;; sen arvo
x; esittdd henkilon rahavarojen méiréd hetkelld t;. Aika on siis jélleen diskreetti.
Sadtomuuttuja on j = u; € U; ja sen arvo u; esittéi hetkelld ¢; kulutetun rahan
méédrdéd. Kuluttaa ei voi velaksi, joten u; < z;. Toisaalta tuottaminenkaan ei
kdy péinsd, joten u; > 0. Téten U; = [0,z;]. Raha on sijoitettu pankkitilille,
jonka korko® on o — 1, joten tilayht#ls on

i1 = a(z; —u;), j=0,1,...,n. (3.26)
Kuluttajan mielihyvié hetkelld ¢; esittdd g(u;). Oletamme, ettd
g:[0,00[= R, g(r) =r'"". (3.27)

Talloin mielihyvifunktio on alenevan rajamielihyvan lain mukaisesti kovera.
Hetkellisten mielihyvien summan sijasta maksimoidaan diskontanttujen mie-

lihyvien summaa
n—1

> Bg(uy) + B K (z), (3.28)

j=0
missd K (x,,) esittdd mielihyvid loppuhetkelld olevasta raham&iristd. Alenevan
rajamielihyvin lain vuoksi — ja laskujen helpottamiseksi — oletamme, ettd

K:[0,00[= R, K(r) = A,r'™", (3.29)

missé A, > 0 on vakio. Meilld on maksimointitehtava. Mutta koska kustannus-
funktiossa kaikki yhteenlaskettavat ovat darellisif, niin yhtépitdvi minimointi-
tehtdva on hakea olion

(3 Bgw) + 7K (@) = 3 (- gw) + 8" (~ K(@a)  (3:30)
J=0 J=0

minimid. Koska jokaiselle reaalilukujoukolle B pétee sup B = —inf —B, niin
lauseen 3.3.4 nojalla optimaalisuusyhtalot ovat

—Fj(x;) = sup (vl_" — ﬂFHl(a(xj - v))), j=0,...,n—1, (3.31)

0<v<z;
—Fu(zn) = K(zy), (3.32)
missé jokaiselle j = 0,1,...,n
_F‘J("EJ) = _Fj('rOJml; <., Tj,UQ, UL, - - - 7uj71) = (333)

n—1
= —inf{ 3 BT g(u) — BIK (20) | wp € Un, k=G, j 4+ 1,000~ 1}
k=j

n—1

= sup { Z ,Bk_jg(uk) + Bn_jK(z'n)

k=3

0 < uy < g, k:j,...,n—l}.

Optimaalisuusyhtiloiden ratkaisuna saadaan (harjoitustehtivi), etté

—y T; .

_FJ(:L'J):AJZ-; ) uj:AT‘;V7 _]:TL,’I’L—l,...,O, (334)
J

A = 14qAY, =01, n -1, (3.35)

v = (Bar )M (3.36)

6Kyseessd on reaalikorko, jolloin inflaatio voi tehdi siitd negatiivisen.
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TA&ll6in patee
1—ynd

1/v v —ij
A’IL/—]:AL/ ’VnJ+ 1_,7

,j=0,1,....,n—1. (3.37)

Tarkastellaan lopuksi likim&aréisesti tapausta, jossa edessd on runsaasti ai-
kaa eli » — j on suuri. Jos v > 1, niin

1 :
A AV - )y
n—j & ( = 7)7 ;
jolloin
—v v(n—j —v Ty
—Fn,j(xn,j) = An,jﬂl’;_j ~ Ml’)/ (n ‘7)3)1 ; Up—j R M2fyn—]—j’ (338)

missd My ja M, ovat positiivisia vakioita. Jalkimmé&inen néistd yht&ldistd ker-
too, ettd kulutusta kannattaa myohentdd. Jos v < 1 ja n — j on suuri, niin
AV 1/(1 —+), jolloin

n—j ™~

1-v
$n7j

_Fn—j(mn—j) R Un—j R (1 - W)wn—j' (3'39)
-7

Tall6in rahoista kulutetaan vakio-osa kullakin ajan askeleella.

3.3.3 Palautuskaavalla méiéiritelty kustannuskuvaus

Olkoot joukot X, Uy, ..., U, 1 epatyhjid. M&aritellaan kuvauksille
K:X->TRija X xXxUjxR—=TR, j=0,1,...,n—1, (3.40)

oliot

Cn = K(xy) ja Cj = ¢ (x;,241,u;,Cj41) kaikilla j = 0,...,n —1, (3.41)
ja sanotaan, ettd éj esittdd kokonaiskustannuksia ajanhetkiltd 7,7 + 1,...,n.

Esimerkki.

1. Kun asetetaan

V;(@, i1, u5,y) = gj(2),u5) + By,

on Cy kaavassa (3.41) sama kuin diskontanttauskertoimen sisiltiivi kus-
tannuskuvaus (3.22):

Co = Yo (w0, 1,0, C1) = go(wo,u0) + BCL = go(xo,uo) +

81 (21, T2, u1, Ca) = go(wo,u0) + Bgr(z1,u1) + F2Co
N-1

=...= > Bigi(zj,u;) + B"Cn ja Cn = K(zn).
7=0
2. Jos taas asetetaan
Y (xj,xjq1,uj,y) = max {gj(xj,uj),y} kaikilla j = 0,1,...,n — 1,
niin minimoitavaksi kustannuskuvaukseksi tulee
Co = max{g;(z;,u;) | j=0,1,...,n—1}.

Téama ei sisilly additiiviseen kustannuskuvaukseen (3.22).
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Lause 3.3.5 Olkoot epdtyhjit joukot Uy, Uy, . .., Un—1 ja X, piste g € X, ku-
vaukset a;: X x U; — X, sekd kaavan (3.40) mukaiset kuvaukset K ja v; siten,
ettd jokainen 1; on vitmeisen muuttujansa suhteen ylhddltd puolijatkuva ja kas-
vave, j = 0,1,...,n, Olkoon tilayhtdlo

Zj+1 = aj(zj,u;) kaikilla j =0,1,...,n, (3.42)

voimassa ja sadatomuuttujan u optimaalisuuden mdadratkéon kaavan (3.41) kus-
tannusfunktio Cy . Merkitidn

Fj(z;) = Fj(zo,x1,...,Z;, U0, U1, ..., Uj_1): = (3.43)
=inf {C;|ug € Uy, k= 4,5 +1,...,n —1} kaikilla j = 0,1,...,n.
Tdllgin pdtee:
(i) Optimaalinen u; riippuw vain olioista j ja x; jokaisella j =0,...,n —1.
(i) j— z;,{0,1,...,n} = X, on sddtomuuttujan j — u; tilamuuttujo.
(iii) Lausekkeet F;(x;) riippuvat vain olioista j ja x; eli

Fj: X = [—o00,00], j=0,1,...,n.
(iv) Kaikilla j =0,1,...,n—1

Fj (.CL'J) = vienbf{lj ¢j (.’Ej, Clj (.’Ej ; 1}), v, Fj+1 (a]- (iI?j, ’l)))) 5 (344)
Fo(zn) = K(z2). (3.45)

(v) Olio Fj(x;) on pienin mahdollinen tuleva kustannus, kun takana on sdato-
ja tilamuuttugien historia hetkestd k = 0 hetkeen k = j.

Todistus. Todistus on induktiivinen. M#&ritelmén (3.43) mukaan F,(z,) =
K(x,) eli (3.45) patee ja F,(zo,--.,%n,Uo,---,Un_1) riippuu vain oliosta z,.
Olkoon tém3 pelkistyminen voimassa oliolle Fyy1(xo, ..., Zk+1,Uo,- - - Uk ), kun
ke {0,1,...,7 — 1}, missd j < n. Siis
Fk+1 ($0, ceey ZL‘]H_]_,UO, . uk) = Fk+1 (mk-l-l)'

Tilayhtalo (3.42) sanoo, etti

Fk($07"'Jmk7u07"'7uk71) = lnf{ék | u; € ul; l= k7k+ 1,...,’”— 1}

= inf inf{¢Yg(zk,Tpt1, vk, Crr1) |w €Uy, I=k+1,...,n—1}

up EUp
= Helfz;{ Pk (xk,ak(xk,uk),uk,inf{ékH | wEeEU, l=k+1,...,n— 1})
up €U
= inf g (zp, ar(@r, ur), uk, Fre1 (Tr41)), (3.46)
ur EU

sills jokaiselle ylhizlta puolijatkuvalle kasvavalle kuvaukselle f:R — R ja jou-
kolle B C R piitee
inf f(z) = f(inf B).

Lauseke, josta infimum otetaan, riippuu vain olioista x, ur ja k. Siten infi-
mum riippuu vain olioista xj ja k. Nidin tdma pelkistyminen toteutuu myos
oliolle F(zo,- .., %k, Uo, - - ., ux—1). Induktioperiaatteen nojalla se pétee kaikille
k=mn,n—1,...,0. Taten (iii) ja (iv) patevit. Yhtalostd (3.46) nihddén, ettd
optimaalinen wuy, riippuu vain olioista zx ja k eli (i) patee. Tilayhtdlon nojalla
Tp41 € X riippuu vain olioista zg, uy ja k, joten k — z on sddtémuuttujan
k — wuy, tilamuuttuja eli (ii) patee. Kohta (v) on selvi. m.o.t.
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3.3.4 Tuotannon ajoittaminen

Tarkastellaan verstasta, joka valmistaa, varastoi ja myy yhta ainoaa hy6dyketta.
Aikaa pidetadn diskreettini ja ajan askel on yksi paivi. Hyodykkeen kysyntéa
paivand ¢ merkitdin d;; verstaanpitdji tietdd ennalta muuten kysynnin, joka
muuten voi olla epdsddnnollinen. Varastossa pdivin ¢ alussa olevaa hyodyke-
maidrdd merkitdin x; ja paivand ¢ tuotettua mairdd merkitddn u;. Tilayhtilo
on siten

Tjy1 =2 +u;—dj, j=0,1,... (3.47)

Verstas pyrkii tyydyttdm&an péivien 0,1,...,n — 1 kysynnin mahdollisimman
pienin kustannuksin eli optimoinnin kohdekuvaus on

i
X

C, = (g(uj) + h(z; +u; — d]-)) + K(x,,), (3.48)

Il
<

misséd g(u) esittdd kustannuksia maardn u tuottamisesta ja h(x) esittis mii-
rdn z varastointikustannuksia yhdestd piivistd seuraavaan. Yksinkertaiset ja
uskottavat lausekkeet niille ovat:

A jos u <0, ) o0, josz <O,
g(u) = { a+bu, josu>0, h(w) = { cr, josz >0, (3.49)

missd a, b, ¢ €]0, oo[. Tall6in varaston tyhjentamisestd ei tule kuluja (tyomiehet
lomautettuina), mutta tuottamisesta tulee vakiotermi (tyOmiesten paivipalk-
ka) ja kuluja tuotantomafrdén suoraan verrannollisesti (tarvikkeet, energia).
Varastointikulut ovat suoraan verrannollisia varastoitavaan miirddn ja nega-
tilvisia méirid (velkaa) tavaraa ei sallita. Tarkastelujakson lopussa varaston ei
tarvitse olla tyhji, joten padidtekustannukset ovat

| o0, josz <O,
K(m)_{(), jos > 0.

Lause 3.3.6 Olkoon n = 1,2,..., luvut dy,d;,...,d,_1 € [0,00[. ja olkoon
tilayhtdlé (3.47) voimassa. Oletetaan kuvauksista g, h, K ja C, ylld mainitut

seikat ja olkoot oliot F}, j = 0,...,n, annettu kaovalla
n—1
F; :inf{z (g(uk) + h(zk + ug —dk)) + K(xn) |ul e, l:j,j+1,...,n}
k=j
jokaisella j = 0,1,...,n. Tdlloin kustannuskuvauksen (3.48) mukaiset optimaa-
liset ug,uy, - -.,uy_1 toteuttavat seuraavat kohdat:
(i) Optimaalinen u; riippuu vain olioista j ja x; jokaisella j =0,...,n — 1.
(it) j— x5, {0,1,...,n} = X, on sddtomuuttujan j — u; tilamuuttuja.

(i) Lausekkeet F;(x;) riippuvat vain olioista j ja x; eli

Fj: X = [~00,00], j =0,1,...,n.

(i) Kaikilla j =0,1,...,n—1
Fi(z;) = 1}2{% (9(v) + h(z; + v —dj) + Fipa(z; + v — dj)),

(v) Olio Fj(x;) on pienin mahdollinen tuleva kustannus, kun takana on sdato-
ja tilamuuttujien historia hetkestd k = 0 hetkeen k = j.
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Todistus. Viitteet seuraavat suoraan lauseesta 3.3.3. m.o.t.

Lause 3.3.7 Olkoot edellisen lauseen oletukset voimassa. Optimaalinen tuo-
tanto-ohjelma on sellainen, ettd joka pdivd tuotetaan lisdd tavaraa, jos ja vain
jos varastossa oleva tavara ei riitd tyydyttimddn pdivin kysyntdd. Jos tavaraa
tuotetaan lisdd, sitd tuotetaan juuri sen verran, ettd silla voidaan tyydyttia yh-
den tai usearnman seuraavan paivin kysynta.

Todistus. Oletetaan, ettd tuotanto-ohjelmassa ug,uf,...,u),_; on u;‘ >0

jollakin j = 0,1,...,n — 1. Jos z; > d; ja médrdn uj tuottaminen siirretdén
pdivddn j+1, niin sédstetdén kuluissa cuj tai a+cuj sen mukaan, onko uj ; =0
tai uj,, > 0. Tastd seuraa ensimmdinen véite.

Oletetaan, ettd piivand j tuotetaan riittavasti tyydyttdmain kysyntd ennen

paivid k mutta se ei riitd myds paiville k. Silloin
k—1

u;’ = Zdl —x; + 6,
l=j

missd 0 < § < dj. Siksi paivand k on joka tapauksessa tuotettava lisaé tavaraa.
Jos suure u} vihenisi méarélld 6 ja suure uy, kasvaisi samalla maéréllé, niin séés-
tyisi varastointikuluja maérd c(k — j)d ilman muita muutoksia kustannuksissa.

Siten § = 0 on optimaalinen. m.o.t.

Jos z; > dj, niin hetkelld j ei tuoteta, vaan varastojen annetaan supistua
kysynnidn my6td tai niitd aktiivisesti tuhotaan varastointikulujen valttdmiseksi
(harjoitustehtdava). Jos z; < dj, niin hetkelld j tuotetaan niin, ettd kysyntd
tyydyttyy paiviltd j, j + 1,...,k — 1 ja xx = 0. Optimaalinen k& mairdytyy
yhtalosta,

Fj(z) = min{G(j, k) — bz + Fo(k) | k=j+1,...,n}, josx <dj, (3.50)
missa

k—1 k—1
Gt,k)=a+bY d+c) (I-j)d. (3.51)
=3 =3

Niin ensimmiisen tuottamis- tai varaston kuluttamispaétoksen jalkeen varasto
tyhjenee jollakin hetkells, josta alkaen toistuvasti varasto tyhjennetdin uudes-
taan. Naima hetket madrdytyvit yhtalosta

¢n =0, ¢; = F;(0), (3.52)
i = ¢j+1’ jOS dj = 0,
¢ = { ming—jt1,..n (GG, k) + ¢r) jos dj >0 jaj <n. (3.53)

Kaavan (3.51) kustannuskuvaus lasketaan helposti takenevasti: ratkaisemalla
kaavoista (3.52)-(3.53) takenevasti optimaaliset ajanhetket, joina varasto on tyh-
ja. Jos aluksi varasto ei ole tyhji, edetddn kaavan (3.50) mukaan. Jos aluksi on
enemman kuin tarvitaan kokonaiselle méaralle tulevia paivis, varastoa tyhjen-
netddn myymalla tai tuhoamalla.

3.3.5 Tilayhtidlon ratkaisun vakaus

Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Tdssa jaksossa tarkastellaan tilayht&lod, kun
siind ei ole eksplisiittistd riippuvuutta sddtomuuttujasta u; eli yhtalod

Tj+1 =a]’($]’), j=0,1,..., (354)

missd a;: X = X, j =0,1,.... Tim3 tarkastelu on kuitenkin sédtoteorian kan-
nalta relevantti, silld yleisen tilayht&lon (3.14) oikea puoli a;(x,u;) riippuu vain
Jj:sté ja x:std, kun kuvaus j — u; pidetddn annettuna.
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Maiéritelmé 3.3.8 Olkoon aoo: X — X siten, ettd

lim a;(x) = aco(x) kaikilla z € X (3.55)

j—oo
Pistettd T € X sanotaan jarjestelmén (3.54) stationaariseksi pisteeksi’ , jos

T = aoo(T)- (3.56)

Esimerkki.

1. Olkoon X = R ja 2a;(z) = sinz. Nyt 2a, = sin ja ainoa stationaari-
nen piste on origo, silld jos x ja T olisivat eri stationaarisia pisteitd, niin
véliarvolauseen nojalla

|z — z| 1|' in z| 1| &l | ’|<1| |
—Z| = =|sinz —sinz| = = — —|x —
T—T 5 sinx — sin & 5 cosé||lx —zx 23: T

ja siten z = z. Toisaalta origo on stationaarinen piste, silla 0 = sin 0.

2. Olkoon X =R ja a;j(z) = sinz. Jos z > 0, niin® sinz < z, joten z > 0 ei
ole stationaarinen piste. Jos x < 0, niin sinz = —sin—x > —(—xz) =z, ja
siten x < 0 ei ole stationaarinen piste. Ndin ainoa stationaarinen piste on
origo. Koska 0 = sin 0, niin origo on stationaarinen piste.

3. Olkoon X = R ja aj(z) = z?. Silloin ax(z) = z? ja pisteet 0 ja 1 ovat
ainoat stationaariset pisteet: Z = a(z) = #?. Jos zo = 1,00001, niin
z; = 00, kun j — oo. Jos taas 2o = 0,999999, niin z; = 0, kun j — oo.
Niin piste 1 on sikili tasapainopiste, ettd jos jirjestelmé siihen paityy,
pysyy se siind i4ti. Mutta ldhelle sitd pidisemisestdén huolimatta x; voi
siitd loitota ddrettomin kauas, kun j — oo.

Maéaritelmi 3.3.9 Olkoot ay,...,a00: X — X siten, ettd (3.54) ja (3.55) pad-
tevdt. Stationaarista pistettd T € X sanotaan stabiiliksi eli vakaaksi, jos

lim z; = Z kaikilla o € X.
]*}OO

Stationaarista pistettdi T € X sanotaan lokaalisti stabiiliksi eli paikallisesti va-
kaaksi, jos on olemassa r €]0, 00| siten, ettd

lim z; = T kaikilla xo € B(Z,r).
j—oo
EsimerkKki.

1. Olkoon X = R ja aj(z) = sinz. Silloin piste 0 on vakaa stationaarinen
piste.

2. Olkoon X = R ja a;(x) = z*. Silloin piste 0 on paikallisesti vakaa statio-

naarinen piste, kun taas stationaarinen piste 1 ei sité ole.

Lause 3.3.10 Olkoon (X,d) tiydellinen metrinen avaruus, vy € [0, 1] ja kuvaus
a: X = X siten, ettd

d(a(z),a(y)) < vd(z,y) kaikilla z,y € X. (3.57)

7Joskus sanotaan pistetti T tasapainopisteeksi, mutta tillainen tasapaino voi olla kovin
epdvakaa kuten esimerkin kohdassa 2. Siksi on parempi puhua stationaarisesta pisteestd tai
kiintopisteestd (jos a; on sama kaikilla j).

8Ks. Analyysi 1.
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Talloin jarjestelmdlld
xjt1 = a(z;) kaikillo j € N (3.58)
on yksi ja vain yksi stationaarinen piste T € X. Se on vakaa ja

d(wo, a(wo))

d(z,z;) <+’ 1 kaikilla xo € X ja j € N. (3.59)

Todistus. Olkoot n,p € IN. Oletuksen mukaan
d(xpy1,T,) = d(a(wn),a(mn_l)) <vd(Zp,Tp_1) < ... <"d(x1,0).

Kolmioepdyhtalon nojalla edelleen

d(xn+pa mn) < d($n+pa mn+p71) + d($n+pfla $n+p72) + ...
coet d(xpgr, zn) < (’yn+”_1 +ntP2 4 'y")d(xl,mo) <
d(z1,x
<A+ +97 + . )d(@, 7o) = v"%ﬁ-
Téten d(zn, Tm) — 0, kun n,m — oo, eli (z,) on Cauchyn jono. Koska (X, d)
on taydellinen, (z,) suppenee kohti jotakin z € X. Kolmioepayhtdlon nojalla
nyt

nd(1,%0)

d(i':xn) S d((i', xn+p) + d($n+P7 xn) S d(:ll_', $n+p) + Y 1— 7y

’

mistd (3.59) seuraa, kun p — oo. Edelleen kolmioepayhtélén nojalla

d(i'a a(f)) < d(i':xn+1) + d(mn-i-la a(j))
= d(Z, Tny1) + d(a(z,),a(Z)) <
< d(Z,Tny1) +vd(zn, ) = 0, kun n = co.
Metriikan definiittisyyden nojalla Z = a(x) eli T on jarjestelmén (3.58) statio-
naarinen piste.

Osoitetaan vield stationaarisen pisteen yksikésitteisyys. Olkoot T ja Z sta-
tionaarisia pisteité. Silloin

d(z,

3]

) = d(a(z),a(Z)) < vd(Z,%) < d(%,7),

. m.o.t.

8

josta d(Z,Z) =0eli Z =

Esimerkki. Tarkastellaan jousen varaan ripustettua m-massaista punnusta.
Sen korkeutta hetkelld ¢ merkitadn y(t) ja se noudattaa litkeyht&l64

my" (t) = —mg — ky(t) —vy'(t), t € R, (3.60)

missé, k €]0,00[ on jousivakio, g = 9,81 m/s? ja v €]0,00[. Yhtélén (3.60)
viimeinen termi esittdd kitkavoimia, jotka tulevat ilmanvastuksesta ja jousen
sisaisestd kitkasta. Merkitsemilld v = y’ saadaan toisenkertaluvun yhtalo (3.60)
muutettua ensimmaéisen kertaluvun yhtélopariksi:

(6 = o) Ja () = g — y(t) = Zo(), tE€ R,

Kun derivaatat korvataan erotusosaméarilld, on sen diskreetti vastine
y(tj41) = y(t5) +v(t) i1 — t5),

Wtg) = vlty) — 9+ Syl + Zo(0), jEN.
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Olkoot g = 10, tj41 —t; = 1/2, k/m = v/m = 1, y(t;) = y;, v(t;) = v;, jolloin
lyhyesti
1 e
Yjr1 = Y; + Vi kaikilla j € N, (3.61)
1 1
Ui+l = 50~ 5— QYi kaikilla j € N. (3.62)

Téama jarjestelmd on muotoa (3.58), silld voidaan maaritelld

1 1 1
a:R? - 1R2,a(z1,zQ) = (zl + 52:2, §z2 - §z1 - 5). (3.63)

Téamai a ei kuitenkaan toteuta epayhtalod (3.57) (harjoitustehtdvi), joten edel-
listd lausetta ei voida suoraan soveltaa. Kuitenkin, jos stationaarinen piste ja
raja-arvot limy; = yo ja limv; = vy ovat dérellisind olemassa, niin

1 ) 1 1
Yoo Zyoo‘}‘EUOO Ja Voo = 5“00_5_ 53/00
Silloin veo = 0, yoo = —10 eli punnus pysadhtyy korkeudelle —10.

Maéédritelmé 3.3.11 Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Jos f: X — X toteuttaa
epayhtdlon (3.57), siti sanotaan

1. Lipschitzin-jatkuvaksi, kun 0 <y < 00,
2. kutistuskuvaukseksi eli kontraktioksi, jos v =1,
3. vahvaksi kutistuskuvaukseksi eli vahvaksi kontraktioksi, jos 0 <y < 1.

Pistettd & € X sanotaan kuvauksen f kiintopisteeksi, jos f(ZT) = x.

Esimerkki.

1. Kuvaus f:R — R, bsinz, b € R, on Lipschitzin-jatkuva vakiolla |b|, sill&
viliarvolauseen nojalla

|f(z) = f(y)| = |beos ] |z —y| < |b] |z — y] kaikilla z,y € R.
Lipschitzin-jatkuvuuden vakiota |b| ei voida parantaa eli pienentdi, silla

fx)— f(—=x) _ bsinx

z— (—x)

— b, kunz — 0+.

Niin kuvaus f on vahva kutistuskuvaus tdsmélleen silloin, kun 0 < b < 1.

2. Olkoon kuvaus f: C — C ainakin toisen asteen polynomi. Silld on ainakin
yksi kiintopiste, koska f(z) — z on ainakin ensimmaéisen asteen polynomi
ja siten algebran peruslauseen nojalla yhtalolla f(z) — z = 0 on ainakin
yksi juuri. Tavallisesti polynomilla on useita kiintopisteita.

3. Jérjestelméin (3.58) stationaaristen pisteiden joukko on kuvauksen a: X —
X kiintopisteiden joukko.
Lause 3.3.10 kuuluu kutistuskuvauksen ja kiintopisteen kisitteiden avulla seu-

raavasti:

Lause 3.3.12 (Banachin kiintopistelause) Jokaisella taydellisen metrisen ava-
ruuden vahvalla kutistuskuvauksella on tdsmdlleen yksi kiintopiste.
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Lause 3.3.13 Olkoon X epityhji joukko, F: X — X kuvaus jan = 1,2,....
Madritellian yhdistetyt kuvaukset

Fi:X - X, F'(z) = F(z), FI*(z) = F(Fi(z)), j =1,2,....
Jos kuvauksella F™ on yksi ja vain yksi kiintopiste T € X, niin myéds kuvauksella
F on tasmalleen yksi kiintopiste ja se on T.
Todistus. Olkoon Z = F™(Z). Silloin
F(z) = F(F™(z)) = F"(F(z)),

joten my6s F(Z) on kuvauksen F™ kiintopiste. Yksikésitteisyyden nojalla & =
F(Z) eli Z on kuvauksen F' kiintopiste.
Oletetaan lisdksi, ettd £ € X on kuvauksen F kiintopiste. Silloin

F'(3)=F" (F(&) =F""'(&) =...= F(& =&,
joten Z on myos kuvauksen F™ kiintopiste. Koska se on yksikésitteinen, niin

Z = z. Siten kuvauksen F' kiintopiste on yksikésitteinen. m.o.t.

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavaa alkuarvotehtavia
y(0) = yo ja y'(t) = f(t,y(t)) kaikilla ¢ € [0, 1], (3.64)

missd yo € R ja kuvaus f:[0,1] x R — R on jatkuva siten, ettd jollakin vakiolla
M € [0, oo[ pétee

|f(t,z) — f(t,y)| < M|z — y| kaikilla ¢t € [0,1] ja z,y € R. (3.65)
Olkoon

X =C[0,1] ={f:10,1] = R | f on jatkuva},
d(f,9) =sup {|f(t) —g(t)||[0 <t <1} ja

F:X = X, F(g)(t) =yo+/0tf(8,g(8)) ds.
Télloin (X, d) on tdydellinen metrinen avaruus. Jokaiselle g, h € X pitee, ettd
[F(9)(t) = F(R)(1)| < /Ot £(s,9(s)) = F(s,h(s)) | ds <
< /Ot M|g(s) — h(s)| ds < Mtd(g, h) kaikilla ¢ € [0,1].
Téstd seuraa, etta

P00 - F00] < [ |f6P@0) - 15 F0))|ds

t t M2t2
< [ MIP()s) - F(s)|ds < [ M Msd(g, by ds = 255 dig, ).
0 0
Niin jatkamalla saadaan, ettd
MFtk M*
|F*(g)(t) — F*(h)(t)| < d(g,h) < B d(g,h)
kaikilla t € [0,1] ja k = 1,2,..., joten
Mk
d(F*(g), F¥(h)) < — d(g, h) kaikilla g,h € X jak=1,2,.... (3.66)

k!
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Siten F* on vahva kutistuskuvaus, kunhan k on kyllin suuri. Banachin kiinto-
pistelauseen nojalla silld on yksikisitteinen kiintopiste y € X. Edellisen lauseen
nojalla sama y on kuvauksen F kiintopiste eli

y(t) =yo + /Ot f(s,y(s)) ds kaikilla ¢ € [0, 1]. (3.67)

Sijoittamalla ¢t = 0 saadaan alkuehto y(0) = yo. Koska y(¢) on kaikkialla jatku-
van kuvauksen integraalifunktio, niin on se kaikkialla derivoituva. Derivoimalla
saadaan differentiaaliyhtalo y' = f(t,y). Siten y on alkuarvotehtivin (3.64)
ratkaisu. Lisdksi sen ratkaisu on yksikisitteinen.

Harjoitustehtivia 4.11.2002 klo 16-18, MaD 245

1. Madraé kaupunkien Jyvaskyld, Kuopio, Mikkeli ja Pieksdméki etiisyys-
matriisi olettaen, ettd ajan askel on yksi tunti ja kustakin kaupungista
toiseen voidaan siirtyd enintddn fyysiselld nopeudella 100 km /h.

2. M&irdd omalla tavallasi lyhin kahden ja kolmen askeleen reitti Jyvisky-
lastd Kuopioon edellisessd tehtivissa l0ytamasi etdisyysmatriisin mukaan

3. Ratkaise edellinen tehtévi Bellmanin optimaalisuusperiaatteella.
4. Todista Lause 3.1.3.

5. Hae optimaalisuusyhtélon avulla kuvauksen
[:R2 =5 R, f(z) =z? + 25129,
pienin arvo joukossa

S ={ze€R? |z} + 423 <9}.

6. Mairda joukkojen

A={.’EE]R,2|.Z'1+.’E2:0, —1S.’L’1§1}
Wz eR? |z —22=0, -1 <2, <1},
B={z€eR?|21+2:<0, -1< 2 <1}

kirkipisteet.
7. Méarad joukkojen
C={zeN?|1<z1<4, 1< <4}jaD={x € R?®|z2 > 7}

kirkipisteet

Harjoitustehtiviia Ma 11.11.2002, MaD 245 klo 16-18

1. Tehtévand on juoksuttaa yhteensd M litraa vettd perdkkiisissd tunnin
jaksoissa, joissa veden juoksutusnopeus on vakio uj, j = 0,1,...,%p_1.
Halutaan suurimman juoksutusnopeuden olevan mahdollisimman pieni.
Siis kohdekuvaus on max{uo,...,un—1} ja sen muuttujien u; € [0, o],
j=1,...,n—1, tulee toteuttaa side-ehto 2?2—01 u; = M. Selvésti ratkaisu

on
M
Upg=UY1 = ... =Up—1 = —.
n

Osoita se optimaalisuusyhtélon avulla.
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Olkoot kuvaukset
9;:[0,00[— [—00,00[, j =1,2,...,n, n=1,2,...

ja esittdkoon g;(u;) mielihyvad, jonka kuluttaja saa, kun han ostaa tuo-
tetta j raham&aralld u;. Esittdkoon

E,(z) = sup{zn:gj(uj) |ug, ..., u, € [0,00[, iuj < x}
j=1

i=1
kuluttajan optimaalista kokonaismielihyvi, kun hén kuluttaa rahaa maa-
ran z € [0, oo[. Osoita, ettd

Fi(z) = Joax (9j(w) + Fj_1(z — u)) kaikilla j =1,2,...,n.

. Miten edellisessid kaavassa esiintyvd Fy on méiriteltava? Selitd omin sa-

noin, miké on edellisen kaavan ja siind maksimin antavan v merkitys.

. Sovella tehtdvan 2 tulosta, kun n = 3 ja

oy _ ) jlnu, josu>0, . _
g](u)_{ —00, jOSUZO .7_172537

eli m&irdd optimaaliset kolmen hyddykkeen kulutukset jokaiselle raha-
mairélle z € [0, oo[.

. Laske edellisen esimerkin F5 ja Fj.

. Laske edellisen esimerkin Fjy ja m#drda optimaalinen ldmmitysohjelma

(ug,u1,us,us). Mitd otaksut sille tapahtuvan, jos kerrointa v = 1 kas-
vatetaan tai vihennetdan?

. Oletetaan, ettéd ulkoldmpdtila on koko ajan —10 astetta ja ldmmitysteho

on 1 kW. Selvita tilayhtélon (3.20) perusteella, miten mokin sisdlampdtila
kiyttaytyy, kun n — oo. (Vihje: kasvava ylhailta rajoitettu reaalilukujono
suppenee.)

8-9 Todista lause 3.3.4

Harjoitustehtédvii ma 18.11.2002, MaD245 klo 16-18

1.-2.
3.

4.-5.

Johda yhtilét (3.34)-(3.36).

Osoita, ettd yhtalon (3.39) mukaan toimittaessa padoma kasvaa jokaisella
ajan askeleella §-kertaiseksi, missi § = ay = (a3)'/*. Millainen 6 voi olla,
kun 0 <y <1?

Ratkaise optimaalinen sijoittaminen ja kuluttaminen, kun

g(u):{ In(u —a), josu> 4, K(z) :{ A,In(z — %), josz > T,

—00 muulloin, —00 muulloin,

missd A, T ja u ovat positiivisia vakioita.

. Anna sellainen jatkuva f:IR — R, aidosti kasvava g: R — R ja epityhji

joukko A C IR siten, ettéd
inf f(A) < f(inf A) ja inf g(A) > g(inf A).

. Osoita, ettd jokaisella kasvavalla f: R — R ja epéityhjilli A C R pétee

inf f(A) > f(inf A).

. Olkoon f:R — R ylhialts puolijatkuva ja kasvava sekii A C R epityhji.

Osoita, ettd
inf f(A) = f(inf A).
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Harjoitustehtivii ma 25.11.2002, MaD245 klo 16-18

1. Osoita, ettd kuvaus

1 1 1
a:R? - IR2,a(z1,z2) = (zl + 52’2, §z2 - izl - 5).

ei toteuta ehtoa (3.57), kun avaruuden IR? metriikkana on tavallinen eukli-
dinen metriikka

d(u,v) = /(u1 —v1)2 + (ug — v2)2.

2. Laske jarjestelmén (3.61)-(3.62) kiyttaytymistd taskulaskimella, kun yg =
vp = 0. Nayttavitko raja-arvot lim;_, y; ja lim;_, v; olevan olemassa?

3. Yrité 16ytéii sellainen avaruuden IR? metriikka, joka on ekvivalentti taval-
lisen euklidisen metriikan kanssa ja jonka mukaan tehtdvin 1 kuvaus a
toteuttaa epayhtélon (3.57). Jos siind onnistuisit, niin mita voisit silloin
paitelld lauseen 3.3.10 avulla stationaarisesta pisteestd ja raja-arvoista
lim]’_,oo Yj ja limj_,oo 1)]'?

4. Tarkastellaan yhtlod f(z) = 2z + e® =0, z € R. Osoita jatkuvien funk-
tioiden teorian avulla, ettd silld on tdsmaélleen yksi ratkaisu. Hae ratkaisun
likiarvo haarukoimalla eli seuraavalla algoritmilla:

(a) Valitse lopetusparametri € > 0 sekd ja vili [zg, z1] siten, ettd
f(x1) f(z2) < 0. Aseta n: = 0.
1

(b) Jos |2p41 —zn| < €, niin lopeta. Muuten aseta z,,42: = 5(zn +2p41)-
Jos f(@n)f(Tni2) < 0, aseta Tny3:= Tpn. Jos f(@n)f(Tni2) > 0,

aseta Tpy3: = Tpy1- Jos f(2n) f(Tny2) = 0, aseta Tp43: = Tpia-
(c) Aseta n:=n + 2 ja jatka kohdasta (b).

Hae ratkaisun likiarvo taskulaskimen laskentatarkkuudella.

5. Ratkaise edellisen tehtdvin yhtalo iteroimalla eli ensin yhtdlosta ratkais-
taan z sellaisena lausekkeena, joka on vahva kutistuskuvaus. Esimerkiksi
T = —% e”, x < 0; voidaan siis hakea sopivaa kuvauksen lauseketta ja mas-
rittelyjoukkoa. Sen jilkeen valitaan sopiva alkuarvo xo ja aletaan laskea
jonon (z;) alkioita,

1
Tjp1 = —ieﬁf kaikilla j € N.

6. Osoita, ettd jollakin ¢ € [0, oo[ kuvaus

f:] - 007_5[_)] - 007_6[7 f(.’L') = _%ewa

on hyvin mé#dritelty® ja vahva kutistuskuvaus. Osoita, ettd edellisen teh-
tavan iterointijono suppenee.

7. Yrita ratkaista iteroiden yhtdlo —3z+e® = 0, z € R. Kokeile alkuarvoja
zo =1 jaxy=2.

8. Keplerin ensimméiinen laki sanoo, ettd planeetat kiertdvét ellipsinmuotoi-
sia ratoja, joiden toisessa polttopisteessd on Aurinko on. Keplerin toisen
lain mukaan Aurinko-planeetta-yhdysjanan ja ellipsin isoakselin rajaama
pinta-ala kasvaa vakionopeudella (eli pintanopeus on vakio!'?). Keplerin

9Riitta4, ndyttad, ettd sen arvojoukko on todellakin | — oo, —4[.
10pintanopeus A(t) = +x(t) x x'(t), missd x on vektoritulo, jolloin keskeisvoimakentssi
24" (t) = x'(t) x x'(t) + x(t) x x"'(t) = 0.

| =

A~
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kolmannen lain mukaan planeetan radan isoakselin kuutio on suoraan ver-
rannollinen planeetan kiertoajan nelioén. Namé lait mahdollistavat pla-
neetan paikan laskemisen, kunhan kuusi kullekin planeetalle ominaista
vakiota, ns. rataelementtis, tiedetdsin'!. Tamén laskun vaikein askel on
seuraavan Keplerin yhtdlon

E—esinE=M (3.68)
ratkaiseminen. Siind tunnettu suure M on planeetan keskianomalia,

t—T
P

M =2n

missd ¢ on kulloinen aika, T on aika, jolloin planeetta on perihelissi'2, ja
P on planeetan kiertoaika. Tunnettu suure e,

b2
0<e=4/1-—5 <1, (3.69)

on planeetan radan eksentrisyys (a ja b ovat radan iso- ja pikkuakselin puo-
likkaat). Tuntematon suure E on planeetan eksentrinen anomalia eli kul-
ma, jonka sivulla on periheli ja jonka kirkend on radan keskipiste. Toisella
sivulla on leikkauspiste radan keskipisteeseen piirretylle ympyrélle, jonka
halkaisija on radan isoakseli, ja suoralle, joka kulkee planeetan kautta ja
joka on isoakselin normaali.

Yht&lostd (3.68) saadaan
E=M+esinE, (3.70)
joten mééritellaan induktiivisesti lukujono (E,):
Ey=0, Eny1 =M +esinE,, n=0,1,2,... (3.71)
Osoita, ettd jono (E,) suppenee kohti Keplerin yhtilon ratkaisua kaikilla

Ey, M € R jae € [0,1]. Osoita vield, ettd Keplerin yhtal6lla on tdsmalleen
yksi ratkaisu.

9. Ratkaise iteroiden taskulaskimen tarkkuudella Keplerin yhtdlostd Pluton
eksentrinen anomalia E, kun sen eksentrisyys on e = 0,2523 ja luonnolli-
nen anomalia M = /3.

1Ks. Heikki Oja, Taivaanmekaniikka, Limes ry, Helsinki 1977, ss. 10-17, tai Hannu Kart-
tunen, Johdatus taivaanmekaniikkaan, Limes ry, Helsinki 1980, ss. 26-35.

I2Kjertolaisen radan piste, joka on lihinni keskuskappaletta. Jupiterin kuilla vastaavan
pisteen nimi on perijovium, Kuulla perigeum.



Luku 4

Optimointi sokkona:
minimax-lauseita

Edellisten lukujen optimointitehtivissé oletetaan, ettd optimoijan hallussa on
taydellinen tieto tai informaatio eli hén tietdsd kohdekuvauksen lausekkeen. Kun
jaksossa 3.1 haettiin halvinta reittis yhdesta kaupungista toiseen, oletettiin kaik-
kien tieverkon kaupunkien etdisyydet tunnetuiksi. Kuitenkin aivan hyvin voi ol-
la, ettd kaikkia niitd tietoja ei kartanlukijalla ole, ne ovat epdtarkkoja, hin on
ajoittain eksynyt tai kulkuviline kiyttaytyy arvaamattomasti. Samoin jaksos-
sa 3.3.4 tuotantoa ajoitettiin tapauksessa, kun tuleva kysyntd oletettiin tunne-
tuksi. Optimointiin puutteellisen informaation pohjalta on lukuisia eri mene-
telmis!, mutta tdssi luvussa tarkastellaan ns. minimax-ajattelua eli varovaista
strategiaa®. Sen mukaan oletetaan tekijdiden, joita optimoija ei hallitse, aset-
tuvan hinen kannaltaan huonoimpaan mahdolliseen tilaan. Reitinvalinnassa on
talloin oletettava, ettd auto rikkoutuu, tiet ovat auraamatta ja joudutaan kive-
lemadn perille. Tuotannon ajoittamisessa varovainen strategia olisi olettaa, ettd
kuluttajat hankkivat vain valttdm&ttoman masran tuotetta.

4.1 Peliteoriaa

Kaksi® henkilod, Eemeli ja Francoise, pelaavat pelid, jossa joka kerta samalla
siirrolla on sama vaikutus pelin tulokseen. Olkoon E epidtyhji joukko, jonka
alkiot esittavit Eemelin mahdollisia siirtoja tai ratkaisuja pelissd. Samoin ol-
koon epityhja joukko F', jonka alkiot esittévit Francoisen mahdollisia siirtoja.
Oletuksen mukaan on siis olemassa kuvaukset

fE,fF:EXF—)E (4.1)

siten, ettd fg(z,y) esittds Eemelin menetysti, kun hén tekee siirron z € E ja
Francoise tekee siirron y € F'. Vastaavasti fr(z,y) esittdd Frangoisen menetysté,
kun hin tekee siirron y € F' ja Eemeli siirron 2 € E. Vajavaisen informaation
tilannetta tallainen peli vastaa sikéli, ettd pelaaja ei voi padttda tai edes tietda
etukiteen, mink siirron vastapelaaja tekee.

I Numeerisessa optimoinnissa kiytetty gradienttimenetelm eli jyrkimm&n nousun mene-
telmd on yksi ndistd muista ldhestymistavoista. Tuottaja tietdd kohdekuvauksestaan eli voi-
tostaan vain ne arvot, jotka se on saanut toteutuneilla tuotantomaarilla. Niistd hdn voi erotus-
osamadralld arvioida voittonsa gradientin ja muuttaa tuotantom&irididn gradientin suuntaan,
koska voitto kasvaa voimakkaimmin gradientin suuntaan.

2Stratégie conservatoire, ostorozhnaja strategija.

3T3m3 alaluku perustuu teoksen [1] lukuihin 7 ja 8. Teoksen on julkaissut ven#jiksi Mir,
Moskova 1988.
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Misritelma 4.1.1 Eemelin siirtosidnniksi sanotaan moniarvoista kuvausta®
Cr C F x E, kun Cg(y) on niiden siirtojen joukko, jotka Eemeli voi valita,
kun Francgoise on tehnyt siirron y € F. Francoisen stirtosGanndéksi sanotaan
moniarvoista kuvausta Cp C E X F, kun Cr(z) niiden siirtojen joukko, jotka
Frangoise voi valita, kun Eemeli on tehnyt siirron x € E.

Esimerkki. Kummankin pelaajan siirtosadnto voi olla yksiarvoinen kuvaus.
Silloin peli on deterministinen: jos Eemeli siirtda ensin, vastaa Francoise siithen
yhdella tietylld siirrolla, jolloin Eemeli vastaa ainoalla siirtosdantonséa sallimalla
siirrolla. Tavallinen siirtosdantd on pyrkid minimoimaan menetystaén.

Madiritelmi 4.1.2 Eemelin ja Frangoisen siirtojen paria (T,y) sanotaan rii-
dattomaksi®, jos
z € Cg(¥y) ja j € Cr(T). (4.2)

Riidattomien siirtoparien joukko voi olla tyhji, ddrellinen, numeroituvasti
tai ylinumeroituvasti direton. Jos Eemelin ja Francoisen siirtosddnnot sallivat
kaikki joukkojen E ja F' alkiot, on silloin jokainen siirtopari riidaton. Parhaassa
tapauksessa on tdsmiélleen yksi riidaton siirtopari. Silloin peli jatkuu vakiona:
Eemeli ja Francgise toistavat samoja omia siirtojaan loputomasti.

Lause 4.1.3 (Brouwerin kiintopistelause). Olkoon K C R™, n =1,2,..., kupe-
ra jo kompakti joukko. Jokaisella jatkuvalla kuvauksello F: K — K on ainakin
yksi kiintopiste.

Todistus. Sivutetaan. Ks. Dunford & Schwartz: Linear Operators I, ss. 467-470.
m.o.t.

Lause 4.1.4 Olkoot E,F C R", n = 1,2,..., kuperia ja kompakteja. Jos Fe-
melin ja Frangoisen siirtosidnndét ovat jatkuvia kuvauksia, niin heiddn pelissdadan
on ainakin yksi risdaton siirtopari (T,y) € E x F.

Todistus. Pari (Z,§) on riidaton siirtopari tdsmaélleen silloin, kun se on kuvauk-
sen
ExF — EXF, (z,y) = (C(y),Cr(z)),

kiintopiste. Kompaktien joukkojen tulo on kompakti Tihonovin lauseen perus-
teella’. Toisaalta kuperien joukkojen tulo on kupera (harjoitustehtiivil), joten
E x F on kupera ja kompakti, jolloin Brouwerin kiintopistelauseen nojalla ky-
seiselld kuvauksella on ainakin yksi kiintopiste. m.o.t.

4.1.1 Normaalimuotoinen peli

Tarkastellaan yha Eemelin ja Francoisen pelid.

Maiéaritelmé 4.1.5 Kahden henkilon pelid sanotaan normaalimuotoiseksi eli
strategiseksi peliksi, jos sen kuvaavat joukot E ja F sekd menetyskuvaukset
fE, fr: E x F = R. Tdlloin merkitdan

f:ExF R, f(z,y) = (felz,y), frz,y)), (4.3)

ja siti sanotaan kaksoismenetyksen® kuvaukseksi.

4Pravilo prinjatija resenija, régle de décision.

5Tim4i misritelms kannattaa ensin lukea pitden Cg:ti tavallisena kuvauksena. Moniar-
voinen kuvaus on sama kisite kuin relaatio. Joukko Cg(y) on sen arvo pisteessd y € F.

SPara soglasovannyh strategij, couple cohérent de stratégies.

"Ti#ssd tapauksessa voidaan kiyttds myds sitd, ettd direllisulotteisessa avaruudessa joukko
on kompakti tdsmailleen silloin kun se on suljettu ja rajoitettu.

8Bipoter’, biperte.
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Nyt voidaan 10yt44 luontevat pelaajien siirtosddnnot. Tarkastellaan Eemelin me-
netyskuvausta fg. Jos hin tietdd, ettd Francoise on tehnyt siirron y € F, niin
hén valitsee oman siirtonsa & € E siten, ettd hinen menetyksensd on mahdol-
lisimman pieni eli kuvaus z — fg(z,y) saavuttaa pienimmén arvonsa. Toisin
sanoen hén valitsee siirtonsa joukosta

Cey):={z € E| fe(z,y) = int fu(z,y)}- (4.4)

Tama kaava siis maarittelee Eemelin siirtosdannon Cg: F — E moniarvoisena
kuvauksena®. Samoin Francoise valitsee siirtonsa joukosta

Or(e):={g € F | fr(z,9) = inf fr(z,9)}, (4.5)

kun Eemeli on tehnyt siirron z € E.

Maéaritelmi 4.1.6 Siirtosaantdja (4.4)-(4.5) sanotaan luonteviksi siirtosaan-
noiksil®. Niiden mukaan riidatonta siirtoparia sanotaan Nashin tasapainoksi eli
yhteistyohaluttomien tasapainoksi'l.

Nain siirtopari (Z,7) € E x F' on yhteistychaluttomien tasapaino tasmélleen
silloin, kun

Esimerkki. Tarkastellaan vangin ongelmaa. Eemeli ja Frangoise ovat teh-
neet yhdessi rikoksen ja joutuneet tutkintavankeuteen. Jos heistd kumpikaan
ei tunnusta, niin he istuvat tyrmissi kumpikin vuoden. Jos yksi tunnustaa ja
toinen ei, pidsee tunnustanut vapaaksi ja toinen istuu tyrméssa viisi vuotta.
Jos kumpikin tunnustaa, niin he molemmat istuvat kolme vuotta. Niin siis
E = {I,II} ja F = {1,2}, missd ykkoset vastaavat vaikenemista ja kakko-
set tunnustamista. Kaksoismenetyksen kuvaus esitetddn seuraavalla taulukolla,
missd sen arvot ovat alkioina.

Francoise
Eemeli 1 2
I (1,1) | (5,0)
I (0,5) | (3,3)

Talloin Eemelin ja Francoisen luontevat siirtosdannot ovat

II, josy=1,

= _ = _J 2, josz=1,
CE(y)_{II, josy =2, CF(x)_{Q, josxz =1I1I.

Yhteistyohaluttomien tasapaino on tdsmaélleen siirtopari (I7,2) eli se, ettd kum-

pikin tunnustaa.

Maéiritelmi 4.1.7 Kuvausta

sanotaan Eemelin pahimman menetyksen kuvaukseksi'?. Sen globaalia minimi-
kohtaa ¥ sanotaan Eemelin varovaiseksi siirroksi'®. Vastaavasti kuvausta

frF >R, frly) = sgng(m,y), (4.8)

sanotaan Francoisen pahimman menetyksen kuvaukseksi Sen globaalia minimi-
kohtaa y sanotaan Francoisen varovaiseksi siirroksi.

9Relaationa kirjoitetaan Cg C F x E.

10K anoniceskie pravila reSenija, régles des décisions canoniques.
' Nekooperativnoe ravnovesije, équilibre non-coopératif.

12 Funkcija naihudsih poter’.

130storoznaja strategia, stratégie conservatoire.
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Esimerkki. Jatketaan vangin ongelman tarkastelua. Eemelin ja Francoisen
pahimman menetyksen kuvaukset saavat arvot

fe(I) =5, fe(IT) =3, fr(1) =5 ja fp(2) =3,

joten kummankin varovainen siirto on olla tunnustamatta. Vihemma4lla he p&a-
sisiviit yhteistyollé ja sopimalla kumpikin tunnustamisesta, mutta silloin kum-
mallekin jaisi riski, ettd toinen rikkoo sopimuksen.

4.1.2 Kahden henkil6n nollasummapelit

Tassd jaksossa tarkastellaan kahden henkilon —yhad Eemeli ja Frangoise— pele-
ja, joissa yhden menestys on toisen menetys eli aiemmin kiytetyin merkinndin

fe(z,y) + fr(z,y) = 0 kaikilla . € E jay € F. (4.9)

Merkitaén lyhyesti f(z,y):= fr(z,y), jolloin Francoisen menetys fr(z,y) =
—f(z,y). Silloin Eemelin pahimman menetyksen kuvaus on

ferE = R, fg(z,y) = sup f(z,y), (4.10)
yeF

ja Francoisen pahimman menetyksen kuvaus on

fr:F = R, fr(y) = sup fr(z,y) = — inf f(z,y). (4.11)
z€E zeE

Eemelin varovaisten siirtojen joukko on
E:={z € E|vg = fg(z)}, missd vg: = ianEfE(x), (4.12)
TE

on Eemelin varovaisen siirron arvo. Vastaavasti Francoisen varovaisten siirtojen
joukko on

F:={y € F|vp = fr(y)}, missd vp:= ylfelg fr(y), (4.13)

on Francoisen varovaisen siirron arvo.

Apulause 4.1.1 Pitee

—vp = sup inf f(z < inf su T = vg.
P yeg zeEf( ,y)_meE yegf( ,Y) = VE

Todistus. Harjoitustehtéva. Huomaa, ettd voi olla —vp < vg. m.o.t.

Lause 4.1.8 Seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid
1. Siirtopari (Z,9) € E X F on yhteistydhaluttomien tasapaino.
2. Jokaisella x € E jay € F patee f(Z,y) < f(Z,9) < f(z, 7).
3. PiteeZ € E, j € F ja vg = —vp.
4. Siirto T on Eemelin varovainen siirto, § on Francgoisen varovainen siirto
ja

i = inf . 4.14
min Zsllelgf(x,y) max inf f(z,y) (4.14)

Todistus. Kohta 4 on sama kuin kohta 3, sill

vF Iyrgng(y) min sup f(z,y) min inf f(z,y) r;lealgc;gEf(w,y)
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Kaavan (4.6) nojalla (Z,y) € E x F' on yhteistyohaluttomien tasapaino tés-
maélleen silloin, kun

f(z,9) = zlrelgf(x 7) = ;gg f(Z,y) = Zlelgf(w ,Y)-

Tama on yhtdpitdvd kohdan 2 kaksoisepdyhtélon kanssa. Niin kohdat 1 ja 2
ovat yhtdpitavia.

Kohtien 2 ja 3 yhtdpitdvyyden néyttdminen jitetd&n harjoitustehtéviksi.
m.o.t.

Maiiritelma 4.1.9 FEdellisen lauseen kohdan 2 kaksoisepdyhtilon toteuttavaa
pistetta (Z,7) sanotaan kuvauksen f satulapisteeksi.

Apulause 4.1.2 Olkoon (Z,7) € R? kuvauksen f:R?> — R satulapiste, jossa
ensimmdisen kertaluvun osittaisderivaatat D, f ja Dy, f ovat olemassa. Silloin

D.f(z,9) = Dyf(%,5) =0

Todistus. Harjoitusteht&va. m.o.t.

Eemelilla tai Francoisella ei ole aina olemassa varovaista siirtoa (koska pahim-
man menetyksen kuvaus ei aina saavuta infimumiaan). Seuraava lause antaa
riittdvat ehdot niin varovaisten siirtojen olemassaololle kuin keinon niiden 16y-
tdmiseksi.

Lause 4.1.10 Olkoot E ja F' kaksi epityhjid ja kompaktia joukkoa avaruudes-
sa'* R™, n=1,2.... Olkoon kuvaus f: E x F — R sellainen, ettd

z > f(x,y) on alhaalta puolijatkuva kaikilla y € F,
y = f(z,y) on ylhddltd puolijatkuva kaikilla © € E.

Tallgin kuvauksella f on satulapiste tasmdlleen silloin, kun minimazx-yhtdlossa
(4.15) esiintyvdt minimit ja maksimit saavutetaan ja se on voimassa;

4.15
min r;ngf(w y) = max min f(z,y). (4.15)

Todistus. Olkoon (Z,§) € E x F kuvauksen f satulapiste. Koska kuvaus z —
sup,cr f(#,y) on alhaalta puolijatkuva (harjoitustehtévi), niin Weierstrafin
lauseen yleistyksen nojalla yht&lon (4.15) vasemman puolen minimi saavutetaan.
Toisaalta vasemman puolen maksimi saavutetaan suoraan kuvauksen f(z,-) yl-
haaltd puolijatkuvuuden nojalla. Samoin yhtdlon (4.15) oikean puolen minimi
ja maksimi saavutetaan. Talloin patee aina

<
Ve Ty ) <yl vy

Koska (Z, y) on satulapiste, niin

f(2,y) < min f(z,9) < r;leagrrgnf(w Y)-

Samoin saadaan, etté

f(z,y) > r;leafch(w y) > gggrynealgcf(w Y),

mistd seuraa yhtilo (4.15).

14T5m% lause pitee myds, jos E ja F ovat ddretonulotteisia kompakteja joukkoja, sill3
todistus perustuu Weierstrafin lauseeseen.
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Olkoon yhtalo (4.15) voimassa. Silloin on olemassa Z € E ja § € F siten,
ettd

max ax f(2,y) = min r;leaXf(m y): = a = max min f(z,y) = min f(z, 7).

Téasta seuraa, etti
f(@,y) <a< f(z,y) kaikilla z € E jay € F.

Valitaan ylli x = Z ja y = ¢, jolloin a = f(Z,7) ja niin (Z,§) on satulapiste.
m.o.t.

Seuraava lause satulapisteen olemassaolosta on melkein sama kuin John von
Neumannin lause!®.

Lause 4.1.11 Olkoot E ja F kaksi epdityhjid, kompaktia jo kuperaa avaruuden
R™ n=1,2,..., osajoukkoa. Olkoon kuvaus f: E x F' — R sellainen, ettd

x — f(z,y) on kupera ja alhaalta puolijatkuva kaikilla y € F,
y = f(x,y) on kovera ja ylhadltd puolijatkuvae kaikilla x € E.
(4.16)

Silloin kuvauksella f on satulapiste (Z,y) € E x F.

Todistus. Olkoon € €]0, oo[ ja asetetaan

feEXF =R, f(z,y) = f(z,y) +€l|z]?,
F.F 5 R, F.(y) = rréi{Elfe(wyy)-

Talléin z — f.(z,y) on aidosti kuperal® jokaisella y € F, jolloin sen mini-
mikohta on yksikisitteinen (harjoitustehtéva). Toisaalta Weierstrafin lauseen
yleistyksen nojalla pienin arvo on olemassa. Merkitddn globaalia minimikohtaa
G(y), jolloin

F.(y) = f(G(v),y) kaikillay € F.

Kuvaus F; on kovera ja ylhdaltd puolijatkuva, joten se saavuttaa suurimman
arvonsa jossakin pisteessa y* € F. Siten

F(y") = r;leapche( y) = max ;nemfe(w y) = ;neigfe(w,y*)-

Jokaiselle z € E, y € F jat €]0,1[ patee nyt
fe( ,(1—=t)y* + ty) (1 =t)fe(z,y*) +tfe(z,y) > (1 =) F(y*) + tfe(z,y).

Valitsemalla = = G((l —t)y* + ty) saadaan, ettd

Fuy') > F((1 =ty +ty) > (1= OF(y") + £ (G((1 = " + 1), y).
Téaten

F.(y*) > f. (G((1 )y ty),y) Laikilla y € F. (4.17)

Merkitéén jokaiselle y1,y2 € F ja t €]0,1[, &:= G((1 — t)y1 + ty»). Jokaiselle
z € F pitee

fe(&, (1 —t)yr + ty2) < fe(z, (1 — )y +tya),

158iin4 avaruudet E ja F ovat kompakteja, mutta eivit vilttimatta ddrellisulotteisen vek-
toriavaruuden osajoukkoja.
16E]i kuperuuden méiirittelevd epiyhtils on aito.
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misté seuraa koveruuden avulla, etti

(1= t)fe(&e,y1) + tfe(&e,y2) < felz, (1 —t)ys + ty).

Olkoon (&, ) jono, joka suppenee kohti pistettd &, kun ¢, — 0+. Koska kuvaus
x — fe(x,y2) on rajoitettu alhaalta, niin puolijatkuvuuksien avulla saadaan
rajankdynnissd ¢t — 0+, ettd

fe(&y1) < fe(z,y1) kaikilla z € A.

Siten £ = G(y1). Koska E C R™ on kompakti ja &, € E, niin jokaisella jonon
(&:,,) osajonolla on suppeneva osajono. Jokaisen niista raja-arvo on G(y1), joten
koko jono suppenee kohti sitd. Siis

t£%1+ G((1 = t)y1 + ty2) = G(y1) kaikilla yy,y, € F. (4.18)

Nyt epédyht&lostd (4.17) saadaan rajankdynnilld ¢ — 0+, ettd
F(y*) > fe(G(y*),y) kaikillay € F.
Toisaalta pitee
F.(y*) < f(z,y") kaikilla z € E.

Niin saadaan, etté
fe(@,y) < fe(@*,y") < fe(z,y") kaikillaz € E jay € F,

missd z* = G(y*). Téaten (2*,y*) on kuvauksen f. satulapiste, joten lauseen
4.1.10 nojalla

min max fe(z,y) = max min fe(@,y).

Siten

i < i C.
min max f(z,y) < max min f(z,y) +e€

missé, C' = max,cg ||7||?. Koska € €]0, oo[ on mielivaltainen, niin

. < . ‘
min max f(z,y) < max min f(z,9)

Tam3 epayhtilo pétee aina toisinpdin, joten minimax-yht&lo (4.15) on voimassa.
Lauseen 4.1.10 nojalla kuvauksella f on satulapiste. m.o.t.

Harjoitustehtivii ma 2.12.2002, MaD 245 klo 16-18

1. Laske diskreetin dynaamisen jérjestelmén
1, .
Tjt1 = x5 + I—Oarj, 1=12,...,

kiyttdytyminen alkuarvolla o = 1/10. Ratkaise vastaava jatkuva alkuar-

votehtava, 1

Vertaa ratkaisuja. Luku d €]0, 00] ei saa olla miké hyvinsa. Mikd on suurin
mahdollinen §7

'(t) = y(t)? kaikilla t € [0, 4.

2. Olkoon ¢ kaikkien sellaisten reaalilukujonojen joukko, jotka suppenevat
kohti nollaa, ja

d:co x cg = [0,00[, d(z,y) =sup{|z; —y;||j=1,2,... }.

Voidaan osoittaa, ettd (g, d) on téydellinen metrinen avaruus. Totea, etta
kuvaus

fico—co, f(z) = f(z1,22,...) =1,21,%0,...,

on kutistuskuvaus ja ettd silld ei ole kiintopistetté.
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. Osoita, ettd ei voida luopua Banachin kiintopistelauseen oletuksesta, etta

kuvaus on vahva kutistuskuvaus.

. Osoita Brouwerin kiintopistelause tapauksessa K = [-1,1] C R eli et-

td jokaisella jatkuvalla kuvauksella f : [-1,1] — [—1,1] on ainakin yksi
kiintopiste. Vihje: Bolzanon lause ja apufunktio F(z) = f(z) — .

. Olkoon K C R. Osoita, ettd kuvauksella f: K — K ei ole aina kiintopis-

tettd, jos

(a) joukko K on kompakti ja f ei ole jatkuva,
(b) kuvaus f on jatkuva, K on suljettu, mutta ei rajoitettu,

(¢) kuvaus f on jatkuva, K on rajoitettu, mutta ei suljettu.

. Tarkastellaan perheriitaa pelind. Eemelilld ja Francoisella on kummalla-

kin tdsmalleen kaksi vaihtoehtoa: katsoa televisiosta jalkapallo-ottelua tai
lahted kavelylle kaupungille. Jos he ovat yksin, he molemmat ikévystyvit
kaksi yksikkod. Jos he katsovat yhdessd jalkapallo-ottelua, Eemeli ei iké-
vysty lainkaan ja Francoise ikdvystyy yhden yksikdn. Jos he molemmat
lahtevat kivelylle, Francoise ei ikévysty lainkaan ja Eemeli ikdvystyy yh-
den yksikon. Esitd juuri méaritelty kaksoismenetyksen kuvaus taulukkona
ja médrdd kummankin luontevat siirtosdannét perheriidassa.

. Maaraa edellisen tehtévin tapauksessa siirtopari (Z,§), joka on yhteistys-

haluttomien tasapaino.

. Maarad edellisen tehtdvin tapauksessa kummankin varovainen siirto ja

sitd vastaava menetys (ikdvystyminen).

Harjoitustehtiviid To 5.12.2002, MaD 251 klo 14.15.

1.

Ot s W N

Olkoot E ja F epityhjis joukkoja ja f: E x F — R. Osoita, ettd

sup inf f(z < inf su z,Y).
yeg erf( ) < inf yegf( »Y)

. Todista apulause 4.1.1
. Todista, ettd lauseen 4.1.8 kohdasta 2 seuraa kohta 3.
. Todista, ettd lauseen 4.1.8 kohdasta 3 seuraa kohta 2.

. Maaraad kuvauksen f: R x R — R, f(z,y) = zy satulapisteet kahdella eri

menetelmilld. Piirrd sen kuvaaja.

. Maaras kuvauksen f: R xR — R, f(z,y) = 23y — 322y + 3zy — y satula-

pisteet kahdella eri menetelmélla.

. Olkoot E,F C R*,n=1,2,..., ja f: E x F — R siten, ettd z — f(z,y)

on alhaalta puolijatkuva kaikilla y € V. Osoita, ettd kuvaus

z — sup f(z,y), E - R,
yeF

on alhaalta puolijatkuva.

. Osoita, ettd aidosti kuperan kuvauksen globaali minimikohta on yksiké-

sitteinen.

. Olkoon kuvauksen f:R x R — R satulapiste (Z,7) ja olkoot siind f:n

osittaisderivaatat olemassa. Osoita, ettd

D, f(%,9) = Dy f(2,9) = 0.
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