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LUKU 1. MATIKKAPAKKI



2 Suurkanoninen joukko

Kurssin A-osassa esiteltiin mikrokanoninen joukko (suljettu ja eristetty systeemi, sisdenergia U
ja hiukkasluku N vakioita), ja kanoninen joukko (systeemi lampokylvyssi, lampotila T, usein
myos paine P, ja hiukkasluku N vakioita). Listalta puuttuu systeemi, joka vaihtaa hiukkasia
ympériston kanssa:

Suurkanoninen joukko (grand canonical ensemble)
Avoin systeemi, joka vaihtaa ainetta ja energiaa ympériston kanssa.

Kanonisessa joukossa tilojen todennakdisyydet p; voi johtaa hakemalla Gibbsin entropian

maksimin reunaehdoilla ) . p; = 1 ja U = ). p;E;. Tama tehtiin kurssin A-osassa, tulos on
Boltzmannin jakauma

1

i = €
=7

—PEi tilan ¢ todennékoisyys , (2.2)

missd F; on tilan ¢ energia ja normitus Z on kanoninen partitiofunktio.

Etsitdan samalla tavalla suurkanoninen jakauma, eli jakauma jolla suurkanonisen joukon ent-
ropia on maksimissa. Tehtdvind on maksimoida Gibbsin entropia (2.1)) kolmella reunaehdolla:

Z P =1 normitettu todennikoisyysjakauma (2.3)
Z pib; = (E):=U termodynamiikan sisdenergia (2.4)
Z piN; = (N) =N termodynamiikan hiukkasluku. (2.5)
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Kukin reunaehto otetaan Lagrangen kertoimena,

a%- [S -\ Zpk — A2 ZpkEk — A3 Zpka} =0
t k k k

@—kglnpi—kB—)\l—)\QEi—)\gNi:O

Al A2 A3 ar
op; = Trp R iR N o g ga2BimasNi

Vakio a; selvidd normituksesta,

1
_ —agE;—asN; __ _
;= ae =1l=a = )
sz Z 1 1 Z e—a2E;—agN;
1 (A

7

Liséa ehtoja saadaan entropiasta,

S = —]{ZB sz ll'lpz = —]{ZB sz(hl ay — CLQEi — agNi) = —]{ZB lna1 + k’BCLQU + l{?Ba,gN s

ja koska

1 P
dU:TdS—PdV+udN<:>dS:?dUJrvdV—%dN,

joten(T]

ou T kgT
08
<8_N)VT = kpaz = L a3 =—Pu

Kootaan tulos,

Suurkanonisen joukon mikrotilojen todenniké6isyysjakauma
eli suurkanoninen jakauma, on

1
p; = —e PE—uN) tilan i todennikoisyys

Z
Z = Z e AE—nN:) suurkanoninen partitiofunktio .
i

1. Ensimmaéinen ehto on lampotilan méaéritelma.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.16)

(2.17)
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Merkinta:

Z kanoninen partitiofunktio; toinen merkintatapa Zy

Z suurkanoninen partitiofunktio; toinen merkintatapa Zg .

Merkintéd Zy on kétevé, jos halutaan korostaa, ettd kanoninen joukko pitaé sisallaan juuri N
hiukkasta.

Suurkanonisesta jakaumasta lasketaan odotusarvoja, t.s. termodynamiikan suureita, samalla
tavalla kuin kanonisesta Boltzmannin jakaumasta. Uutena suureena saadaan hiukkasluku,

Z Nie™ B(Ei—pN;)

Asiayhteydesté voi paatelld tarkoittaako N hiukkasluvun odotusarvoa vai fluktuoivaa hiukkas-
lukua, edellistd voi korostaa kéyttdmalld merkintdd (N). Jos odotuarvon merkitsee nékyviin,
niin tutut termodynamiikan yhtalot nayttavat hiukan oudoilta, esim.

d(E) =TdS — PdV + pud(N) on tutummin dU = T'dS — PdV + pudN . (2.19)

2.1 Fugasiteetti

Maaritelldédn usein toistuva kerroin,

Fugasiteetti (fugacity)
2=, (2.21)

Fugasiteetin avulla suurkanoninen partitiofunktio on
Z = Z N = N " AN (2.22)
i
Koska

0

5 —Z = ZN@‘BE’ZN 1=t ZNie_ﬁE"zNi =2'ZN, (2.23)
z ,

voi hiukkasluvun odotusarvon laskea derivaattana fugasiteetin suhteen,

0lnZ
N:=(N)=z 5 (2.24)
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Suurkanonisen ja kanonisen partitiofunktion valilla on yhteys, joka selvidéd muuttamalla summa
yli mikrotilojen 7, joissa on hiukkasluku N;, summaksi yli hiukkaslukujen ja mikrotilojen joissa
on tama hiukkasluku. Kuulostaa pahalta sanoin kuvattuna, mutta kaava on yksinkertainen.
Kanoninen partitiofunktio voidaan kirjoittaa muodossa

7 = ZN:Z —BE; Z(SNNB Ei (225)

%

missé on vain tehty nékyvaksi se, ettd tiloissa on tdsmaélleen N hiukkasta - nyt merkinta Zy
on kiteva. Suurkanoninen partitiofunktio on

Z= Ze‘ﬂEizNi = Ze‘ﬁEi i(SN,NizN = i ZN26N7Nie_ﬂEi , (2.26)
i i N=0 N=0 i

ZN

joten suurkanonisen partitiofunktion voi koota kanonisista partitiofunktioista er: hiukkasluvuil-
la,

Suurkanonisen ja kanonisen partitiofunktion vilinen relaatio

Z PN Zy = Z 2N 7y, (2.28)

missi Z = Z(z,V,T) ja Zy == Z = Z(N,V, T).

2.1.1 Kemiallisen potentiaalin maarittaminen

Kemiallinen potentiaali jaé helposti mystiseksi suureeksi, mutta sen rooli on sama kuin lampo-
tilan ja paineen. Koska dU = —PdV + T'dS + pudN, yhteneviisyyden nidkee méaritelmista,

ou ou ou
r= (ﬁ)vJV ’ "= (W)S,N S (8N)SV (2'29)

Tilojen valistd termistd tasapainoa kuvaa sama T, mekaanista tasapainoa sama P, ja faasi-
tai hiukkaslukutasapainoa sama p. Jos hiukkasilla tiloissa A ja B on p4 > pp, niin hiukkaset
haluavat vaihtaa A:sta B:hen.

Fyysikot puhuvat mielellddn hiukkasluvusta N, jolloin p:n yksikko olisi joulea per hiukkanen,
mutta koska néin saatava lukuarvo on mitattoméan pieni, on kiytdnnon laskuissa usein kate-
vampéad kayttaa yksikkoné joulea per mooli. Liséksi p = u(7, P) on intensiivinen, joten Gibbs-
Duhem -yhtélo (ks. A-osa) kannattaa kirjoittaa muotoon

dp = —sdl’ + vdP Gibbs-Duhem |, (2.30)



2.1. FUGASITEETTI 11

missa s ja v ovat entropia ja tilavuus hiukkasta tai moolia kohti, kumpaa vain on tottuneempi
kiyttamadn.

Kemiallisen reaktion suunnan méarad kemiallisen potentiaalin arvo ldhtoaineille ja tuotteil-
le. Suurin osa p:n arvosta on reaktiossa muuttumatonta taustatasoa, reaktiossa tapahtuva p:n
muutos nakyy viimeisissa desimaaleissa. Samoin esim. lampdkapasiteetista suurin osa on muut-
tumatonta taustaa, ja mielenkiintoinen muutos elektronitiloissa hadin tuskin erottuu tassa mit-
takaavassa. Siksi kemiallisissa reaktioissa on hyodyllisempaa pitéda kirjaa kemiallisen
potentiaalin muutoksista kuin absoluuttiarvoista. Tamé on myo6s yksi syy siihen, miksi
kemian fugasiteetti f ja aktiivisuus a on valittu kuvaamaan tilannetta suhteessa vertailuti-
laan (ks. lisdtietoa). Fysiikan fugasiteetti z on absoluuttiarvo, jota on helppo késitelld laskuissa
tarvitsematta valita jotain vertailutilaa.

Polttokenno (fuel cell)
Usein kemiallisen potentiaalin nollakohta valitaan niin, ettd reaktioissa stabiileimmalla aineella
on negatiivisin y. Esim. vety# kiyttiviin polttokennon reaktiot ovatf]

2Hy — 4H" +4e” hapetus (ozidation); tapahtuu anodilla (2.31)
4H" +4e” + 0y — 2H,0 pelkistys (reduction); tapahtuu katodilla , (2.32)

missd lahtoainekaasuille voi valita p(Hy) = p(Oz) = 0, jolloin riittdd kun taulukoidaan ar-
vo u(HyO) = —237,2kJ/mol. Anodilla elektroneilla on korkeampi kemiallinen potentiaali kuin
katodilla, ja erotus voidaan ottaa hyotykiyttoon. Téssé tapauksessa ero kemiallisessa potenti-
aalissa tarkoittaa jénnite-eroa A¢| Hapetuksessa ei ole jinnite-eroa, pelkistyksessi jannite-ero
on teoriassa n. A¢ = 1,23V, joten laskutoimitus

2u(Hz) + p(O2) — 20u(HoO) = 4FA¢ (2.33)
=4 % 9,6485 x 10* Cmol ™ x 1,23V = 474,7kJmol " , (2.34)

antaisi p(HyO) = —237,4kJmol " asettamalla nollatasoksi aiemmin mainittu p(Hy) = p(Oy) =
0. Kaytannossa kemiallisen potentiaalin mittaus ei ole ndin suoraviivainen jannitemittaus, koska
todellinen jénnite-ero on vain 0,6-0,7 V, mm. siksi, etta siirtyvéat elektronit menettavit energiaa
limponi (sisdinen vastus). 1]

2. Nimitys “hapetus” hdméai kaltaiseni fyysikon aina luulemaan, ettd reaktiossa on mukana happi; hapetus on
kuitenkin vain elektronien menetysté.

3. Yksikkdmuunnoksessa kiytetiin Faradayn vakiota F = 96485,3321233 Cmol !, joka on varaus yhdessé
moolissa elektroneja.

4. Ks. Hydrogen Fuel Cell @designlife-cycle.com.


http://www.designlife-cycle.com/hydrogen-fuel-cell
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Lisatietoa: Fugasiteetti siltana ideaalikaasusta reaalikaasun

Kemistien ja fyysikoiden nimityksissa on hiukan eroja. Kemiallisessa termodynamiikassa fugasiteettia merkitdan f ja se on paineen
yksikoissd - nimitédn tdt4 paremman puutteessa “kemian fugasiteetiksi”. Dimensioton aktiivisuus a maééritellddn kaasuille

a:=—=, (2.35)

missé vertailupaine (referenssipaine, standard pressure) Py on tavallisesti 1 atm tai 1 bar. Seokselle mééritelmé on a = f/ fo, missi
fo on arvo vertailutilassa (referenssitila, standard state). Kaasuille vertailutilana kiytetdén ideaalikaasua ja liuoksille ideaalista
liuosta.

Ideaalinen liuos on térkei kisite kemiallisessa termodynamiikassa. Ideaalisen liuoksen (seoksen) sekoitusentalpia AHgeos = O,
joten yhdistettédessa aineet ei energiaa sitoudu eikd vapaudu. Ideaaliseen liuokseen liittyy fenomenologinen Raoult’in laki, jonka
mukaan seoksen fysikaaliset ominaisuudet riippuvat lineaarisesti puhtaiden komponenttien fysikaalisista ominaisuuksista: erilaisten
molekyylien vililld on sama vuorovaikutus kuin samanlaisten molekyylien vililla, ja kaikkien moolitilavuudet ovat samat. Mita
paremmin tadméa pitdd paikkansa, sitd ideaalisempi liuos on.

Katsotaan hiukan miten koko ideaan fugasiteetista paddyttiin. Gibbs-Duhem —yhtéﬂtﬂ yksikomponenttiselle kaasulle on

Ndp = —SdT + VdP , (2.36)
joten vakiolampotilassa
\% Py
dp = —dP < pu— 0:/ —dpP 2.37
n=N p—p o N (2.37)

missd u0 := u(Pp). Ideaalikaasulle PV = NkgT, joten

; P
pid — % = kpTin (F) T = vakio, ideaalikaasu . (2.38)
0

Kaikki kaasut 1lahestyvéit ideaalikaasua rajalla P — 0. Paineen kasvaessa molekyylien viliset vuorovaikutukset tulevat merkittaviksi,
ja paine poikkeaa ideaalikaasun paineesta. G. N. Lewis mééaritteli kemian fugasiteetin yhtalolla

p—pl:=kgTIn (f(J;) )) T = vakio, reaalikaasu . (2.39)
0

Perimmaiinen syy madritelld fugasiteetti on siis saattaa puhtaan reaalikaasun (ei kaasuseoksen) kemiallinen potentiaali samaan muo-
toon ideaalikaasun kemiallisen potentiaalin kanssa. 1800-luvun lopulla termodynamiikasta puuttui yhtenevéa ei-ideaalisten seosten
kuvaus, ja Lewis arveli fugasiteetin toimivan yhdistdvana tekijana - sitd odotusta fugasiteetti ei tayttanyt, mutta jai elamaan.

Reaalikaasuille voi kiytt#i samaa ideaalikaasun vertailuarvoa p® - tdmi on tdysin hypoteettinen vertailutila!

Fysiikan ja kemian merkinnét

f

0
z:=ePH =P 4 L

7R = B’ +a. (2.41)

. . 0 . e C o . . e
Koska a on aktiivisuus suhteessa vertailuarvoon ef#" (“suhteellinen aktiivisuus”), voi fysiikan fugasiteettia z nimittaa “absoluut-

tiseksi aktiivisuudeksi”.

Kemian fugasiteetin f ja paineen ero kuvaa poikkeamaa ideaalikaasusta. Reaalikaasun ja ideaalikaasun vertailun helpottamiseksi
maaritelladn dimensioton suhde,

5. Gibbs-Duhem -yht&l6 seuraa Gibbsin vapaan energian differentiaalien vertailusta. Yhtaaltd dG = —SdT +
VdP + ", pidN; ja toisaalta dG = d(>, uilN;) = Y, Nidp; + >, pidN;. Ks. kurssin A-osa.
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Ideaalikaasulla, jonka paine on f, on sama kemiallinen potentiaali kuin vuorovaikuttavalla
kaasulla paineessa P. Ideaalikaasu saadaan ottamalla tarkasteltavasta reaalikaasusta
hiukkasten véalinen vuorovaikutus pois, massoja ei muuteta.

Fugasiteettikerroin (fugacity coefficient)
@ i= e

-p

¢ = 1 & kaasu on ideaalikaasua .

Tapa maédéritelld vertailuarvona kiytetty u® on kisitelty kappaleessa “Kemiallisen potentiaalin mé#rittiminen”

2.2  Suuri potentiaali
Tehdédédn Helmholtzin vapaalle energialle Legendren muunnos, jolla padstdan muuttujasta N

muuttujaan pu, E|

Suuri potentiaali (Grand potential)
(T, V, ) = F(T,V,N) = uN . (2.43)
Myo6s merkintdd & kiytetdan yleisesti.

Sikéli kun oikein havaitsin, Pathria ja Beale eivét statistisen fysiikan kirjassaan mainitse suurta
potentiaalia kertaakaan, ei myoskadn Kerson Huang. Kaikki termodynaamiset tasapainosuureet
voidaan joka tapauksessa laskea suurkanonisesta partitiofunktiosta. L. Reichl kertoo koko luvun
verran suuresta potentiaalista, alkaen sanoilla “A thermodynamic potential which is extremely
useful for the study of quantum systems is the grand potential.”

6. Kaytan tidssd P, V-systeemié, saman voi kirjoittaa yleisemmin konjugaattipareille X, Y.
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Koska = U — TS ja G = uN, sekii ' = G — PV, saadaarl

Q=U-TS—uN=—PV .

(2.44)

Suuren potentiaalin differentiaali on (reversiibeleille prosesseille dU = T'dS — PdV + pudN)

ds?

—SdT — PdV — Ndy .

(2.45)

Termodynamiikan hiukkasluku on statistisessa mekaniikassa hiukkasluvun odotusarvo,

N :=(N)

-(5)
o TV .

(2.46)

Koska suuri potentiaali on tilasuure, on df2 kokonaisdifferentiaali, ja ottamalla d{2:n kerrointen
osittaisderivaatat ristiin saadaan uusi Maxwellin relaatio,

().~

8P)
op V.T

yksi Maxwellin relaatioista .

(2.47)

Energiankaltaisia suureita on jo melkoinen joukko, kullakin on oma luontainen ympéaristonsa:

Energiasuure \ Luontainen ymparisto \ Luonnolliset muuttujat
Sisédenergia U Suljettu ja eristetty systeemi | U(S,V, N)
eli mikrokanoninen joukko
Entalpia H Painekylpy H(S,P,N)
Helmholtzin vapaa energia F' | Lampokylpy
eli kanoninen joukko F(T,V,N)
Gibbsin vapaa energia G Lampo- ja painekylpy G(T,P,N)
Suuri potentiaali €2 Lampo- ja hiukkaskylpy QT,V, )
eli suurkanoninen joukko

7. Homogeenisessa systeemissd Q:n ekstensiivisyydesta seuraa, ettd Q(T, AV, u) = AQ(T, V, ), ja koska

[219]

P=- (—)T L0 O ainoa mahdollisuus 2} = —PV. Kelpo tenttitehtéva...

ov
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Energiasuure on erityisen hyodyllinen, jos ympéristo pitdd jonkun tai kaikki sen luonnolliset muuttu-
jat vakioina. Esim. U(S, V, N) on kiitevé, kun hiukkasluku ei muutu ja systeemin V' on vakio (“ainetta
purkissa”). Jos systeemi laajenee ulkoisessa vakiopaineessa (“ainetta ilmapallossa”), niin H (S, P, N)
on parempi. Suuri potentiaali on néppéré tilanteessa, jossa systeemiid pidetdéan vakiotilavuudessa
ja -lampotilassa, ja hiukkasten siirtymistd systeemin ja ympériston vélilla kontrolloiva kemiallinen
potentiaali 1 on vakio.

Kurssin A-osassa todistettiin, etta

Termodynaamisessa tasapainossa
kulloiseenkin ympéristoon sopiva systeemin energiasuure on minimissa.

Ympériston vaikutus entropiaan voidaan kuitata minimoimalla oikea energiasuure pelkdstddan
systeemissd. Jos ympéristd pitdd systeemin lampotilaa, tilavuutta ja kemiallista potentiaalia
vakioina, niin suuren potentiaalin minimointi on sama asia kuin ympariston ja systeemin ko-
konaisentropian maksimointi.

Helmholtzin vapaa energia liittyy kanoniseen partitiofunktioon, vastaavasti suuri potentiaali
liittyy suurkanoniseen partitiofunktioon,

Q= —kpThZ . (2.48)

Myos tata yhtaloa voi pitdd suuren potentiaalin maaritelméana, koska se on ekvivalentti maari-
telmén 2 = F — N kanssa.

Todistus.

S = —kp Zpi Inp;, = —kp Zpi In [Z_le_B(E"_“Ni)}

1
- —k:BZp,-[—an—BE,-+6uNi] - k;Ban+TU—%

& kT Z=U—-TS—uN=F—uN=Q.

O
Laskujen tekeminen suurkanonisessa joukossa on itse asiassa valilla helpompaa kuin kanonises-

sa joukossa! Kanonisen joukon laskuissa on se hankala reunaehto, ettd hiukkasluku on vakio.
Suurkanonisessa joukossa hiukkasluku fluktuoi termodynaamisen odotusarvon (N) ympérilla.
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2.3 Hiukkasluvun fluktuaatiot

Suurkanonisen joukon perusajatus on muuttuva hiukkasluku, joten lasketaan paljonko hiuk-
kasluku vaihtelee (fluktuoi). Vaihtelun méérdé kuvaa hiukkasluvun varianssi. Tarvitsen téssé
luvussa sekd muuttuvaa hiukkaslukua ettd sen odotusarvoa, joten kiytan jalkimmaiselle mer-
kintdd (N) sekaannusten vélttamiseksi.

N

J N W
\./""f<N>

aika
Hiukkasluvun varianssi on
1 [(O(N)
o= (V= ()P = v - v = 5 () (2.49)
BN O )yr
Todistus.
AN N2e— BBy S Nye AE—uN)]
ON)Y _ pTu e MR L st N (250
o ) yr >, e AEi—uN:) >, e BE—uN)]
]
Seuraava tehtéva on lausua (%ﬁ”) mitattavien suureiden avulla. Haluamme selvittaa, mi-
V,T

ten hiukkasluvun odotusarvo muutuu kemiallisen potentiaalin muutuessa, vakiotilavuudessa ja
vakioldmpétilassa. [f

Tarkastellaan ensin misté p riippuu. Termodynamiikan Gibbs-Duhem -yhté&lon mukaan (joudun
tassd kiyttdmédn merkintdd (V) termodynamiikan hiukkasluvulle)

(NYdu =VdP — SdT = <%) = % =0, (2.51)

missé médritteltiin apusuure v. Koska vakiolampétilassa g = p(P), on v = v(P), toisin sanoen
v el riipu tilavuudesta. Silloin

(), (55,5 (3), - S-S ) oo

8. Téssé esitetty johto on pddosiltaan kirjasta R. K. Pathria ja P. D. Beale, Statistical Mechanics.

SIg

S




2.3. HIUKKASLUVUN FLUKTUAATIOT 17

Hakasuluissa on systeemin koosta riippumaton isoterminen kokoonpuristuvuus,

et (), 3,

Hiukkasluvun fluktuaatioille saadaan tulos (sijoita v := V/(NV))

N
o = (N?) — (N)? = <>—/€T varianssi (2.54)

=4 | 2L BV \/7\/_ \/_ suht. keskihajonta . (2.55)

Tulosta kannattaa verrata kurssin A-osassa laskettuun energian varianssiin,

i = (B*) = (E)* = kgT*Cy (2.56)
f—i ~ —<1N> . (2.57)

Hiukkasluvun fluktuaatioiden suuruuden méaraéd isoterminen kokoonpuristuvuus, kun taas
energian fluktuaatioiden suuruuden maaras isokoorinen lampdokapasiteetti.

Termodynaamisella rajalla hiukkasluvun suh-
teellinen keskihajonta on mitéton ja hiukkas-
luku on hyvin tarkasti (V). Termodynamiikas-
sa on siten perusteltua kayttda hiukkaslukua
N = (N).

{N)

Tuloksen perusteella sekd energian ettd hiukkasluvun fluktuaatiot ovat merkityksettomia ter-
modynaamisella rajalla (N) — oo. Nyrkkisddntoné voi todeta, etta

Termodynaamisella rajalla suurkanoninen joukko on sama kuin kanoninen joukko.

Piitelmé, ettd fluktuaatiot hiukkasluvussa ovat pienis koska ne ovat O((N)~'/2) ei aina kerro
koko totuutta, koska kertoimena oleva kokoonpuristuvuus sr voi yllattaa. Faasimuutoksissa
kokoonpuristuvuus saattaa olla hyvin suuri, ts. P—V-isotermi kiy ldhes vaakasuorassa. Kurssin
A-osassa mainittiin kriittinen opalesenssi, jossa fluktuaatioiden koko kasvaa niin suureksi, etta
ne vaikuttavat valon sirontaan ja aineen ulkonéko saattaa muuttua kirkkaasta maitomaiseksi.
Kriittisessd pisteessd kokoonpuristuvuus divergoi ja lakkaa olemasta intensiivinen. Téllaisissa
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tilanteissa suurkanonisen joukon kdyttdminen saattaa antaa vadria tuloksia. Ndin kdy esim.
Bose-Einstein kondensaation tapauksessa (lisdtietona "Suurkanoninen fluktuaatiokatastrofi").

Suurkanonisella joukolla on myo6s vahvuutensa. Fotonikaasussa p = 0, koska fotonien méaéra ei
séily, eikd kanonisen joukon kaytto fotonikaasun kuvaukseen ole mielekésté.



3  Kvanttistatistiikka

Kvanttimekaniikan kursseilla ratkotaan Hamiltonin operaattorin H ominaistilat vetyatomille
ja harmoniselle oskillaattorille. Muille systeemeille joudutaan usein turvautumaan numeerisiin
menetelmiin. Statistisen fysiikan nékokulmasta pitad selvittdd, miten tietoa Hamiltonin omi-
naistiloista ja niiden energioista kiytetaan makroskooppiselle systeemille l1ampokylvyssa.

3.1 Kvanttimekaniikan kertaus

Kvanttimekaanista systeemié kuvaa Hamiltonin operaattori 7:[,, joka NN:n samamassaisen epéare-
lativistisen hiukkasen systeemille on muotoa

h ZN ZN
Y 2
H = —% -~ VZ + U(I'l, ..,I'N> + - Uext(ri) ) (31)

kun 7:nnen hiukkasen gradientti ja Laplacen operaattori karteesisissa koordinaateissa ovat

2 a2 92
g 0 0 2 0 8_ 0 (3-ulotteinen avaruus) . (3.2)

1

Hamiltonissa U on hiukkasten vélinen potentiaali ja Uy on ulkoinen potentiaali, esim. harmo-
ninen potentiaali, joka vaikuttaa kuhunkin hiukkaseen erikseen. Potentiaalit oletetaan ajasta
riippumattomiksi, joten esim. siteilyn ja materian vuorovaikutusta ei nyt kéasitella.

Koetan pysyé seuraavissa merkinnoissé:

) yhden hiukkasen tila (3.3)
| W) yleinen monihiukkastila (3.4)
|b:) Hamiltonin operaattorin i:s ominaistila (3.5)
|3), |k), ... muita tiloja, jotka voivat olla jonkin operaattorin ominaistiloja . (3.6)
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Ajasta riippumaton Schrodingerin yhtélé on ominaisarvoyhtélo, Diracin bra-ket notaatiossa
7:[|<Z5z> = Eil¢y) . (3.7)

Hamiltonin operaattori H mittaa energiaa, tilan |¢;) energia on E;. Oletan jatkossa, ettd omi-
naistilat on normitettu, ja ettd eri ominaisarvoja vastaavat tilat ovat ortogonaalisia,

(9ilg) = bij Vi, g . (3.8)

Merkinté (¢;|¢;) tarkoittaa tilojen sisétuloa (pistetuloa): tilat |¢;) ovat vektoreita Hilbertin
avaruudessa, ja vektoreiden vililld on voidaan laskea sisétulo.

Tila-avaruus, ts. Hilbertin avaruus, on sen verran yleinen, etté sisdtuloa varten on maériteltéva tilan
|i) duaaliavaruuden tila (i|. Heti kun kiytettdvi kanta on sovittu, voidaan tilat, eli tilavektorit,
kirjoittaa hiukan konkreettisempaan muotoon. Otetaan kanta |1), |2), .... Matriisilaskentaa tunteville
tilan |...):n esitys valitussa kannassa on pystyvektori, tilan (...|:n esitys on vaakavektori,

it
. . J2
lj)m esitys: | j, (3.9)
(i|m esitys : (irigis...) (3.10)
J1
J2

<’i|j>lll esitys : (i1i2i3 .. ) j3 = iljl + i2j2 + Zg]g . (311)

“Esitys” tarkoittaa koordinaatteja valitussa kannassa, kuten nopeus v = (vg, vy, v,) on esitys kar-
teesisessa kannassa. Suhteellisuusteoriaa tunteville, |¢) liittyy ldheisesti vektorin kontravarianttiin
komponenttiin ja (i| kovarianttiin komponenttiin.

Operaattorin # ominaistilat muodostavat kannan, toisin sanoen mielivaltainen tila voidaan
kirjoittaa niiden avulla kayttden kompleksilukuja, “kompleksiamplitudeja”; ¢;,

W) = Z il superpositiotila , (3.12)

2
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Maaritelladn uusi termi, jota ei kovin usein kdyteta kvanttimekaniikan kursseilla:

Systeemi on puhtaassa tilassa (pure state), jos tieddmme tarkalleen
sen olevan tietyssa kvanttitilassa.

Téssa selvisti pedataan tilannetta, jossa emme olekaan aivan varmoja siité, missé kvanttitilassa
systeemi on. Téllainen tilanne hoidetaan kohta kvanttistatistiikan avulla.

Kompleksiamplitudit voi ratkaista kiyttdmalla hyvéksi tilojen |¢;) ortonormaalisuutta,

K2

(051V) = (] lz Ci¢z‘>] =Y cildylds) = iy =c5 (3.13)
siksi tilan voi myos kirjoittaa muotoon

0) = (@l ®)|s) - (3.14)

K2

Sokerikakun esitys kannassa {munat,sokeri,jauhot,vesi} on

|sokerikakku) = (munien mé#ra)|munat) + (sokerin maéri)|sokeri)

+ (jauhojen mééra)|jauhot) 4+ (veden maédra)|vesi) .

Tila |sokerikakku) on kakun abstrakti esitys. Kvanttimekaanisessa sokerikakussa voi vaikkapa jau-
hojen mééra olla kompleksiluku. Mutta entd jos kertoimet ovatkin todennékéisyyksid? Hutiloivan
leipurin kayttdmaé jauhomaéara voi vaihdella, mutta jotakin voi sanoa jauhojen todennékoisestd maa-
rastd. Téllainen tilanne tulee kohta eteen.
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Kantatilat

Tilan | W) voi esittdd missd hyvinsd téaydellisessd kannassa, ei vain #:n ominaistilo jen kannas-
sa. Tilan esittdmisen kannassa voi myos ajatella tilan projisoimisena kannalle, ja kuten vek-
toreille yleensd, projisointi hoidetaan sisdtulon avulla. Myds paikkakoordinaatit muodostavat
taydellisen kannan, ja tilan esitys paikkakoordinaateissa on nimeltddn aaltofunktio. Yhdelle
hiukkaselle yhdesséd dimensiossa aaltofunktio on paikan x avulla

(x|y) == Y(x) yhden hiukkasen aaltofunktio (1D) . (3.15)

Jos systeemissd on N hiukkasta, niin sitda kuvaa

(ri,ro, ..., tn|W) := U(ry, 1y, ..., TyN) N hiukkasen aaltofunktio . (3.16)

Kantatilojen varsinainen tyohevonen on seuraavaa ominaisuus:

Jos tilat {|k)} muodostavat téydellisen kannan, niin

Z |k) (k] =1 taydellisyys (completeness, closure) . (3.18)
k

Lukemalla oikealta vasemmalle tdmén voi ndhdé yksikkooperaattorin 1 hajotelmana.
Kaytéan naissd luennoissa lyhyesti nimitysté “kanta” tarkoittaessani taydellistd kantaa.

Téssd esiintyva |k)(k| on projektio-operaattori, se ottaa projektion tilalle |k). Esim.

() (EDIW) = [k) (kW) = (K[¥)[k).
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Koetan havainnollistaa miten kannan tdydellisyytta kdytetddn. Kannan {|i)} taydellisyyden perus-
teella mielivaltainen tila |¢)) voidaan esittad téssd kannassa,

|—w)(z)m=2wwwimwmzzww (3.19)

Esim: Yksi hiukkanen yhdessd dimensiossa. Olkoon hiukkasen tila |¢). Yksikkdoperaattorin méaari-
telméstd seuraa, etté

[¥) = 1) . (3.20)

Toisaalta x-akselia esittévit tilat |x), missd x € [—o0, 0o]. Koska x-akseli on koko avaruus, on
> )l =1. (3.21)
xT

Tiloja |z) on &iretén méadrd, ts. ne muodostavat jatkumon, joten summan sijasta téssd pitiisi olla
integraali,

/ delz)(z] =1 . (3.22)

Sijoitetaan tdmé yksikkdoperaattorin 1 hajotelma aiempaan yht&l6on,

0 =10) = [ delo)allo) = [ dalo)ialu) = [ datalople) = [dmv@le), @29
missé ¥ (x) on hiukkasen aaltofunktio. Muista, etta (x|¢) := ¢ (x) on kompleksiluku, joten sen paikkaa
saa tulossa vaihtaa vapaasti.

Esim: Kannanvaihto sujuu helposti tdydellisyyden avulla. Vaihto paikkakannasta {|z)} litkeméa#ra-
avaruuden kantaan {|p)} on

M@:@M@MW@U@MWPM/@&@@@/@WW®, (3.24)

etPT  4h(p)

joten aaltofunktio liikem&ardavaruudessa ¥ (p) liittyy aaltofunktioon paikka-avaruudessa Fourier-
muunnoksen kautta.

Esim: Yksikkéoperaattorin 1 hajotelman voi sijoittaa vaikkapa operaattoreiden valiin. Jos A ja B
ovat mielivaltaisia operaattoreita, niin

(il AB|j) = (il A1B]) = IAZ\k (kIBlj) = (il Alk) (k|Blj) - (3.25)

k

Sindnsé triviaali tulos, mutta vélilla kdyttokelpoinen haluttaessa erottaa operaattorit toisistaan. Tu-
los on toisaalta matriisien A ja B tulon mééritelmé (ks. operaattorin matriisiesitys),

B)U = ZAikBkj : (326)
k
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Operaattorin matriisiesitys

Operaattorin A esitys kannassa {|i)} on matriisi 4, jonka elementit ovat

Ay = (il Alj) - (3.27)
Jos kantatilat numeroidaan 1, 2, ..., niin koko matriisi on

A A Agse

A21 A22 A23...

A= Azi Az Asze | (3.28)

Tata kaytetadn, kun halutaan paista abstraktista operaattorista A konkreettiseen matriisiin
A. Vastaavasti tila voidaan esittdd samassa kannassa (tila on pystyvektori). Kun operaattorille
on saatu matriisiesitys ja tilalle vektoriesitys, niin tiedetdan tdsmélleen mitd operaattori tekee
tilalle: lasketaan matriisi kertaa pystyvektori. Matriisilla kertominen saattaa kadntaéd vektoria
ja/tai muuttaa sen pituutta. Jos vektori on matriisin ominaisvektori, niin pelkéstdan pituus
muuttuu: Az = Az, operaattorin ja tilavektorin avulla lausuttuna Alz) = A|z).

Esim. Operaattori ja tila esitettynd samassa kannassa ovat A ja s (kantatiloja on kolme),

01 1 3 01 1\ /3 3
A=|1 1 1| ,s=|1| 4s=[1 1 1][|1]=]6]. (3.29)
o)) -0

Tamén perusteella s ei ole A:n ominaistila, A seké kiersi ettd venytti vektoria.
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3.2 Tiheysoperaattori ja tiheysmatriisi

Kvanttimekaniikka pitda sisallaan epéatarkkuusperiaatteesta johtuvan tiedon puutteen, mutta
on vield muutakin mitd emme tiedd. Mitd tapahtuu, jos systeemi pannaan lampokylpyyn?
Lampokylvyssa oleva kvanttisysteemi on avoin sikéli, ettd se vaihtaa lampoa kylvyn kanssa.
Olemme nahneet, miten systeemin energian méaré fluktuoi, energian varianssi on

or = kpT?Cy (3.30)

mutta sen tarkempaa tietoa systeemin ja lampokylvyn valilla siirtyvistd energioista ei ole saa-
tavilla. Tama on toisenlainen tiedon puute, jota olemme kuvailleet statistisen mekaniikan ja
mikrotilojen todennédkoisyyksien p; avulla. Samassa tilanteessa ollaan monimutkaisten tai mak-
roskooppisten systeemien tapauksessa:

Makroskooppisen systeemin kvanttitilaa ei ole mahdollista selvittaa tarkasti.

Voimme silti tietdd jotain tilojen todennakoisyyksistd p;, ja sen perusteella voimme koota sta-
tistisen joukon kvanttitiloista. Haluamme laskea joukkokeskiarvoja, toisin sanoen “mitata”
suureiden odotusarvoja kvanttitilojen statistisesta joukosta. Tahan tarvitaan kaksi tietoa:

° Mita suuretta halutaan mitata?
Vastaus: suuretta, jota mittaa kvanttimekaniikassa jokin operaattori A, (matriisiesitys
A). Esimerkiksi energiaa mittaa Hamiltonin operaattori .
° Millainen on kvanttitilojen statistinen joukko, josta suuretta mitataan?
Vastaus: statistinen joukkoa kuvaa tiheysoperaattori p, joka matriisina esitettyné on
tiheysmatriisi p.
Selvasti tiheysoperaattorin (tiheysmatriisin) ja tilojen todennékoisyyksien p; valilld on jokin
relaatio, ja ensimmaéinen tehtava on selvittda mika se on. Késittelen ensin statistisen mekaniikan
lampokylpya, eli kanonista joukkoa, sitten spinsysteemia.

Statistisen mekaniikan mikrotiloina on luontevaa kiyttis H:m ominaistiloja |¢;), koska silloin
mikrotilojen energiat ovat H:n ominaisarvot Fj;. Jos systeemi on lampdokylvyssa lampotilassa
T, niin mikrotilojen todennékoisyysjakauma on Bolzmannin jakauma,

1
pi = EefﬂEi ; (3.31)

eiké systeemi ei ole missdan yksittédisessd H:n ominaistilassa, vaan niiden tilojen lineaarikom-
binaatiossa. Kvanttitilojen statistisen joukon tila on

|¥)stat. joukko = sz|¢z> = % Z o BEi

T&mé& on ensimméinen askel yhdistettdessd kvanttimekaaniset tilat |¢;) ja klassinen todenné-
koisyys p;.

&i) sekatila . (3.32)



26 LUKU 3. KVANTTISTATISTIIKKA

Systeemi on sekatilassa (mized state), jos tieddmme vain kunkin tilan todennékéisyyden.

Sekatilan ajatus saattaa vaatia hiukan totuttelua. Avoin systeemi on sekatilassa, koska emme
tiedd missa kvanttitilassa se on. Sekatila ei ole kvanttitilojen superpositio. Oleellisin ero on
se, ettd sekatilassa kullakin tilalla |¢;) on klassinen todennékoisyys p;. Tdmé todenndkdisyys
on pelkkd reaaliluku. Ei mitddn kompleksiamplitudeista johtuvaa kvantti-interferenssia, vain
todennékoisyys. Voisi sanoa, ettd superpositiotila kuvaa kvanttimekaanista tiedon puutetta,
sekatila kuvaa klassista tiedon puutetta.

Koetan havainnollistaa superpositiotilan ja sekatilan eroa. Jos systeemin tila on tilojen |1) ja |2)
avulla lausuttuna

b
V2

niin systeemi on tilojen |1) ja |2) superpositiotilassa. Silti systeemi on puhtaassa tilassa: me tieddmme
sen olevan tilassa [¢) téysin varmasti. Systeemi ei ole 50-50 todennékoisyydelld toisessa tiloista |1)
tai |2), vaan se on molemmissa yhtaikaa. Jos téllaisista systeemeistd koottaisiin statistinen joukko,
niin se olisi vain joukko taysin identtisid kopioita systeemistd samassa kvanttitilassa, ja siiné lasketut
statistiset odotusarvot olisivat samat kuin tilassa |¢) laskettu kvanttimekaaninen odotusarvo.

[¥) (I +12)) (3.33)

Nyt olemme valmiit selvittdméan, mikéd yhteys tiheysoperaattorin ja todennékdéisyyksien p; vé-
lilld on. Etsitaén operaattori, jonka odotusarvo tilassa |¢;) on todennékoisyys p;. Toisin sanoen
selvitetdédn miké operaattori mittaa tilan |¢;) todennédkdisyyttd p; kvanttitilojen statistisesta
joukosta. Kuten todettiin, kanonisessa joukossa tilan ¢ todennékoisyys saadaan Boltzmannin
jakaumasta,

pi = —e PE (3.34)
Toisaalta Schrodingerin yhtalosta 7:[]¢Z> = E;|¢;) seuraa, etté

675ﬁ|¢i> =(1- BH + %BQ,}'P — . )gi) = (1 = BE; + %52EZQ —.)|¢y) = e PE

¢i) - (3.35)

Téamén perusteella tilan |¢;) todenndkoisyyden p; voi kirjoittaa odotusarvona,

pi= (e 161) = (Al (3.36)

missd maariteltiin
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Kanoninen Tiheysoperaattori (Canonical Density Operator)

]_ o
p= Ee*ﬂ” : (3.38)

My6s nimitysta “terminen tiheysoperaattori” kiytetaén korostamaan sité, ettd p kuvaa tilojen
todennékoisyytta lampatilassa T'. Vililla tiheysoperaattoriksi nimitetédén pelkkaa normittama-
tonta osaa e P,

Suurkanoninen joukko hoituu samalla tavalla, mééaritelladn vain hiukkaslukuoperaattori
N|¥) = N|¥) , (3.39)

joka mittaa tilan hiukkasluvun. Oletan néissé luennoissa, ettei #H muuta hiukkaslukua, ts. ja
N kommutoivat, jolloin niilld on samat ominaistilat. Alussa annettu esimerkki operaattorista
# on juuri tallainen, se ei muuta hiukkaslukua. Suurkanonisesta todennékoisyysjakaumasta
padstaan suurkanoniseen tiheysoperaattoriin,

L sm—un, 1 B(FLuN .
pi = Ee AE—ul) = §<¢i|€ o “N)WO = (¢ilp| i) - (3.40)

Suurkanoninen Tiheysoperaattori (Grand Canonical Density Operator)

1 A &
p= Ee_ﬁ(H_“N ). (3.42)

Kaytan samaa symbolia p sekéd kanoniselle ettd suurkanoniselle tiheysoperaattorille, asiayhteys
paljastaa kummasta on kyse. Tiheysoperaattorin voi esittda H:n ominaistilojen kannassa {|#;) },

1 ﬁzézeﬁEi

Z°
1
o~ BH-I) _
zo Ze

joten kummassakin tapauksessa

(i kanoninen joukko (3.43)

>
I

p &i) (il suurkanoninen joukko , (3.44)

p= Zpir¢i><¢@-| , (3.45)

missd todennédkoisyydet p; ovat erilaiset kanonisessa ja suurkanonisessa joukossa. Tiheysope-
raattorin matriisiesitys saadaan samalla tavalla kuin muillekin kvanttimekaniiikan operaatto-
reille,
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Tiheysmatriisi (density matriz)
on tiheysoperaattorin matriisiesitys, tiheysmatriisin elementit ovat

pij = (ilplJ) - (3.47)
Hn ominaistilojen kannassa tiheysmatriisin matriisielementit ovat
- 1 —BH 1 —BE; 1 —BE;
pij = (Gl plo;) = <¢i’§€ |9;) = ¢ dilpy) = ¢ "0ij = Pidij - (3.48)

Tuloksen mukaan tiheysmatriisi on Hon ominaistilojen kannassa diagonaalimatriisi, jossa dia-
gonaalilla on tilojen todenndkdisyydet p; (tilat on téssd esimerkissia numeroitu 1,2,3,...),

pr 0 0 0.0
0 p» 0 0. 0 S
P=10 0 ps 0. 0 H:n ominaistilojen kannassa (3.49)
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3.2.1 Odotusarvojen Laskeminen Airellisen Lampétilan Kvanttisysteemeille

Endé puuttuu tekniikka, jolla tiheysoperaattorin p méaarittelemésta kvanttitilojen statistises-
ta joukosta lasketaan operaattorin A kuvaaman suureen odotusarvo. Kun kanta on médritel-
ty, voidaan tiheysoperaattori p esittda tiheysmatriisina p ja mitattava suure A matriisina A.
Odotusarvo ei kuitenkaan saa riippua kannan valinnasta[l] On olemassa kannasta riippumaton
operaatio, jiljen otto.

Maaritelladn aluksi mita tarkoittaa operaattorin A jalki ja matriisin A jalki:

Jalki (Trace)

Tr(A) == (il Ali) ZA“, (3.51)

[

eli matriisin A diagonaalielementtien summa. Téssa {|¢)} on mielivaltainen kanta.
Jalki ei riipu kannasta: summan termit muuttuvat, mutta summa on aina sama.

Todistus. Otetaan mielivaltaiset kannat {|k)} ja {|i)} ja mielivaltainen operaattori A. Silloin
kannassa {|7)}

Tty (A) = S (0) = S A1) = 3261|1436 (3.52)
_ZZ il Alk) (ki) ZZ ki) (il Alk) = Z k![Z\ ]A|k (3.53)
= Z Kl AJk) = Tfkama{m}(fi) : (3.54)

joten on vain yksi Tr(A) kannasta riippumatta. O

Tiheysoperaattorille pitevit seuraavat ominaisuudet{]

=dm=1 . p'=p . Wlle) >0 V). (3.55)

Lisdksi Tr(p?) = Y., p? < 1; yhtdsuuruus on voimassa vain puhtaalle tilalle, siksi Tr(p*) on
nimeltdan puhtaus (purity).

1. Jos odotusarvo riippuisi kannan valinnasta meille jaisi valtava kasa erisuuria tuloksia. Tilanne on sama kuin
jos klassinen mekaniikka antaisi tuloksena kappaleelle eri vauhdin riippuen siitd, mihin karteesisen koordinaa-
tiston akselit osoittavat, ja eri vauhdin my6s pallokoordinaateissa.

2. Merkints pf on operaattorin p adjungoitu operaattori (adjoint). Muita nimii: Hermitén adjungointi tai
Hermitén konjugointi. Ks. Hermitian adjoint @Wikipedia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Hermitian_adjoint
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Esimerkki: Aiemmin mainittiin superpositiotila |i) = %(\1) +12)). Jos systeemi on 100% todenni-
koisyydella téssa tilassa, niin statistista joukkoa kuvaa tiheysoperaattori

o=ttt = (P2 (BB ars Jmer+ gmar+ gmel . e

ja kannassa {|1), 2)} tiheysmatriisi ja jaljet ovat
=31 1) T =1 (357
Tr(p?) = iﬂ [G D G 1)] = iTr [@ ;)} = i(2+2) =1, (3.58)

joten puhtaus on 1 ja kyseesséd on puhdas tila.

Esimerkki: Spinsysteemit ovat suosittuja esimerkkejé, koska tiloja on niin vdhan. Valitaan kvanti-
tusakseliksi z. Kéytéin spintiloille merkintojé |+2z) ja |—z), jossa spinin suunta ja kvantitusakseli ovat
heti selvét (vs. merkinnéissa |1) ja |1)). Jos elektroni on 25% todennékoisyydelld tilassa |—z) ja 75%
todennikoisyydelld tilassa (|+2) — |—2))/v/2, niin statistista joukkoa kuvaa tiheysoperaattori

NELTIRVINTE. <+Z>ﬁ|_z>) <<+Z|k<_z|) 5.59)

3 5 3 3
— SHaN el + gl-2) (=2l - ShkaN—al - Sl-a) (el (3.60)

joten kannassa {|42),|—z)} tiheysmatriisi ja jiljet ovat

1/3 -3
r=3 (_3 5 ) , Tr(p) =1 (3.61)
1 3 -3 3 -3 1 52
2\ __ _ = — = — =
Te(p?) = o Tr {(3 - ) (3 . )} (18430 = 21 = 08125< 1, (3.62)

Kyseessd on sekatila, jonka puhtaus on 0,8125.

Jalki on selvisti lupaava tyokalu, joten selvitetd&n miten sen avulla voidaan méaaritelld mittaus
kvanttitilojen statistisesta joukosta. Kanoninen partitiofunktio voidaan kirjoittaa jiljen avulla,

Z=3 PR =3 e g = Te(e ) (3.63)

)

Kirjoitetaan sisdenergia jaljen, tiheysoperaattorin ja H:n avulla,

owz 19z 10

) 1 o
968~ ZoB _ Z0B Z<¢i|6_BH|¢i> =7 Z<¢i|e_BHH|¢i> (3.64)

U:=(F)=-—

(2

1 o~ «
= Tr(Ee_BHH) = Tr(pH) . (3.65)
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Tulos kannattaa kehystéa,
U= (E)=(H) = Tr(pH) . (3.66)
Téasta opitun perusteella esitetdén yleinen odotusarvojen kaava:

Jos kvanttitilojen statistisen joukon tiheysoperaattori on p, ja mitattavaa suuretta vastaa ope-
raattori A, ja ndiden matriisiesitykset ovat p ja A jossakin tédydellisessd kannassa, niin mitat-
tavan suureen odotusarvo on

(A) = Tr[pA] = (A) = Tr[pA] . (3.68)
Todistus. Lasketaan jilki mielivaltaisessa kannassa {|k)},

Tr[ﬁA]—Z<kmA|k>—Z<k\1 e Ay = >3 Ze M Aoalk)  (3.69)

k

=22 (o ¢ o) = Z<¢i|§e*ﬂHA\¢i> (3.70)
=Z(¢i\§€’ﬁE¢Al¢i> 222 | Algi) = Zpl i= (3.71)

mikd on haluttu Boltzmannin jakauman yli laskettu odotusarvo. Suurkanoninen todistus saa-
daan korvaamalla edelld Z — Z ja H — H — pN. O

Jalki ei riipu operaattorien tai matriisien jarjestyksestéa, kaikille operaattoreille A ja B, ja kaikille
matriiseille A ja B, patee

Te[AB] = Tr[BA] (3.72)
Tr[AB] = Tr[BA] , (3.73)
joten
Tr[pA] = Tr[Ap] (3.74)
Tr[pA] = Tr[Ap] (3.75)

Vaihdannaisuus on jéljen ominaisuus, se e: johdu matriisien tai operaattorien kommutoinnista
- yleensé ne nimittain eivit kommutoi.
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3.2.2 Entropia tiheysoperaattorin avulla

Gibbsin entropian laajennus kvanttistatistiikkaan on kaava

(2

S=—kp» pilnp;=—kp» (¢ilpInplgs) = —kp Tr(plnp) . (3.76)

[lman Boltzmannin vakiota tdmé& on ns. von Neumannin entropia, joka on identtinen Shannonin
informaatioteorian entropian kanssa. Ehka turvallisinta on nimittéda téllaista entropiaa Gibbs-
von Neumann entropiaksi. Lauseke Tr(plnp) ei riipu kannasta, kun taas Y (¢;|p1lnp|¢;) on
kirjoitettu Hamiltonin ominaistilojen kannassa.

Osoitetaan yhtésuuruus

pilnp; = {(¢ilpIn pli) , (3.77)

josta annettu entropian lauseke seuraa laskemalla summa > ..

Todistus. Téssé ¢ ei ole summausindeksi, mutta k& on. Aiemmin osoitettiin, etté #:n ominais-
tilojen kannassa (¢;|p|¢x) = pid;-

(600 410 = S {01k (0rl I pl6) = 3 pidis(n] e Mo
k

k
= pi{¢s] —InZ — BH|¢:) = pi[—In Z — BE}] (] 1)
1
= Di ln[%eﬂEi] =pilnp; . (3.78)

]

Gibbs-von Neumann entropia kuvaa sekatilan todennékdisyyksien p; jakautumista, eli klassista
tiedon puutetta. P[]

3. Entropian kiisite on myos yleistetty kuvaamaan kvanttisysteemin eri osien vélistd lomittumista (entangle-
ment), ja ns. lomittumisentropia kuvaa osien lomittumisen méarad. Entropia on suosittu késite: Rényi entropia,
Tsallis entropia ja ns. Unified entropia.

4. Entropian lausekkeessa on mielenkiintoinen tekninen yksityiskohta, siini nimittdin lasketaan matriisin (ope-
raattorin) logaritmi. Kyseessd on matriisin (operaattorin) eksponentin kifinteisoperaatio, mutten mene niissi
luennoissa tdméan pitemmaélle.
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3.2.3 Stern-Gerlach koe

Otto Stern ja Walter Gerlach julkaisivat vuon-
na 1922 koetuloksen, jossa osoitettiin, ettd mag- 4 1
neettikentén lapi lentévat hopea-atomit hajoa-
vat kahdeksi suihkuksi niin, ettd molemmis-
sa on sama madrd atomeja ja suihkut poik-
keavat alkuperaisestd suunnasta saman ver-
ranEIKlassinen atomin magneettinen dipolimo-
mentti ei kelpaa selitykseksi, koska se johtai-
si satunnaisesti pirstoutuviin atomisuihkuihin.
Havainnon selittdd elektronien sisdinen mag-
neettinen momentti eli spin. (1) uuni, (2) hopea-atomien suihku (3)
epdhomogeeninen magneettikentté (4)
klassisesti odotettu tulos, (5) havaittu tulos. f

2

oy

1

5. Gerlach, W.; Stern, O. Der experimentelle Nachweis der Richtungsquantelung im Magnetfeld, Z. Phys. 9,
349-352 (1922).
6. Lé&hde: Stern-Gerlach experiment @Wikipedia, kuva: Wikimedia Commons by Tatoute.


https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment
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Postikortti, jonka Walter Gerlach ldhetti Niels Bohrille. Stern ja Gerlach uskoivat todistaneensa
Bohrin ja Sommerfeldin atomimallin “suuntakvantittumisen”, ja siksi Bohrille ldhetettiin onnit-
telukortti. Hassuinta téssé on, ettd Bohrin ja Sommerfeldin atomimalli on vddrin. Ajatus oli,
ettd hopea-atomit ovat kyseisen atomimallin mukaisia ja liikem&aramomentin (pyorimisméaa-
ran) tilassa L = 1, joka kylla selittéisi atomisuihkun hajoamisen, mutta ne ovatkin L = 0
tilassa, jossa suihku ei hajoaisi. Onneksi Stern ja Gerlach eivét tulleet ajatelleeksi tatd mah-
dollisuutta ja suorittivat kokeensa. Kaiken kukkuraksi Heisenbergin ja Schrodingerin parempi
kvanttiteoria paljastaa, ettd L = 1 tila hajoaisi kolmeen osaan, silla magneettikentté poistaa
degeneraation 2L + 1. El

Uhlenbeck ja Goudsmit esittivit marraskuussa 1925 (Naturwissenschaften) ja helmikuussa 1926
(Nature, lyhennetty versio), etté elektronilla on spin h/2, ja asiat loksahtivat kohdalleen. El

Right Experiment, Wrong Theory: The Stern-Gerlach Experiment @Stanford.edu. Jos haluat lukea, miten
“lammin peti, huono sikari, hyvin ajoitettu postikortti, rautatielakko, ja luonnon omituinen salaliitto* auttoivat
Stern-Gerlach kokeessa, suosittelen tarinaa/Stern and Gerlach: How a Bad Cigar Helped Reorient Atomic Physics|
(@Physics Today.

8. Oikeastaan elektronin spinin keksi Ralph Kronig tammikuussa 1925, mutta hénen esityksensi ei saanut
ansaitsemaansa huomiota. Nykyédin kiytetyn spin-matriiseihin perustuvan formalismin kehitti Wolfgang Pau-
li vuosina 1926-1937. Suurin ongelma alussa oli vddrin ennustettu vedyn hyperhienorakenne, joka korjautui



https://plato.stanford.edu/entries/physics-experiment/app5.html
https://physicstoday.scitation.org/doi/10.1063/1.1650229
https://physicstoday.scitation.org/doi/10.1063/1.1650229
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Hopea-atomilla on 47 elektronia, joilla on spin ylos tai alas. Elektronikuorten miehitykset ovat
2,8, 18,18, 1], tai toisin ilmaistuna [Kr| 4d'° 5s!, ja pariton elektroni 5s-kuorella méiriai atomin
spinin.

Uunista lentédva atomisuihku

Uunista lentavit hopea-atomit muodostavat statistisen joukon, jossa puolet on spin ylos ja puo-
let alas. Témaé on klassinen tiedon puute, atomilla on varmasti tietty spin, ei spinien superpo-
sitio, me vain emme tiedda kumpi. Valitaan kvantitusakseliksi z-akseli. Hopea-atomien suihkua
kuvaa tiheysoperaattori

p=gl+a) (bal + g2l (3.79)

ja tiheysmatriisi kannassa {|+2),|—2)} on

p::%.(é> (1 0)4-% (g) (0 1)=:%-(é 2) . (3.80)

T&amé on sekatila, koska

ﬂ@%:%<1. (3.81)

Suuntien z ja x spinejd mittaavat matriisit ovat i/2 x Paulin spinmatriisit,

h (1 0 h (0 1

Spinien odotusarvot em. sekatilassa ovat

(s.) = Ta(ps.) = T (% (3 (1)) ' ((1] _01)) ~0 (3.83)
s =its) =1 (5 (5 1) 5 (9 o)) =0 (3.8)

Tuloksen pitikin olla tdmé, koska meilla ei ole mitdan tietoa uunista lentdvan hopea-atomin
spinistéd, ei mihinkdén suuntaan. Fysikaalisesti z- ja x-akselien suunnilla ei ole mitédén eroa,
joten vaihtamalla akseleita keskendén ei tulos saa muuttua.

Atomisuihku magneettikentissi hajottamisen jalkeen
Sen jilkeen kun hiukkassuihku on hajotettu kahtia z-suuntaisella magneettikentélla voimme
mitata vaikkapa spin-alas haaraa, jonka tiheysoperaattori ja tiheysmatriisi ovat

p=1l=2)(=2| , p= (8 (1’) . (3.85)

kun LLewellyn Thomas teki relativistisen korjauksen. MyShemmin relativistisen elektronien kvanttimekaniikan
kehitti Paul Dirac.
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Magneettikenttd maarittelee z-suunnat “ylos” ja “alas”. Mittausten tulos on

(s.) = Tr(ps.) = Tv ((8 ?) . ((1) _01)) -1 (3.86)
(s2) = Tr(ps,) = Tr ((8 (1)) g ((1) é)) 0. (3.87)

Magneettikenttd hajotti suihkun z-akselin suuntaan spin-ylos ja spin-alas suihkuiksi, joten mit-
taamalla jalkimmaéisestd on tulos edella saatu (s,) = —g. Sen sijaan x-suunnan spinista ei edel-
leenkéén ole mitéén tietoa, joten z-suunnan tulos on puolelle elektroneista —i—’—;’ ja puolelle —g,
ja odotusarvo on (s,) = 0.
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Lisédtietoa: Tiheysoperaattorin aikakehitys
Tiheysoperaattori kehittyy ajan mukana, koska tilat kehittyvat. Tilojen aikakehitys puolestaan saadaan ajasta riippuvasta Schro-
dingerin yhtilssti[]

9 X
iho1¢i) = Hldi)  ja _m (il = H(pil - (3.88)

Kaytetadn todennikoisyyksien avulla lausuttua tiheysoperaattoria (3.45)),

in2? = m—zplmx@wzpz([ o160 ol + 100 - 01]) (3.59)

- ([0 ot = 160 [coul] ) = 25— . (3.90)

Tiheysoperaattorin aikakehitys, eli tiheysoperaattorin liikeyhtalo:
S0P oA . i
zha =Hp— pH = [H, p] von Neumannin yhtilo . (3.92)
Liikeyht&lod nimitetddn myos Liouville-von Neumann -yhtéléksim

Jos H ei riipu eksplisiittisesti ajasta, on tilojen aikakehitys yksinkertainen. Kukin Hamiltonin ominaistila kehittyy itsenéisesti, niin
ettd kunkin tilan vaihe muuttuu omaa tahtiaan,

|6s(£)) = e~ /P |3(0)) = e~ Est/ M g55(0)) . (3.93)
Hamiltonin ominaistilojen kannassa tiheysoperaattori ei muutu ajan funktiona,
plt) = Zpi‘¢i(t)><¢i(t)‘ (3.94)
=3 i [T E Mg )] [ M @i(0)]] = Pl 6:0)
i

I
>

(0). (3.95)

Lisétietoa: Poincaré Recurrence Theorem

Hamiltonin ominaistilojen yksinkertaisesta aikakehityksestd on mielenkiintoinen seuraus: suljettu kvanttisysteemi palaa aina mie-
livaltaisen ldhelle alkutilaansa. Periodisuus johtuu siitd, ettd vain kantatilojen vaiheet muuttuvat ajan kuluessa siten, ettd kunkin
kantatilan |¢;) vaihe muuttuu omaa tasaista tahtiaan. Jos odotetaan kyllin kauan, ovat kaikki kantatilat mielivaltaisen tarkasti
samassa vaiheessa kuin alussa, joten niistd koottu systeemin tila on palannut alkuun. E Pienen kvanttisysteemin paluu alkutilaan

on kokeellisesti havaittu. E

9. Nyt vain tilat ovat ajasta riippuvia, joten kyseessd on Schrodingerin kuva (ks. lisétietoa).

10. Liikeyht&lo on klassisen statistisen mekaniikan Liouvillen teoreeman kvanttiversio. Liouvillen teoreema to-
distetaan kayttden klassisia Hamiltonin liikeyht&loita.

11. Ensimméinen yhtdsuuruus on ajasta riippuvan Schrédingerin yhtélon “formaali ratkaisu”, kun H ei riipu
eksplisiittisesti ajasta.

12. Poincaré Recurrence Theorem @ Wikipedial

13. B. Rauer, S. Erne, T. Schweigler, F. Cataldini, M. Tajik, J. Schmiedmayer, Recurrences in an isolated

quantum many-body system, Science 360 (6386), 307-310 (2018). Kokeessa kiytettiin kahta 1D kvanttinestetta.


https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9_recurrence_theorem
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Lisatietoa: Poincaré Recurrence Theorem ja Recurrence Paradox

Poincaré esitti teoreemansa klassisille systeemeille, joiden kiayttadmé faasiavaruus on airellinen. |E| Poincarén teoreemaan liittyy kri-
tiikki, jota Poincaré ja Zermelo esittivit Boltzmannin H-teoreeman muodossa esittdmé&a termodynamiikan 2. padsdannon tulkintaa
vastaan (ks. kappale . Poincaré Recurrence Theorem johtaa mm. siihen ettd klassisten liikeyhtdloiden perusteella laatikon
nurkasta irti padstetty kaasu palaa samaan nurkkaan mielivaltaisen tarkasti. Tadm4& rikkoisi termodynamiikan 2. pd&sainnon ja sai
nimen Recurrence Paradoz. Poincaré ja Zermelo eivat epdilleet 2. padsdantod, joten he padtyivat kritisoimaan mekanistista maail-
mankuvaa. Boltzmann vastasi, ettd vaikka teoreema on matemaattisesti vedenpitavi, se ei kerro kauanko paluuta lahtotilanteeseen

pitdd odottaa, ja ettd makroskooppisille systeemeille odotusaika olisi kdsittdméattoméan pitka.

Lisatietoa: Aikakehitysoperaattori
Kvanttimekaniikassa aikakehityksen voi ajatella monella tavalla:

° Schrédingerin kuvassa tilat muuttuvat, operaattorit eivét.
° Heisenbergin kuvassa operaattorit muuttuvat, tilat eivét.
° Vuorovaikutuskuvassa operaattorit ja tilat muuttuvat.

Ero on vain katsantokannassa, motivaationa on se, ettd laskut voivat olla paljon yksinkertaisempia yhdessa kuvassa kuin toisessa.
Schrédingerin yhtélo johtaa aikakehitysoperaattoriin

U@t) = e~ # o 1O pwtuw =vwumt =1, (3.96)

ja kaikkiin operaattoreihin voi halutessaan liittaa aikakehityksen,

A(t) =U(t) A ot . (3.97)
~~

TS g
Heisenbergin kuva Schrédingerin kuva

Koska H méarai aikakehityksen, ja koska voimme pilkkoa sen paloiksi H =T +9:L2, voimme pilkkoa paloiksi myds aikakehityksen.
Jos toisen aikakehityspalan liittd4 tiloihin ja toisen operaattoreihin, on tuloksena vuorovaikutuskuva. Vuorovaikutuskuva on kiteva
hiiiridteoriassa, vililli nimittiin 7; on helposti ratkaistava ongelma ja H2 pieni hiirid. Statistisen fysiikan odotusarvo on sama
kaikissa kuvissa, (A(t)) = Tr[pA(t)] = Tr[p(t).A].

14. H. Poincaré, Surle probléme des trois corps et les équations de la dynamique, Acta Math 1890;13:1-270
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Lisstietoa: Limpdkenttidynamiikka (Thermo Field Dynamics)
Aédrellisessi lampdotilassa systeemi ei ole missddn Hamiltonin H ominaistilassa, vaan sekatilassa (mized state), ks. . Esitetdan
seuraava Kysymys: onko olemassa yksittdistd tilaa, ns. termistd vakuumia |3), jossa laskettu odotusarvo on suoraan a#rellisen
lampdtilan odotusarvo, ilman tiheysoperaattorin kéiyttééﬂ Silloin olisi

R R 1 .
(A) = (BIA|B) = Z D e PFi(gi|Algy) . (3.98)
i
Kehitetéiin kysytty tila 7:n ominaistilojen {|¢;)} kannassa, eli

18) = Z fi(B)|i) (3.99)

missé tuntemattomat kertoimet f;(8) riippuvat lampétilasta. Sijoitetaan,

() = (BIAI8) = 3 F:(8)" 13 (B)(ailAlgy) = - 3" e P16l Alg) (3.100)
i,J i
S LB 1 (8) = e PPy (3.101)

Talle yhtélolle ei ole ratkaisua, jos kertoimet f;(8) ovat skalaareja (kompleksilukuja). Saatu ehto muistuttaa kuitenkin vektoreiden
ortogonaalisuusehtoa, joten yllattden emme olekaan umpikujassa. Valitsemamme Hilbertin avaruus, jonka virittavit 7:n ominaistilat
{|¢4)}, onkin vain liian suppea. Kysytty terminen vakuumi voidaan nimittain kirjoittaa hiukan eriskummalliseen muotoon,

= L N BB 0 1d
|B>—ﬁ; |6:) ® |i) | (3.102)

missd Hilbert-avaruus, jossa H vaikuttaa, on kahdennettu tilde-avaruuteen, jossa vaikuttaa . Tilde-hiukkasia on yhtd
monta kuin tavallisia “fysikaalisia” hiukkasia, ja molemmilla on sama energiaspektri {E;}, eli H|b:) = Ei|¢:) ja H|pi) = Es|ds).
Oleellista on se, etteivat ndméa kaksi avaruutta ole suoraan missdan tekemisissd keskendén, siksi kahdennetun_avaruuden tila on
tulo (tensoritulo) |¢;) ® |¢;). Hetkinen, miten tilde-avaruus sitten vaikuttaa fysikaaliseen avaruuteen? Yhtiils kertoo, ettd
fysikaalisten hiukkasten tilat |¢;) ja tilde-hiukkasten tilat |¢;) ovat lomittuneet (entangled). Jos koskaan olet ihmetellyt, miten
lampokylvyn voisi esittdd, niin téssd on yksi hyvé vastaus:

Y1l& mé&aritelty tilde-avaruus on lampokylpy, joka pitdé systeemin lampdotilassa T .

Lomittuminen on hienovaraisin, kvanttimekaniikan tarjoama tapa, jolla ympéristd voi vaikuttaa systeemiin. Alkuperdinen ajatus
esittdéd terminen vakuumi |8) pelkistddn H:n ominaistilojen avulla oli tuomittu epdonnistumaan, koska edellinen tarvitsee seké
systeemin ettd ympériston tilat, mutta jalkimmaéinen tarjoaa vain systeemin tilat.

15. Termistd vakuumia merkitdén joissakin lahteissa |0(8)).
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Laskettaessa mité hyvénsi systeemin ominaisuutta, vaikkapa odotusarvoa (E) lampdtilassa T', tapahtuu seuraavaa:

()= (BI18) = | 7 S P2 @ (ul |30 e/ 105) @16 (3.109)
J
= 72 TPE2emBE 2 (] © (41 Ejles) © |9;) (3.104)
@7
= 7267*313 267 BE 12 F 6, (il ds) = Ze’ﬁEEl , (3.105)

%7

joka on oikea tulos. Koska H ei vaikuttanut mitenkéin tilde-avaruuteen, ei ympéaristosta jadnyt lopputulokseen muuta kuin lampo-
tila. Juuri néin lampokylpy toimiikin.

Lopuksi tarked kysymys: mitd hyotyé téstd on? Ensinndkin, koko tiheysmatriisiformalismi voidaan korvata pelkilld peruskvanttime-
kaniikan odotusarvoilla. Toiseksi, fysikaalinen avaruus ja tilde-avaruus kehittyvét ajan funktiona téysin toisistaan riippumattomina,
joten kummankin aikakehityksen voi laskea erikseen. Siitd nimi ldmpdkenttddynamiikka. Entd varjopuolet? Terminen vakuumitila
|B) sisdltdd saman madran tietoa kuin tiheysmatriisikin, joten termisen vakuumitilan 18ytdminen saattaa olla vaikeaa. Harmoni-
nen oskillaattori on jilleen hyva ldhtokohta, joka tapauksessa pelkille tilalle on helpompi kehittdd hyvid approksimaatioita kuin
tiheysmatriisille. Lampokenttddynamiikkaa on sovellettu mm. mustiin aukkoihin, Eja kvanttikemiaanE

16. J. Maldacena, Eternal black holes in Anti-de-Sitter, arXiv:hep-th/0106112 (2001).

17. G. Harsha, T. M. Henderson, ja G. E. Scuseria, Thermofield theory for finite-temperature quantum chemistry,
J. Chem. Phys. 150, 154109 (2019) .


https://arxiv.org/abs/hep-th/0106112

3.3. IDENTTISET HIUKKASET: BOSONIT JA FERMIONIT 41

3.3 Identtiset hiukkaset: bosonit ja fermionit

Identtisten hiukkasten identtisyys on ehdoton, hiukkasia ei voi edes periaatteessa erottaa toi-
sistaan. Mikdan mittaus ei voi erottaa identtisia hiukkasia toisistaan. Téastad seuraa, ettd jos
kaksi identtistd hiukkasta vaihtaa paikkaa, niin fysiikka ei voi muuttua. Teknisesti ottaen, jos
permutaatio-operaattori P vaihtaa hiukkasia keskenéén, ja A on mielivaltainen mittaus, niin
identtisille hiukkasille péatee ehto [.A, 77] = 0. Hiukkasjoukkoa kuvaa monihiukkasaaltofunktio
U(ry,...ry) ja sen fysiikka riippuu hiukkasten todennikoisyystiheydestd |U(ry, ...rx)|?. Riittéd,
kun tarkastelemme kahden hiukkasen tapausta ¥(ry, ry). Ainoa mahdollinen muutos hiukkasten
vaihdossa, joka ei vaikuta todennékoisyystiheyteen, eli

(W (1, m2)[* = [W(rs, 1)) (3.106)
on aaltofunktion kertominen vaihetekijallé,

\I[(I'l, I'2> — ew‘ll(rg,rl) . (3107)

> S

(a) (b)

Kuva 3.1: Hiukkasten vaihtoa (a) voi 3D avaruudessa katsoa vastakkaiselta puolelta (b), jolloin
vaihto ndyttda tapahtuvan painvastaiseen suuntaan.

Kolmiulotteisessa avaruudessa kahden hiukkasen vaihtoa voi katsoa eri puolilta, joissa vaihto
ndyttad tapahtuvan péainvastaiseen suuntaan. Painvastaiseen suuntaan tehdyn vaihdon pitéi-
si tuottaa vastakkainen vaihe. |r_g| Kyseessd on silti tdsmaélleen sama vaihto vain nahtyna eri
suunnasta, joten

U(ry, 1)) = e U(ry, 1)) & ¥ =1 ¥ = +1. (3.108)

18. Aaltofunktion vaihe voi hiukkasten vaihdossa muuttua monesta syystéa. Yksinkertaisin muuttuva vaihe on
aaltofunktion aikakehityksestd johtuva dynaaminen vaihe e *Fit/h missi t on aika joka vaihtoon kuluu, ja E;
on ajasta riippumattoman H:n ominaisarvo.
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Identtisille hiukkasille 3-ulotteisessa avaruudessa on siis vain kaksi mahdollisuutta:

U(ry,ry) BOSONIT

(3.109)
—U(ry,r;) FERMIONIT

U(ry,ry) = {

Aaltofunktiot ovat kahden hiukkasen vaihdossa joko symmetrisia (bosonit) tai antisymmetrisia
(fermionit); vain ndmé kaksi ovat mahdollisia statistiikkoja.

Suora seuraus fermionien aaltofunktion antisymmetriasta on

Paulin kieltosdant6 (Pauli exclusion principle)
Kahta fermionia ei voi olla samassa yksihiukkastilassa.

Kahden vuorovaikuttamattoman fermionin aaltofunktio on

U(ry,re) = % [x1(r1)xa(ra) — x1(r2)xa(r1)] , (3.110)

missd merkinté y»(r;) tarkoittaa, ettd fermioni 1 on yksihiukkastilassa (“orbitaalilla”) x,. Néin
kirjoitettu kahden fermionin aaltofunktio on antisymmetrinen, W(ry,r1) = —W(ry,ry), kuten
pitaédkin. Jos kuitenkin kumpikin fermioni on samassa yksihiukkastilassa x; (“samalla orbitaa-
lilla”) niin
1
U(ry,rp) = 7 [Xa(r1)xa(r2) = xa(r2)xa(r)] =0, (3.111)

joten téallainen tilanne ei koskaan toteudu.

Lopuksi on viela liitettavé aaltofunktion symmetria ja hiukkasen spin:

Spin-statistiikka -teoreema (spin-statistics theorem)
Bosonien spin on kokonaislukuinen ja fermionien puolilukuinen.

Spin-statistiikka -teoreema mahdollistaa suhteellisuusteorian Lorentz-invarianssin ja kvanttime-
kaniikan yhdistdmisen konsistentiksi kvanttikenttéteoriaksi. Jos relativististen efektien odote-
taan olevan pienié, on tapana suorittaa epérelativistinen tarkastelu ottamalla spin-statistiikka
~teoreema huomioon postulaattina. ['¥]

19. M. Fierz, Uber die relativistische Theorie kriftefreier Teilchen mit beliebigem Spin, Helv. Phys. Acta 12,
3-17 (1939); W. Pauli, The connection between spin and statistics, Phys. Rev. 58, 716-722 (1940); Spin-statistics
theorem @Wikipedia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Spin-statistics_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Spin-statistics_theorem
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Lisédtietoa: 2D-avaruus ja anyonit 2D-avaruudessa nakokulmaa ei voi vaihtaa “toiselle puolelle” ja osoittautuu, ettd vaihekulma
onkin 6 = [0, 7], missd 6 = 0 on bosoni ja § = 7 on fermioni, mutta myds mitd hyviansa siltd valiltd: hiukkanen on anyoni Iﬂ
Hiukkasten vaihto 2-ulotteisessa avaruudessa:

3
“--="0 .

. .

— =
c--="0 .

. . -

(a) (b)

(a) Kahden hiukkasen vaihdon voi tehda kiertdmallda hiukkasen 1 hiukkasen 2 taakse ja siirtdmélld paria vasemmalle. Tekemalld
tdmé kahdesti paddytdéan alkutilanteeseen.

(b) Tarkastelemalla vaihtoa yhden hiukkasen nakokulmasta niyttda toinen hiukkanen kiertdvian sen ympéri. 2D-avaruuden topologia
ei salli kiertosilmukan kutistamista pisteeksi vetamatta hiukkasia yhteen, joten tilassa ennen vaihtoa ja tilassa kahden vaihdon
jélkeen on oltava jokin ero. Sen sijaan 3D-avaruudessa kiertosilmukan voi aina kallistaa pois tasosta ja kutistaa pisteeksi siirtdméatta

hiukkasia.

Lisatietoa: Slaterin determinantti Antisymmetrisia aaltofunktioita saa yksihiukkastiloista kokoamalla niisté ns. Slaterin deter-
minantti, joka kahdelle fermionille on

1(r1)  x1(r2) (3.112)

Y(ry,re) = ﬁ x2(r1)  x2(r2)|’

Yleistys useammalle fermionille on suoraviivainen. Jos monen elektronin tilaa kuvataan yhden Slaterin determinantin avulla, niin
tuloksena on ns. Hartree-Fock teorianosta yksihiukkastilat x;(r) ratkaistaan itsekonsistentisti. Yllattden ratkaisu on melko tarkka
vuorovatkuttaville elektronisysteemeille, kuten molekyyleille, mehdn sentdan kidytamme yksihiukkastiloja! Tamé kertoo siitd, miten
Fermi-Dirac statistiikka hallitsee elektronien kayttaytymistid. Hartree-Fock teoriaa tarkemman teorian saa ottamalla monihiukkasti-
laksi erilaisten Slaterin determinanttien superposition. Néin tekee ns. kokoonpanovuorovaikutus (CI, Configuration Interaction) on
my0s variaatiomenetelmé, joka tuottaa erittdin tarkkoja tuloksia, mutta vaatii raskasta laskentaa. Toinen, laskennallisesti kevyempi,
tapa parantaa Hartree-Fock teoriaa on tiheysfunktionaaliteoria (DFT, Density Functional Theory), jossa yksihiukkasaaltofunktioi-

den rooli on vain pitda Paulin kieltosddnt6 voimassa.

20. J. M. Leinaas ja J. Myrheim, On the theory of identical particles, Nuovo Cimento, Nr. 37, 1, (1977).
21. Hartree kirjoitti U:n yksihiukkasaaltofunktioiden tulona, ja Fock huomautti, ettei se ole antisymmetrinen.
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3.3.1 Partitiofunktio polkuintegraalina

Kanoninen partitiofunktio paikka-avaruudessa x on
7 =Tre M = /dx<x|eﬁﬁ]x> = /dxp(x,x; B) , (3.113)

missé integroidaan tiheysmatriisin diagonaalielementteja,

p(x,y: 8) = (x|eHy) = Ze i (x) 5 (y) - (3.114)

Vastaava suurkanoninen tapaus saadaan korvaamalla H— H— u./\7 . Monihiukkassysteemissa
Hamiltonin ominaistilojen ¢;(x) ja niitd vastaavien energioiden F; laskeminen on usein mahdo-
ton tehtévé. Ideaalikaasun partitiofunktio laskettiin kurssin A-osassa. Vuorovaikuttavassa sys-
teemissé tavallinen tapaus on H =T+, liike- energiaoperaattorin ja potentiaalioperaattorin
summa, eivitkd ne kommutoi, [T V] =# 0 koska T siséltdd paikan derivaattoja ja V on paikan
funktio. Naista syistd p(x,y; B) on tuntematon - paitsi korkeassa lampotilassa.

Pilkotaan tiheysoperaattori M:4én osaan (7:[ kommutoi itsensd kanssa),
7= /dx1<x1|e(B/Mme(ﬁ/Mm...e(ﬁ/Mm|X1> : (3.115)
ja sijoitetaan yksikkdoperaattori (1 = [ dx |x)(x|) osien viliin,

7 = / dxdxs...dx g (x1 [~ O |x0,) (x| e~ BMDH ) (xpr|e BMDH %) (3.116)

:/dxldxg...dpr(xl,Xg;ﬁ/M) (x2,x3; B/M)...p(xp1,%1; B/M) . (3.117)

Tama on polkuintegraali: integrointi kiy lépi kaikki polut, jotka lahtevit paikasta x; ja pa-
laavat samaan paikkaan; lopuksi myos paikka x; integroidaan, joten kierroksen ldhtékohdan
voi valita vapaasti. Kaksi seikkaa tekee tasta pilkkomisesta hyodyllisen. Ensinnédkin Z on mo-
niulotteinen integraali reaalisella integrandilla, joten sen voi laskea Monte Carlo -menetelmalla.
Toiseksi, integraalissa on tiheysmatriisin elementtejé

p(x.y; B/M) = (x|e” DR |y) (3.118)

joissa lampétila on 5/M, eli tiheysmatriisi M kertaa korkeammassa lampdétilassa kuin alkupe-
rdinen. Korkean lampdtilan tiheysmatriisi voidaan usein laskea melko tarkasti analyyttisesti.
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Esim. N vuorovaikuttamatonta m-massaista hiukkasta kolmessa ulottuvuudessa,

. R) — \—3N (x—y)*
po(x,y; B) = Ap”" exp <— n > ; (3.119)
missd Ap = W on terminen aallonpituus (ks. yhtdlo (4.25))). Paikasta riippuvan vuorovai-

kutuksen V' (x) voi lisdta kertomalla tekijélla exp(—7V(x)), mutta néin helppoa se on vain, jos §
on hyvin pieni. Vuorovaikuttamaton tiheysmatriisi po(x,y; /) tarkoittaa diffuusiota keskihajonnal-
la A2./(27) = h?B/m, ja hiukkasten liikuttamisen ja potentiaalin laskemisen jdrjestys on likimain
samantekevé, vain, jos otetaan hyvin pienia askelia.

Matalan lampdétilan partitiofunktio voidaan laskea
korkean lampotilan tiheysmatriisien polkuintegraalina.

Korkeassa lampotilassa Z:n integraalissa olevat polut muodostavat hyvin pienia silmukoita
verrattuna silmukoiden vélimatkaan. Ladmpotilan laskiessa silmukoiden koko kasvaa ja ne vievét
keskim&drin suuremman tilavuuden. Tédmén voi ndhda pitdmélld suhde /M vakiona, jolloin
polkuintegaali kiyttad samaa tiheysmatriisia p(x,y; 5/M) ja laskentatarkkuus sdilyy ennallaan.
Lampétiloissa T ja T'/2 lasketut partitiofunktiot ovat

2(8) = / dx1d5...d% 1 (%1, %o B/ M) p(%2, X5 B/ M) p(301, %11 B/ M) (3.120)

Z(Q/B) :/dX1dX2...dX2Mp(X1,X2;/B/M) (X27X375/M) (XM7XM+17/8/M)

Kukin p(x,y; 8/M) on keskiméérin samanpituinen kytkentd x <> y, joten Z(25) sisdltda kes-
kim&drin kaksi kertaa niin pitkié silmukoita kuin Z(3).

3.3.2 Bosonien ja fermionien tiheysmatriisi ja partitiofunktio

Identtisten hiukkasten tapauksessa pitda ottaa huomioon mahdollisuus, ettd hiukkaset voivat
vaihtaa paikkaa. Bosonien aaltofunktio on symmetrinen ja fermionien antisymmetrinen, joten
tiheysmatriisiin (3.114]) pitdd poimia oikean symmetrian tilat. Tdmén voi tehdi liséamalla
eksplisiittisesti h1ukkasten permutoinnin. Maaritellidn permutaatio P bosoni- ja fermionitiloille
yhtalolla

Poilx) = 5 Z (£1)" , (3.122)
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missd summataan hiukkasten permutaatiot P, ylempi merkki on bosoneille ja alempi fermio-
neille. Silloin yht'aléstéi (3-114) tulee

o) = Z ()" S e i (P) = Z (1) p(x Pxif) . (3.123)
Identtisten hiukkasten kanomnen partltlofunktlo on
1 .
Iy = N Z(—i—l)P/dxp(x, Px; ) bosonit (3.124)
P
1 -
Iy = i Z(_I)P/pr(X’ Px; B3) fermionit . (3.125)
P

Matalassa lampdotilassa kahden hiukkasen polut voivat menné péaéllekkéin, ja koska hiukkaset
ovat identtisid, voivat silmukat sulautua ja muodostaa kahden tai useamman hiukkasen silmu-
kan, jota nimitetdén vaihtosilmukaksi (exchange loop) tai vaihtosykliksi.

Tietyssd matalassa lampdtilassa Z(f) siséltaa vaihtosilmukoita, joista pisimmisséd on huomat-
tava prosentti kaikista systeemin hiukkasista: bosonisysteemissa tapahtuu Bose-FEinstein kon-
densaatio, jota kasitellidn mychemmin vuorovaikuttamattomien bosonien tapauksessa.

Fermionien faasimuutos on bosoneja matalammassa ldmpotilassa, koska Paulin kieltosdanto
pyrkii estaméan vaihtosilmukoiden muodostumista. Taméa johtuu siita, ettd Z:n integrandin
merkki vaihtuu parittomilla hiukkasten vaihdoilla. Fermionien Z on siis summa termeista, joi-
den merkki vaihtelee, ja téllainen summa suppenee hitaasti. Siksi fermionien faasimuutos on
toistaiseksi polkuintegraalina saavuttamattomissa, oletettavasti spin-1/2 fermionien polut kie-
toutuvat spin-ylos ja spin-alas pareiksi Cooperin parien muodostuessa.

Polkuintegraalin idea on suoraviivainen, mutta toteutus ei vélttdméttd aina ole. Jos esim.
(x|e=B/M)H |y} voidaan approksimoida lampétilassa 1000 K, niin kvanttimekaanisesti mielenkiin-
toisemman 1K ldmpdétilan partitiofunktion laskeminen vaatisi M = 1000 jakovélia. Jos hiukkasia
on 100, niin integraaleja olisi 3D systeemissa 300000; Monte Carlo integrointina vield tehtévissé,
muttei kovin tehokkaasti ja tarkasti. Taméan vuoksi on kehitetty approksimaatioita, joilla 1 K lam-
potila saavutetaan n. M = 100 jakovililld. Identtiset hiukkaset vaativat hiukkasten permutoinnin,
joka tarkoittaa lisdd mahdollisuuksia laskettavaksi. Bosonien pahimmat ongelmat voidaan kuitata
ratkaistuiksi: “He supranestetti p#fstiin tutkimaan jo 80-luvulla ja algoritmien kehityksen ansiosta
tavallinen poytikone riittdd nykydin *He nesteen ominaisuuksien laskemiseen yli 100 atomille al-
le 1 K lampotilassa. Fermionit tuottavat edelleen pahoja ongelmia, koska Monte Carlo laskennan
tehokkuus laskee dramaattisesti hiukkasluvun kasvaessa. T. Dornheim et al. laskivat *He (fermio-
ni)nesteen ominaisuuksia polkuintegroinnilla. Laskuun kdytettiin 100000 CPU tuntia laskenta-aikaa,
ja 12 atomin “nesteessd” p#dstiin alimmillaan 1 K limpétilaan. *He-neste muuttuu supranesteeksi
limpétilassa 0,0025 K, joten tistd jiitiin vield kauas. 7]

22. T. Dornheim et al., Sci. Rep. 12, 708 (2022).
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3.4 Ideaalinen kvanttikaasu

Monihiukkassysteemejé voi kuvata luettelemalla, montako hiukkasta kussakin yksihiukkastilas-
sa on. Yksihiukkastilat (single-particle states) ovat tiloja, joissa yhden hiukkasen systeemin
ainoa hiukkanen voi olla. Toisin sanoen, jos systeemissa on vain yksi hiukkanen, niin se on jos-
sakin yksihiukkastilassa. Jos systeemiin tuodaan toinen hiukkanen, niin sekin asettuu johonkin
yksihiukkastilaan, samoin kolmas jne.

Klassisessa fysiikassa monen vuorovaikuttamattoman hiukkasen kiytoksen voi selvittaéd tarkas-
telemalla yhden hiukkasen kiytosta ja kertomalla tulos hiukkasluvulla, mutta kvanttistatistii-
kassa néin ei voi tehda. Fermionit eivit voi olla samassa yksihiukkastilassa, joten myos vuoro-
vaikuttamattomat fermionit kokevat Fermi-Dirac statistiikan vaikutuksen erédénlaisena voima-
na, joka pitaa niitd pois samoista tiloista. Vuorovaikuttamattomat bosonit puolestaan pyrkivét
kasautumaan samoihin tiloihin.

Vuorovaikuttamattomien hiukkasten energia on summa yksihiukkasenergioista,

FE = ZEW" , (3126)

missd n; kertoo montako hiukkasta on yksihiukkasenergiassa ¢;. Otetaan kiytt6on miehityslu-
kuoperaattori n;, joka mittaa montako hiukkasta yksihiukkastilassa ¢ on. Hiukkaslukuoperaat-
torin N saa laskemalla kaikki yhteen,

N=> iy, (3.127)

ja Hamilton on

H=> e . (3.128)

i

Miehityslukuoperaattorin voi esittdd muodossa n; = azai, missé luomissoperaattori a;r luo hiukkasen
tilaan 7 ja hdvittdmisoperaattori a; hévittdad hiukkasen tilasta i. Tdmé& on ns. toinen kvantisointi,
kirjanpitojirjestelmé, jossa BE/FD statistiikka on siististi luomis- ja hévittamisoperaattorien kom-
mutaatio/antikommutaatiosdannoissa.
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Miehityslukuesityksessa (occupation number representation) monihiukkastila on luettelo yk-
sihiukkastilojen miehityksista ]

|U) = |nq,ng,...) := |n) Fock avaruus (3.129)

missd miehitykset voivat olla

n;=0,1,2,3,... Bosonit (3.130)
n; =0,1 Fermionit , (3.131)

ja sanotaan, ettd bosonit miehittivat tiloja Bose-Einstein statistiikan mukaisesti, ja fermionit
Fermi-Dirac statistiikan mukaisesti.

Klassiset hiukkaset miehittavat tiloja Maxwell-Boltzmann statistiikan mukaisesti, joka késitte-
lee hiukkasia aivan kuin ne olisivat kaikki erilaisia, mutta hiukkasten identtisyys otetaan tarvit-
taessa huomioon jélkikéteen tehtdvana, péille liimattuna korjauksena. Tata Gibbsin korjausta,
jossa partitiofunktio kerrotaan tekijalla 1/N!, kiytettiin kurssin A-osassa, mutta kuten kohta
huomataan, téllainen menettely ei aina tuota oikeaa tulosta.

Kaytan jatkossa lyhenteité

MB = Maxwell-Boltzmann statistiikka
BE = Bose-Einstein statistiikka
FD = Fermi-Dirac statistiikka .

Kuuden bosonin tila voisi olla esim. |¥) = |3,1,0,2,0,0,...,0), ja kuuden fermionin esim. |¥) =
11,0,0,1,1,0,1,1,0,...,0).

Kuva (3.3) havainnollistaa monihiukkastilojen méérin vihenemisen hiukkasten identtisyyden
ja Paulin kieltosddnnon vuoksi. Kuvan fermionitilat ovat |1,1,0), |0,1,1) ja |1,0,1).

23. V. Fock, Konfigurationsraum und zweite Quantelung, Zeitschrift fiir Physik (1932). Vladimir Fock on tun-
nettu mm. Hartree-Fock menetelmésti ja Dirac-Fock-Podolsky kvanttielektrodynamiikasta.
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MB stat. MB stat.

12 falal BE stat.

12 Kok

12 ok okl FD stat.
r _ - DV

1 2 ok ] o* " * || *
2 1 * * " " * || %
1 2 * * " " * *
2 1 * * " "

1 2 * *

2 1 * *

Kuva 3.3: Kaksi hiukkasta kolmessa tilassa, kaikki mahdolliset miehitykset. Vertailun helpotta-
miseksi spin on jatetty huomiotta. MB statistiikan hiukkaset ovat tiloja miehitettiessd erotelta-
vissa hiukkasiksi 1 ja 2, sen jalkeen numerointi unohdetaan ja hiukkaset késitellain identtisiné.

Jos kuvan (3.3)) tiloilla on energiat €;, €2 ja €3, niin kanoniset partitiofunktiot ovat

Zep = [e*ﬁ(€1+€2) + e Pleates) + 6*5(€1+€3)} (3.132)
ZBE — [e—BQel + e—ﬂQeg + 6_'8263 + €_B(EI+E2) + 6—5(61+53) + 6_6(€2+€3)j| (3133)
1
Iup = 5 |:e—5261 + e B2e2 + e B2es + 6—5(61-1-62) + 6—5(614—62)
+ e—ﬂ(el—i-é:s) + e—ﬂ(€1+63) + 6—/3(52“'53) + e—/3(‘2+‘3) (3134)
1
= i {6—[3251 + e P22 6—,3263} 4 e Plate) 4 —Blates) 4 —Bleates) (3.135)

laskenta hiukan pielesséa

MB-hiukkaset kisitelldén ei-identtisind michitettdessé tiloja, mutta identtisinéd kirjoitettaessa
partitiofunktiota: kerroin 1/(2!) on Gibbsin korjaus kahdelle identtiselle hiukkaselle. Yleisesti

s = % > e (3.136)
cleaE R

Kaavasta nékee heti, ettei Gibbsin korjaus ole tédysin oikein. Sen piti korjata kahteen ker-
taan lasketut tilat, mutta kuten yhtalon hakasuluissa oleva termista nékyy, se “korjaa”
my0s kolme sellaista tilaa, joita ei ole otettu kahteen kertaan. Jos tilojen keskiméarainen miehi-
tys olisi ollut paljon alle yksi, niin Gibbsin korjaus olisi toiminut. Yleensdkidan MB-statistiikka ei
ole tarkka tilanteessa, jossa tiloissa on moninkertaisia miehityksia, eika tilojen keskiméaérainen
miehitys ole paljon alle yksi.
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3.5 Ideaalisten hiukkasten kanoninen partitiofunktio

Systeemissd on N kappaletta vuorovaikuttamattomia hiukkasia lampotilassa T. Kéytan téssa
selvyyden vuoksi kanoniselle partitiofunktiolle merkintééa 7y, joka korostaa hiukkasluvun olevan
N. Mikrotilan k£ todennédkéisyys on Bolzmannin jakauman mukainen,

1
——e P Zy = e (3.137)

Pk =
N -

missé summa k on yli mikrotilojen.

Yksi mikrotila tarkoittaa miehityslukuesityksessé yhtd mahdollista luetteloa yksihiukkastilojen
miehityksista. Jos luettelo miehityksistd on n, niin voimme lyhyesti puhua mikrotilasta n.

Jos yksihiukkastilat on numeroitu 1,2..., niin n = (ny, ng, ns, ...).

Summa yli mikrotilojen on summa yli kaikkien mahdollisten yksihiukkastilojen miehitysten.

summa yli mikrotilojen : Z = Z Z Z (3.139)

ny mng N3
Mikrotilan hiukkasluku on N, = ). n; ja sen energia on E, = ). n;e;.

Kanoninen partitiofunktio vuorovaikuttamattomille hiukkasille on

Zy =Y e bys o, (3.140)

n

missd Kroneckerin delta varmistaa, ettd summattavassa mikrotilassa on N hiukkasta,
1 jos N =>ny
ONS n, = ! . 3.141
N2 {0 muulloin ( )
Halutessaan rajoituksen voi ilmaista vaihtoehtoisesti summan lisdehtona,
Iy= Y e, (3.142)
Zﬂg:N

Miehityksié rajoittaa siis paitsi hiukkasten mahdollinen FD-statistiikka, myos hiukkasluku.

Vuorovaikuttamattomien bosonien tai fermionien kanonista partitiofunktiota on vaikea kir-
joittaa suljetussa muodossa, koska muuttumaton hiukkasluku on hankala reunaehto.

Luvussa [4.2.5] esitetdén keino laskea vuorovaikuttamattomien bosonien Zy rekursiivisesti;
menetelméa toimii my6s fermioneille pienin muutoksin. Luovutamme siis vain taltad erad, ja
teemme laskun suurkanonisessa joukossa.
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3.6 Ideaalisten hiukkasten suurkanoninen partitiofunktio

Systeemisséd on muuttuva maédra vuorovaikuttamattomia hiukkasia lampdtilassa T', ja hiuk-
kasten lukumé&iran odotusarvoa kontrolloi kemiallinen potentiaali ;. Taméa on suurkanoninen
joukko, jossa mikrotilan n todennékoisyys on

P = le_B(En_MNn) _ ie—ﬁ[(zi ni€i)—p(3; ni)] _ ie—/jzz'(fi—ﬂ)ni ) (3_143)

Z Z Z

Vuorovaikuttamattomien hiukkasten suurkanoninen partitiofunktio on

2=Y e Tiamim (3.144)

jonka voi kirjoittaa yksihiukkastilojen partitiofunktioiden Z; tulona,
z=]]z tulo yli yksihiukkastilojen (3.145)

= Z e—Blei—pn summa yli mahdollisten miehitysten . (3.146)

Todistus. Vialivaiheitten selventédmiseksi yksihiukkastilat on numeroitu « = 1,2, 3, ...,

Z - Ze > Blei— u"z—ZHe (i~ “”1_26*551 p)ny o —=Plez—p)n2 (3_147)
o Ze—ﬁ(el wyni % Ze /3(62 wn2 X . (3148)

_ Z —Bler—pn o Z —Blea—pn o _ Hze_ﬁ(ei_ﬂ)n — HZz‘ ) (3.149)

%

Vuorovaikuttamattomien hiukkasten partitiofunktion tuloutuminen oli odotettavissa, koska kaikki
vuorovaikuttamattomat, ts. energiaa vaihtamattomat, osat tuloutuvat samalla tavalla. Nédin kidy mo-
lekyylien rotaation, vibraation ja translaation kesken (energiaa ei siirry esim. rotaatiosta vibraa-
tioon), samoin ideaalisen paramagneetin tapauksessa (ks. kurssin A-osa).

Lasketaan seuraavaksi yksihiukkastilan ¢ partitiofunktio Z; bosoneille ja fermioneille, ja sii-
ta tulo Z2 =[], Z,.
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Laskentateknista verryttelya:

Z kanonisen partitiofunktion avulla
Talla tavalla ndkee selvdsti, missé reunaehto § N, ni héaviaa:

Z = ZZNZN Z@ MNZG 'BEn(;NZ n;

= E e PPn E eB“NcSN >, n; ¢ N-summassa on vain yksi termi!

_ 26—62 nme,@uz i _ ZHe—ﬂ emni Hze—m o =T 2 .

Z jaljen avulla

Suurkanoninen partitiofunktio tilojen |n) kannassa, eli Fock-avaruudessa, on

Z = Tr[e_ﬁ(ﬁ_“m] = Z(n|e_5(ﬁ_”ﬁ)\n>

=D (mfe PO e n)

= Ze‘ﬁ(zl' @ni=nXin)(nln) < (njn) = 1, tila on normitettu

_ Ze—ﬂ(Zi €M =D, M) HZ e Blei—pn _ HZZ .

(3.150)
(3.151)

(3.152)

(3.153)
(3.154)
(3.155)

(3.156)
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3.6.1 Yksihiukkastilan partitiofunktio Z; bosoneille ja fermioneille

Tarkastellaan yhtéa ainutta yksihiukkastilaa 7, jonka energia on ¢;.

Bosonit: Bosoneja voi olla samassa tilassa Fermionit: Fermioneja voi samassa tilassa
mielivaltainen maara, elin = 0,1, 2, ...00, olla 0 tai 1, joten summassa on vain kaksi
- termia,
Z, = Z e Plei—pn 1
n=0 Z, = Z e Plei—mn — 1 4 o=Blei—n)
=14 e Pla—n) L o=Ble—pw2 =0
1 (3.158)
=1 B ’ (3.157)

koska summa on geometrinen sarja.

Yksihiukkastilan partitiofunktiosta voi nyt laskea vuorovaikuttamattomien hiukkasten partitio-

funktion Z =[], 2,

1
Zpp = [+ e ] (3.160)

i

3.6.2 Suuri potentiaali ja miehitysluvun odotusarvo bosoneille ja fermioneille

Lasketaan partitiofunktiosta aluksi suuri potentiaali,
Q=—kgThhZ, (3.161)

ja koska tulon logaritmi on logaritmien summa, saadaan bosoneille ja fermioneille tulos (ylem-
mét merkit bosoneille, alemmat fermioneille)

QT,V, 1) = £kpT > In [L F e AE@#)] °h (3.162)

Yksihiukkastilan ¢ miehitysluvun odotusarvo on (huom: indeksié i ei summata)

1 1
(i) = D pani = 5 e T, = 2% T PRy, (3.163)

n

110 olnzZ 090
—_ _BZ (6 —L)TL — =
_ 58@-2 P - T = B (3.164)
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ja derivoinnin tuloksena saadaan miehitysluvun odotusarvoksi

1
(milee = Crem =1

1
(nadep = e 1 -

Maxwell-Boltzmann (MB) statistiikan tulos saadaan edellisisté tapauksessa (n;) < 1,

(ni)mp = e~ Blei—n)

Vililld on hyodyllistd kdéntad kaavat, ja kirjoittaa €; odotusarvon (n;) avulla,

1

)0 = emry  Ble =) =In - ?n<?>) |

Suuresta potentiaalista {2 saadaan lisdé termodynaamisia suureita,

§=- (2—2) = —kp Yl nfn) F (1 £ ) (L £ (n)] BB

7

e (), S
U= ;(m)ei .

Hiukkasluvun ja sisdenergian lausekkeet on muutenkin helppo arvata,

N = (V) = (3 ) = > (o)

i

U= (F)= <Z ni€;) = Z(”z>€z ’

%

silld yksihiukkastilojen energiat €; eivéit riipu jakaumasta, (€;) = ¢;.

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)
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3.6.3 Tilatiheys ja tilojen kertyméafunktio

Monihiukkassysteemissé tiloja on hyvin tiheéssé, eikéd partitiofunktion laskeminen summana
ole kiytannollista. Maaritellddn apusuure,

Tilojen kertyméfunktio N(e) on niiden tilojen lukumééré, joiden energia on alle €.

ja siita saatava

Tilatiheys on kertyméfunktion derivaatta,

g(e) == pal (3.176)

Tilojen kertymafunktio ja tilatiheys ovat jatkuvia funktioita termodynaamisella rajalla. Mik-
rotilojen lukumé&éra energiavililla [E, E 4+ dE] on g(E)dE.

(Kanonisen) partitiofunktion voi usein kirjoittaa tilatiheyden avulla, summa yli mikrotilojen ¢
vaihdetaan integroinniksi,

7 = Z e PP /dEg(E)e'BE partitiofunktio tilatiheyden avulla (3.177)

Tissd F on integrointimuuttuja ja tekija e ?F on painokerroin.

Tilatiheydesta saa integroimalla partitiofunktion, joten myds tilatiheys sisdltai kai-
ken termodynaamisen tiedon systeemista.

Tilatiheys on vain apukeino muuttaa summa integraaliksi, joten sitd voi kiyttdd muihinkin
energian funktioihin kuin e #%:.

Tilatiheyden g(e) kiytt6: Summaa yli mikrotilojen i , kun f(€) on jokin energian funktio,
voidaan usein approksimoida integraalina
S fe) ~ / deslE)Fle) (3.179)
- 0
Varoitus: Summaa yli mikrotilojen ei voi aina suoraviivaisesti muuttaa integraaliksi, ei edes

termodynaamisella rajalla! Integraali antaa vaarén tuloksen mm. Bose-Einstein kondensaatio-
lampotilan alapuolella, kuten pian havaitaan.
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Summan yli mikrotilojen saa muutettua integraaliksi kiyttden Diracin deltaa, jolla on ominaisuus

/b dxd(z — o) f(x) = f(zg) ,josa<ag<Db. (3.180)

Kaytetdén tatd partitiofunktioon, ja merkitdén integrointimuuttujaa E:l14,

Z = Ze l—Z/dE(SE E;) /dE[Z(SE E] (3.181)

mikili summan ja integroinnin jirjestyksen saa vaihtaa. Vertailu kaavaan (3.177)) osoittaa, etté tila-
tiheys on g(E) = >, 0(E — E;). Tasté on helppo jatkaa ja todistaa, ettd tilatiheyden saa kertymaé-
funktion derivaattana:

[ acster= [ae o ) =3 [Cadae ) = 3 1= N0 = 500 = T

i,6; <€

1, jos €; < €, 0 muulloin

koska, % fom dyf(y) = f(z), jos f toteuttaa muutamia ehtoja.

Partitiofunktio on yhtélén (3.177) mukaan tilatiheyden Laplace-muunnos. Jos partitiofunktio tun-
netaan, niin tilatiheys voidaan laskea ka#nteiselld Laplace-muunnoksella, kdyttden kompleksista

6 _ B/ +i5//ﬁ
gungg/mdﬂﬁﬁ“”wzwtwﬂv. (3.183)

Kaava on hiukan kémpelo kiyttda ja selvidmme néissé luennoissa ilmankin.

24. R. K. Pathria ja P. D. Beale, Statistical Mechanics.
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3.6.4 Hiukkanen laatikossa: tilatiheys

Ennen tilatiheyden laskemista pitda selvittdd energiatilat. Aloitetaan ideaalisen kvanttikaasun
tiloista laatikkopotentiaalissa. Potentiaali

0,jos x,y,z € [0, L]

, (3.184)
oo , muualla

V(xa%z) = {

maédrittelee L3-kokoisen 3D laatikon. Yhden m-massaisen hiukkasen Schrodingerin yht#lo kar-
teesisissa koordinaateissa on
12 /92 92 92
™ (@ + EIvl + @) Vi(z,y,2) + V(z,y, )iz, y, 2) = ebi(x,y,2) . (3.185)
Aaltofunktion pitdd mennd nollaan laatikon reunalla ja sen ulkopuolella, muuten
V(z,y,2)Yi(x,y, z) on ddretdn ja energia on ddreton. TAmé aiheuttaa tilojen kvantittumisen,
ja ratkaisu on

3

vi(x,y, z) = (%) sin(kgix) sin(kyy) sin(k,;2) aaltofunktio (3.186)

ki = (km, kyia km) = (il, ig, 7;3)%, il, iz, ig = 1, 2, 3, mahdolliset ki:n arvot (3187)
G S O

i o = o energiatilat eli spektri . (3.188)

Tilan indeksit eivit ala nollasta, koska jos jokin k;:n komponentti olisi nol-
la, niin aaltofunktio olisi nolla, eikd sitd voisi normittaa (hiukkanen ei oli-

si laatikossa). Perustilan energia e€perustila = %2—23 saadaan indeksien arvoilla
(i1,i2,43) = (1,1,1). Rajalla L — oo perustilan energia on hyvin lihelld nollaa.
»
M ' M Aaltofunktio 2-ulotteisessa tapauksessa indekseilld i; = 3 ja
ig = 2.
W /
\ 4

Saadut yksihiukkastilat voi luetteloida vektorien k avulla, tilan k energia onﬁ
h2k?

om

(3.189)

€k — € —

25. Vektoria k kutsutaan usein aaltolukuvektoriksi, mutta se ei liity liitkem&aardan, p # hk.
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Kukin k-tila on degeneroitunut. Jos hiukkasen spin on S, niin

1 BE, spin S=0

, 3.190
2 FD, spin S=1/2 ( )

degeneraatio = ggeg = 25 +1 = {

Degeneraatio 25+ 1 kattaa kaikki mahdollisuudet, kuten S = 0 bosoni (alkeishiukkasista Higgs), S =
1 bosonit (alkeishiukkasista fotoni, gluoni, W ja Z) ja S = 3/2 fermionit (ei alkeishiukkasina). Myos
elektronien rataliikkeestd johtuvan liikema&ramomentin L tilat ovat samalla tavalla degeneroituneet,
tiloja on 2L + 1, kuten Stern-Gerlach kokeen yhteydessé mainittiin.

Tarkasteltava k-avaruus on kolmiulotteinen, ja kuten alussa totesimme, on tiloja sielld tasavé-
lein, joten k-tilojen tilatiheys on vakio. Haluaisimme selvittaé energiatilojen tilatiheyden g(€);
tdmén voi tehda kahdella tavalla:

° Lasketaan k-tilojen tilatiheys ja siitd muuttujan vaihdolla energiatilojen tilatiheys
o Lasketaan energiatilojen kertyméfunktio N(e) ja g(e) = dN(€)/de.

Kéytetaan jalkimmaéista tapaa. Kertyméfunktio N(e) kertoo, monenko tilan energia on alle e.
Pisteet (i1, 12,13), joiden energia on alle €, toteuttavat ehdon

B h? 72 2m L?

€ (i +1i5 +13) < e & (if +i3+143) < 5 —€:= R* | (3.191)
™

T om 2
joten ehdon toteuttavat pisteet (i, 1is,3) ovat R-sdteisen pallossa.

Montako pistetti (i1, is,13) on R-siteisesséd pal-
lossa? Kukin piste vie tilavuuden 1, koska l&-
himmat pisteet ovat aina etaisyyden 1 paassa.
Jakamalla pallon tilavuus yhden pisteen viemal-
la tilavuudella saadaan pallossa olevien pistei-
den lukumaéré, joten kokonaiseen palloon mah-
tuu 3mR? pistettd. Luku on hyvin tarkka, koska
makroskooppisessa systeemissd L on suuri, jo-
ten R > 1, ja valtavan pallon voi jakaa hyvin
tarkasti 1x1x1 kuutioihin. Néain diskreeteistéa ti-
x loista péaastadn jatkuvaan kertyméfunktioon ja
siitd tilatiheyteen.

Koska 11,149,173 ovat positiivisia kokonaislukuja, tayttavat pisteet (i1,is,73) vain 1/8 pallosta.
Liséksi kussakin pisteessa on degeneraation verran tiloja, joten kaiken kaikkiaan

1 4 om L2 \*/?
T ”(m ) (3.192)

_ 3 _
N(G) = Jdeg X g X ?R = gdegg ﬁﬁe
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Kertyméfunktion derivaatta on tilatiheys:

Ideaalisen kvanttikaasun tilatiheys tilavuudessa V = L3

N 92 L2 3/2 9 3/2
9<6) - d (E) = gdeg% ( o ) 61/2 - gdegV ( m) 61/2 . (3.194)

de h2 72 42 \ B2

]\r(€> o (.‘5/'2

gle) o /e

Tilatiheys k-avaruudessa

Eri dimensioissa k-tilojen indeksien i1, 1o, 73 positiivisuus aiheuttaa eri kertoimen tilatiheyteen:
1D-tapauksessa tilojen kertymafunktion kerroin on 1/2, 2D-tapauksessa 1/4, ja 3D-tapauksessa
1/8. Kerroin on d-dimensiossa 27¢.

Hiukkanen laatikossa tapauksessa k-avaruudessa on tiloja tasavilein, laatikon koko on L4, ja
k-avaruuden tilatiheys d-dimensiossa on

Xk: - gdeg/%, (3.199)
missé ggeg ON k-tilojen degeneraatio. Toisin sanoen,
Xk: — Gdeg / % 1D (3.200)
Zk: R gdeg/% 2D (3.201)
> = Gaes / % 3D, (3.202)

k

mikéli summan muuttaminen integraaliksi on sallittua - ei Bose-Einstein kondensaatiossa.

Tilatiheyden g(e€) saa selville muuttujanvaihdolla, kun dispersio € = €(k) on tunnettu.
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4  Bosonit

4.1 Bose-Einstein kondensaatio (BEC)

Tarkastelun keskitssd on vuorovaikuttamattomien bosonien kemiallinen potentiaali matalissa
lampotiloissa, ja se, miten hiukkasluku lasketaan. Yksihiukkastilan ¢ miehityksen odotusarvo ei
voi olla negatiivinen,

(n;) >0, (4.1)

joten bosoneille téstd seuraa - muista, ettd pu = pu(7T) -

1 1
N=——aa >0 u—¢ =—kgT1
<Tl> eBlei—p) e B n<<

1) <0 <e Vi 4.2
—7 2 n¢>+)_ =u<e¢ Vi (4.2)

Perustilan energia on ¢; = 0, joten

Ideaalisten bosonien kemiallinen potentiaali p < 0.

Lasketaan seuraavaksi termodynamiikan hiukkasluku N. Kirjoitetaan summa yli tilojen inte-
graalina kayttéen tilatiheyttéa, ja katsotaan mihin se johtaa. Jos summan yli tilojen saa muuttaa
integraaliksi, on bosonien lukuméara lampotilassa T

1 oletus & 1

A %

Kiinnittdmalld hiukkasluvun NV voi tésta ratkaista kemiallisen potentiaalin p = p(7°). Jos 1am-
potilaa lasketaan, niin ratkaisuna saatava kemiallinen potentiaali kasvaa. Toisaalta dsken todis-
tettiin, ettd p < 0, joten jossain ldmpotilassa T, tulee raja vastaan. Tama tapahtuu tilanteessa
1= 07, ja koska yhtalolla on viela ratkaisu, saadaan selville kriittinen lampdotila 7.,

1 1
N = /deg(e)eﬁge—_l , Bei= T Kriittinen lampotila T, . (4.4)

Lampotilassa T < T, ei yhtélolla (4.3)) ole ratkaisua.

61
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Perustilan miehityksen odotusarvoa (ng) kasvaa makroskooppiseksi, kun kemiallinen potentiaali
ldhestyy nollaa negatiiviselta puolelta,

1 . —
<n0>:m’\-’N,JOSMNO . (45)

Tilatiheysintegraali (4.3]) ei ota huomioon perustilan makroskooppista miehitysta.

Bose-Einstein kondensaatio (BE-kondensaatio, BEC) (Bose-Einstein condensation
Perustilassa on makroskooppinen maéré bosoneja.

Alla on kaavamainen kuva tilojen miehityksisté ja makroskooppisen miehityksen synnysta.

N0:<7’L0>N1 NO = <TLQ>NN

T>T, T <T.

Miten hiukkasluku sitten pitéisi laskea? Yksinkertaisin tapa on ottaa perustilan miehitys erik-
seen ja laskea loput tilatiheydesta integroimallaﬂ

1
kondensoituneet hiukkaset “normaalig’rhiukkaset

BE-kondensaatiolampétila T, saadaan kaavasta (4.4), joka perustuu siihen, ettd lampdtilassa
T, kaikki hiukkaset ovat “normaaleja” hiukkasia ja kemiallinen potentiaali on rajalla p = 0".

2. Albert Einstein ja Satyendra Bose (1924).
3. Tama ns. semiklassinen approksimaatio on usein erittdin tarkka, muttei eksakti.
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Kuva 4.1: Ideaalisen bosonikaasun kemiallinen potentiaali hiukkasille laatikossa. Kuvassa on
w(T) yksikoissd kpT,.. Tapaus T" > T, on ratkaistu numeerisesti kaavasta (4.3) tilatiheydella

(13.194])), ja tapauksessa T' < T. on = 0".

4.2 Ideaalisen Bosonikaasun Termodynamiikkaa

Suurkanoninen partitiofunktio, suuri potentiaali ja miehitys ovat (ks. (3.160)) ja (3.162]))

1
Z = H 1 — e—Blei—n) (4.7)
T, V,p) = kpT Y In[1— e Pl] (4.8)

1

() = e =1 - (4.9)

Kiytén jatkossa paljon fugasiteettia z := e

Lasketaan termodynaamisia suureita ideaaliselle bosonikaasulle tilavuudessa V. Yksihiukka-
senergiat ovat €, = %, ja spin-0 bosonien degeraatio on 25 + 1 = 1. Tilatiheys laskettiin

aiemmin, ks. (3.194]),

vV o/om\*?

Kasitelladn summassa yli mikrotilojen perustila varmuuden vuoksi erikseen, ja loput tilat tila-
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tiheysintegraalina. Suuri potentiaali on
T, V,p) =kpT Y In[1—e )] (4.11)

— kaThn [L = ] 4+ ks [ degle)n [1 - e 0]
0

EaT)3/2 /9 3/2  poo 3/2
kT In(1 — z) — LD < m) / dr—2 (4.12)
0 z

672 h2 —lez _ 1

Integraali on z:n funktio.

Integraalissa tehtiin muuttujanvaihto,

VkgT (2m\*?* [
QT,V,u) =kgTIn(1 —2) + 4732 (? / dee'/?1n [1- zeiﬁe] x = fe
™ 0
V(ksT)?/? [2m\*? /°° . o
=kpTIn(1 — —— | = deat?Inf1 — 27 te™®
T In(l —2) + 12 2 ; zz'/?In [l —2z"te "]
V(ksT)*? (2m\*? /°° gy 2670
— kpTn(l — z) — LB (2 dra®?
pTn(l - z) 672 h? 0 R g
V(kgT)*? (2m 8/2 peo x3/?
=kgTIn(l —z) — — _ 4.1
kpTIn(l - z) 672 h? /0 dxz*le”” -1’ (4.13)

Maaritellaan

Bose-integraali

1 o Pt 2
= dp———— = E — . 4.1
99(2) ['(p) /0 T —1 Ir (4.15)

Tamé on ns. polylogaritmi. My6s merkintaa Li,(z) kiytetaan.

Bose-integraali esiintyy monissa kohta laskettavissa termodynaamissa suureissa. BE-
kondensaation rajalla ;= 07, joten z = 1, ja Bose-integraali on

— 1
gp(1) = Z T ¢(p) Riemannin zetafunktio . (4.16)
I=1
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Muutamia arvoja:

93/2(1) = ((3/2) = 2.612375348685488343348567567924071630570800652 (4.17)
g5/2(1) = ((5/2) = 1.341487257250917179756769693348612136623037629 (4.18)
g772(1) = ((7/2) = 1.126733867317056646427812491854984272221996957 (4.19)
go/2(1) = €(9/2) = 1.054707510761454264022967288960280117272493832... , (4.20)

ja I'(n) = (n — 1)!, puolilukuisilla argumenteilla

(n—1)N
eli
1
/2 =va T2 =Y e =T e = VT (422)
Bose-integraalin avulla lausuttuna ideaalisen bosonikaasun suuri potentiaali on
s (T O\
(T, V, 1) = kpTn(l — 2) — V(kpT) (ZW) g52(2) (4.23)
VkgT
=kgTn(l —z) — 33 gs5/2(2) (4.24)
T

misséa

| 2mh?
A = mZBT terminen (de Broglie'n) aallonpituus . (4.25)

Terminen aallonpituus kertoo karkeasti ottaen, kuinka laajalle alueelle m-massaisen hiukkasen
aaltofunktio ulottuu ldmpdtilassa T'. Kvantti-ilmiot tulevat merkittaviksi, jos Ay on samaa suu-
ruusluokkaa kuin hiukkasten vélinen keskiméérédinen etéisyys, koska silloin on todennakoisté,
ettd hiukkaset padsevét hyvin lahelle toisiaan (aaltopaketit menevit padllekkéin).

4.2.1 Bose-Einstein kondensaatiolampotila

Hiukkasluku on (kiytetdin aputulosta 2 gs/2(2) = Lg3/2(2))

olnZ
0z

o) z %4 Vv
= —525 =—+ —393/2(2> = No + —393/2(2) ) (4.26)
T T

N =
& 11—z " )
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missi Ny = Np(T') on kondensoituneiden hiukkasten lukumééra. Lampotilassa T < T, on
p = 0~ ja ei-kondensoituneiden, “normaalien”, hiukkasten lukumééra on (gs/2(1) = ((3/2) ~
2,61237)

\% mkpg 3/2 3/2 mkp 3/2 3/2
N=No=35CB/D=VCB/D (gm ) TP~V(T%) 0166xT”, T<T.

(4.27)

Kuten aiemmin mainittiin, BE-kondensaatiolampdotila saadaan ehdosta, ettd lampotilassa T' =
T, kaikki hiukkaset ovat ‘normaaleja” hiukkasia ja © = 07. Rajalla 7" = T, on Ny = 0, joten
kondensaatti syntyy, kun lampdétila alittaa kriittisen lampdotilan

2h? N\*?  p2 N\??
T, = 3/2)7%3 (= ~ 3,31 x | — . 4.28
Téasta voi paatelld, ettd kondensaatin voi synnyttaa ainakin kahdella tavalla:
° Pidetdén bosonikaasun tiheys N/V vakiona, ja jadhdytetaéan kaasua, kunnes T < T..
° Pidetddn bosonikaasun lampoétila T vakiona, ja kasvatetaan kaasun tiheytta N/V | kun-

nes kriittinen lampotila on noussut niin paljon, ettd 1, > T

Identtisten hiukkasten vaihtosykli ja BE-kondensaatio

Pidetdan hiukkasluku N vakiona. Jos BE-kondensaatio saadaan aikaan tiheyttéd kasvattamalla,
niin on olemassa kriittinen tilavuus hiukkasta kohti V./N, jonka alapuolella BE-kondensaatio
tapahtuu. Kaavasta (4.27) seuraa, etta

v, v, 1

N )\?%ng/g(l) & N 93/2(1>/\Tc , (4.29)

josta seuraa, ettd BE-kondensaatiossa hiukkasten keskimé#rdinen etéisyys on suuruusluokkaa

Ar,. Jos tdméd ehto tayttyy, alkavat hiukkasten aaltofunktiot alkavat menna péillekkiin, ja

hiukkaset voivat vaihtaa paikkaa kesken#dén identtisten hiukkasten tapaan. Tamé hiukkasvaih-

to saattaa jatkua seuraavan kanssa jne., kunnes BE-kondensaatioldmpotilassa syntyy makros-
kooppisia vaihtosykleja.

Kaikki Bose-Einstein kondensoituneet bosonit ovat samassa yksihiukkastilassa, t.s. niilld on
sama aaltofunktio.
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LA dMo ¢
q,_,,é‘n
» 2 VH$”

o O

Kuva 4.2: Bosonien aaltofunktio korkeassa lampdétilassa (yldkuva) ei ulotu bosonista toiseen,
mutta matalassa lampétilassa (alakuva) ulottuu, ja bosonien vaihtosyklistd voi tulla makros-
kooppisen mittainen. Kaikilla vaihtosyklin bosoneilla on sama perustilan aaltofunktio, toisin sa-
noen se on makroskooppinen aaltofunktio (kattaa helposti vaikkapa kuutiometrin tilavuuden).
Vaihtosyklia késiteltiin myos polkuintegraalien yhteydessa kappaleessa w

Kuinka suuri osa hiukkasista on BE-kondensaatissa?
Edella saatiin tulokset

N — Ny = vakio x T%? | kan T < T, (4.30)
N = vakio x T3/ | (4.31)

missa vakio on sama (!), joten ideaalisen bosonikaasun kondensaattiosuus (condensate frac-
tion) on

_ ; 3/2 3/2
My o W=8y g ssgoxis 00 . (4.32)
N N vakio x T2/ Te

Jos lampotilaa ja hiukkaslukua pidetdén vakiona, mutta tilavuutta muutetaan, on

NO V
- 1 M

missé kriittisessé tilavuudessa V. saavutetaan kriittinen hiukkastiheys, p. = N/V..
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0.8 N ja V vakioita | 0.8 N ja T vakioita |
50 0.6 1 2 o6) .
= =
0.4 | 0.4 |
0.2 i 0.2 .
0 | | | Il L | O Il Il | Il L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14
T/T. V/V.

Hiukkasten vélinen vuorovaikutus vihentééd kondensoituneiden bosonien méaarada Ny (conden-
sate depletion). Heikkoa vuorovaikutusta riittdd kuvaamaan vain yksi pieni parametri, siron-
tapituus (scattering length) a, jonka avulla vaikutus lampétilassa T' = 0 onE|

8 /N 3\ 1/2
NO=N<1—g (V—i) o (4.34)

‘He supraneste ja BE-kondensaatio

“He -atomit ovat bosoneja (tdydet elektronikuoret), ja “He nesteen hiehumispiste on 4,22 K.
Lampdotilassa Ty = 2,17 K tapahtuu ns. lambda-transitio, jonka alapuolella neste on supra-
nestetta. E| Sijoittamalla ideaalisen bosonikaasun yht#loihin *He-nesteen parametrit (m =
6,647 x 1072"kg, v = 27,6 cm?®/mol.), saa BE-kondensaatiolimpétilaksi T, = 3,14 K, miki on
aika lahelld laimpotilaa Ty. Tamén perusteella oli luonnollista olettaa, ettd *He supranesteisyy-
den ja BE-kondensaation vililla on jokin yhteys. Silti jéljelle jai pieni epailys siitd, voiko BE-
kondensaatiota edes tapahtua *He-nesteen kaltaisessa vahvasti vuorovaikuttavassa systeemissi.
Ongelman ratkaisi 1950-luvulla Richard Feynman, joka todisti ettd “He nesteesss tapahtuu
BE-kondensaatio hiukkasten vélisestd vuorovaikutuksesta huolimatta. Myohemmin neutroni-
sirontamittausten avulla on todistettu yksikisitteisesti, ettd “He nesteen perustilan miehitys
muuttuu makroskooppiseksi tdsmélleen siinéd lampdtilassa, jossa aine muuttuu supranesteeksi.

Kuten aiemmin todettiin, kaikki Bose-Einstein kondensoituneet bosonit ovat samassa tilassa,
eli niilld on sama yksihiukkasaaltofunktio. Lampdtilan T) alapuolella “*He neste voidaan jakaa
kondensoituneisiin atomeihin ja “normaaleihin” atomeihin, mutta vuorovaikutuksen takia on
hyodyllisempéd ajatella nesteen olevan supranestettd ja normaalinestettd; tdmé on ns. kaksi-
nestemalli. Jos *He nestetté laittaa toruksen muotoiseen siilioon voi tehdi kaksi mielenkiitoista
havaintoa: [l

4. Bogoliubovin teorian tulos, esim. I. Bloch, J. Dalibard ja W. Zwerger, Rev. Mod. Phys. 80, 885 (2008).

5. Kapitsa ja riippumattomasti Allen ja Misener v. 1937

6. T. R. Prisk, M. S. Bryan, P. Sokol, G. E. Granroth, S. Moroni ja M. Boninsegni, J. of Low Temp. Phys.
189, 158-184 (2017); 1703.03018.pdf @arxiv.org.

7. A.J. Leggett, Low Temperature Physics, Proceedings of Blydepoort South Africa, 1991, edited by M. J. R.
Hoch and R. H. Lemmer (Springer-Verlag, Berlin, 1991).


https://arxiv.org/pdf/1703.03018.pdf
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Kuva 4.3: “He supranesteen kondensaattiosuus ng := Ny /N limpétilan funktiona. Ympyrit ovat
neutronien Compton-sironnalla saatuja mittaustuloksia, kolmiot Monte-Carlo simulaatioiden
tuloksia, ja yhtendinen kiyrd on yksinkertaisen teorian antama tulos (Giorgini, Pitaevskii ja
Stringari: T ja no(7" = 0) = 0.07 on kiinnitetty). Vuorovaikutuksen vuoksi alle 10 % atomeista
on kondensaatista.ﬂ

. Pydritetdan torusta hitaasti lampdtilassa 1" > T} ja annetaan sen sitten pyoria itsekseen.
Neste alkaa pyoria toruksen mukana. Lasketaan lampotilaa alle Ty:n, jolloin supraneste
ja normaalineste alkavat liikkua toisistaan riippumatta. Torus alkaa pytrid nopeammin.
Selitys: supraneste pyorii hitaammin, ehka jopa pysahtyy. Kulmaliikeméaéran séilymislain
mukaan normaalineste, joka pyorii toruksen mukana, pyorii nopeammin. Téméa vastaa
suprajohteiden Meissnerin ilmioté.

) Pyoritetdan torusta nopeasti lampdétilassa T > T). Lasketaan lampotilaa alle T:n ja sen
jalkeen pysdytetadn torus. Normaalinesteen kitka toruksen seindmien kanssa pyséyttas
normaalinesteen liikkeen. Péastetdan torus irti ja nostetaan lampdtilaa Ty :n ylapuolelle,
jolloin torus alkaa jélleen pyoria itsekseen. Selitys: Supraneste jatkoi pyorimistdan to-
ruksen pysayttdmisen jalkeenkin (voi pyoria hyvin pitkdéan, vuosia), ja kulmaliikemaaran
sdilymislain mukaan l&mmittdessa syntynyt normaalineste alkaa pyorié, pyorittden mu-
kanaan torusta. Supranesteen kitkaton virtaus vastaa suprajohteiden havictonta virtaa.

4.2.2 Ideaalisen bosonikaasun paine, sisdenergia ja limpokapasiteetti

Tyypillisesti suureita on helpompi laskea BE-kondensaatiolampotilan alapuolella kuin ylapuo-
lella. Syyné on kemiallisen potentiaalin lampdétilariippuvuus,

0~ T <1
u(T) = . R ( ) (4.35)
ratkaistaan ehdosta, ettd hiukkasiaon N (T7'>T,) .
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Fugasiteetille ehdot ovat

z =1 (T <T.)
{93/2(2) =T AR (4.36)

Homogeenisen systeemin paine on

Q In(l —2) kgT
P=——=_"krT . 4.37
Perustilan miehitys lampotilassa T' < T, on (kdytetddn hyvéksi tietoa p = 07)
1 1 1
Ny = = = N —— 4.38
joten makroskooppinen miehitys tarkoittaa, ettd Ny ~ N ja
L = P 14 Bu~1 1;»1(1 ) ~1 ! In N (4.39)
—— ~ z =€t ~1——= nl—z)~n—=—-InN. :
By : N N
Kondensoituneet hiukkaset eivit aiheuta painetta, koska
In(1— In N
al 7 ?) ~ — nv — 0 termodynaamisella rajalla . (4.40)

BE-kondensaatio vaikuttaa kaasun paineeseen siten, ettd mitd enemmaén hiukkasia kondensoi-
tuu, sitd vihemman jéa painetta aiheuttavia hiukkasia. Termodynaamisella rajalla paine on

kpT _ . 5/2
knT "B~ g5/5(1) = vakio x T (T <T.)
P = —fg gsj2(2) = 4 1 . (4.41)
T 35 95/2(2) (T >T)

Tamé on mielenkiintoinen tulos:

Kriittisen lampdotilan alapuolella ideaalisen bosonikaasun paine ei riipu tilavuudesta.

Siksi kriittisen lampotilan alapuolella ideaalisen bosonikaasun kokoonpuristuvuus on déreton,

oP 1 [foV
(aV)TJV 0= kr v (GP)TJV e ( < c) ( )

BE-kondensaattiin ei liity energiaa, entropiaa, eikd painetta.
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BE-kondensaatio

Kuva 4.4: Ideaalisen bosonikaasun faasidiagrammeja. (a) Muutamia P(V') -isotermeji, ylem-
milla kdyrillda on korkeampi lampdétila. (b) Ideaalinen bosonikaasu nayttaa (P, T)-tasossa aika
omalaatuiselta. Kriittisen kiyran ylapuoli ei ole saavutettavissa. Jos tilavuutta pienennetdin
vakiolampétilassa (N vakio), niin paine kasvaa, kunnes BE-kondensaatio alkaa, jolloin paine ei

endé riipu tilavuudesta, joten rajakiyrin P = vakio x T2 ylipuolelle ei voi péssta.

Yhtéloista (4.41)), (4.26) ja (4.32) saa ideaalisen bosonikaasun (P, V,T) tilayhtélon (joka ei ole

erityisen kiinnostava),

PV_N@T<L4%)%M”

N@Tgii Ckun T > T,

3/2
T gs/2(1)
N@T@ﬂ pal kT <T.

Sisdenergia on

__(9dInZ _(0(B2) _ 3VkgT
U= < a7 >u,v_<—aﬁ )M7V—2—)\;} gs/2(2)

josta saadaan tulos

395/2

U = Nkp { 290
2 gg/a(z (

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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Sisdenergian johto tarkemmin:

olnZ 3VkgT 3 95/2(2) V
U= = = —NkgT . 4.4
< 93 >H7 273 95/2(2) 5 IViB 93/2(2) N3 93/2(2) (4.47)

Kriittisen lampotilan alapuolella g3 /(1) = /\Tc%7 jossa ei ole tekijaa Ar, ja saadaan kaksi tapausta,

v A3 3/2
, wa s =(£) @<
T,
—_— = 4.48
NX793/2(2) =1 (4.48)
1 T >1,),

Koska Ar = vakio x T—3/2, tiist# seuraa yht#lo (4.46)).

Vertailemalla U:n ja P:n lausekkeita huomataan, ettd homogeenisessa aineessa paineen ja ener-
giatiheyden vélilla on yksinkertainen relaatio:

2U
P=—-— ideaalinen bosonikaasu . (4.49)
3V
5
4 -
—_ 3 T
[y
<
§ 2 /’b"]\,Lé
\)/
1 -
0 ; ; ; ; ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
TIT,

Kuva 4.5: Ideaalisen bosonikaasun sisdenergia U suurkanonisessa joukossa. Katkoviiva on klas-

sinen raja U = %NkBT (vksikoissd NkpT,). Kéyran kulmakerroin on Cy (7)) = (g_lij“)v’ ks. kuva

(4.6). Bosonikaasun siséienergia ja paine ovat aina alle klassisen ideaalikaasun arvojen.
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Lampokapasiteetti on

c L 8520 (1> ~ 1,926 x (2)3/2 (T <T)
_V — 4 93/251; T ’)\J T - ¢ (450)
Nk 15 95/2(2)  993/2(2 ;

’ 4 93/2(2)  491/2(2) (T >T.)

missé z ratkaistaan implisiittisestd yhtélosta gs(2) = %)\:} Rajalla T' > T, saadaan klassi-

sen ideaalikaasun tulos Cy = 3/2 Nkp. Ideaalisen bosonikaasun Cy (7' kdy yli tdmén rajan
oCv(T)

aT on

ja on suurimmillaan 1,926 Nkg. Kéyrd Cy(T) on jatkuva, mutta sen derivaatta
epiajatkuva.

1.25 A

Cv/(Nkg)
=
o
o

0.75 1

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
TITc

Kuva 4.6: Ideaalisen bosonikaasun lampokapasiteetti (suurkanoninen joukko). Katkoviiva on
klassinen raja Cy = %Nk:B.
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Kuva 4.7: *He kvanttinesteen ominaislimpo. iikin muodon vuoksi *He:n faasimuutosta supra-
nesteeksi nimitetddn lambda-transitioksi, Ty = 2,172(2) K. Pystyakselin merkinnéssa Cj viittaa
alaindeksi S siihen, ettd ominaislampd on mitattu helium-nesteelle saturoituneessa kaasussa -
toisin sanoen neste on siiliosséd, jossa on myos helium-kaasua niin paljon kuin sinne voi ter-
modynaamisessa tasapainossa haihtuu. Neste on tdmén saturoituneen kaasun paineessa, SVP
(Saturated Vapor Pressure).

8. M. J. Buckingham ja W. M. Fairbank, Progr. in Low Temp. Phys. Volume 3, 80-112 (1961). Osaa yli
1,5 K datapisteisté oli mittaamassa suomalainen kylméfysiikan pioneeri Olli Lounasmaa, joka perusti Teknillisen
korkeakoulun Kylméalaboratorion vuonna 1965.
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Aputuloksia:
dgp(2)  d =2 =l 4
D D D T 1O (4.51)
= =1

(N3 3

597?)) = fﬁxi} (4.52)
14
N 0z 3 4N 1 3 g32(2)

:)\37 - —_7A3i7 = ——2Z T TC . 4.53
wi) =07 > (57), =~y e~ areg TT 05

D) 9 %Lng (2)
o= (3),- ().
= ng’B <)\1%95/2(2> - ()\37;)295/2(2) (859/\7%)>V + )?;:’r (695)6/;(2))‘/) (4.55)
= ngB (/\13%95/2( )+ ()\‘1;)295/2( 2) 5 5 A /\1;,2 'g3/2(2) (S;)V> (4.56)
- (gm@ +g32(2) (ST)V) (4.57)
Dot (3800 (3))

Jos T < T, niin (g—;)v = 0, muulloin kiytetddn aputuloksen kaavaa. MyGs siniselld merkitylle

tekijélle saatiin aiemmin kaksi mahdollisuutta. Kéyrd Cy (T') on jatkuva, koska

gs/2(1) = ¢(3/2) = 2,612 (4.59)

91/2(1) = ¢(1/2) = Z 11/2 =00, (4.60)

joten ldhestyttéessi T.:td ylidpuolelta Cy (T):n toinen termi ldahestyy nollaa.
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4.2.3 Ohjeita kiytdnnon numeerisiin ratkaisuihin
N&ma ohjeet ewdt kuulu kurssin vaatimuksiin, joten voit halutessasi jattad tdméan luvun véliin.

Tésséd annettujen ohjeiden tarkoitus on kertoa perusteellisesti, miten p(7") vakiotiheydessé,
P(V) isotermit, ja P(T') isokoorit voidaan laskea. Kirjoitin ohjeet myos siksi, etten itse unohtaisi
miten tein kuvia.

w(T)-kiyra vakiotiheydessa

Kriittisen limpétilan yldpuolella p, eli z = e®#, on ratkaistava yhtélosté (4.26])

N
Usein halutaan laskea termodynamiikkaa olettamalla, etté kisiteltdava hiukkasmadra, eli N =
(N) pidetddn vakiona. Toisaalta emme halua antaa N:lle tarpeettomasti tiettyd arvoa, joten
kiinnitetdén se T.:n avulla ja edelld olleen yhtélon avulla (2(7.) = 1),

Vv v A2 T.\*?
N = )\—%93/2(1) = @93/2(2) = g3/2(2) = )\—%93/2(1) = (T) ga/2(1) - (4.62)

Téama kiinnitti itse asiassa tiheyden N/V ja kaikki Ar:ssé esiintyvét vakiot havisivat. Laimpotilaa
kannattaa mitata 7.:n suhteen, eli asettaa T, = 1, silloin kullakin 7":n arvolla voi numeerisesti
hakea funktion

f(2) = T%g35(2) — g3/2(1) dimensioton T’ (4.63)
nollakohdan, alkuarvoksi voi laittaa esim. z = 0.999 (muista, ettd u < 0). Bose-integraalin

laskemiseen voi kdyttdd mpmath modulin funktiota polylog(). ﬂ Tuloksena on kuvassa (4.1))
esitetty kiyrd u(T"), kun tiheys N/V on vakio. (Linkki Python-ohjelmaan).

P(V) -isotermit

[sotermin P(V'), kun N on vakio ja T' > T,, saa yhtalosta (4.44)),

p= N9l

V 93/2(2) .

(4.64)

9. Funktio polylog() jatkaa tulosta analyyttisesti epéfysikaalisilla arvoilla z > 1 ja palauttaa kompleksiluvun;
tatd kannattaa varoa. Epétarkempia Bose-integraalin arvoja saa suoraan integroimalla (esim. véalilld 0.1 —
100.0), tai kiyttden summakaavaa, kunhan ottaa mukaan hyvin monta termeja (silti epétarkka).


http://users.jyu.fi/~veapaja/Statistical_Physics_B/bosemu.py
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Y1l&4 huomasimme, ettd T, ja tiheys N/V riippuvat toisistaan. Nyt N on vakio ja V' muuttuu,
joten T, = T.(V). Kriittisen lampdtilan sijaan oleellisempi suure on nyt kriittinen tilavuus

(4.29), joka riippuu isotermista,

1
= N )\3 ]ﬁ—?)/2 . 4.
V. —93/2(1) X (4.65)

Emme kuitenkaan aseta V. = 1, koska emme halua kiyrid P(V/V¢), joilla V-akselin mittakaava
vaihtuisi isotermilta toiselle ja kuvaa olisi vaikea tulkita. Otetaan siis vertailupisteiksi kiintedt
arvot V{ ja Tp, jolloin

T 32

V.=V (ﬁ) ) (4.66)

Fugasiteetti saadaan ehdosta

. N N
93/2(2) = )‘STV ) 93/2(1) = A?c)rvc ) (4.67)
joten
v, VST 2

male) = o) =12 (1) o) (4.68

Otetaan samalla periaatteella paineen yksikoksi kiinted arvo Py := P(Tp, Vj), eli paine isoter-
milla T tilavuudessa Vy = V,; silloin z = 1, ja saamme

N 95/2(1>
P= —ksT A 4.69
O (D) (4.69)
Naissa yksikoissd paine on
N T 1
p_ —kBTg5/2(Z) _p Vo T gs/2(2) g3j2(1) (4.70)

V' gan(2) OV T gse(1) gsga(2)

Numeerista ratkaisua varten voimme valita V) = 1, T, = 1 ja Fy = 1, jolloin ratkaistavaksi jaa
dimensiottomat yhtalot

g3/2(2) = VT g35(1) (4.71)

p— V_1T95/2<Z) 93/2(1)

95/2(1) 93/2(2)

dimensiottomat P, V,T" . (4.72)
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TITy

VIV

Kuva 4.8: Ideaalisen bosonikaasun P (V') isotermejé. Tilavuutta pienennettéessé tasanne P =
vakio alkaa kriittisessi tilavuudessa, joka kuvassa valituilla yksikoilld on V, = Vo (T'/Tp)~%/2.
(Linkki Python-ohjelmaan)

P(T) -isokoorit

Tarkastellaan jotakin isokooria, eli V' = vakio. Kun 7" pienenee, niin P laskee, kunnes kriittisessa
limpétilassa paine saavuttaa rajakiyrin P = vakio x T°/2, eiki rajakiyriltd endi padstd pois
vaikka lampotilaa laskettaisiin lisdéd. Jos menndéan kylmempééan suuntaan 7.:n alapuolella, niin
ainoastaan kondensoituneiden bosonien méara kasvaa, mutta koska kondensaatissa bosonien
lilkem&ara p = 0, ne eivit lainkaan vaikuta paineeseen térméilemalld astian seiniin.

Kullekin isokoorille T, saadaan ratkaisemalla tuttu yhtalo
3 N

=\ — . 4.73
Lo (4.73)

93/2(1)

Paine on

p— EkBTgs/z(Z) _ kT gsp2(2)

4 g3/2(2) A g3/2(2)g32(1) (4.74)

Paineen yksikoksi ei kannata valita painetta P(T,), koska T, on eri kullekin isokoorille, ja paine-
akselin mittakaava vaihtuisi isokoorilta toiselle. Normaalifaasissa
s N

93/2(2) =A


http://users.jyu.fi/~veapaja/Statistical_Physics_B/bosePV.py
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joten paine on

N 95/2(2) . ]{ZBT /{ZBT

P="lppT - _ B .
VIR gz~ g ) = g e

(4.76)

Normaalifaasin ja kondensoituneen faasin rajalla z = 1, ja kuten mainittiin, paine ei talla rajalla
enéd riipu tilavuudesta. Siksi isokoorista riippumattomaksi kiinteéksi vertailupaineeksi voidaan
valita faasien rajakayralta lampotilan Ty paine, joka on

kpTi
by = —/\Bg 095/2(1) : (4.77)
To

Normaalifaasin paine on nyt

p—p L0922 _ p (£>5/2 go2(2) (4.78)
To A3, gs/2(1) To 95/2(1)
Valitaan vertailutilavuus Vj siten, etta
SN (TN,

Numeerista ratkaisua varten voimme valita Ty = 1, Vo = 1 ja Py = 1, jolloin ratkaistavaksi jaa
dimensiottomat yhtalot

93/2(2) _ T73/2V71
g32(1) = TPV & T, = (Vgsa(1))*?
95/2(2)

P =T1% ZW normaalifaasi, dimensiottomat P, V,T .
352
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P/IPo

TITy

Kuva 4.9: Ideaalisen bosonikaasun P(T) isokooreja. Rajakiyré on kuvan yksikdissd P = T°/2
(kdytannossa kuvan pienimmén tilavuuden kiyrd). Rajakdyran ylapuolta ei voi saavuttaa, vrt.

kuva (4.4)). (Linkki Python-ohjelmaan)


http://users.jyu.fi/~veapaja/Statistical_Physics_B/bosePT_isobars.py
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4.2.4 Yksi hiukkanen laatikossa

Perustilan tarkeys tulee esiin jo yhden hiukkasen tapauksessa. Yhdelle hiukkaselle on samante-
kevad, onko se bosoni vai fermioni, silti laskenta ilman perustilan huomioimista menee pieleen
kummassakin tapauksessa. Tdméa johtuu siitd, ettd rajalla 7" — 0 hiukkasen taytyy paatya
yksittédiseen tilaan, jotta entropia menisi Nernstin teoreeman mukaisesti nollaan. Jos tiloja kui-
tenkin késittelee vain tilatiheytend, niin yksittédinen tila ei missdéan lampotilassa erotu joukosta,
eikd entropia mene nollaan.

Summa yli mikrotilojen on sama kuin summa yli k-tilojen ja kunkin k-tilan spintilojen. Jos
summattava ei riipu spinistéd, antaa spin-tilojen yli summaus pelkistadn degeneraatiotekijan
25 + 1. Kaytén tassa S = 0-bosonien degeneraatiota 25 + 1 = 1. Laatikossa, jonka tilavuus on
L3, tarkka partitiofunktio on

Z1=Ze bei = Z Ze Pac = (25 + 1 Ze fBEk—ZZZe_B;m% (Fr+ig+is)

spin-tilat 11=1142=112=1
(4.83)

©© 2 2 3
- [Z e 3 (1) "2] . (4.84)
n=1

Summaa ei voi laskea suljetussa muodossa, mutta sen voi laskea numeerisesti tai sitd voi ap-
proksimoida. Yksinkertaisin “semiklassinen” approksimaatio summalle ), , kun L on suuri, on
erottaa perustila (energia €) ja laskea loput tilatiheyden avulla, kuten teimme yhtalossa (4.6]).
Kun L on suuri saadaan

Zy=ePo Ze‘f&i ~ e PO 4 / deg(e)e ™" (4.85)
>0 0
3/2  roo
_ —5%(%)2 3 L 2_m / deel/2e=Pe 4.86
€ + 12\ 72 i ee’“e (4.86)
Vo/om)?
M1t (h—?) gﬁ 82 .= 1 4 aT?? . (4.87)
Lampokapasiteetti on
oS 0?F 0*(—kpTn Z,)

V,N V,N V,N

3kp 73/ 5+ 2aT?/? BEpaT%? | kun T on pieni (4.89)
= —q _ = .
4 (14 aT3/2)? 3kp , kun T on suuri

10. Yhden hiukkasen venyttdminen valtavaan laatikkoon tarkoittaa sitd, ettd L kasvaa, mutta N = 1. Kyseessi
ei siis ole termodynaaminen raja.
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Tulos toteuttaa ehdon Cy — 0, kun T' — 0, ja lahestyy klassista rajaa suurilla T'. Jos perustilan
jattad huomiotta, saakin vain klassisen tuloksen Cy = %k B, mikd johtaa darettoméaan entropiaan
aivan kuten klassiselle ideaalikaasullekin: Perustila on pakko ottaa huomioon. Pelkistian

tilatiheyden kiytto ei tuota oikein rajaa 7" — 0.

1.5p---y=------ ,"\" """"""""
ifman perustilaa, pelkké tilatiheys
< \
S perustila erikseen
0.5 | 8
0 | | | |
0 2 4 6 8 10

T/(a*?)

Kuva 4.10: Yhden hiukkasen lampdokapasiteetti oikein ja védrin laskettuna.
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4.2.5 Ideaalisten bosonien kanoninen partitiofunktio: rekursiokaava

Kappaleessa esitetdédn vastaava rekursiokaava myos fermioneille, mutta pysytaéan toistaiseksi
bosoneissa.

Ideaalisten bosonien kanoniselle partitiofunktiolle péatee rekursiokaava

Zo(B) =1
Z,(8) laskettava
2:(8) = 512:(8)" + 71(26)
24(6) = 5|Z:(8)Z6(8) + Z:(26)Z1(8) + Z1(36)]
= Z[ZB)5 (28 + Z:2B)) + Zu(2B)Z:(B) + Z:(36)]

_ é[zl(@)?’ +321(28)Z1(8) + 221 (3B)]

9= 3 A0 ) (190

Yksihiukkasenergiat €; osataan usein laskea analyyttisesti, samoin partitiofunktio Z;. Rekur-
siokaava perustuu (i) vuorovaikuttamattomuuteen ja (ii) bosonitilojen symmetrisyyteen hiuk-
kasten vaihdossa. Yksihiukkasenergioiden avulla

Zy(B) =) e (4.91)

| s
22(5):5 Ze B(ez+g)+ze 2Bei
L 2j i

1
Z3(/B) — Z —B(ei+ej+er) +3 Z —2B¢€;—PBe; +2 Z —3pB¢; . (492)

L ijk ij

Kertoimet Z3:ssa johtuvat kombinatoriikasta (tarkemmin liitteessé [8.3)).

Alla on Z,(3) graafisesti esitettynd. Kaksi lampotilassa § olevaa bosonia néyttdéd hiukkasten
vaihdon seurauksena yhdelta bosonilta kylmemmassa lampdétilassa 28. Syy on yksinkertainen,
esimerkiksi seuraavat eksponentit ovat tdsmalleen samat:

e~ Alatete) 3 hiukkasta energiassa ¢; lampétilassa 3

e~ (BP)ei yksi hiukkanen energiassa ¢; lampdotilassa 30 . (4.93)
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. ; 2
1 i) 1) i
1 1 1
=52 ’ >< =52 YA R DR DY
] (¥ 4 [
i ] i ] 1) i
i i

(4.94)

Ensimmaéinen termi on kahden samanlaisen summan nelié (toisessa indeksi 4, toisessa j). Toisessa
termissé j-summa on yli tiydellisten tilojen, joten Zj |7){j] = 1, ja j-summa katoaa

Aiemmin saatiin yhdelle bosonille laatikossa tulos Z; = 14 a7%/?, joten kahden bosonin parti-
tiofunktio on

1

Z5(B) = = [Z:(B)* + Z:(28)] =

5 [(1+aT3?)? + (14 a(T/2)*?)] .

(4.95)

N | —

Rekursiota on helppo jatkaa numeerisesti tai symbolista laskentaa kayttden. Kuvassa on
numeerisella rekursiolla laskettu bosonien kanoninen ldmpokapasiteetti. Kanoninen lampoka-
pasiteetti lahestyy suurkanonista kun /N kasvaa, mutta melko hitaasti.

N
o
S

-
~
vl

=
u
o

I

N

v
L

Cv/(Nkg)
=
=)
S

<

N

v
L

o
wu
o

o
N
o

0.00
0.0

—— Klassinen raja

—— Suurkanoninen

— N=1

— N=2

— N=10

—— N=100
N=200

—— N=300

0.5

1.0

T/Tc

15

2.0 2.5

Kuva 4.11: Hiukkaset laatikossa, ideaalisten bosonien kanoninen vs. suurkanoninen lampdkapa-

siteetti.
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Tdmd on vapaaehtoista luettavaa.
Rekursio alkaa néin. Jos hiukkasia on yksi, on partitiofunktio

219) = LWl o) = e (4.96)

missé H; on hiukkasen 1 Hamilton, ja #1|¢;(1)) = €;]¢;(1)). Merkinté ¢;(1) tarkoittaa, etti hiukka-
nen 1 on yksihiukkastilassa ¢;. Kahden vuorovaikuttamattoman bosonin Hamilton on H = 7—[1 + 7—[2
ja normitettu tila on symmetrinen tila

W:5(1,2)) = \Fldh( )35 (2) + ¢:(2)8;(1)), (4.97)
joten partitiofunktio on
Zo(B) = D (Wi (1,2)]e P FHRD w5 (1, 2) (4.98)
tilat
= %Z<¢i(1)¢j(2)+¢i( )b; (D] PPt |5, (1) (2) + 64(2)5(1)) - (4.99)
" tilat

Identtisille hiukkasille tapauksia (¢;(1)¢;(2)]...|¢:(1)9;(2)) ja (¢:(2)¢;(1)]...|¢i(2)9;(1)) ei las-
keta kahteen kertaan, samoin j&4 vain toinen tapauksista (¢;(1)¢;(2)|...|¢:(2)¢;(1)) ja
(0:(2)0;(1)]...]9i(1)$;(2)). Jaljelle jasvissa termeissé kaksi bosonia joko eivéit vaihdu tai vaihtuvat,

2(8) = 53 3 [(6:16: @)l D]0,(1)6, (D) + (64115 2)]e= P+ ], (2)6, (1)

(4.100)

= [0 W) 03(1)) (6 (2) e H2 (2 Z 1)]e= ¢, (1 >><¢j<2>|eﬁ""‘2¢i<2>>]

ij

= % _Z<¢i(1)le*5ﬁll¢i(1)>z< 6;(2)e™ 2], (2 +Z d:(1)]eP™ g (1 )><¢j(2)|eﬁ%|¢i(2)>}
Z1(B) Z1(8)
:% +Z Gi(1)]e ] >><¢j<2>|e—ﬁw<2>>] (4.101)
:% +Ze BereP4 (6,(1)]05 (1)) <¢j<2>|¢i<2>>} (4.102)
Sij 0ij

2B + Z1(28) | - (4.103)

17 1
=5 _Zl(ﬂ)z + Zewei] =5
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4.3 ODLRO ja Bose-Einstein kondensaatio

BE-kondensaation yhteydessd mainitaan usein termi

Ei-diagonaalinen pitkdn kantaman jarjestys
(Off Diagonal Long Range Order (ODLRO)).

Katsotaan lyhyesti mita talla tarkoitetaan. Lahtokohtana on kondensaation kasittely vuorovai-
kuttavissa systeemeissé, jonka esittivit Penrose ja Onsager vuonna 1956 E

Tiheysoperaattori

. CB(A—ul 1 _B(E:—uN,
p=ge T = 2 3 e PET gl = 3 pilea (o (4.104)
on monihiukkasoperaattori, joka késittelee koko darellisen lampdétilan systeemid kerralla. Téssé
esimerkkind kéytettiin H:n ominaistiloja |¢;), jotka nekin ovat monihiukkastiloja. Koska tihey-
soperaattori sisaltad tiedon lampdotilasta ja kaikesta systeemin kvanttimekaniikasta H:n kautta,
niin aivan varmasti se sisiltda kaiken tiedon myos BE-kondensaatiosta.

Tiheysmatriisi p on tiheysoperaattori p esitettyné jossain tilojen kannassa, Hon ominaistilojen
kannassa se on diagonaalimatriisi, elementteiné todennakdisyydet, p;; = p;d;;. Mielivaltaisessa
kannassa {|i)} esitettyné

pis = (ilol3) | (4.105)

missé diagonaalilla on jélleen tilan |i) todennédkdisyys, mutta ei-diagonaaliclementtejé ei voi
tulkita todennékoisyyksiné. Kirjoitetaan tiheysmatriisi paikkakannassa {|ry,...,ry)}, H

p(rh, . vy, 1y, ey) = (0], ., TP, - TN (4.106)

Tiheysmatriisi riippuu hiukkasten koordinaateista ennen tiheysoperaattorilla operointia,
ry, ..., Ty, ja operoinnin jilkeen, rf, ..., rly. TAmé& antaa ymmartéé, ettéd tiheysoperaattori p tekee
jotain hiukkasten paikoille ja se saattaa sisdltda identtisten hiukkasten vaihdon, joka bosonien
tapauksessa on BE-kondensaation alku ja juuri.

BE-kondensaation tarkasteluun riittda vahempikin, voimme tarkastella vain yhtd hiukkasta ja
integroida kaikkien muiden hiukkasten koordinaatit pois. Néin saadaan ns. yksihiukkasti-
heysmatriisi (single-particle density matrix)f__g]

pi(r' 1) = /drg..drNdrg..dr’Np(r',r’2...,r’N,r,r2...,rN) : (4.107)

11. O. Penrose, L. Onsager, Bose-FEinstein Condensation and Liquid Helium, Phys. Rev. 104, 576 (1956).
12. Paikkakannan téydellisyys on [ dri...dry(r1,...,rn)(r1,...,rn| = 1.
13. Nimitys redusoitu yksihiukkastiheysmatriisi korostaa sité, ettd koordinaatteja on integroitu pois.
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Hiukkastiheys on yksihiukkastiheysmatriisin diagonaaliosa, p(r) = pi(r,r), joka normitettuna
on todennikdisyys, ettd hiukkanen on paikassa r. Tiheydessé ei ole mitddn BE-kondensaatioon
liittyvéa tietoa, joten mielenkiintoista onkin tarkastella mitéd ei-diagonaalilla p;(r/,r), t’ # r
tapahtuu. Akkiseltiin voisi arvella, etté jos tarkasteltavien pisteiden etdisyys kasvaa, niin niiden
valinen yhteys myos katoaa,

lim  py(r',r) =0 el pitkinkantaman jarjestysta , (4.108)
[r/—r|—00
mutta nain ei aina kdy. Homogeenisessa aineessa yksihiukkastiheysmatriisi riippuu vain etéi-
syydestéd p; = p1(z), misséd x = |’ —r|. TAmén yhden muuttujan funktion voi Fourier-muuntaa
litkemaaréksi p,

n(p) = /dxeipxpl(x) , (4.109)

missé n(p) on liikkemaarijakauma (momentum distribution), ts. n(p) on verrannollinen to-
dennékoisyyteen, ettd hiukkasella on liikemaéra p. BE-kondensaatiossa on perustilaan p = 0
kertynyt makroskooppinen mééra hiukkasia (Ny, tiheys ng = Ny/V), loput ovat tiloissa p > 0.
Kondensaatin osuus on siis Diracin deltafunktio,

n(p) = nod(p) + n(p) : (4.110)
——
kondensaatti ei-kondensoituneet hiukkaset

Yksihiukkastiheysmatriisiin saa ottamalla kiddnteisen Fourier-muunnoksen,

(' —xf) == p(z) = / dpe=n(p) = no / dpe~ " 5(p) + / dpePi(p)  (4.111)

= nyg + /dpe Prn(p) : (4.112)
~—~
kondensaatti
ei-kondensoituneet hiukkaset

Normaaliosa menee nollaan etiisyyden |r' —r| kasvaessa, mutta kondensaatti tuottaa yllatyksen,
koska deltafunktion Fourier-muunnos on vakio,

lim pi(r,r) = no . (4.113)
|r’—r|—o00
N - 7 v
ODLRO BE-kondensaatio

Ei-diagonaalinen pitkin kantaman jirjestys (ODLRO) on BE-kondensaatiota.
Huom: missidan vaiheessa ei oletettu hiukkasia vuorovaikuttamattomiksi!
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4.3.1 ODLRO ideaalisten bosonien tapauksessa

Katsotaan vielda mitd ODLRO tarkoittaa ideaalisten bosonien tapauksessa. Monihiukkasaalto-
funktio on tulo,

N

U(ry,.pry) = [ [ ¢ilra), (4.114)

=1

Vuorovaikuttamattomien hiukkasten koordinaatit ovat toisistaan riippumattomia - siksi tulo-
muotoinen aaltofunktio on oikea - ja tdmaé todella on bosonien aaltofunktio, koska se on sym-
metrinen hiukkasten vaihdossa. Lampétilassa T = 0 ovat kaikki hiukkaset perustilassa |¢g),
joten aaltofunktio on

Wo(ry,...,ry) = H do(r;) (T =0) . (4.115)

Tulomuotoinen aaltofunktio kuvaa kondensaattia hyvin myG6s vuorovaikuttavassa bosonikaasussa, ja
aaltofunktio tunnetaan nimelld Gross-Pitaevskii aaltofunktio. Yksihiukkastilat ¢o(r;) voidaan silloin
ratkaista kuuluisista |Gross-Pitaevskii -yhtaloista. Gross-Pitaevskii -yhtélot ovat epélineaarisia
Schrodingerin yhtaloité, joissa potentiaali riippuu aaltofunktiosta ¢g(r).

Koska ideaaliset bosonit ovat lampotilassa 7' = 0 todennédkoisyydelld 1 perustilassa, on ti-
heysoperaattori

p=|Yo)(Wol , (4.116)

ja tiheysmatriisi on

N N
p(Xy, o T 11, Ty) = (0, T [ o) (Wo o, o en) = [ [ do(e)) ] é6(r)) - (4.117)
i=1 j=1

Yksihiukkastiheysmatriisi saadaan integroimalla muiden hiukkasten koordinaatit pois,

N N
pi(r,r) = qﬁo(r’)gbg(r)/dré...dr?ver...drNngﬁo(r’i)ngﬁg(rj) : (4.118)
i=2 =2
V;ﬁo

Yksihiukkastiheysmatriisi tuloutuu (ja se on aina symmetrinen py(r,r’) = p;(r',r)),

p1(r',r) = vakio X ¢o(r)dg(r’) (ideaaliset bosonit, T'=0) . (4.119)


https://en.wikipedia.org/wiki/Gross-Pitaevskii_equation
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Homogeenisen, ideaalisen bosonikaasun aaltofunktio on tasoaalto, jonka vaihe riippuu litkemaé-
rasta p,

Pp(r) = —=€PT/" (4.120)

Perustilassa p = 0, joten N hiukkasen perustilan aaltofunktio on

Wo(ry, ..., rn) = ¢o(r1)do(ra)...do(rn) = V32 (4.121)

Tamé& on ideaalisen bosonikaasun aaltofunktio lampdétilassa T = 0.

Yksihiukkastiheysmatriisi on liikemé&érajakauman Fourier-muunnos (ks. demotehtava),

1 -
pr' ) = & / dpn(p)e™ TN (4.122)

Rajalla |’ — r| — oo termien p > 0 vaihe on satunnainen ja niiden summa héviia, jaljelle jaa
vain perustilan termi ny := n(p = 0), joka on vakio,

lim  p(r',r) =nyg . (4.123)
|r/—r|—00
Tuloksena on ei-diagonaalinen pitkdn kantaman jarjestys (ODLRO). Oleellista sen syntymiseen
on, ettei perustilan osuus yksihiukkastiheysmatriisissa mene nollaan, koska perustilan vaihe
on kaikkialla sama. Tamé vaihekoherenssi (phase coherence) on tirked BE-kondensaation
syntymiselle.

Lisitietoa: ODLRO Adirellisessd systeemissé

Asrellisessd systeemissi, kuten bosonit harmonisessa loukussa, téytyy ideaa hiukan kehitelli, koska raja |r’ —r| — oo ei ole mielekis.
Yksihiukkastiheysmatriisi on itseadjungoitu (fyysikot sanovat hermiittinen) ja positiividefiniitti, ja sen reaaliset ominaisarvot ja
ominaisvektorit saa ominaisarvoyhtalosta IEI

/dl‘pl (r’, I')fl(l') = )\ifi(l‘,) . (4.124)
Téastd saa ominaisvektorikehitelmén

p1(r',r) = Z il (r)&i(r) (4.125)

missé &;(r) ovat yksihiukkasaaltofunktiot, ja ominaisarvot A; ovat tilojen miehitysluvut. Adsrellisessi vuorovaikuttavassa systeemissi

aiemmin kuvattu ei-diagonaalinen pitkdn kantaman jarjestys yleistetddn sanomalla, ettd yksi ominaisarvoista A; on kertaluokkaa

N[

14. Ominaisarvoyhtalo on yleensd Ax = Ax, nyt paikka r on jatkuva muuttuja, siksi matriisi x vektori esitetdéan
integraalina.
15. C. J. Pethick ja H. Smith, Bose-Einstein Condensation in Dilute Gases, Cambridge University Press (2002).
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Lisatietoa: Yksihiukkastiheysmatriisi ja kenttdoperaattorit

Yksihiukkastiheysmatriisissa p1(r’,r) esiintyy aaltofunktio kahdessa paikassa, r’ ja r, joten se liittyy mahdollisuuteen siirtaa hiuk-
kanen paikasta toiseen. Olisi siis kiva, jos kiytossa olisi kvanttimekaaninen operaattori, joka ottaa hiukkasen pois jostain paikasta ja
toinen, joka panee hiukkasen johonkin paikkaan. Aiemmin mainitut operaattorit dL ja ay luovat ja havittavat hiukkasen tilasta k,
joten ne eivit sellaisenaan kelpaa. Tilojen aaltofunktioissa ¢ (r) on tieto paikasta, joten yhdistamalld ndmé tiedot saadaan halutut
operaattorit, jotka luovat ja hévittédvit hiukkasia tietyissé paikoissa, ns. kenttdoperaattorit (field operators):

Ut(r) = Z k|r) ak = Z or(r luo hiukkasen paikkaan r (4.126)
k

U(r) = Z(r\k)dk = Z @i (r)ar havittda hiukkasen paikasta r . (4.127)

Esim. hiukkasille periodisessa tilavuudessa V' saadaan

Uiy = T; e~ kgl (4.128)

R T, (4.129)
e

Hiukkasten bosoni- tai fermioniluonne on operaattoreiden a' ja @ kommutaatio tai antikommutaatiosiéinndissi, jotka periytyviit
kenttdoperaattorien vastaaviksi sddnnoiksi. Paikkatilan voi esittdd luomalla hiukkasia k.o. paikkoihin lahtien tyhjiosté |0),

[0 (4.130)

u:]z

Tl IN) = \/i

Menemiétté yksityiskohtiin, kenttdoperaattoreiden avulla esitettynd yksihiukkastiheysmatriisi on

p1(r',r) = (Ut (&) (r)) = Tr [%e_ﬂ(ﬁ_”ﬁ)qﬂ(r')@(r) 4 (4.131)
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4.4 Bose-Einstein kondensaatio ultrakylmassia bosonikaasussa

The achievement of Bose-FEinstein condensation required first the identification of
an atomic system which would stay gaseous all the way to the BEC transition,and
second, the development of cooling and trapping techniques to reach the required
regime of temperature and density. Fven around 1990, it was not certain that
Nature would provide us with such a system. Indeed, many people doubted that
BEC could ever be achieved,and it was regarded as an elusive goal. Many believed
that pursuing BEC would result in new and interesting physics, but whenever one
would come close, some new phenomenon or technical limitation would show up.
A news article in 1994 quoted Steve Chu: “I am betting on Nature to hide Bose
condensation from us. The last 15 years she’s been doing a great job”.

Wolfgang Ketterle, Nobel lecture: When atoms behave as waves: Bose-FEinstein
condensation and the atom laser, Rev. of Mod. Phys., Vol. 74, (2002).

Carl Wieman (U. Colorado), Eric Cornell (NIST) ja Wolfgang Ketterle (MIT) saivat Nobelin
vuonna 2001: “For the achievement of Bose-Einstein condensation in dilute gases of alkali
atoms, and for early fundamental studies of the properties of the condensates”.
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BE-kondensaatio havaittiin vuonna 1995]@ Kokeessa jadhdytettiin laserien ja magneettilouk-
kujen avulla n. 10* kappaletta 8"Rb atomia; témé on hyvin harva bosonikaasu:

Figure 1: Observation of BEC in rubidium by the JILA group. The
upper left sequence of pictures shows the shadow created by
absorption in the expanding atomic cloud released from the trap.
Below, the same data are shown in another representation, where the
distribution of the atoms in the cloud is depicted. In the first frame
to the left, we see the situation just before the condensation sets in,
in the middle a condensate peak with a thermal background is
observed, whereas the third figure shows the situation where almost
all atoms participate in the condensate. The thermal cloud is seen as
a spherically symmetric broad background, whereas the sharp peak
describing the condensate displays the squeezed shape expected in
an asymmetric trap. The diagram to the right cuts through the atomic
cloud when it is cooled by more and more atoms being evaporated.
The figures are from publication [8].

Doppler-jaahdytyksessé valolahdetté kohti tuleva atomi nidkee valon sopivalla taajuudella, josta
se voi absorboida fotonin ja hidastua; fotoni emittoituu satunnaiseen suuntaa eiké keskiméarin
vaikuta nopeuteen. Atomin takaa tuleva fotoni on Doppler-siirtynyt matalammalle taajuudelle,

16. Carl Wieman ja Eric Cornell, Science 269 (1995).
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jolla atomi ei absorboi valoa. E

Beginning with atoms of rubidium gas at room temperature, the JILA team first
slowed the rubidium and captured it in a trap created by light from the lasers. The
infrared beams were aligned so that the atoms are bombarded by a steady stream
of photons from all directions—front, back, left, right, up and down. The wave-
length of the photons was chosen so that they would interact only with atoms that
moved toward the photons.

For the atoms, "It’s like running in a hail storm so that no matter what di-
rection you run the hail is always hitting you in the face,"Wieman said. "So you

stop. ']

Tarkasteltava bosonikaasu on hyvin harvaa, joten atomien vélinen vuorovaikutus voidaan unoh-
taa, ja riittdd kun otamme huomioon ulkoisen potentiaalin. Tarvitaan vain ideaalinen bosoni-
kaasu oikeanlaisessa potentiaalissa ja laskettuja tuloksia voi heti verrata koetuloksiin! Vuoden
1995 jélkeen suuri joukko kokeellisia ja teoreettisia fyysikoita ryhtyi tutkimaan kylmia bosoni-
kaasuja, jopa siind maéarin, etté kollegat alkoivat hermostua rahoituksen valumisesta laserlabo-
ratorioihin.

Bosonikaasua pitéaéd koossa harmoninen anisotrooppinen potentiaali

1
Ulr) = §M(wf:v2 + w3y + w3z?) . (4.132)

Perustilan aaltofunktio on kolmen Gaussin funktion tulo,

1 S Ve

2 2 2
Go(r) = —7———e e e *5 g =
m3/4a asas mw;

i=1,2,3, (4.133)
ja yksihiukkastilat ovat (1D harmonisen oskillaattorin energia (n + 1)fiw kolmeen suuntaan)

1
€ny mamg = §h(w1 + wy + ws3) + A(niwy + nows + nNaws) , Mg, Ny, n, =0,1,2, .., (4.134)
missd ensimméinen termi on nollapiste-energia. Suuri potentiaali on (ks. (4.9)))
Q=kpT Y Infl — ePlermams =] (4.135)

ni,m2,mn3

Summaa ei voi laskea analyyttisesti. Lasketaan sen sijaan tilatiheys g(€), joka on siled funktio
kun luvut n; muodostavat jatkumon; nollapiste-energiat %hw unohdetaan.

17. BE-kondensaatiota, atomien hyperhienorakennetta, ja magneto-optisten loukkujen rakentamista késitellaén
hienosti Darmstadtin yliopiston seminaariesitelmassa (pdf).
18. 'www.nist.gov:bose-einstein-condensate-new-form-matter.


http://crunch.ikp.physik.tu-darmstadt.de/tnp/pres/2001_phdsem.pdf
https://www.nist.gov/news-events/news/2001/10/bose-einstein-condensate-new-form-matter
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Pethick ja Smit}ﬂ laskevat tilatiheyden ndin. Merkitaén energiaspektrié €; := hw;n;, ©+ = 1,2, 3.
Lasketaan N(e), tilojen mééra energian e alapuolella, ts. tilojen kertyméfunktio. Nyt energia-
avaruus on 3-ulotteinen, ja positiivisen energian tilat ovat avaruuden 1. oktantin tilavuudessa,
ja sielld energian € alapuolella olevat tilat ovat tason €;+es+€3 = € alapuolella, eli €;+e3+€3 < €.
Koska energiatiloja on tasavilein, on tilatiheys vakio, ja yksi tila vie tilavuuden A3w;wsws. El
Energian e alapuolella olevien tilojen méaéré on siis

1 € €—€l €—€1—€g E3
N(e) = —— d d deg = —— 4.136
(6) h?’wlCUQCUg /0 “ /0 © /0 63 6HSW1WQ(U3 ’ ( )

ja koska tilatiheys on g(e) = dN (€)/de, saadaanf]|

62

g(€) (4.137)

2h3w1w2w3

Alla on numeerinen tarkistus, joka havainnollistaa sitd, miten toinen tapa esittdé tilatiheys
muodossa g(e) = >, d(e — ¢;) ldhestyy jatkuvaa funktiota, kun J-piikkien mééaré kasvaa hyvin
suureksi.

Kuva 4.12: Aérellisen summan Y, 6(e —¢;) histogrammi ja tilatiheys g(€) ~ €2 (mieliv. yksikot).

19. C. J. Pethick ja H. Smith, Bose-Einstein Condensation in Dilute Gases, Cambridge University Press (2002).
20. Yhdessa suunnassa tiloja on pisteissa fwy, 2hw1, 3hws, ..., joten kukin tila vie tdssd suunnassa energiapatkin
hwq. Kolmessa suunnassa tila vie energiatilavuuden hw; X hws X fws.

21. My&s Pathria ja Beale antavat tdmén tilatiheyden.
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Merkitaan

@ := (wiwows) /3 (geometrinen keskiarvo) , (4.138)

ja kdytetdan tilatiheytta (4.137). Kun T > T,, on (T'(3) = 2! = 2)

> > 1 g3(2)k3
N = /0 deg(e)(n.) = /0 deg(€) 55— = 3h3w33T3. (4.139)

Kun T < T, on ei-kondensoituneiden hiukkasten maara

0 0o 1 1 o0 €2 <(3)k33 3
N — Ny :/0 dEg(€)<n€> :/0 deg(e)e_ﬂe -1 - 2h3w3/0 deeﬁe -1 - h3co3 r ’

(4.140)
missd ((3) ~ 1, 202. BE-kondensaatio tapahtuu siis lampdétilassa
B33\ /3
kpT, = < > N3 ~ 0,94k N3 (4.141)
¢(3)
ja kondensaattiosuus on (vrt. yhtélon (4.32)) johto)
Ny T\°
—=1—-|= . 4.142
v (%) 212

Alla on saadun teoreettisen tuloksen vertailu mittaustuloksiin

22. J. R. Ensher, D. S. Jin, M. R. Matthews, C. E. Wieman, ja E. A. Cornell, Phys. Rev. Lett. 77, 25, 4984
(1996).
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FIG. 1. Total number N (inset) and ground-state fraction
N,/N as a function of scaled temperature T /T,. The scale
temperature 7,(N) is the predicted critical temperature, in
the thermodynamic (infinite N) limit, for an ideal gas in a
harmonic potential. The solid (dotted) line shows the infinite
(finite) N theory curves. At the transition, the cloud consists
of 40000 atoms at 280 nK. The dashed line is a least-
squares fit to the form N,/N = 1 — (T/T.)® which gives
T. = 0.94(5)T,. Each point represents the average of three
separate images.

Kondensaatin koon voi lukea perustilan aaltofunktiosta (koko ei riipu N:sté),

a =~ —

joka vuoden 1995 mittauksissa oli a =~ 1 um. Sisdenergia on

[e%] 1 [ee) 63 394(2) A
_ - = T)* .
v /0 gle)e(ne) B33 /0 dezfleﬁf -1  h&? (ksT)

Kaytetaan energian mittana suuretta

¢(3) 4
NkgT, = hs@g(kBTc) ,
jolloin
4
U %(;)) <T£c> ykun T < T,

AT T 4
NksTe || Sue) (;) Jkun 7> T,

BOSONIT

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)
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Tastéd saadaan lampokapasiteetti Cy, kun N on vakio. Kehitellian sitd hiukan,

o= (39), - (39),+(3), (38),- (), - B

Vilivaiheet:
ou ou
== T 4.14
() e () s
ou ou ou ou
== — N T — T 4.14
(), (), o5 Gor) or] o+ (5r) o o
joten dT':n kertoimista seuraa
i), (o), (5), (Gr)
= =5 +t| 5 — . (4.150)
(8T N oT u ou ) \0T )
Samoin u = p(T, N) johtaa sykliseen osittaisderivoinnin saantéon
), (o), (5)
— — — | =-1, (4.151)
(8T Ny \ON/ \ou/)r

ja néita kdyttamalld saadaan ylla esitetty muoto Cy:lle.

Osittaisderivaatta (g—g)y saadaan kaavasta (4.146|). Lasketaan loput kolme osittaisderivaattaa;

aluksi aputulos

(ag(;;(LZ))T (azjalul lp>T — lp lﬁz_ﬁzlp 1 ng 1( ) ) (4152)

joten yhtalosta (4.146) saadaan (T > T,)

4
o | 3942) (Z) A
o)y o B \T.)  ksC(3)T! '
T
ja yhtélosta (4.139) seuraa (T' > T,)
8N) 393(2)k%
) = 2B Bp (4.154)
G

ON ki 9g3(2) k%
(%)T = Al ( on ). gl 92(2) - (4.155)
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Kootaan tulos,

3
T\ 12¢(4)
CN — <TC> C(S) ! kun T S Tc (4 156)
Neo | (2) |22 - 2Ol ] 727 |
Te ¢(3) ¢(3)g2(2) ) =

Lampokapasiteetti on epdjatkuva T,.:n kohdalla (g,(1) = ((p)), epdjatkuvuuden suuruus on

- B o 995(1)2 . 9¢(3) _ 9x 1,202
ACy = Cn (T ) — Cn(T) _NkBm Nkg ORI Nk (4.157)

= 6,577 x Nkg . (4.158)

Cn/(Nkp)
10,805 +

4,228 1 g

T ]’ T
Kuva 4.13: Ideaalisen bosonikaasun lampokapasiteetti harmonisessa loukussa.

Vertailun vuoksi on syytéd muistuttaa, ettei ideaalisella bosonikaasulla laatikossa ole epajatku-
vuutta lampokapasiteetissa.

Ultrakylmien kaasujen monen kappaleen fysiikkaa yleisesti késittelee mm. artikke-
li I. Bloch, J. Dalibard ja W. Zwerger, Many-Body Physics with Ultracold Gases
https:/ /arxiv.org/pdf/0704.3011.pdf.


https://arxiv.org/pdf/0704.3011.pdf
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Lisétietoa: Suurkanoninen fluktuaatiokatastrofi
Kondensaatissa on keskiméaarin (Np) hiukkasta ja niiden mééra fluktuoi. Suurkanonisessa joukossa tilan ¢ miehityksen varianssi on

o2 = {(Any)?) == (n?) — (ny)? . (4.159)

n; 7

Jalkimmaisen termin saa tutusta bosonien miehitysluvun odotusarvosta (yhtils (3.166)),

(n;) = ﬁ ; (4.160)

ja edellinen termi on (n on kaikki mahdolliset miehitykset)
(n2) = zﬂ:l’n”? _ %zﬂ:e—a Shlek—mng 2 (4.161)
- *%%mi)ai - %(e;@e i(n:)p (4.163)
_ _%%W)a% {zﬂ: B S en—mng | 4 (eﬁ(iff;;;:) 2 (4.164)
= (ni) 2 ST R 2P (4.165)
= G+ ) = ) (24 o) = 2n0? + () (1.166)

i
Tilan ¢ miehityksen varianssiksi saadaan

on, = (na)? + (i) = (ni)((ni) + 1) . (4.167)

Kondensaatissa voi olla makroskooppinen maara hiukkasia, joten perustilan miehitys fluktuoi aivan liikaa: tulos on epdfysikaalinen,
silld lAmpdotilan laskiessa hiukkasia kertyy kondensaattiin ja fluktuaatioiden pitédisi vihentyd. Ongelmaa kutsutaan suurkanoni-
seksi fluktuaatiokatastrofiksi. Jotain tallaista oli odotettavissa, koska suurkanonisessa joukossa hiukkasluku kokonaisuudessaan
fluktuoi méairan

2 N2y 2_ 1
0% = (N?) — (N) 3(

8<N>) _ Ner (4.168)
v, T

o BV

joten Bose-Einstein kondensaatin kemiallinen potentiaali p = 07 ja siitd seuraava kondensaatin valtava (ideaalisilla bosoneilla
adareton) kokoonpuristuvuus lupaa ongelmia.

Sensijaan kanonisessa ja mikrokanonisessa joukossa saadaan jarkevé tulos. E Kokeellisesti havaitut kondensaatin fluktuaatiot tu-
kevat johtopadtosta, ettei suurkanoninen fluktuaatio pida paikkaansﬁ

Suurkanoninen fluktuaatiokatastrofi on esimerkki tilanteesta, johon joudutaan kéytettdessé suurkanonista joukkoa viadrissé olosuh-
teissa. Suurkanonisen joukon olettama hiukkaskylpy ei aina ole jiarkeva oletus. Merkittdvad esim. harmonisen loukun tapauksessa
on, ettd vaikka loukussa olisi kuin paljon hiukkasia hyvénsi, ei tulos koskaan ldhesty suurkanonista. Kanonisen joukon rajatapauk-
sena ei siis aina ole suurkanoninen joukko. Harmonisessa loukussa oleva systeemi on mikrokanoninen, ja vaikka tilojen miehitysten
odotusarvojen osalta statistisen fysiikan standardiympéristot, mikrokanoninen, kanoninen ja suurkanoninen, ovat ekvivalentteja, ei
tdmé ekvivalenssi enééd pade tarkasteltaessa miehitysten fluktuaatioita.

23. M. Holthaus, E. Kalinowski, K. Kirsten, Condensate Fluctuations in Trapped Bose Gases: Canonical vs.
Microcanonical Ensemble, larXiv 9804171 (1998)..

24. J. Schmitt et al., Observation of Grand-Canonical Number Statistics in a Photon Bose-Finstein Condensate,
Phys. Rev. Lett. 112, 030401 (2014).


https://arxiv.org/pdf/cond-mat/9804171.pdf
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4.5 Mustan kappaleen sateily

Mustan kappaleen séteily on lamposéateilya kappaleesta, joka imee kaiken siihen tulevan séteilyn.
Yksi esimerkki on laatikko, jossa on tyhjio, seindt lampdotilassa T'. Jossain voi olla pieni aukko,
josta voi kurkistaa sisddn nahdakseen millaista sateilya sielté tulee.

Mustan kappaleen siteilyn voi tulkita kahdella aika erilaisilta vaikuttavalla tavalla:

Planck:
Mustan kappaleen séteily on joukko vuorovaikuttamattomia harmonisia oskillaattoreita, kulla-
kin on energia €, = (ny + 1/2)Aw;. Partitiofunktio on Z = [], Z;, missé tilan s partitiofunktio
on
a i 751}}7‘05 ﬁlhws
_ —B(ns+1/2)hws _ _—BLhws —Bhwsn _ € 72 _ &>
Zs = Ze =e 72 Z[e "= [ B — ot _ 1 - (4.169)

ng=0 n=0

Yhden oskillaattorin energian odotusarvo on

1 hwg
<€S> - §hw +

Nollapiste-energia %hws ei vaikuta mustan kappaleen séteilyyn ja sen voi nyt unohtaa.

Bose ja Einstein:

Mustan kappaleen séteily on vuorovaikuttamattomien fotonien muodostama fotonikaasu, missa
fotonin energia on Aw, siteilymoodissa, jonka kulmataajuus on w,. Tilan miehityksen odotusar-
vo lampdotilassa T on

00 —Bnshws
() = 2z "5 - (4.171)
Z’N,S:O e_ﬁnshws eﬁms J— 1
x = e~ Phws Z e Pneiws — Z " = (aputulos) (4.172)
ns=0 n=0
S0 gnat w23 an T (ﬁ T 1 1
(ng) =L—r =S5, =1 = == S (4.173)
Dm0 Dm0 T = l—z =z 1 efws —1

Fotonit ovat bosoneja, joiden lukuméara ei siily, siksi Helmholtzin vapaa energia F' ei voi
riippua hiukkasluvusta ja

oF
on = (a_N>T7V =0 s (4174)
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joten saatu (ng) todella on keskimé#rdinen miehitys BE-statistiikassa. Fotonin energian odo-
tusarvo on
huw,

(€s) = (ns)hws = Bhws _ 1

(4.175)
sama kuin Planckin oskillaattoritulkinnassa.

Kaksi ekvivalenttia tulkintaa:

’ Oskillaattorit ‘ Fotonikaasu ‘
ominaistilan kvanttiluku n, n, fotonia
oskillaattorin energia €5, = (ng + %)hws tilassa, jonka energia on €, = hw,
energian odotusarvo (e;) = energian odotusarvo (e,) = —

& s
ePhws —1 ebhws 1

Nyt kun olemme vakuuttuneet tulosten olevan samat, voimme laskea séteilyn energiatiheyden
taajuusvalilla [w,w 4 dw] joko oskillaattoreina tai fotonikaasuna.

Tarkastellaan fotoneja tilavuudessa V. Yksihiukkastilat ovat kvantittuneet samaan tapaan kuin
hiukkanen laatikossa tapauksessa kappaleessa [3.6.4] Tilat ovat tasavilein k-avaruudessa, ja yksi
k-tila vie tilavuuden (27)3/V - timé on k-avaruuden tilatiheys. Koska fotonit ovat massattomia,
ovat yksihiukkastilojen energiat ¢ = hck, missa ¢ on valon nopeus ja k on aaltoluku. Lasken
vaihteeksi tilatiheyden kiyttden Diracin deltafunktiota (aputulos: d(az) = Wl‘é (x)),

&k WV [ eV
g(e) =3 6e — &) ~ gueg / 5(c — hek) = 938 L[ ppag € gy = eV o

@ 2m2 e ), fic (hc)32m?
(4.176)
Degeneraatio on ggqes = 2, koska fotonilla on kaksi helisiteettié@
(¢) Vo fotonien tilatih (4.177)
€) = ——=—¢€ otonien tilatiheys :

ja yhden fotonin energia kulmataajuuden w avulla lausuttuna on € = hw. Energiatiheys on

== [ deantene= [ ©__« (4.178)
V=V : ni)ei = i eg(e){n(e))e = i T .
1

< hw? _ o0

25. Fotonin spin on § = 1 ja suoraviivaisesti se antaisi degeneraatioksi 25+ 1 = 3. Fotoni on kuitenkin massaton
ja se liikkuu valon nopeudella, minké vuoksi silld on vain kaksi helisiteettis (spinin projektiota litkemaaran
suuntaan). Valo on valtava mééré fotoneja, spin vastaa Maxwellin yht&ldissd ympyrapolarisoidun valon oikea-
ja vasenkitistd polarisaatiota. Tasopolarisoidun valon fotoneilla spinin komponentti lilkem&arén suuntaan on
yhtéd todennakoisesti 5.
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Tulos on

Planckin sateilylaki
Mustan kappaleen séteilyn energiatiheys taajuusvililla [w, w + dw] on

1 hw?
Wienin siirtymaélaki (Planckin sdteilylain seuraus)
Wanax < T (4.183)

Wienin siirtymaélain mukaan energiatiheyden kiyréan maksimi siirtyy lampdotilan kasvaessa suu-
remmille taajuuksille, eli lyhyemmille aallonpituuksille. Kuumennettaessa metallikappale muut-
tuu ensin punaiseksi, sitten valkohehkuiseksi.

Stefan-Boltzmann laki, eli mustan kappaleen sateilyteho

Lasketaan mustan kappaleen siteilyn kokonaisenergiatiheys e(7'), joka on taajuuserotellun ener-
giatiheyden u(w, T') integraali yli kaikkien taajuuksien,

00 o 1 th (k’BT)4 0 $3
T) = T = = 4.184
e(T) /0 dwu(w, T) /0 dwc37r2 e (hc)37r2/0 dwer — (4.184)
(k)BT)4 7T2(k’BT)4
= ——=1'4)(4) = ———= 4.1
(hc)%ﬂw 15(he)3m? (4.185)
w4 /15
joten
(T) = A T _ ki Stefan-Boltzmann vakio (4.186)
e(T) = o ) 0= e n zmann vakio . .

Monissa fysiikan suurissa edistysaskelissa luonnonvakioiden maéra vihenee, energian kvantit-
tumisen myota Stefan-Boltzmann vakio poistui listalta.

Loppu on geometriaa. Lasketaan paljonko séteilyéd liahtee avaruuskulmaan df) pinta-alan A
kautta. P% Avaruuskulman méiirittelevit kulmat 6 ja ¢.

s 2w
d€) = sinfdfd¢ /dQ = / de sin@/ do = 4 . (4.187)
0 0

26. Oikeastaan suuretta d2 pitéisi nimittda differentiaaliseksi avaruuskulmaksi erottamaan se avaruuskulmasta
2, mutta eikohén differentiaalin merkki d tee asian selvéksi. Lisétietoa: |Solid Angle (Wikipedia).


https://en.wikipedia.org/wiki/Solid_angle
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Integrointi yli kulmien tarkoittaa integrointia yli 1-séteisen pallopinnan, ja tuloksena on sen
pinta-ala 47. Ajassa 7 kulmaan 6 ldhteva séteily on perédisin pinnan alapuolella olevasta tila-
vuudesta Al(6), missa

[(0) = cTcos . (4.188)

Sivukuva tilanteesta.
Kaikki varitetyssa alueessa suuntaan (6, ¢)
lahetevit fotonit ehtiviat pinnan A lapi ajassa 7. 0

&

Sateilyn kokonaisenergiatiheys on edelld laskettu e(77) ja osa d€2/(4m) lihtee avaruuskulmaan

dS2, joten ajassa 7 sinne ldhtee siteilyenergiaa maara
ds? s} in 0dfd

A (6,6) = e(T) AL(O) - = e(T) Acr cos6 = e(T) Acr cos 92102040

dr 7 47

(4.189)

Integroimalla yli kulmien saadaan pinnan A lipi ajassa 7 menevé siteilyenergia, (integroidaan
vain kulmat pinnan A ylapuolella, siksi integroinnissa 6 € [0, 7/2])

1 /2 27
By = —e(T)ACT/ d@/ d¢ cos fsin 6 (4.190)
4m 0 0
1 1 27 1 .
= —e(T)Acr [ dcosfcosb dp = —e(T)Act = T AT . (4.191)
4m 0 0 4

Tastéd saadaan séteilyenergia per aika per pinta-ala, eli siteilyteho pintayksikkoéd kohti.

P
Stefan-Boltmann laki (Planckin séteilylain seuraus)
Sateilyteho pintayksikkoa kohti on

I =oT*, (4.193)

missé 0 = kw2 /(60h3c?) on Stefan-Boltzmann vakio (tai Stefanin vakio).
L

Liitteessé [8.1] arvioidaan maapallon lampétilaa auringon séteilyn perusteella.
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Kuva 4.14: Planckin séteilylain mukainen mustan kappaleen energiatiheyden kiyrd muutamilla
lampotilan arvoilla. Lampdotilat on valittu tasavalein, joten maksimien kohdat w-akselilla ovat
myo6s tasavilein Wienin siirtymaélain mukaisesti (ks. kuva alla).
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Kuva 4.15: Mustan kappaleen energiatiheyden maksimin siirtyminen lampotilan mukana. Pis-
teen ovat maksimit edellisen kuvan lampdétiloissa ja suora on Wienin siirtymaélaki (4.183)).
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Cosmic microwave background spectrum (from COBE)
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Kuva 4.16:

(a) Cobe satelliitin (Cosmic Background Explorer) mittaama maailmankaikkeuden taustasitei-
ly verrattuna mustan kappaleen séiteilyyn lampdotilassa T = 2,73 K. Kuva: Wikipedia.

(b) Kun mitatusta taustaséteilystd vihennetddn mustan kappaleen spektri, tunnettujen eksta-
galaktisten mikroaaltolahteiden séateily, ja kuvan vasemman puolen esittdméa Doppler asymmet-
ria (AT/T = 1,23 x 1073, johtuu maapallon liikkeestd n. 600 km/s), niin jiljelle jid kuvan oi-
kean puolen esittimé taustasiteilyn fluktuaatio (AT/T = 6 x 1075, alkuperé on tuntematon).
(Léhde: NASA, WMAP Science Team) Mikroaaltotaustasiteilyn 16ysiviat 1964 Arno Penzias
and Robert Wilson.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cosmic_Background_Explorer
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Lisatietoa: Planckin siteilylain historiaa

Max Planck “johti” sdteilylain vuonna 1900 tunnettujen Wienin siirtymaélain ja Rayleigh-Jeansin lain (pienilld w pétee u(w,T) ~
w?T) interpolaationa termodynamiikan avulla; lasku on toistettu kirjassa Arponen ja Honkonen Statistinen Fysiikka. Rayleigh-Jeans
laki syntyi klassisen ekvipartitioteoreeman pohjalta ja johtaa ultraviolettikatastrofiin: taajuuden kasvaessa energiatiheys kasvaa
rajatta. Koska Planckin saama tulos sopi mittauksiin erittéin tarkasti, hén lopulta esitti kvanttihypoteesin selittdméén fysiikan,
johon se perustuu - rohkea ajatus tutkijalta, joka viela tuolloin ei pitanyt atomien tai molekyylien olemassaoloa lainkaan varmana.
Mittauksissa kdytettiin uuneja ja uunin seinien ja séteilyn vuorovaikutus tuntui erittdin monimutkaiselta. Onneksi Kirchoff todisti,
etta jos kahden samassa lampdotilassa olevan uunin lahettdmén siteilyn energiajakaumat olisivat erilaiset, niin energiaa voisi siirtya
uunista toiseen ja se rikkoisi termodynamiikan 2. padsdantoa. Siispa yksinkertainen uuni kelpaa, joten Planck vei yksinkertaisuuden
darimmilleen ja oletti uunin olevan joukko vuorovaikuttamattomia harmonisia oskillaattoreita.

“I had already been struggling with the problem of the equilibrium between matter and radiation for six years
without success. I knew the formula that reproduces the energy distribution in the normal spectrum; a theoretical
interpretation had to be found at any cost, no matter how high” - Max Planck

Lisétietoa: Richard Feynman kuvailee oskillaattori/fotonikaasu dualismia
Luennoissaan vuodelta 1965 Feynman kuvailee dualismia néin:

"If one begins by considering a kind of state or condition for Bose particles which do not interact with each
other (we have assumed that the photons do not interact with each other), and then considers that into this
state there can be put either zero, or one, or two,... up to any number n of particles, one finds that this system
behaves for all quantum mechanical purposes exactly like a harmonic oscillator. By such an oscillator we mean
a dynamic system like a weight on a spring or a standing wave in a resonant cavity. And that is why it is
possible to represent the electromagnetic field by photon particles. From one point of view, we can analyze the
electromagnetic field in a box or cavity in terms of a lot of harmonic oscillators, treating each mode of oscillation
according to quantum mechanics as a harmonic oscillator. From a different point of view, we can analyze the
same physics in terms of identical Bose particles. And the results of both ways of working are always in exact
agreement. There is no way to make up your mind whether the electromagnetic field is really to be described
as a quantized harmonic oscillator or by giving how many photons there are in each condition. The two views
turn out to be mathematically identical. So in the future we can speak either about the number of photons in
a particular state in a box or the number of the energy level associated with a particular mode of oscillation
of the electromagnetic field. They are two ways of saying the same thing. The same is true of photons in free
space. They are equivalent to oscillations of a cavity whose walls have receded to infinity. "
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4.6 Fotonikaasun termodynamiikka

Jalleen péatevit ideaalisen bosonikaasun kaavat, nyt tilanteessa

p=0 (4.194)
er = hk . (4.195)
Suurkanoninen partitiofunktio, suuri potentiaali ja miehitys ovat (ks. (4.9))

1

G — —_— 4.196

1:[ 1—ePe ( )

T, V,p) = kpT Y In(1—eP) (4.197)

(ni) ! (4.198)

n) =-———. :

efei — 1

Koska = 0, on fotonien suuri potentiaali sama kuin Helmholtzin vapaa energia,
O=F-uN"="p. (4.199)

Fotonien tilatiheys on (ks. (4.177),
Vi s

g(e) = ey (4.200)

ja summa yli mikrotilojen saadaan integraalista (turvallista, koska fotoneilla ei ole BE-
kondensaatiota)

Y fi= /0 N deg(e) f(€) (fotoneille) . (4.201)

mikrotilat ¢

Suuri potentiaali on

V > 2 —Be 4 V > 2 —x
Q:k;BT(hC)—W/O dee’In (1 — e ") = (kpT) (Fw)—gﬂz/o dra®In(1—e™™)  (4.202)
1% 1 o < L3
= (kpT)'——— |z’ In (1 —e* —/d3 4.2
(ksT) (he)3m? {Sx n(l-e) 0 0 xex—l} (4.203)
\%4 w2V
= —20(4) =+ (kpT)* = ———+——(kpT)* 4.204
mistd saadaan fotonikaasun entropia ja sisdenergia,
01} A2V
S=- (—) = ————k3T° (4.205)
ar ),  45(hc)*™
2
_ 1%
U=F+TS “=0 Q+75=-""_(ksT)*. (4.206)
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Paineen ja energiatiheyden vililla on jélleen yksinkertainen relaatio,

Sateilypaine (radiation pressure)

o0 w2 . 11U
P=- <W) = B ) = 37 (4.208)

Muistutuksena, ideaalisille bosoneille dispersiolla € = 2% relaatio on P = %% (ks. )

2m

Séteilypaine on tarked suure astrofysiikassa. Fotonikaasun paine on P = P(T), eli se ei riipu
lainkaan tilavuudesta. Tamén vuoksi fotonikaasulle ei voi mééaritella isotermistd kokoonpuris-
tuvuutta rr (ks. demotehtavé).

Fotonien lukumaéaritiheys on ({(3) ~ 1.20205)

N 1 1 [ 1 1 o €2
- = _ N = = = 4.2
"tV TV - (na) V/O dege) ebe—1 R332 /0 deeﬂE -1 (4.209)

3 o] 2
- @/ ot = 20B) 2,029 x 107
0

et —1  h3c3n2

3
TR (4.210)

eli n = n(T). Mitd kuumempi laatikko, sitd enemmaén siella on fotoneja.

Miten fotonikaasu voi olla termodynaamisessa tasapainossa?

Arponen ja Honkonen huomauttavat, ettei fotonikaasu péaése itsekseen termodynaamiseen ta-
sapainoon, koska fotoni-fotoni vuorovaikutus on darimméisen heikko. Fotonikaasun tasapaino
on riippuvainen ympéristosta, joka on musta kappale. Yleisesti ottaen lampdokylvyn tai muun-
laisen ympariston ja ideaalikaasun vuorovaikutus on aina tuotava reunaehtona. Pelkdstaén ide-
aalikaasun pitdminen tilavuudessa V' vaatii vuorovaikutuksen kaasun ja seinien vélille, ja tdma
hoidetaan kaasun geometriaan tehtavana reunaehtona.
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4.7 Kidevarahtelyjen teoria

Tehtévina on laskea kiteisen aineen lampokapasiteetti C'(T"). Teorian ldhtokohtana on ajatus,
ettd kiintedn aineen atomien ja molekyylien ytimet liikkuvat paljon hitaammin kuin elektronit,
joten voimme erottaa ytimien ja elektronien vapausasteet:

Born-Oppenheimer approksimaatio (Born-Oppenheimer approximation)

Kun ytimien paikat on annettu, tunnetaan elektroni-ydin potentiaalit, ja elektronirakenne voi-
daan ratkaista Schrodingerin yhtéalostda. Ytimet liikkuvat toisten ytimien ja elektronien syn-
nyttdmassi efektiivisessd potentiaalissa.

Born-Oppenheimer approksimaatio tunnetaan myds adiabaattisena approksimaationa. Elekt-
ronien tehtaviksi jad ytimien vélisen efektiivisen vuorovaikutuksen luominen. Syntyvéa sidos voi
olla metallisidos (metallit), kovalentti sidos (pii ja timantti), ionisidos (suolat), van der Waals
sidos (grafiitti) tai vetysidos (jad). Kéytédnnossa elektronirakenteen voi laskea tiheysfunktionaa-
liteorialla (DFT).

Lisatietoa: Kiintedn aineen fysiikkaa: Mahdollisia 3D kidesymmetrioita on 14 kappaletta, ndmé ovat Bravaisin hiloja.
Kiteitd on 7 eri tyyppid, kussakin yksi tai useampia Bravaisin hiloja: Trikliininen (1 kpl), monokliininen (2 kpl), ortorombinen (4
kpl), tetragonaalinen (2 kpl), heksagonaalinen (2 kpl) ja kuutiollinen (3 kpl). Kide luodaan toistamalla naitd periodisesti. Kaikki
hilapisteet saadaan alkeisvektoreista aj, az ja a3 lineaarikombinaationa R, = nia; + ngaz + nzas, missa kokonaisluvut n; ovat
Millerin indeksejé. Alkeiskoppi on tilavuudeltaan pienin rakenne, jota periodisesti monistamalla saadaan haluttu kide. Alkeiskopin

madrittelevit kantavektorit. Bravaisin hilasta saamme hilapisteet, eli atomiydinten koordinaatit kiteessa.

4.7.1 Kidevarahtelyjen kvantittuminen

Aloitetaan klassisen kiteen potentiaalienergiasta ja osoitetaan, ettd Hamiltonin funktio voidaan
kirjoittaa vuorovaikuttamattomien harmonisten oskillaattorien summana. Harmonisen oskil-
laattori puolestaan osataan kvantittaa, joten tatd kautta paastadn kidevirahtelyiden kvantti-
teoriaan.

Paljonko kiteen klassinen potentiaalienergia muuttuu, kun kiteen atomeja poikkeutetaan ta-
sapainoasemastaan hiukan, paljon vihemman kuin etdisyys naapuriatomiin? Jos poikkeamat
ovat pienid, on potentiaalienergia analyyttinen funktio tasapainoaseman ympérilla, ts. poten-
tiaalienergialla on Taylorin sarja.

Aloitetaan yhdelld atomilla yksiulotteisessa hilassa - aika pieni “hila”. Jos atomin tasapainoa-
sema on 7V ja sitd poikkeutetaan tasapainosta miiri dz, niin poikkeutetun atomin potentiaa-
lienergian U (téssa U ei ole sisdenergia) voi kirjoittaa Taylorin sarjana

N 1d*U
2 dx?

du

— )
dx v

r=x0

Uz’ + 62) = U(2?) + 62?4+ ... potentiaalienergia . (4.211)

r=x0
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Tasapainoasemassa potentiaali on minimissa, joten %‘x:xo = (. Potentiaalin nollatason voi
valita mielivaltaisesti, joten potentiaalienergia poikkeutetussa tilanteessa on

2
U(x0+(5x):1d u

2

=20

missé loput d22 ja pienemmit termit voi jattidd pois kun poikkeama on pieni - tdméi on harmo-

ninen approksimaatio. Jos atomeja on N kappaletta ja atomin ¢ tasapainoasema on (z;)°,

niin yksiulotteisen hilan potentiaalienergia on summa

al al N oU 1. 92U
)0+ ;) = )0 ox; + = — ox? . 4.21
;U((x) + 0x;) ;U((x) )+i213$i s T + 2; 57| x; (4.213)
—0. valint =0, minimi

Merkinté alkaa muuttua sotkuisemmaksi. Pahennetaan tilannetta ottamalla kolme ulottuvuut-
ta, jolloin hiukkasen ¢ paikka on vektori x;, poikkeama on vektori dx;, ja derivaatat pitdd ottaa
1:nnen atomin paikan k:nnen koordinaatin suhteen.

Kolmiulotteisessa avaruudessa tasapainoasemasta poikkeutettujen atomien potentiaalienergia
on

1 3N 92 1 3N 3N
2 S 500 - 4214
v 2 ; ; 83718:1:] tasap,éxlda:] 9 ; ; hz]5$151’] ( )

Potentiaalienergian osittaisderivaatat h;; muodostavat Hessin matriisin h (Hessian, dynaami-
nen matriisi), edelleen laskettuna atomien tasapainoasemissa. Tdmé on klassisen harmonisen
kiteen potentiaalienergia.

Olisi mukavampaa, jos poikkeamat eri suuntiin eivat téalla tavalla sekoittuisi. Diagonalisoidaan
Hessin matriisi tekemélla reaalinen ortogonaalimuunnos, E] kertomalla matriisilla U,

UThd = d , missd UTU = T (yksikkomatriisi) . (4.215)

Tiassd UT on transponoitu U, ja d on diagonaalimatriisi. TAstd voi ratkaista h:n, kerrotaan
vasemmalta U114 ja oikealta U7 114,

h =UdU" | (4.216)

joka komponenttimuodossa on

3N 3N
By =3 UindnU")ng = S Unndnlly - (4.217)
n=1 n=1

27. Reaalinen ortogonaalimuunnos on unitaarinen, eli se ei muuta vektorien pituuksia. Matriisi U kdéntelee
vektoreita venyttamatté niita.
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Sijoitetaan tdméa harmonisen kiteen potentiaalienergian lausekkeeseen,

3N 3N 3N 3N

3N

i=1 j=1 i=1 j=1 n=1
1 3N 3N 3N
n=1 i=1 j=1

Hakasuluissa on uudet poikkeamat, joita nimitetdén normaalikoordinaateiksi (normal coor-
dinates),

(4.219)

3N

Qi =Y Unidi, . (4.220)

n=1

Muunnoksen unitaarisuus oli tarpeen, koska emme halua venytelld tai kutistella poikkeamia
0x,. Normaalikoordinaateissa ilmaistuna potentiaalienergia on

13N
U=-S d,0%. 4.221
2; Q; (4.221)

Nyt summa kiy kunkin atomin kaikki kolme koordinaattia erikseen, joten kannattaa kirjoittaa
tdmé vektorimuotoon,

N
1 2
U=2Z= E Q. 4.222
2 — Wi 7 ( )

Normaalimoodien taajuudet w; kuvaavat sitd, kuinka nopeasti potentiaali kasvaa mentéaessa
normaalikoordinaatin Q; suuntaan. Normaalikoordinaatteihin liittyy M;-massaisilla atomeilla
litkemaéra

P, = MQ; , (4.223)
joten Hamiltonin funktio on
e, . o
H = ; { 2, + §w1QZ] klassinen harmoninen kide . (4.224)

Téahan paattyy vaivannako.

Klassisen harmonisen kiteen vérahtelyja voidaan kuvata joukkona
vuorovaikuttamattomia harmonisia oskillaattoreita.
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Harmoniset oskillaattorit me osaamme kvantittaa, £, = (n + %)hw, kvanttiluku n = 0,1,2, ....
Jos klassisen vérdhtelyn normaalimoodin ¢ aaltoluku on k; ja taajuus w; = w(k;), niin kvantti-
mekaaninen Hamilton on

- 1
= Z hw; <ﬁz + 5) kidevérahtelyiden Hamilton , (4.225)

missé n; on fononien lukuméardoperaattori,
;= ala; (4.226)

missé a] luo ja a; hivittéé fononin tilasta i. Klassisen teorian kidevirdhtelyt ovat 3N normaa-
limoodin kuvaamia &éniaaltoja, joita kvanttimekaniikka kuvaa fononeina, ja normaalimoodien
energioita vastaavat kvanttimekaniikassa fononien energiatasot.

Sahkomagneettinen séteily: sahkomagneettisen kentédn harmonisia oskillaattoreita tai fotoneja
Hilavarahtelyt: hila-atomien harmonisia oskillaattoreita tai fononeja.

Sdahkomagneettisen kentédn kvantit ovat fotoneja, kidevarahtelyjen kvantit ovat fononeja. Fo-
toneja voi olla mielivaltainen mééré, mutta fononien madras rajoittaa ddrellinen hilapisteiden
lukuméaéara ja tama vaikuttaa paljon fononien termodynamiikkaan.

Miksi fononien maara on rajallinen? Otetaan esimerkiksi kuvan 1-ulotteinen hila, eli ket-
ju jossa on N atomia tasavalein. Pisin poikittaisten virahtelyjen aallonpituus on vardhtelylla,
jossa ketjun péaat ovat paikallaan ja muut atomit liikkuvat ensin samaan suuntaan ja sitten
vastakkaiseen. Lyhin poikittaisten vérdhtelyjen aallonpituus on vardhtelylld, jossa vierekkai-
set atomit liikkuvat vastakkaisiin suuntiin. Sama pétee vérahtelyille kaikkiin suuntiin, joten
vardhtelymoodeja on rajallinen méaaré,
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AVAVAVAVAVAVAVAVAVAY,

aallonpituus 2a (ei lasketa mukaan)
9, ] [ ® L] L] P

ON\g o\g o\ b e B WO

lyhin aallonpituus n%:r =]v—1—2ft a

p?PPPoe
® s 0 © ® o 0 O

@(D(D@@(D@
® 09000 @
6 d0o00 00000

pisin aallonpituus 2L

Kuva 4.17: Jos hilassa on N +1 atomia, ja atomien valimatka on a, niin hilan pituus on L = Na.
Kuvassa péaétepisteiden atomit pidetddn aloillaan ja tarkastellaan vain poikittaista vardhtelya

kuvan tasossa. Mahdollisia aallonpituuksia ovat %, %,%,..., % Aallonpituutta % = 2a ei

lasketa mukaan, koska silloin atomit eivét liikkuisi lainkaan.

o Fononi on kollektiivinen moodi (kollektiivinen eksitaatio) (collective mode):
vhdessé fononissa on mukana useiden atomien liiketté.

. Fononit ovat bosoneja: fononien aaltofunktio on hila-atomin poikkeutuksen todenné-

koisyysamplitudi, ja ko. aaltofunktio on symmetrinen fononien vaihdossa. Fononeja ei
rajoita Paulin kieltosdéanto, ja hilavardhtelya voi lisdté laittamalla samat atomit liik-
kumaan enemmén@ Teknisesti fononeja kuvataan toisessa kvantisoinnissa luomis- ja
hévittamisoperaattoreilla, ja koska fononit ovat bosoneja, toteuttavat operaattorit a;r ja
a; bosonien kommutaatiosddnnot.

Fononien méaara ei saily, joten niiden kemiallinen potentiaali u = 0.

Fononit ovat kvasihiukkasia (quasiparticles), keskendén heikosti vuorovaikuttavia
otuksia, joiden avulla voimakkaasti vuorovaikuttavien hilan atomien liikettd voidaan
helpommin késitelld. Fononi on tavallaan suuren mittakaavan kokonaiskuva hilavarah-
telyistd. Jos sitd vastoin seuraa yksittdisen atomin vérahtelya kiteessd, niin fononista
késitteend ei ole paljonkaan hyotya. Ajattelemalla fononeja kvasihiukkasina on helpompi
kisitelld mm. fononi-fononi -sirontaa ja elektroni-fononi -sirontaa. Muita kvasihiukkasia
ovat eksitoni (elektronin ja aukon sidottu tila puolijohteissa), plasmoni (fotonien ja va-
paiden elektronien vuorovaikutuksesta syntyva kvasihiukkanen), polaroni (elektronin ja

28. Téssé ei ole kysymys siitd, mikéd hilan muodostavien hiukkasten statistiikka on, vaan siitd mika hilavirah-
telyn kvanttien statistiikka on. Klassinen raja on hyvin monta kvanttia, klassinen vérahtely koostuu valtavasta
méarastd fononeja, samoin kuin klassinen sihkémagneettinen kenttd koostuu valtavasta méaérasté fotoneja.
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ympéroivan hilan vuorovaikutuksesta syntyvé kvasihiukkanen) ja Majorana fermioni.

Fononien sisdenergian lampdtilassa 1" saa ottamalla Hamiltonista (4.225)) odotusarvon Boltz-
mannin jakauman yli,

=3 e (<m> T %) =Y St Y (4.227)

missé kiytettiin BE-statistiikan miehitysluvun odotusarvoa (u = 0)

1

Tiloja 7 on valtavasti, joten kirjoitetaan summa yli tilojen integraalina yli energioiden. Fononien
tilatiheyden g(€) avulla lampdokapasiteetti on helppo laskea,

e,@fzwl o} 2eﬂm
Co(T) = (—) Bzi: eﬁmz 7 =k /0 dwg(w)%. (4.929)

Tilavuus pidetdan vakiona, koska emme halua muuttaa taajuuksia w; puristamalla kidetta.
Fononien tilatiheys g(w) riippuu fononien dispersiosta w (k)

Fononien dispersio
Jos yksikkokopissa on N atomia, niin moodeja eli w(k) -haaroja on seuraavasti:

\ akustiset moodit H optiset moodit \
hw = hck (k pieni) hw = vakio (k pieni)
2N a1 poikittaista Neen — 1 poikittaista

Neen pitkittéista 2N en — 2 pitkittaista

= 3N moodia = 3N — 3 moodia
atomit atomit
liikkuvat vaiheessa || liikkuvat vastavaiheessa
in-phase out-of-phase

Optinen moodi on usein infrapuna-alueella, siitd nimitys “optinen”.

29. Fononien energioiden funktiona lausuttu tilatiheys g(e) riippuu energiaspektristé e(k) = hw(k)).
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Kuva 4.19: Neutronisironnalla mitattu fononien dispersio piikiteessa (Si) uvassa kirkkaus
on intensiteetti S(q,w), joka kuvaa todennékoisyytté, etta neutroni virittédd fononin jonka aal-
tovektori on q (vaaka-akseli, kidesuuntina symmetriapisteiden I', X ... avulla) ja energia fuw.
Kirkas optinen moodi energiassa hw ~ 64meV ~ 520 cm~! nikyy Si:n Raman sironnassa te-
rivind piikkind (kuva alla; 1meV = 8,066 cm™!). Fononien dispersion voi myos laskea varsin
tarkasti tiheysfunktionaaliteorialla (DFT).

30. D. S. Kim et al., PNAS (2018).; Arxiv [1610.08737.pdf).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Phonon_dispersion_relations_in_GaAs.png
https://www.pnas.org/content/pnas/115/9/1992.full.pdf
https://arxiv.org/pdf/1610.08737.pdf
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Kuva 4.20: Piinanolangan Raman spektri

[ Ab initio: lampokapasiteetti lasketaan joko mitatusta tai lasketusta fononien tilatiheydesta. ]

31. S. Wu et al. Nanosc. Res. Lett. (2015).
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4.7.2 Klassinen malli: Dulong-Petit (1819)

Hamiltonin funktio normaalikoordinaateissa on neliéllinen poikkeamien funktio, samoin liike-
madratermi on nelillinen, joten ekvipartitioteoreema on voimassa, ja kutakin Hamiltonin funk-
tion neliollistd termia kohti on sisdenergia %kBT. Yksiatomisella kiteelld neliollisid termeja on
6N (3N liikemédrda ja 3N potentiaalia), joten sisdenergia on U = 6N x %k:BT = 3NkgT ja
lampdokapasiteetti on vakio,

Cv(T) =3Nkp = cy(T) = 3Nskp = 3R ~ 24,9 J/(mol K) Dulong-Petit. (4.230)

30 T T v T 7 T v T
1 =K mSm
n

29'.142"&)22 = Tb 1
IS |
Té-, 28 4 =Na mBa WEr mHg T34R
= ngDy nU
= ] Sn _gPrgH mAc |
>, 27 LT SRl "y ¢
= Mn Y min" Ce Lu wpp 1392R
@ 1 [ ] I Yb a7l aTh |
S 26 ca®Ni~. ' #mCd _
8 u~a wGa mTe aHfPt
© 1,. -S_C ll\Saer‘ng n .uBl |
O 25 Li mFe aRh mir _J 3R
< Mg E;""@As aNb uOs ]
g ] sa " =W
O 244 mmRu .
£ uP Mo

uCr 12.8R
234 nGe 1
mS
T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100

atomic number

Kuva 4.21: Klassinen Dulong-Petit malli toimii kohtuullisesti useille kiteille huoneenlampoti-

lassa (25°C) . ﬁ

32. Wikipedia; Nick B. - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w /index.php?curid=54031939.
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4.7.3 Einsteinin malli (1907)

Einstein oletti yksinkertaisuuden vuoksi, ettei fononeilla ole lainkaan dispersiota, ts. niiden
taajuus on vakio w = wg. Toisin kuin Dulong-Petit -mallissa, Einsteinin mallissa on sentdan
jotain, mika kuvaa kyseista ainetta, nimittdin wg. Einsteinin mallin heikkous on, ettd se kuvaa
vain optisia fononeja ja niitdkin vain jollain tavoin keskimé&éarin.

Jos kaikilla fononeilla on sama taajuus, on tilatiheys vain yksittdinen korkea deltapiikki télla
kohdalla,

g(w) = Z 5w — w;) " Z §(w — wg) = 3N§(w — wg) | (4.231)

ja lampokapasiteetti on helppo laskea yhtélosta (4.229)),

(5771,0)2er“”

(o1 (4.232)

Cv(T) = 3N]€B/ dwé(w - WE)
0

(ﬁhwE>2€BhwE

(ehwn 1) Einsteinin malli . (4.233)

= 3Nkp
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4.7.4 Debyen malli (1912)

Debye oletti, ettd fononien spektri on jatkuva, mutta katkeaa Debye taajuudessa wp niin,
ettd moodeja on 3N. Malli ottaa huomioon vain akustiset moodit (ldhellda k£ = 0 eli I'-
pistettd), jotka todellisuudessa katkeavat Brillouinin vyohykkeen rajalla (k-pisteissi X ja L,
ks. kuva . Oletetaan, ettd akustisia moodeja on kaksi poikittaista (¢, transverse) ja yksi
pitkittdinen (I, longitudinal), ja etté niilld on dénen nopeudet ¢; ja ¢, ja koska ne ovat akustisia
moodeja, niilld on lineaariset dispersiot wy (k) = ¢ k| = ¢ k.

Aputuloksia: k-tilojen tiheys on V/(27)3, joten summan yli tilojen voi kirjoittaa integraalina

v \%4
> f(k) = L /d3kf(k) - Wn/dkk?f(k) : (4.234)
k
missé f(k) on jokin k := |k|:n funktio. Kédytan my6s Diracin deltan laskusd&ntod
s =Y
0y —ax) = a(s(a x) = aé(m a) . (4.235)
Tilatiheys on
g(w) = [20(w — wi(K)) + d(w — wi(K))] (4.236)
Kk
_ Y / " k2[20(w — eok) + 0(w — cak)] (4.237)
(@) t l '
V /Oodk:kQ[Q(S(k: Je) + S6(k — w/e) (4.238)
= —i(k —w/c —0(k—w/c :
(2m)3 J, ¢ Y :
Vo 12 1
=w'—— |5+ 4.239
e 3+ 7] 29)
Mallissa moodien suurin taajuus on Debye taajuus wp ja moodeja on 3N kappaletta, joten
“b Vo112 1]1
3N = d = =+ S swh 4.240
[ deste) = g [+ e 210
Debyen mallissa fononien tilatiheys on siis
Tk <
glwy=qeb” T TEEEED (4.241)
0 , muulloin

Koska dédnen nopeudet katosivat lopputuloksesta, voi niitd kéasitelld monella tavalla. Yksi vaih-
toehto on kayttaa vain yhtd moodia ja “keskimédraistd” danen nopeutta. Pddasia, ettd dispersio
on lineaarinen.
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glw), in arbitrary units —»

1 1 1 1 1 1 1 ]
0010203040506070.8091.0
[

w, inunits of 277 ¥ 109 sec

FIGURE 7.15 The normal-mode frequency distribution g(w) for aluminum. The solid curve is derived from
x-ray scattering measurements [Walker (1956)] while the dashed curve represents the corresponding Debye
approximation.

Kuva 4.22: Neutronisironnalla mitattu alumiinin fononien tilatiheys verrattuna Debye approk-
simaatioon (R. K. Pathria ja P. D. Beale, Statistical Mechanics).

Lampokapasiteetin saa jélleen kaavasta (4.229)),

(4.242)

_ > (Bhw)?e’™ wani 9Nkp /TD/T z'e?
Cy(T) = kB/O e (efw —1)2 — (RBwp)d Jy x(e“ —1)2°

missd T := hwp/kp on Debye-lampdtila. Debyen mallissa kiteen ominaisuuksia kuvaa yksi
ainoa parametri! Esim. cesiumin Tp = 38 K, timanttisen hiilen T = 1860 K. Timantin korkea
Debye-ldampdtila johtuu timantin erittéin jaykéstéa rakenteesta, joten kidevéardhtelyjen taajuudet
voivat olla varsin korkeita. Vaikka timantti on eriste, on sen lammonjohtavuus suuritaajuisten
fononien ansiosta paljon parempi kuin esim. kuparin, jossa lampd6é johtavat vapaat elektronit.
Lammonjohtavuus ja sihkonjohtavuus eivét siis aina liity toisiinsa.
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C,(Jmol 'K™)

1
T/,

Kuva 4.23: Mitattu hopean lampdokapasiteetti verrattuna Einsteinin ja Debye’n mallien ennus-
teiseen. Hopean Debye lampotilana on kiytetty arvoa 0p := Tp = 215 K. Hyva vastaavuus
osoittaa, ettd Ag:n kuvaaminen vain talla yhdelld parametrilla antaa jo varsin hyvéin sen lam-
pokapasiteetista ainakin télla lampotila-alueella.

Debyen malli on raéataloity matalaenergisille fononeille, joten matalan lampdotilan kehitelma

~ 12N]€B7T4

Cy(T) ~ T3 5 ~T°, (4.243)
D

on varsin tarkka arvio kiteen lampokapasiteetille. Tilanteen voi sotkea esim. metallin vapai-
den elektronien limpdkapasiteetti, joka on Cy ~ T, ja silloin se puolestaan dominoi matalissa
lampotiloissa; tama tulos johdetaan mychemmin. Karkeasti ottaen

Cy(T)= ~ANT + oT® kunT <Tp. (4.244)

vapaat elektronit kidefononit

Debye-taajuudella wp on selva yhteys kiderakenteen mittasuhteisiin. Kiteen akustinen vérahtely
on kideatomien tai molekyylien kollektiivista varahtelya, ts. varahtelyyn ottaa osaa suuri joukko
yhteistuumin liikkuvia kideatomeja tai molekyyleja. Kiteen yksikkokoppi rajoittaa kollektiivisen
vardhtelyn taajuutta, ja suurilla taajuuksilla virahtelyt ovat riippumattomia. Debye-taajuus
kertoo missé kyseisen aineen kollektiivisen ja riippumattoman vérahtelyn taajuusraja kulkee.
Esimerkiksi yksiatomisissa kiteissé yksikkokopin koko on samalla melko tarkasti kyseisen aineen
Debye-aallonpituus, kuten alla oleva kuva osoittaa.
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Kuva 4.24: Yksiatomisen kiteen yksikkokopin koko verrattuna Debye-aallonpituuteen

Lisatietoa: Akustiset fononit ja Goldstonen teoreema

Goldstonen teoreema (1961) sanoo, ettd “symmetrian generaattorin rikkoutuminen johtaa energiaspektriin, jossa ei ole energia-
aukkoa, eli spektri on € ~ |k|®” . Hiukkasfysiikassa tdméi esitetddn usein muodossa “mittainvarianssin spontaanin rikkoutumisen
seurauksena syntyy massattomia bosoneja”. Akustiset fononit rikkovat kiteen translaatiosymmetrian, jonka generaattorit ovat trans-
laatiot kolmeen suuntaan. Siksi akustisten fononien energia on ¢ — 0, kun k£ — 0, ja niitd on kolme kappaletta, kaksi poikittaista ja
yksi pitkittdinen. Muita Goldstonen bosoneja ovat Higgsin bosoni, spinaallot eli magnonit, W ja Z bosonit. My6s pioni on melkein

Goldstonen bosoni, mutta sillé on massa ja siten vield hiukan symmetriaa rikottavaksi (kvarkit).

33. |Jozsef Garai: Physics behind the Debye temperature.


https://arxiv.org/pdf/physics/0703001.pdf

5  Fermionit

5.1 Ideaalinen fermionikaasu suurkanonisessa joukossa

Partitiofunktio ja suuri potentiaali johdettiin aiemmin (ks. yhtélot (3.160) ja (3.162])),

Z=]J0+e ) =T] + ze?]

7

Q=—kpT'lnZz = —k?BTzln(l + ze7Fe) = —/CBT/ deg(€) In(1 + ze™P4) |
i 0

Fermi-Dirac (FD) statistiikan mukaan yksihiukkastilan ¢ miehityksen odotusarvo on

o) 1 1

i) = 5e = Fpa 1 Fa i1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
€/

Koska tilatiheys on usein verrannollinen johonkin e:n potenssiin, kannattaa maaritella

1 ‘X’d ZP~! |
_ Fermiint .
fo(2) F(p)/o R g 1 ermi-integraali
JTATE) 3 01 AN - S WP
p - l Ip - op 3p 500 o °
=1

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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Fermi-integraalin sarjakehitelmé on kiyttokelpoinen vain kun z < 1, eli kun ldmpotila on kor-
kea. Matalassa lampdtilassa kiytetdédn sen sijaan ns. Sommerfeldin kehitelm&a (Sommerfeld

expansion). ]

Jatko riippuu systeemin energiaspektisté ja geometriasta. Tarkastellaan vapaiden m-massaisten

fermionien energian e, = \/c?p? + m?¢* kahta rajatapausta

2

€p = 2p_m ei-relativistinen raja (ER)

€p = pc ultrarelativistinen raja (UR) .

5.1.1 Ei-relativistinen fermionikaasu

Tarkastellaan aluksi ei-relativistista tapausta, missd p = hk ja spektri on tuttu

p2 h2k2
€E = — =

2m 2m

Tilatiheys hiukkasille laatikossa tilavuudessa V' on laskettu aiemmin,

3/2
gle) = S () e
472 h?

missd degeneraatio on gqeg = 25 + 1 spin-S fermioneille. Hiukkasluku on

o 1 eV
N o= (V) = Yot = | degle) rmpry = 2 ale)

missé deBroglien terminen aallonpituus on

iy 1/2
/\T = mh .
mk‘BT

1. Arnold Sommerfeld v. 1928, Wikipedia: Sommerfeld expansion.

2. Ei-relativistisella rajalla ¢2p? < m?2c?, joten /c2p? + m2ct = mc?y/1 + 1:1221124 ~ mc? [1 + %—

2

mec?, missi lepoenergia mc?

on vakio, eikéd vaikuta termodynamiikkaan.

(5.9)

(5.10)

(5.11)


https://en.wikipedia.org/wiki/Sommerfeld_expansion
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Yksityiskohtia:
1 _ GdegV [ 2m 8/2 poo /2
V= / ) S 71 an? (m) || ey (5.12)
 gaegV [2m\*? 32 /°° 22 iV (2mkpT\*?
= £ (h2> (b TV [ dr g = 5 (T T(3/2) fajalz) . (5.13)
T VT/2
Suuri potentiaali, sisdenergia ja paine saadaan vastaavasti,
Q= kT [ degle)n(d + ze=Pe) = —2¥ 5.14
= —kp eg(e) In(1 + ze™) = —=5—(kpT) f5/2(2) (5.14)
0 T
o € SQdegV
i o d —_ == kgT 5.15
B) =D alm) = s | deolO iy = 575 (s D) | (639
o9 gde
(6 ). =Sk (o). (5.16)
T,p

Néistd saa heti saman relaatio kuin bosoneillekin (4.49)),

2U
P = IV ei-relativistiset fermionit . (5.17)
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Yksityiskohtia:
> eV (2m\*? [
Q= —kBT/O deg(e) In(1 + ze=Be) :—kBTgifz (hz‘) /0 dee'?In(1 + zeP¢)  (5.18)
vV [2m\*/? oo
:_kBTgifz (f?) (k:BT)3/2/ dxa:l/2ln[l+ze_x] (5.19)
0
/2
GaesV [ 2mkpT\® VT GaegV
= el (D) koY fale) = ~ 25 T o) (5.20)
29degV 1
VE AR
koska
/OO dea'/?In(1 4 ze™®) = / 21’3/2 In[l 4 ze "] — 2/00 da:xS/Qﬂ (5.21)
0 0 3 3 0 1—&-2’6_9”
2 [ x3/? 2 5 VT
= g/o dﬂ?m =3 (5) J52(2) = 7f5/2(2) ) (5.22)
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Tapaus T'=0

Lampdotilassa T' = 0 ei Fermi-integraalia tarvita , koska
FD-miehitys on askelfunktio,

1 ,jose<ep (5.23)
0 ,jose>ep '

() = Ofer — ) = {

missd e = p on fermienergia ja k-tilat fermiaaltolu-
kuun ky asti on miehitetty,
B R2k%,
- 2m

€F = kpTF , (5.24)

missd T on fermilampatila, toisin sanoen fermienergia
lampotilayksikoissa.

Miehitetyt tilat muodostavat k-avaruudessa kp-siteisen
fermipallon. Hiukkasluku on

N:Zmi): Y o1=g > 1 (5.25)

spin,k,k<kp kk<kp
Ak gV 4 gV
= = —mkd = =—k3 . (5.26
g /,KkF Qr3/V - (2n)E3  F T a2 F (5:26)
Spin-1/2 fermioneille ¢ = 25 + 1 = 2, joten tiheyden
n = % avulla lausuttuna

Spin-1/2 fermionien fermiaaltoluku (3D)
kp = (3n%n)Y/3 (5.28)

Suurempi fermionitiheys, suurempi fermipallo.
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Jos fermioneja olisi vain fermipinnalla, olisi U/N = €ep, mutta osa fermioneista on tiloissa
fermipinnan alla. Fermionien tilatiheys on (ks. (5.9)),

WV 72m\ P2
g(e) = gi 5 <h—rg) €2 = Ae/? (5.29)
m

missd A = A(V). Témén avulla

_ €r €Er 2
N = Z(n» =0 Z@(eF —€) = /0 deg(e) = A/O dec'/? = Agei’;ﬂ (5.30)
U= Z(n»ez =0 Z O(er —€)e; = /0 deg(e)e = A/ dee’/? = A§65F/2 : (5.31)

0
joten
u 3
— = —¢p . 5.32
N 5" (5.32)

Fermienergia on

(Sl )

h?k? h? N
_ Fo_ _(37_‘,2_)2/3

> (5.33)

2m 2m

o (a_y) o (a[gNeF]>

oV )y oV .

h2 AV —2/3

= —ENQH—@(?)WZN)W?’—‘;V
2

: —gNh%—m(BﬂjVN)z/g(—g)V_j:’ U U
2 2 Ne 25U/3 2

b e it 1 (539

€F

joten paine on

Tulos on tietenkin sama, jonka saimme jo aiemmin kaikissa lampétiloissa, ks. (5.17)).

Ideaalisen fermionikaasun sisdenergia ja paine lampoétilassa 7' = 0

u 3
2N€F 20

P: = _ — . *
7 =37 >0 (5.38)

Nollasta poikkeava paine ldampotilassa 7' = 0 johtuu Paulin kieltosdanndosta: vain kaksi elekt-
ronia voi olla perustilassa, joten lopuilla on véistamétta nollasta poikkeava liikeméaéra ja nadmé
aiheuttavat paineen. Entropia lampdétilassa T'= 0 on nolla.
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5.1.2 Elektronit metallissa: kylma ei-relativistinen elektronikaasu

Fermionikaasun luonnollisen ldmpétilaskaalan antaa fermilampotila Tx,

° T > Tp ei-degeneroitunut fermionikaasu; ~ klassinen
° T ~ Tr melkein degeneroitunut fermionikaasu
° T < Tr degeneroitunut fermionikaasu

Naistd degeneroitunut fermionikaasu on mielenkiintoisin. Johteiden fermilampoétila on usein
hyvin korkea; johtavuuselektronien tiheys on N/V ~ 10%® — 10%° m™3, joten Tr ~ 2 — 10 eV~
23000—116000 K. On syyta tarkistaa liikkuvatko elektronit johteissa relativistisilla nopeuksilla.
Nopeutta luonnehtii ferminopeus (Fermi velocity),

vp = —& | (5.39)

Esim. litiumin Tr = 5 x 105K, joten vp ~ 1,3 x 10°m/s ja siis turvallisesti ei-relativistinen.

Kylmén fermionikaasun Fermi-integraalia ei voi laskea yhtélossa (5.5 annetulla sarjakehitelmél-
14, vaan on kiytettavd Sommerfeldin kehitelmaa. Sommerfeldin kehitelmé perustuu siihen,
ettd matalassa lampdotilassa miehitysluvun derivaatassa energian suhteen % on hyvin tera-

vé piikki p:n kohdalla, ja tdtd ominaisuutta voi kayttaa sarjakehitelmén ladhtékohtana. Toisin
sanoen matalassa lampdétilassa kiytetdan hyviksi fermipinnan terévyytta.

Sommerfeldin kehitelmé on johdettu liitteessa [8.2

(In 2)P ™ 1
fprn [P Ve

fo(z) = + ... Sommerfeldin kehitelma . (5.40)

Kylmille bosoneille ei Bose-integraalille g,(z) tarvittu mitédén kehitelmééd koska matalassa
lampotilassa bosonien kemiallinen potentiaali on triviaali, ¢ = 07, ja g,(2) = gp(1). BE-
kondensaatio sdasti meidat talta vaivalta.
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Sommerfeldin kehitelmén avulla saadaan matalan lampétilan tiheydeksi

N ' Gaeg Jdeg (In 2)3/? 3m? 1
S - 1420 A1
v e = e P i e e (5.41)
2m \*/* (kpT1n z)3/? 72 (kgT)?
= gae QU G- I 5.42
Jdeg (%h?) T(5/2) { TS GpTnz)e ] (5.42)
om \*? 32 72 (kgT)?
— 1+ e 4
e e 543)

Toisaalta = ep, kun T' = 0, joten

N m, 3/2 63/2
— = Gdeg > r__ (5.44)
1% orhi I'(5/2)

ja kaavan saa hiukan siistimpaan muotoon,

2 (knT)2 2/3
%( Z2) v (5.45)

72 (kpT)?

Tami on implisiittinen yhtdlé p:lle fermienergian ja lampétilan funktiona. Koska (1 + 2)%/3 =
1+ %x + ..., kun r < 1, saamme

m (ks T)” | }

7'('2 (k'BT)2
12 p?

Sp=er— (5.46)

eF:u{l—i—

Téstd saa ensimmaéisen korjaustermin korvaamalla oikealla p arvolla ep (toisin sanoen iteroi-
malla), ja kiyttaméalla maaritelméé ep = kT,

W= €F (1—7{—; (%>2+> : (5.47)

Sisdenergia, ldmpokapasiteetti ja tilayhtdlo voidaan nyt laskea,

3 572 (T \?
=-N 1+ — 1 — 4
U 5 €F< < D (TF) + ) (5.48)
Nka7T2 T
= — 4 .. 4
Cy 5 T, + (5.49)

2 2 572 /T \?
PV =2U=Z2Nep |14+ = N .
1% 3U - eF< + 3 (TF) + ) (5.50)
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Vapaiden elektronien limpokapasiteetti Cy ~ T ja fononien puolestaan Cy ~ T3, joten ma-
talassa lampotilassa energiaa sitoutuu enimmaékseen elektronikaasuun, jos vapaita elektroneja
suinkin on kiytettavissd. Mittauksista saatava (Cy /T)(T?) (ks. kuva alla) on matalassa lampo-
tilassa suora, jonka pystyakselin leikkauskohdasta saa elektronien lampokapasiteetin kertoimen
ja kulmakertoimesta voi laskea aineen Debye-lampotilan.

2.4
2.0
1.6
1.2
08 F
0.4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
T2 (in K2) —»

C,/T (in millijoules mole ' K~2) —»

Kuva 5.1: Kuparin lampokapasiteetti (Corak et al. (1955))

Lisédtietoa: Fermionien kondensaatio

Vaikka fermionit eivdt Paulin kieltosd&nnon vuoksi voi sellaisenaan kondensoitua bosonien tapaan samaan yksihiukkastilaan, niin
mielivaltaisen heikko attraktiivinen vuorovatkutus elektronien vélilld johtaa kahden elektronin parien, Cooperin parien syntyyn
Attraktio voi olla fononien vélittama, kuten Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) teoriassa, jossa yksinkertaisin elektronikaasua kuvaava
tila on

1BCS) = [[(u +viealy 1al IO}, (5.51)
k

missé |0) on yleistetty tyhjid, tila jossa ei ole Cooperin pareja. Amplitudilla uy tilaan k ei synny paria ja amplitudilla vy syntyy,
amplitudit saadaan minimoimalla energia. BCS-teoriassa myos Hamiltonin operaattori on redusoitu kuvaamaan vain Cooperin
pareja. Cooperin parin elektronit eivit valttdmé&tta ole kovin 1dhelld toisiaan, mutta niilld on vastakkainen spin ja aaltovektori,
joten Cooperin parin aaltovektori on k + (—k) = 0 ja Cooperin parin spin on 0 (joskus harvoin 1), joten se on bosoni ja voi siis
BE-kondensoitua. Jos fermipinta on likimain pallo, ovat Cooperin parin elektronit pallon vastakkaisilla puolilla. Suprajohtavuuden
synnyttda kondensoituneiden Cooperin parien muodostama makroskooppinen kvanttitila, esim. pitkéssd suprajohtavassa kaapelissa
tila voi olla kilometrien pituinen. Fononien synnyttdm&aéin attraktioon perustuvien suprajohteiden kriittinen l&mpdotila on

N
kBTC%the g(ep)lal s (552)

missd suprajohtavan aineen fononeja kuvaa Debye taajuus wp, elektroneja kuvaa spinid kohti laskettu tilatiheys fermipinnalla,
g(er), ja a kuvaa fononien aiheuttamaa heikkoa elektroni-elektroni attraktiota. BCS-teoria toimii hyvin perinteisille suprajohteille
(Hg, Pb, Nb, ...), mutta huonosti ns. korkean lampétilan suprajohteille (LaSrCuO, YBaCuO, ...). Korkeimmain mitatut kriittiset
lampdotilat ovat jo lahelld huoneenlampdotilaa, tosin korkeassa paineessa.

3. L. N. Cooper, Bound electron pairs in a degenerate Fermi gas, Phys. Rev. 104 (4), 1189-1190 (1956).
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5.1.3 Kuuma ja harva fermionikaasu

Tavoitteena on loytda ensimmaéinen kvanttikorjaus fermionien tilayhtaloon. Korkea lampotila
ja pieni tiheys tarkoittavat, ettd fermionien keskimééridinen etéisyys on paljon suurempi kuin
terminen aallonpituus,

Vo 2h? \/°

Taman perusteella kvanttikorjaukset ovat pienid. Fugasiteetti on pieni,
2=t <1, (5.54)

joten Fermi-integraalille voi kiyttad sarjaa (5.5)),

flz)=2—-2 4= — (5.55)

Kopioidaan aiemmin saatu homogeenisen aineen tilayhtalo ja hiukkasluku,

Jde V
PV = )\g (kBT) f52(2) (5.56)
Jde V
N = 2 fal2) (5.57)
T
joten
PV = Nkprl2) (5.58)
f3/2(2)
ja funktioiden suhde on (1/(1 —z) =14z + 2>+ .., kun z < 1.)
22 Zd 4 22
fsp(2) _z—gmtsp—  l-gptsm—.- (5.50)
f372(2) 2—22%4—3}’;%—... 1 — (57 — 3§§2 +...)
z 22 z 22
:(1—W—FW—...)[14—(%—@4—...)—%...] (560)
1 1 z
Lausutaan fugasiteetti z tiheyden avulla,
N gdeg gdeg 22 23
)\3 N 2 3
ey= T 2 E (5.63)

Gaeg V232 3327
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josta iteroimalla kerran seuraa sarja

A3 N 1 A3 N 22 2 1 AN 2 3
= E7a - U — 5.64
: Gaeg V' " 28/2 <gdeg vV - 23/ " ) 33/2 (gdeg \%4 + 23/2 + ™ ( )
MoN 1 /AR NN
T ?3<4£—>-% (5.65)
Gdeg V 23/ Gdeg |4

Sijoitetaan lauseke tilayht&loon, tulos on paine tiheyden sarjana, eli viriaalikehitelma (virial
expansion),

1 AN I
PV = NkgT [1 + 55 gd,fg v - } = NkpT + kvanttikorjaus . (5.66)

Kvanttikorjaus on pieni alkuoletuksen % >N e )\3T% < 1 perusteella. Luku 2°/2 = 4/2.

Klassiseen ideaalikaasuun verrattuna
Paulin kieltosdanto aiheuttaa fermionikaasuun lisdpaineen.

Fermionien tapa véltella toisiaan pienentéad kokoonpuristuvuutta,

1 [0V V 1
K = —17 (3_]3) = NEAT o A% N : (5.67)
4 TN kg 1"‘2%9%%4’

Sisdenergia ja lampokapasiteetti ovat

3 3 1 M. N
= °PV = SNkgT |1 L+ 5.68
U 5 V 5 kp { +25/2.(]degv+ 1 ( )
oU 3 1 M. N
= — = Nkp|1l——"L— 4+ | . 5.69
v (8T)V,N o ks [ 27 ga V. ] (5.69)

Fermioneilla on klassiseen ideaalikaasuun verrattuna pienempi lampokapasiteetti.
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5.1.4 Elektronikaasun magnetismi, diamagnetismi ja paramagnetismi

Magnetismissa tarked tekijé on elektronit ja niiden spin, ja elektronien kiytosta hallitsee Pau-
lin kieltosdanto. Magnetismista voi sanoa jotain yleispatevaa tutkimalla ideaalisten fermionien
termodynamiikkaa.

Ennen kuin tarkastelemme vuorovaikuttamatonta elektronikaasua on syyta todeta, ettd mag-
netismista jaa aika paljon sanomatta. Téarkein unohdettu tekija on hilarakenne. Isingin malli
kuvaa hilaksi jarjestaytyneiden spinien vuorovaikutusta ja termodynamiikkaa tapauksessa, jossa
spinit voivat olla kahteen suuntaan. Isingin mallia kisiteltiin kurssin A-osassa, samalla vilkaisim-
me magnetismia ja méérittelimme para- ja diamagnetismin (“puolesta tai vastaan”). Ottamalla
spineille kolmiulotteinen suunta saadaan Isingin mallin yleistys, Heisenbergin malli. Seuraa-
va parannus on Hubbardin malli, jossa hiukkaset péasevit myos lilkkumaan hilapisteesté
toiseen, ja samaan hilapisteeseen péétyvien hiukkasten vililld on yksinkertaistettu (useimmi-
ten hylkivd) vuorovaikutus, jota kuvataan Hubbardin U-termilld. Hubbardin malli kuvaa hy-
vin jaksollisen jérjestelmén d-ryhmén alkuaineita (d-block elements), kuten Fe (|Ar|3d%4s?),
Ni ([Ar]3d®4s?) , Co (JAr|3d"4s?), Cu (|Ar|3d'%4s') ja Zn ([Ar]3d'%4s?), joilla on joko vajaa d-
orbitaali tai kemiallisiin sidoksiin osallistuvia d-orbitaalin elektronejaﬁ d-orbitaalilla elektronit
ovat lokalisoituneempia kuin s- ja p-orbitaaleilla, ja siksi niiden vélilla on voimakas Coulombin
vuorovaikutus. Magneettisten rakenteiden syntyyn vaikuttaa elektronien liike-energian ja Cou-
lombin hylkyvoiman vilinen tasapaino. Jos hylkiminen voittaa, voi aineesta tulla Mott-eriste,
jossa hilapisteisiin jaa yksi elektroni kuhunkin. f-ryhmén alkuaineiden (f-block elements, lantani-
dit ja aktinidit) seoksissa tapahtuu uusi ilmi6, kun periodiseen rakenteeseen syntyy epéjarjestys
ja johtavuuselektronit ja lokalisoituneet f-elektronit vuorovaikuttavat. Epéjarjestynytta tilan-
netta kuvaa Andersonin malli| Ei-magneettisessa metallissa olevat magneettiset epdpuhtau-
det voivat synnyttda ns. Kondo-efektin, jossa aineen johtavuus pienenee sen jadahtyessa.

Aineen vastetta ulkoiseen magneettikenttdan kuvaa magneettinen suskeptibiliteetti,

oM
X =— 5.70
aH Y ( )
missd magnetoituma M on aineeseen (ulkoisen) magneettikentédn H vaikutuksesta syntyva kes-
kiméarainen magnetoituma.

Aineen hiukkasiin vaikuttaa magneettivuon tiheys B (magnetic flux density tai magnetic induc-
tion), joka siséltdéd sekéd ulkoisen kenttévoimakkuuden H, ettd aineen oman magnetoitumisen
synnyttaméan magneettikentén,

B = uo(H + M) = pou,H := uH (5.71)

4. d-orbitaalille mahtuu 10 elektronia. Kaikki siirtym&alkuaineet (siirtymé s- ja p-ryhmien valilld) ovat d-
ryhméssé, mutta kaikki d-ryhmaéléiset eivét ole siirtyméalkuaineita.
5. Malli selittdd mm. miten Andersonin lokalisaatio syntyy (Anderson localisation).
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missé o on tyhjion permeabiliteetti (magneettivakio), p, on suhteellinen permeabiliteetti, ja
4 on aineen permeabiliteetti. Suskeptibiliteetin avulla ilmaistuna

B = po(1+ X)H . (5.72)

Selvésti p, riippuu aineesta, sen sijaan

k k
H;gmélwxl()*?mg

_ -6 —5
po = 1,256 637062 12(19) x 10 A2 ZA2

(5.73)

missé jalkimmaéinen “siisti” arvo oli kiytossé, kunnes ampeeri (A) maédriteltiin uudelleen, 20. touko-
kuuta 2019 astui nimittdin voimaan alkeisvarauksen sopimusarvo

e=1,602176634 x 107 C . (5.74)

Helmholtzin vapaan energian (samoin suuren potentiaalin) differentiaalissa magneettikentén
vaikutus on —MdB, missa merkki johtuu pyrkimyksestda vapaan energian minimiin,
OF
dF = —=SdT — MdB = M = — | — . (5.75)
OB ) ryn
Heikosti magneettisten systeemien tapauksessa ei ole kovin suurta eroa siina, kayttaako laskuis-
sa kenttdd B vai H. Perinteisesti kaavoissa esiintyy melkein mielivaltaisesti joko B tai H, ja

lukijan vastuulle jatetdan paatelld mistd on kyse. Esim. P. Young antaa luennoissaan vapaan
energian kaavasta hyvan ja sekavan kuvauksenﬂ

6. University of California, Santa Cruz, linkki: magnetic.pdf


https://young.physics.ucsc.edu/112/magnetic.pdf
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Taydellinen diamagnetismi

Ideaalisen diamagneetin magneettinen suskeptibiliteetti on X = —1, mika tarkoittaa sité, ettei
magneettikenttd ei tunkeudu aineeseen lainkaan. Tamé& on ns. Meissnerin ilmié (Meissner
effect). Jos ulkoinen kenttd on H, niin

o aM Meissner

X —
OH

-1 M=-H, (5.76)
joten kenttd aineen sisalla on

B = pio(H + M) M= 0 (5.77)
Néin kiyttaytyvat tyypin I suprajohteet, jotka keksi Kamerlingh Onnes vuonna 1911 (hén on-

nistui nesteyttdméadn heliumia ja jadhdytti silla elohopeaa). Suprajohtavuus hévidd, jos mag-
neettikentédn voimakkuus ylittda aineelle ominaisen kriittisen kentén arvon.

B
AAAAAAA

T>TC T<TC

Kuva 5.2: Vasemmalla: Ideaalinen diamagneetti, kuten tyypin I suprajohde, hylkii magneetti-
kenttad, ja kenttéaviivat kiertavat aineenﬂOikealla: Tyypin II suprajohteissa magneettikentta
tunkeutuu aineeseen vortekseissa, jotka jarjestyvét hilaksiﬂ

8. |[Superdiamagnetism @ Wikipedia.
8. J. Khachan ja S. Bosi: Superconductivity


https://en.wikipedia.org/wiki/Superdiamagnetism
http://www.physics.usyd.edu.au/~khachan/PTF/Superconductivity.pdf
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Yritys selittdd magnetismi klassisen fysiikan avulla

Niels Bohr (1911 véitoskirja) ja uudelleen Hendrika Johanna van Leeuwen (1919 véitoskirja)
todistivat, ettei klassinen fysiikka voi selittdd magnetismia.

Bohr-van Leeuwen teoreema}
Klassisessa fysiikassa magneettinen suskeptibiliteetti X = 0. Toisin sanoen paramagnetismi,
diamagnetismi ja ferromagnetismi voidaan selittdéd vain kvanttimekaniikan avulla.

Magneettivuon tiheys B saadaan vektoripotentiaalista A kaavalla B = V x A. Tama jattaa
vapautta valita A, kunhan V x A siilyy muuttumattomana; tdmé mitta (gauge) voi olla
esim. my6hemmin kiytettdviat Coulombin mitta ja Landaun mitta. Magneettikenttd muuttaa
hiukkasten liikemaéaria siten, ettd kaavoissa on korvattava

P—pP—q¢A, (5.78)

missd ¢ on hiukkasen varaus. Lisdys —qA johtuu siité, ettei paikan r konjugaattimuuttuja ole
endd mr, vaan mr + ¢A. Hamiltonin funktio hiukkasille, joiden vuorovaikutuspotentiaali on
U(ry,..ry) on

N

7:[(1.17 - N, P1, 7pN) = Z

i=1

5, (01 — GA(r))” + U(rs, xy) (5.79)

Bohr-van Leeuwen teoreeman voi todistaa sijoittamalla # kanonisen partitiofunktion Zy
lausekkeeseen,

ZN = /drl, o dry,dpa, ..., pNe_Bﬁ(“"'“rN’pl"“’pN) (5.80)

jolloin tekemilld integraalissa muuttujanvaihdon p} := p; + ¢;A(r;) huomaa, etté vektoripoten-
tiaali A katoaa klassisen statistisen mekaniikan partitiofunktiosta! Tamé on aika yllattavaa:

Klassisessa mekaniikassa magneettikentta vaikuttaa varattujen hiukkasten liikkeeseen, muttei
mitenkddn niiden termodynamiikkaan, joten magneettinen suskeptibiliteetti on aina X = 0.

Now we would like to demonstrate that according to classical mechanics there can be no dia-
magnetism and no paramagnetism at all. It sounds crazy-first, we have proved that there are
paramagnetism, diamagnetism, precessing orbits, and so on, and now we are going to prove
that it is all wrong. Yes! — We are going to prove that if you follow the classical mechanics
far enough, there are mo such magnetic effects — they all cancel out. If you start a classical
argument in a certain place and don’t go far enough, you can get any answer you want. But the
only legitimate and correct proof shows that there is no magnetic effect whatever.

Feynman Lectures, kappale 34—6.

10. Wikipedia: Bohr-Van Leeuwen theorem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bohr-Van_Leeuwen_theorem
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Jos tyytyy Bohr-van Leeuwen teoreeman yksinkertaiseen selitykseen, niin voi ajatella, etta
elektroneihin vaikuttaa Lorentz-voima F = ¢(E 4 v x B), mutta niihin tehty tyo6 aikayksikossé
on F - v, joten magneettikentta ei tee tyotd, eikd vaikuta systeemin energiaan - ja energia on
ainoa mika vaikuttaa termodynamiikkaan. E

11. Poislukien tapaus, jossa koko systeemi alkaisi pyorid. Aloillaan pidetylla systeemilld on tietysséd lampotilassa
yksi ainoa termodynaamisen tasapainon tila. Magneettikentésta ja tyostd sen verran, ettd muuttuva magneetti-
kenttd indusoi sdhkokentén, joka voi tehdé tyotd, mutta klassisessa fysiikassa magneettikentta itse ei tee tyota.
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Magnetismin selitys kvanttimekaniikan avulla

Kvanttimekaniikka onnistuu selittdméaan magnetismin tekemaélla liikemaéravektorista litkemaé-
rdoperaattorin p, kvantittamalla tilat, ja lisdéamaélla spin-magneettikenttd vuorovaikutuksen.
Magnetismin syntyyn vaikuttaa kolme tekijaé.:

o elektronien spin (paramagneettinen vaikutus)
o elektronien ratalitkemééra (paramagneettinen vaikutus)
. elektronien rataliitkemaaramomentti (eli ratapyorimismééré, diamagneettinen vaikutus).

Jos atomilla tai ionilla on téydet elektronikuoret (ei vapaita elektroneja), jaé jaljelle magneet-
tikentéan ja ratalitkemadramomentin vuorovaikutus. Téstd syntyy Larmor/Langevin diamagne-
tismi, joka sivuutetaan néissa luennoissa.

Hamiltonin operaattori, joka kuvaa yhden aineessa vapaasti lilkkkuvan elektronin ja magneetti-
kentén vuorovaikutusta, on

o (p—qA)
H = — .- B ) 5.81
5 I (5.81)
missé elektronien varaus on ¢ = —e, ja spinista johtuva elektronin magneettinen momentti on
eh ge Ye
= = Tl 5.82
H 9m 9 KB 5 ( )

missé elektronin g-tekija (g-factor) on g. = 2,002319304 36256 ~ 2, yksi fysiikan tarkimmin
mitatuista suureista. Bohrin magnetoni on

h
pp = 26_ ~ 9,274009994(57) x 107**J/T Bohrin magnetoni , (5.83)

m

joten elektronin magneettinen momentti on suuruudeltaan

e = —MB% = —9,284764 x 1072*J/T elektronin magn. momentti . (5.84)

Jos elektroni on sidottu atomiin, niin mukaan pitdd ottaa elektronien rataliikkeen vaikutus, jota
kuvaavaan rataliikemdérdmomenttiin L liittyy magneettinen momentti —5= L, ja joka myds vuo-
rovaikuttaa kentdn B kanssa. Myo6s spinin ja rataliikemddrdmomentin vuorovaikutus pitéisi ottaa
mukaan laskuihin.

Hamiltonin operaattorin voi hajottaa osiin,

. 12 h 2
H = AR v + %A v + LAz 4B . (5.85)
2m m 2m
——

; . . X . paramagn. termi
vuorovaikuttamattomat elektronit = paramagn. termi  diamagn. termi
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Koska operaattorit p = —iAV ja A eiviat kommutoi, saadaan monta termia:
(P—qA)?=(D—qA) (D—gA)=P"—qd - A)—¢A - P—qA D+¢A*  (580)
= —1?*V2 +ihq(V - A) + 2ihgA - V + ¢*A? . (5.87)

Coulombin mitassa valitaan V - A = 0.

Tarkastellaan ldhemmin vapaiden elektronien diamagnetismia eli Landaun diamagnetismia.

Landaun diamagnetismi

Diamagnetismi (X < 0) on havaittavissa vain aineissa, joissa ei ole pysyvid magneettisia mo-
mentteja. Klassisesti voisi olettaa, ettd magneettikentta indusoi aineeseen dipoleja, jotka kdan-
tyvit ulkoista kenttdéd vastaan, ja siten heikentévét sitd. Nain tapahtuisi Lenzin lain nojallaff]

... the direction of the electric current which is induced in a conductor by a
changing magnetic field is such that the magnetic field created by the induced
current opposes the initial changing magnetic field™|
Olemme oikeilla jaljilla, paitsi ettd Bohr-van Leeuwen teoreeman nojalla mikédén klassinen idea
ei voi selittdd magnetismia. Téssé tapauksessa klassisesta selityksestd puuttuva pala on mag-
neettikentéssa liilkkuvien varattujen hiukkasten energian kvantittuminen.

Valitaan magneettikentéksi z-suuntainen uniforminen vakiokenttd B = (0,0, B). Vektori-
potentiaaliksi voisi valita esim. A = —ir x B = (—By, Bz,0) (symmetrinen mitta), tai
A = (—By,0,0) (Landaun mitta). My6s valinta A = (0, Bx,0) tuottaa saman tuloksen. Lan-
daun mitassa elektronin Schrodingerin yhtélo on (varaus ¢ = —e)

. b+ eA)? (px — eBy)* +p, + 3

() = PR ) DB ). (689)

Yritteelld (r) = e!P=2+P=2)/hp(y)) ratkaistavaksi jad yhtilo,

(B 3m( 2t - (27 )otw) = (- £ ot (5.5

2m 2 "m eB 2m
Téssa p, = —ih%. Merkitaan
B
wi= syklotronitaajuus (5.90)
m
Yo = 5—; oskillaattorin keskipiste , (5.91)

12. Emil (tai Heinrich) Lenz esitti lain 1834. Lenzin lain yleistys on Le Chatelier’in periaate, jonka mukaan
tasapainostaan hairitty systeemi siirtyy suuntaan, joka pyrkii vastustamaan hairiéta. Jos néin ei olisi, niin
systeemin muutos vahvistaisi hairioté ja johtaisi epdtasapainoon.

13. Lahde: Wikipedia
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jolloin ratkaistavaksi jaa vain harmonisen oskillaattorin yhtalo

(—%g—; + %me(y - yo)z)w(y) = (e - fi)so(y) : (5.92)

Tuloksena saadaan kvantittuneet energiatilat, [

.
Uniformisessa magneettikentéssé litkkuvan elektronin energia on kvantittunut
Landaun tasoille (Landau levels),

2
1
€np. = 2])—;1 + (n+ 5)7%} Landaun tasot n =0,1, ..., (5.94)

missa liikkemé&dra p, on magneettikentédn suuntaan.
|

Kuva 5.3: Ideaalisessa fermikaasussa michitetyt k-tilat tayttavit kp-séiteisen fermipallon. Mag-
neettikenttd z-suunnassa kerdd monta (k,, k,) -tason tilaa muutamiksi Landaun tasoiksi, minka
seurauksena taytetyt k-tilat muodostavat kuvassa esitettyji Landaun putkia.

Yksittdiset Landaun tasot on mahdollista erottaa toisistaan jos hiw > kg1, miké vaatii matalan
lampdtilan ja suuren magneettikentdn. Kvantti Hall ilmiossa (quantum Hall effect) ndhdéén
Hall-vastuksessa tasanteet aina Landaun tason téyttyessid. Wikipediassa on animaatio (linkki),
josta nédkee miten magneettikentdn kasvaessa Landaun tasojen véli kasvaa, ja toisaalta miten
Hall-vastuksessa on tasanne aina kun Landaun taso on tdynna.

14. Karvahattuperustelu: Klassisesti Lorentz voima ajaisi varauksia kiertdmé&én syklotroniradoilla, joissa niilla
on pyorimisméaédra L. Klassisesti L voi olla mité vain, mutta todellisuudessa se kvantittuu arvoihin L = nh.


https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Hall_effect
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hw

Kuva 5.4: Landaun tasot puhtaassa aineessa ovat tarkoissa energioissa €, , = % +(n+3)hw =

% + (n + %)%, jolloin niiden tilatiheys on joukko deltapiikkeja kuvan sinisten vaakaviivojen
energioissa. Néytteissd on kuitenkin aina epdpuhtauksia ja muita vikoja, jotka tuovat epédjér-
jestysta. Tyypillisesti pieni epédjarjestys vihentaéd degeneraatiota, eli leventad alunperin teravia
energiatasoja ymparoiviin energioihin. Kuvassa vihrelld on skemaattinen esitys tilatiheydesta

epéjarjestyksen seurauksena. Liika epéjarjestys estdd Landaun tasojen ndkymisen tuloksissa.

Pay thie? ) — p, (hie?)

L0 e
Py, (BrD units) ., (arb units) "

10

0.8

0.6

pr——
s |

f || 0.2
1
Sl P— | I

8 10 12 Dos — o 2 4 & 8 a0 12
Magnetic Field (T) Magnetic Field (T)

0.6

Energy —

Energy —
o
=

DOS — 2

Kuva 5.5: Kvantti Hall ilmio 2D elektronikaasussa. Magneettikentdn kasvattaminen siirtda Lan-
daun tasoja erilleen ja ne kulkevat fermipinnan lépi, jolloin johtavuus muuttuu.

Tarkastelemme edelleen ideaalista fermionikaasua, joten suurkanoninen partitiofunktio on ai-
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emmin johdettu yksihiukkastilojen k& partitiofunktioiden Zj tulo,

z=1[2=]] D e?omm=T]00+2e"), (5.95)
k

k nE=0,1 k

koska fermioneja voi olla vain 0 tai 1 per yksihiukkastila. Suuri potentiaali on

Q= —kpTZ = —kpT» In(1+ ze ). (5.96)
k

Seuraavaksi taytyy laskea summa yli k-tilojen, ja muistaa, etta tilat z-suunnassa ja x —y-tasossa
ovat kvantittuneet eri tavalla.
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Kvantittuminen z -suunnassa

Aaltoluvulle z-suunnassa ei ole uusia rajoituksia ja niille pétee edelleen yksiulotteinen L, -
mittaisen laatikon kvantitus, eli

2
k= L—Wz Ci=0,4+1,42 ... (5.97)

z

joten litkem&drien p, = hk, tilatiheys on QLﬂ Summa yli k,-tilojen muuttuu integraaliksi

7 / dp, . (5.98)

Kvantittuminen z — y -tasossa

Tasossa kohtisuoraan magneettikenttaé vastaan energia on kvantittunut Landaun tasoihin, tay-
sin eri tavalla kuin tilat L, x L,-kokoisessa laatikossa. Landaun tasot saadaan ratkaisemalla
yhtalo . Jos jollakin Landaun tasolla n saadaan aaltofunktioksi ¢, (y), niin sama aalto-
funktio, mutta siirtyneena eri paikkaan, saadaan pelkéstaén siirtamalla harmonisen potentiaalin
keskipistetté, joka on

px _ hk,
eB  eB '

Yo = (5.99)
Landaun tasojen degeneraatio johtuu siité, etta kaikk: potentiaalin keskipisteet, jotka mahtuvat
y-suunnassa naytteen siséén, eli yo € [0, L,], antavat ratkaisuna saman aaltofunktion ¢, (y) ja
saman energian. Landaun tasojen degeneraation voi esittdd monin tavoin,

BL,L, eB B | '
9= - G = 627;; = 27;462 = q: Landau tasojen degeneraatio , (5.100)

missé ¢ on magneettinen pituus, ¢y on vuokvantti, ja A := L, L, on néytteen pinta-ala kentt&a
kohtisuorassa tasossa. Landaun tasojen degeneraatio on makroskooppinen, koska pinta-ala A
on makroskooppinen. Summa yli k- ja ky-tilojen muuttuu summaksi

>\ eBL,L,
— . 5.101
,;; — gZ o 2 (5.101)

Kootaan tulokset:
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Summa yli tilojen z-suuntaisessa magneettikentissa

eBV
Z . - QMZ/ P: = Gorh)? Z/ dp- . (5.103)

kg ky k=

Summan ja integraalin jarjestyksen saa téssd tapauksessa vaihtaa, koska aloitimme summista
>k Yo b = >k ky > k> ja muutimme k.-summan integraaliksi.ﬁ

15. Tama4 ei liity mitenkdan kurssin asiaan, mutta on minusta melko hauska. Summan ja integraalin jarjestyksen
vaihdon ongelmiin t6rmé&a tdmén téstd héirioteoriassa. Artikkelissa How I Learned to Stop Worrying and Love

QFT annetaan seuraava esimerkki: Z(\) = [ dpe=o" 2" = = dze=" oo 0( ’\]j " Z(\) tunnetaan
analyyttisesti, ja mm. Mathematica osaa laskea integraalin; esim. Z(1/50) = 1.7478812.... Jos vaihtaa (ei saisi
vaihtaa) summan ja integroinnin jirjestyksen, saa tuloksen potenssisarjana, joka ei suppene! Silti potenssisarjan

10 ensimmaisen termin summa on Z1¢(1/50) = 1.7478818..., kuusi oikeaa desimaalial.


https://arxiv.org/abs/1201.2714
https://arxiv.org/abs/1201.2714

146 LUKU 5.

Landaun tasojen tilatiheys
Landaun tasojen energiaspektrista ((5.94)

2
_ D 1
6—2m+(n+2)hw,

saa tilatiheyden, joka télla kertaa riippuu myos magneettikentésta,

m3/2 Na —-1/2
gl B) = 0 — ) = % MZ(G— (n + %)m)

FERMIONIT

(5.104)

(5.105)

misséd summa katkaistaan ennen kuin neliGjuuri menee negatiiviseksi. Vilivaiheet on esitetty
seuraavalla sivulla, mutta jitdn ne vapaaehtoisuuden varaan. Tilatiheys on esitetty kuvassa[5.6]

— g(g,B),hw=1 54 — 9(e,B),hw=05
——vE - VE

10 0 2 4 6 8

o
N
a4
o
©

10

351 — ge.)nhw=01 — g(&,B), hw=0.01

3.01 ___ vE
3.0
2.5
2.5

2.01
2.04

151
1.5

1.0 1.01

0.54 0.51

0.01 0.0 1

T
10

Kuva 5.6: Landaun tasojen tilatiheys (3D) verrattuna vapaiden hiukkasten tilatiheyteen eri
hw = heB/m arvoilla. Magneettikentén pienentyessi ovat Landaun tasot tiiviimméssé ja tila-

tiheys ldhestyy tavallista 3D tulosta g ~ 4/e.
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Voit halutessasi sivuuttaa namaé laskut.
Sijoitetaan energiaspektri tilatiheyden lausekkeeseen,

seB) =Y s~ = S [T st by G0
’ - (2rh)? & |, 2m 2
eBV <~ [ p2 1
_ dp, (e — 22 — Nhw) 5.107
2@)2;0/0 pedle — 22— (n+ 5)h) (5.107)
missé kdytin hyviksi integrandin parillisuutta. Tehdddn muuttujanvaihto
P2
zi=g = o p, = (2ma)t? = dp, = (2m)Y 2" 2 dx (5.108)
m
jonka avulla p,-integrointi saadaan laskettua,
_ eBV 1/2 — [~ ~1/2 1
g(e, B) = W(Qm) nz_‘; ; dex™/6(e —x — (n+ i)ﬁw) (5.109)
-1/2
_ eBV(2m)Y/? S, (e —(n+ %)hw) ,jos € — (n+ 3)hw € [0, 00] (5.110)
= )
(mh) 0, muulloin
Vm3/2 na 1 —1/2
= ——— hw — —)hw A11
A g( () (5.111)

missé summa katkaistaan ennen kuin neliéjuuri menee negatiiviseksi.

Summa on helppo laskea numeerisesti, ja tilatiheys muutamilla B:n arvoilla on esitetty kuvassa[5.6
Jos kenttd on hyvin heikko, niin tilatiheys lahestyy vapaiden hiukkasten tilatiheyttd g(e) ~ /€, kuten
pitdakin.
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Suuri potentiaali

Suuri potentiaali on (ks. (5.96])),

Q= —kpTInZ = —kpT » In(1+ ze %) (5.112)
k
eBV & e P2 1
_ " —B(z54+(n+3)hw)
kBTQ(Wh)Q /O dp, nzzoln {1 + 2e7 P2 > . (5.113)

Kaytin jélleen hyvéksi integrandin parillisuutta.

Korkean lampétilan raja 7> Tk

Korkeassa limpétilassa ze 9% = e #(&=1 <« 1  joten suuren potentiaalin lausekkeessa voi
kiyttda Maclaurinin sarjaa

1 1
In(1 + x) :x—§x2+§x3— Lkuinr <1, (5.114)
joten
eBV e > p2 1
- _ —B(32+(n+3)hw)
Q= kBT2(7Th)2 /O dngln <1 + 27 PG 2 ) (5.115)
eBV o > »2 1
~ —knT dp., —Bgm+(nt3)hw) 5.116
oo [ > (5116)
eBV 1 e P2
_ ~BLhw —pLz —Bhw\"
= _kBTQ(WhPZ@ 2 /0 dp,e Pam 2 (e77) (5.117)
- %/_/
25 1—5%
eBV Tm e Pzt zeBV  |mkgT e~Bahw
= —kgl—— — = —kgT 5.118
B o(mh)2 "\ 28 1 — eohe BE5omn N oph2 1= eohe (5.118)
zeBV e Palw zVm e=Byhw
kBTQwh)\T 1— e Bhw — _kBT%mTﬁ ey (5.119)

missé Ay on terminen aallonpituus. Meita kiinnostaa magneettinen suskeptiivisuus, joten riittaa
kun selvitdmme riippuvuuden 2 = Q(B) alimpaan kertalukuun, eli alimpaan w:n potenssiin.
Merkitddn z := %ﬁhw,

e 2 (Bh)?
Bhwl — 2x1 — = 1— 5= 1— T (5.120)
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joten suuri potentiaali on

2
Q= —kBT% <1 - (BZ") + ) . (5.121)

Kerroin on helppo selvittad, lasketaan hiukkasluku tilanteessa B = 0 (w = 0),

. 8(23:0 . 8(23:0 . z2Vm
M= ( I )T,V N Zﬁ( 0z )T,V - 2mhAr (5122)
joten
2
Q= —NkgT (1 — (BZZ) + ) . (5.123)

Téstd magnetoitumaksi saadaan (w = eB/M)

o B (he\?
v () i (), 120

joten magneettinen suskeptibiliteetti on (lasken tdmén vasteena kenttdan B)

oM he\® 1
X = am = —-N <Ee> kT Landaun diamagnetismi, 7" > T . (5.125)

Diamagnetismi katoaa klassisella rajalla A — 0, kuten Bohr-van Leeuwen teoreema edellyttéa.
Tuloksena on aina diamagnetismi X < 0, koska varaus esiintyy neliossé.
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Heikon magneettikentin raja

Magneettikenttdd B pienennettiessa tulevat Landaun tasot lahemmaés toisiaan, hw = B , mut-

ta samalla niiden degeneraation pienenee, g = EBA . Tama tarkoittaa, ettd kullekin tasolle mah-
tuu vihemmén elektroneja. Matalassa lampotllassa elektronit tayttavat alimpia energiatiloja,
joten magneettikenttdd pienennettaessa elektronit joutuvat hyppaaméan ylemmaélle Landaun
tasolle. Tdmé nidkyy deHaas-van Alphen ilmioni (1930) (de Haas -van Alphen effect), eli
magneettisen suskeptibiliteetin X oskillaationa. Lev Landau julkaisi X:n oskillaatioiden teo-
rian hiukan aiemmin samana vuonna. Rudolf Peierlsin mukaan Landaulla oli teoria valmiina
ainakin jo vuonna 1929, mutta tdma lykkasi julkaisua koska halusi ensin jutella Pjotr Kapitzan
kanssa. Joka tapauksessa Landau ehti selittdd deHaas-van Alphen ilmion ennen sen kokeellista
todentamista. Suskeptibiliteetin oskillaatioiden késittely on pitkdhko tarina, enké kdy sité téassa
léapi. Tarkastellaan kuitenkin heikon magneettikentén tapaus.

Jos magneettikenttd on heikko, niin kT > "B := hw. Lasku nojaa perinteisesti Euler-

Maclaurin kaavaan, jonka Pathria ja Beale esittavat muodossa E
- 1 > 1, .
Z f(n+ 5) = dxf(z) + ﬁf (0) Euler-Maclaurin . (5.126)
n=0 0

Tamén avulla yhtalon (5.113) suuri potentiaali on

gL. N AL+t )
Q= s dpz Z In {1+ ze "'om 2 (5.127)
0 n=0
gL 1 o0 2676%(75}1‘”)
R~ —kBT {/ d:r/ deZIn (1 + ze~ ”h’”)) +—/ dpz—Q]
24 Jo 14 ze Pam
i)
(5.128)
hw [ 1
= [/ dx/ dp, In <1 + ze™P “h’“")) - 5—/ dpz—z] . (5.129)
24 Jo 2 lePam 41
Jos ensimmiéisessé termissé tekee muuttujanvaihdon s = zhw = %2 ja toisessa t = 2=, niin

tdmén saa muotoon (sijoitetaan degeneraatio g = eBL,L,/ (27rh) koska siinéi on B)

eBV BheB [2m\'/* [ t=1/2
Q= —kgT d d In (1 B+ ) _ - dt—— | .
B2 on2p2 {heB / S/ bz Z N ( e ) 48m < o4 ) /0 z7let +1

(5.130)

16. Hauska sattuma, ettd Euler keksi kaavan halutessaan summata hitaasti suppenevia sarjoja, kun taas Maclau-
rin keksi sen halutessaan laskea integraaleja.



5.1. IDEAALINEN FERMIONIKAASU SUURKANONISESSA JOUKOSSA 151

Ensimméisesté termisté B katoaa, joten se on Qp—g. Toisen termin integraali on I'(3) f1/2(2) =

VT f12(2), joten

0= Qpot L (2m 1/2\/'f (2) B (5.131)
PO T o has8m \ B e ’ '

mistd saadaan magnetoituma ja magneettinen suskeptibiliteetti,

o9 Vot [2m)\'?
9B~ mhdsm (7) Vrfia(e) B (5:182)

oM 1 e [/2m\ Y2
X =98 = “whism (7) Vahia(e) (5-133)

Kayttamalla Bohrin magnetonia (elektronin varaus ja massa)

h
fp = 26_ ~9,2740100783 x 10724 J/T , (5.134)
m

saa tuloksen muotoon

91/2,2
X = _487T3/2m1/2hﬁl/2 f1/2<2) (5135)
/232N 12, . )
- <127T3/2h3) 5172 fi2(2) heikon kentén tapaus . (5.136)

Vaikutus on diamagneettinen riippumatta varauksen merkista.
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Pauli paramagnetismi

Tarkastellaan edelleen ideaalisia ei-relativistia elektroneja magneettikentéssa, téalla kertaa vain
spinin ja magneettikentén vuorovaikutuksen synnyttaméaéd paramagnetismia. Magneettikentté
jakaa elektronit kahteen ryhméén: spin kvantittuu siten, etté se on joko B:n suuntaan (ylos)
tai sitd vastaan (alas). Elektronin magneettinen momentti p,. on itseisarvoltaan hyvin lahelld
Bohrin magnetonia pp (yhtilo , historiallisesti tdmé on puhdas sattuma), joten yksihiuk-
kastilojen energiat ovat

2

p
= — B 5.137

missé ylempi merkki on spineille kentén suuntaan (alempi energia) ja alempi spineille kenttéa
vastaan (korkeampi energia). Aérellisen ldmpétilan tapausta kisitellidn myohemmin lisétie-
doissa, mutta tapauksen 7" = 0 magnetoituman saa helposti laskettua.

Magnetoituma lampdotilassa 7' = 0
Jos B = 0, niin elektronit téyttévit fermipallon, jolle pétee

N\Y? h2k2
kp = (3w2$;> , €p = —% (5.138)

2m

Kadntéen, elektronien lukuméara on

V 3 V(2m)3/2 3/2
Spin-ylos ja spin-alas elektroneja kumpiakin N/2 kappaletta,
1 V(2m)?/?
N =N = Ly 2 Y@ B=0. (5.140)

2 6m2h3
Magneettikentdssa spin-ylos elektroneja on N, kappaletta ja spin-alas elektroneja N_ kappa-
letta, edellisid on enemmén. Magneettikentéssa spin-ylos elektronien energiat siirtyvéit alaspéin
méadrin pupgB, ja spin-alas elektronien energiat siirtyvat ylospédin méaaran ugB, joten myos fer-
mienergiat siirtyvit vastaavasti, ja voimme péatella, ettéa

V/(2m)3/?
N, = %(EF + upB)*?  spin ylos, kentén suuntaan (5.141)
T
V (2m)3/?
N_= %(EF — upB)*?  spin alas, kenttid vastaan . (5.142)
s
Tésta seuraa magnetoituma (yksityiskohdat demoissa)
3l
M = pug(Ny — N_) ~ §N—B , (5.143)
€r

missd B:n kerroin on Paulin paramagneettinen suskeptibiliteetti.
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Liséitietoa: Airellisen ldimpd&tilan paramagnetismi

Adrellisen lampétilan paramagnetismi on my6s kohtuullisen helppo laskea. Jos vapaan elektronin energiatilat ovat e;, niin elekt-
ronilla magneettikentéssd on joko energia €; — up B (spin kentén suuntaan) tai €; + ppB (spin kenttdd vastaan). Suurkanoninen
partitiofunktio on

z=1] I1I [1+ze*3<ff*5i“53>} , (5.144)
i s;==+1
ja tastd saadaan suuri potentiaali
Q= —kpThZ=—kpT> S [1 4 ze_’g(ei_si”‘BB)] (5.145)
i s;==%1
— —knT 14 ze=BleimupB)| 4 |1 4 ze—BleitnpB) (5.146)
(i )+ )
= —kBTZ ([1 + (zeP1B B)efﬁei] + [1 + (zeiﬁ“BB)efﬁei]) . (5.147)

Tapauksessa B = 0 laskimme aiemmin summan

Qp=o = —kpT D [1 + ze*BEi] = fs2(2) s (5.148)

k3

joten saamme B:n vaikutuksen mukaan muuttamalla hiukan fugasiteettia z,

VkpT 8L _
0= [£5/2 (272 5) 4 f5 p(ze=Pm )] (5.149)
Loppu on suoraviivaista derivointia,
o0N
N=— (7) (5.150)
on/rv,B
o0
M=— (—) , (5.151)
OB )1y,

joista voi laskea vaikkapa X':n korkeassa lampdétilassa heikon magneettikentan tapauksessa.
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5.1.5 Valkoiset kadpiotahdet: kylma relativistinen elektronikaasu

g
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Kuva 5.7: Tiheyden ja lampdtilan kasvaessa syntyy téhti, jossa vety fuusioituu raskaammiksi
alkuaineiksi. Olosuhteista riippuen palaminen saattaa loppua helium-ytimiin. Suurimmillakin
tahdills fuusiopalamisen ketju péittyy rautaan 5°Fe, koska sen ja sitd suurempien ydinten
fuusio ei tuota energiaa vaan kuluttaa sitd. Vedyn palaminen kestdd miljardeja vuosia, mutta
palamisketjun lopussa rautaan paadytaan tunneissa.

Jos tahti ei alunperin ole kovin massiivinen, niin vetypolttoaineen loputtua osa tdhden aineesta
levidd kauas planetaariseksi pilveksi (planetary nebula), ja téhden ydinosasta jaa jéljelle n.
10* — 10° km siiteinen valkoinen kiapio (white dwarf). Valkoinen kiépio on 10 kertaluokkaa
himmeampi kuin pédsarjan tahti ja koostuu taydellisesti ionisoituneesta heliumista. Kuuluisin
valkoinen ka#apictdhti on Sirius B, jonka massa on M =~ 1,05 Mg, side R ~ 0,0084 R,
joten tdhden keskitiheys on n. 2,5 x 10°kg/m3. Liampétila on n. 1 x 107 K, mikd vastaa n.
1 x 10%eV; tdméi on paljon suurempi kuin heliumin ionisaatioenergia, joten voimme hyvin
olettaa aineen olevan He ioneja ja vapaita elektroneja. Elektronikaasu on degeneroitunut,
T < Tp. Elektronitiheys on hyvin suuri, samoin elektronien aiheuttama degeneraatiopaine,
joka estéd tdhted luhistumasta gravitaation vuoksi. Elektronien ferminopeus on relativistinen
ja tdhden massa on ldhes kokonaan ionien massaa. Massa tulee ioneista, degeneraatiopaine
elektroneista.
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Suurin tdhden massa, jonka degeneraatiopaine voi estéa luhistumasta, on ns. Chandrasekha-
rin massa. Jos téhti on vield massiivisempi, se luhistuu edelleen joko neutronitdhdeksi (elekt-
ronit ja protonit puristuvat yhteen neutroneiksi) tai mustaksi aukoksi, jos massa ylittd4 ns.
Tolman—Oppenheimer—Volkoff massan.

Elektronien energiaspektri on

2 . . .
¢ — \/W _ e ER ei relat1v1§t1'ne‘n raja | (5.152)
cp , UR ultrarelativistinen raja

misséd p on elektronien liikemé&éra ja elektronien lepomassa on m,.
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Degeneroitunut elektronikaasu

Homogeenisen elektronikaasun paineen ja tilayhtalon saa suuresta potentiaalista

P = Yol e < S [yl et sy
_ kf;/ dpp? In[l1 + e—Br—] (5.154)
_ k]j;; { L[t 4 ¢ Btorm) :O_é P g flp] (5.155)
- 3W2h3 /0 dpp3<np>cfl€p . (5.156)

Dispersiorelaatiosta ei vield oletettu mitaéan, tulos on siltd osin yleispateva.

Nyt 7' < T, joten tilojen miehitys on likimain askelfunktio, (n,) ~ 6(pr — p),

1 PFr de 02 PF p4
= —— dpp® =2 = dp——— . 5.157
37T2h3/0 pp’ dp 7T2h3/0 P /—p202+m§c4 ( )
Degeneroituneen elektronikaasun paine
¢
5.160
3W,/ o (5.160)
missé otettiin kayttoon dimensioton liikemé&ara g,
gi= 2, qri= o2 (5.161)
MeC MeC

Dimensioton litkemé&éra g vastaa elektronien Compton-aallonpituuden A\, = 27h/(m.c) kiytta-
misté pituuden yksikkona. Tarkastellaan yhtéalon (5.160|) kahta rajatapausta,

m4c5 % ER
T 3m2h3 %-UR

(5.162)

Jos keskiméiridinen molekyylipaino elektronia kohti on p. (=~ 2, *He:n molekyylipaino on 4),
niin elektronien lukumésritiheys onl’|

N, P
e = R , 5.163
ne= (5.163)

HeMp

17. Toneja on N, = pV/mg, missid a-hiukkasen (2 protonia ja 2 neutronia) massa on m
elektronia kohti on molekyylipaino pe, joten elektronien lukuméiiratiheys on ne = N./V

2(pV/(ne2myp)) [V = p/(pemyp).

o ~ 4m,. Kutakin
= Nof(neV) =
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missé m, on protonin massa. Fermipinnalla ¢ on (poimitaan kp kaavasta (5.28]))

hkp  A(372n )Y B [ 3x2 \'?
gr = 2E DA _ (3r7ne) ™ _ (”) /3 (5.164)
MeC  MeC mec MeC \ LheMyp
joten
_ Hemy (Mec\E 5
p= W< - ) ¢ := Bl . (5.165)
Paine on ER ja UR tapauksissa ns. polytrooppista muotoa
45 |1(_n 5[ a2 5/3 5/3 ER 1(372)2/3 h2 5/3 ER
_m.C 5 \ mec HeMp y P _ {5< ﬂ-) me(,uemp)5/3p _Kp1+1/n
T 9.253 4 2\ 43 )1 2\1/3__ ke 4/3 - )
372h i(&) <f;njp> p*3 UR 13t UR
(5.166)

Saimme selville kaksi paineen a#ripadn kayttaytymistd, polytrooppisilla indekseillda n = 1,5
(ER) ja n = 3 (UR). Degeneroituneen elektronikaasun paine on nyt selvitetty ja statistinen
fysiikka on tehnyt osuutensa. Seuraavaksi mukaan otetaan gravitaatio.

Tahden tasapaino ja Chandrasekharin massa

Lasketaan Chandrasekharin massa degeneroituneelle elektronikaasulle Newtonin gravitaatiossa.
Laatikon sijasta elektronikaasua pitda nyt koossa kaasun oma gravitaatio. Kaasun tiheys riippuu
etdisyydesta tdhden ytimestd, p = p(r). Johdetaan ensin tasapainoehto differentiaaliyhtéalona,
joka sitten ratkaistaan polytrooppisella paineriippuvuudella P = Kp'*'/™. Lopuksi ratkaistaan
tasapainoehto numeerisesti kiiyttaen tarkempaa paineriippuvuutta yhtéalosta . H

Séteen r sisdlla on tdhden massaa mééarda M (r). Taméa massa synnyttid gravitaatiovoiman, joka
vetdd sdteen r padssi olevaa kaasukerrosta, jonka massa on m(r), sisdédnpéin voimalla

~ GM(r)m(r) |

F, = = (5.167)
Etaisyydella r olevaan dr-paksuisen kaasukerroksen massa on
d(m(r)) = 4nr’p(r)dr (5.168)
joten kerrosta vetdd sisdanpain voima
GM
dF, = — 2<r)d(m(r)) = —GM(r)drp(r)dr . (5.169)
r

18. Tasapainoehdosta puuttuu vield mm. elektrostaattinen korjaus.
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Gravitaatiovoimaa dF, vastustaa elektronikaasun paine dP, joka kohdistuu pinta-alaan 47r?.
Téhden tasapainoehto on

dP GM
Arr?dP = dF, = —GM((r)4rp(r)dr = o= T2<T)p(r) : (5.170)
Tasapaino:

4nr?dP = dF,
—>

dm

S —

dr

Séteen r sisélld oleva massa M (r) saadaan integroimalla tiheydesté,

" " dM
M(r) = / drp(z) = 47r/ dxa’p(r) = % = 4nr?p(r) , (5.171)
0 0
ja tdhden tasapainoehto on
1d r? dP
Amr? = [ —— 172
T p(r) G dr <p(r) dr) ’ (5.172)

jonka saa siistiin muotoon

X (%%) _ e (ﬁ%) — 4xGo(r) . (5.173)

Tamé& on Poissonin yhtélo aineelle omassa gravitaatiokentésséén (itsegravitoiva aine). Ratkai-
suun tarvitaan dP/dr ja p(r). Edellinen on elektronikaasun paineen derivaatta, jalkimméinen
massatiheys, joka puolestaan koostuu ldhes kokonaan ionien massasta.

Polytrooppinen tapaus P o p'*/™
Maéaritelladn dimensioton 6,

p(r) = pb(r)" , (5.174)

missé tiheys tdhden ytimessd on py = p(r = 0), ja §(r = 0) = 1. Paineen oletetaan olevan
muotoa P = Kp't1/" missi K on vakio, joten derivaatta on

apP L\ ymdp _ o 1am n 0
o= K (1 + n) P = Kpy," " (14+n)d T (5.175)
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ja tasapainoehto on

1 d [(r? 14+1/n do
b (po Kps ™" (14 n) dr) 7Gpo ( )
1d [ ,do ArGpy " L

el ) =" _pgn.— _472%9" . 5.177
r2dr (T d’r’) K(1+n) “ ( )

Vasemman puolen dimensio on [1/7?], joten kannattaa méiritelld dimensioton etiisyys &,
r=af, (5.178)

jolloin saadaan taysin dimensioton tasapainoehto,

éd% (g?%(;)) — ()" Lane-Emden yhtal . (5.179)

Ratkaisu 6(§) riippuu vain polytrooppisesta indeksisté n.

Jos tdhden paine on polytrooppista muotoa P o< p'*'/" niin sen tiheysjakauma

p(r) = pob(ad)" (5.181)

saadaan universaalista funktiosta 6, joka on Lane-Emden yhtalon (5.179) ratkaisu, ja kaikki
riippuu vain kolmesta luvusta:

° polytrooppinen indeksi n
o tiheyden mittakaava pg (tiheys tahden keskustassa)
. etaisyyden mittakaava a

“Polytrooppinen valkoinen kia&pio” on siis rakenteeltaan varsin yksinkertainen.

Ratkaistaan Lane-Emden yhtélo (5.179)) rajoilla ER ja UR.
Jos tdhden séde on R, on sen massa (sijoita #(£)™ Lane-Emden yht&losté)

R R
M :/ dramr®p(r) = 47ra3p0/ dee?o()” (5.182)
0 0
R
= —47ra3,00/0 dfdi; (523—2) = —471'@3,0051223—2 o’ (5.183)

jossa vakiot &g ja df/dE|¢,, saadaan numeerisesti (Python koodi lane_emden. py):
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1.0 A . — n=15
n=3
0.8 A
0.6
0.4 4
0.2
0.0 T
0 1 2 3 4 5 6 7
3
de
ER :n =150 £p = 3.654 E—| =-2714 (5.184)
dg ér
do
UR : n = 3.00 £r = 6.897 g;d—g = —2.018 . (5.185)
&R

Sijoittamalla vakiot saadaan ER tapauksessa (Python koodi polytr.py)

1/6 5/6
Be1115x 10 () () (5.186)
’ 1 x 109 kg/m? Le

1/2 5/2 -3 5
£o 2 R 2
M =04871 M, [ —FP0 2\ [V _
0487 ° (1 x 109 kg/mg) (ﬂe) 0075 Mo (1 x 101 km) (Me)

(5.187)

Tuloksen mukaan M ~ R~3, eli se ennustaa, ettd massan kasvaessa valkoisten kidpiciden pitdisi
olla yh& pienempié ja pienempid. On selvé, ettd jossain tulee raja vastaan ja ei-relativistinen
késittely lakkaa toimimasta.

UR tapauksessa puolestaan
- 1/6 7 o\ 5/6
R=1115x10"km [ —————— — 5.188
SR (1 x 109kg/m3> (u) (5.185)

9 2
M = 1,435 M, (—) . (5.189)

e
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UR-tdhden massa ei riipu lainkaan tdhden séteesté ja se on samalla suurin mahdollinen massa.
Ionisaatioaste on varsin tarkasti u. = 2, joten saamme kuuluisan tuloksen:

Chandrasekharin massa®|
Suurin mahdollinen massa téhdelle, jota pitdd tasapainossa degeneroituneen elektronikaasun
paine, on

M =1435 M, , (5.191)
missd M on Auringon massa.

Yksityiskohdat riippuvat tdhden sisdosien materiasta ja massasta. Luultavasti alle 8M. -
massaisten tiahtien ydin on massaltaan alle Chandrasekharin massan. Auringon arvellaan jat-
tavin jalkeensd vain n. 0,8 M, massaisen valkoisen kaapion.

Ratkaisu kiyttien tarkempaa painekiyraa

Paineen derivaatta on helpointa lukea suoraan integraalista ((5.160)),

4

AP mid® gy dgp | dqp

— = A 5.192
dr  3m2h3 /g + 1 dr V& +1 dr ( )
(5.193)
Poissonin yhtélo on
1d (r*dP CAld [, g dgp
e (il R = 47GBg’ 5.194
r2dr < p dr ) Br2dr ( V@ + 1dr TSy ( )

NG ArGB?
rrl) g (5.195)
r2d7’ A

ja merkitsemalld yp := 1/q% + 1 saadaan
1d (e __nGB
r2dr dr A

Yht#lén vasemman puolen dimensio on [1/r?], joten kannattaa mééritelld dimensioton etisyys
¢ asettamalla

(V2 —1)%2 . (5.196)

A 1/2
_ (47TGB2> 3 (5.197)

20. Subrahmanyan Chandrasekhar, “The Maximum Mass of Ideal White Dwarfs”. Astrophysical Journal. 74:
81-82. (1931). Nobelin palkinto 1983, “for his theoretical studies of the physical processes of importance to the
structure and evolution of the stars”.




162 LUKU 5. FERMIONIT

jolloin yht&lo on

li 2d7F(£) _ 2 1)3/2
2 de <5 i ) (yr(6)" = 1)~ (5.198)

Saatu yhtédlo on melkein Lane-Emden yhtils, rajatapaukset ovat

1 d dq 47 GB?

2 (TZQFdf) =77 g7 (ER) (5.199)
1 d dq 47GB?
S (rzdf) =——1 ¢ (UR) (5.200)

Differentiaaliyhtalo on 2. kertalukua, joten ratkaisuun tarvitaan kaksi alkuehtoa,

p(r =0):= pg tiheys tédhden ytimessa (5.201)
d
d—'o =0 tiheyden derivaatta tdhden ytimessd (miksi 07) , (5.202)
r r=0

joten yg(r)m alkuehdoiksi tulee

dvyr

3 2 2/3

\/1 + il po) (5.203)
HeTTlp

0.

dr

(5.204)

r=0

Ratkaisu on helppo 16ytd& numeerisesti. Kun vz (r) on saatu, niin tiheys on (ks. ((5.165))
p(r) = Bar(r)® = B(yp(r)® = 1)*2. (5.205)
ja tdhden massa saadaan integroimalla tiheys,
R
M = 47 / drr?p(r) (5.206)
0

missé tdhden sdde R on etéisyys, jolla p = 0; samassa kohdassa my6s paine P = 0.
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Kuva 5.8: (a) Tiheysjakauma ja (b) massakertymé tahdelle, jonka keskustiheys on pg = 1 x
10%kg/m3. (c) ja (d) Tarkka ratkaisu (sininen kéyrd) verrattuna ER ja UR ratkaisuihin. Vaikka
valkoisen kadpion keskustiheyttd kuinka kasvattaisi, ei tdhden massa ylitd Chandrasekharin
rajaa.
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6 Kuljetusteoria

Tahan saakka olemme tarkastelleet tasapainosysteemeja, nyt tarkastelu laajennetaan epatasa-
painosysteemeihin. Haluamme tutkia muutoksia ajan funktiona ja laskea aineen ja energian
virtaukseen liittyvid aineen ominaisuuksia, kuten viskositeettia, diffuusiota ja séhkon- ja lam-
monjohtavuutta.

Mikroskooppinen malli on kuljetusteoria (transport theory), hieman karkeamman mittakaavan
kuljetusilmititd kuvaa hydrodynamiikka. Kuljetusteoria kuvaa, miten systeemi siirtyy kohti
tasapainoa, tai mitd systeemissé tapahtuu, jos muutosta pidetédén ylla ulkoisella vaikutuksella.

Boltzmannin kuljetusteoria on semiklassinen teoria; perusteluun tarvitaan ripaus kvantti-
mekaniikkaa, mutta itse késittely on klassista.

Esim. kiintedn aineen elektroneille otetaan efektiivinen massa, jonka syy on kiteen periodisuus ja
siitd johtuva elektronien aaltofunktion periodisuus. Kidevérahtelyt kvantitetaan fononeiksi, usein
niita kasitelladn jopa aivan kuin ne olisivat termodynaamisessa tasapainossa.

Semiklassisen teorian soveltuvuutta rajoittavat mm. seuraavat tekijét:

° Ulkoisen potentiaalin muutosten mittakaavan pitdd olla suuri verrattuna yksikkékopin ko-
koon tms. sisdiseen mittakaavaan.

° Puolijohteissa sdhkokentta ei saa olla niin voimakas, ettd tapahtuu Zener-ilmio, jossa elekt-
ronit tunneloituvat valenssivyolta johtavuusvydlle.

) Magneettikentta ei saa olla lilan suuri.

Kvanttikuljetusteoriaa (quantum transport theory) ei kisitella tdlld kurssilla. Sitd tarvitaan eri-
tyisesti mesoskooppisissa systeemeissé selittdméin mm. kvantti-Hall ilmi6, universaali johtavuuden
fluktuaatio (UCF Universal Conductance Fluctuation) ja lokalisaatio.

Semiklassinen kuljetusteoria on yleenséa riittdvan tarkkaa, jos

V3 onh? \ /2
v _ 1
(N) > Ar (mk:BT) ! (6.1)

eli jos hiukkasten keskimédrainen etdisyys on paljon suurempi kuin niiden terminen aallonpi-
tuus. Tamaé takaa sen, ettd hiukkasten aaltopakettien joutuminen pééallekkdin on harvinaista,

165



166 LUKU 6. KULJETUSTEORIA

jolloin kvanttikorjaukset ovat luultavasti pienid. Varovaisuus on silti paikallaan; kuten kuuman
harvan fermionikaasun tapauksessa nidhdain, on em. ehto voimassa, silti Paulin kieltosdén-
nostéd tulee kvanttikorjaus mm. sisdenergiaan ja paineeseen. Fermioneja on siis syyté kéasitelld
erikseen.

Monet kuljetusilmict ovat pohjimmiltaan satunnaisprosesseja eli stokastisia prosesseja. Hiukkas-
ten lampoliike on satunnaista Brownin liiketta (Brownian motion), jota kisitelldén erikseen
luvussa [T

Maaritellaan kaksi tavanomaista tilannetta:

Tasapainotila
Termodynaaminen tasapaino, makroskooppiset suureet eivét riipu ajasta;
suureelle f pétee df /dt = 0.

Muuttumaton eli stationaarinen eli steady-state-tila

(Stationary state, steady state)

Makroskooppiset suureet eivat riipu eksplisiittisesti ajasta;

suureelle f pétee df /0t = 0.

“Tilanteessa ei tapahdu muutoksia; jokin liikkkuu, mutta muuttumattomalla tavalla”.

Derivointien % ja % ero nikyy ehkd selvimmin, kun kirjoittaa ne raja-arvoina. Otetaan esimerkiksi
1-ulotteinen liike, missé kappaleen paikka z riippuu ajasta, samoin liikema#ra p. Silloin klassisen
faasiavaruuden funktion f(¢,z,p) derivaatat ovat

ﬁ = 1 f(t+ At,$(t+At>,p(t+At>) B f(tvx(t)vp(t))

dt  Atso At ’ (6:2)
ja
of . ft+ At,x(t), p(t) — f(t,x(t), p(t))
o = A, Al - (6:3)

Esimerkki: Kuparitangon toinen pda asetetaan termiseen kontaktiin kuuman lampovaraston kanssa,
ja muut pinnat asetetaan termiseen kontaktiin kylmén lampovaraston kanssa. Lyhyesti, aletaan kuu-
mentaa kuparitankoa toisesta padstd. Alussa tangon kuumennettavan paan lampdétila nousee, sitten
lampoa alkaa johtua tangossa ja sité siirtyy pois tangosta muilta pinnoilta. Téma on siirtymaéavaihe
(transient), jossa kuparitangon ldmpdotilajakauma on T' = T'(r,t). Hetken kuluttua ldmpotilajakau-
ma saavuttaa muuttumattoman tilan T = T'(r), jossa lampo6a siirtyy koko ajan, mutta lAmpdtila
tangon eri osissa on muuttumaton, ja 97/0t = 0.



6.1. KULJETUSTEORIAN FENOMENOLOGIAA 167

6.1 Kuljetusteorian fenomenologiaa

Tarkastellaan pistemaéisia hiukkasia, jotka tormailevit ja sen seurauksena siroavat. Kaytan va-
lilla alaindeksia "coll"(collision).

Keskimé#iridinen vapaa matka ¢ (usein kiytetdin myos merkintda \) (mean free path)
matka, jonka hiukkanen keskiméarin liikkuu térmaéysten valissa.

Jo pelkkd ajatus torméyksestd on klassinen; keskiméa#rdinen vapaa matkan otti kiyttoon
Clausius, ennen Maxwellié ja Boltzmannin kineettista kaasuteoriaa. Semiklassisessa késittelysséa
hiukkasten aaltopaketit ovat hyvin lokalisoituneita, ja ajatus torméyksesta ja keskimaaraisesta
vapaasta matkasta ovat vield hyodyllisié.

Tormaystodennikoisyys ja Poissonin jakauma

Oletetaan, ettd torméyksid tapahtuu satunnaisesti, jolloin keskiméérin tapahtuu 1/¢ térméysta
pituusyksikossa; tdméa on torméystiheys, eli “torméysta per metri”. Tarkastellaan infinitesimaa-
lista matkaa dr. Matkalla dr on keskiméaérin dr/¢ torméysté, ja todennékoisyys, ettd matkalla
dr on tormaéys, on

P(torméys matkalla dr) = % . (6.4)

Tama pitaéd paikkansa vain infinitesimaaliselle matkalle dr, juuri siksi tarkastelemmekin juuri
sitd. Koska matkalla dr varmasti joko tapahtuu tai ei tapahdu tormaystéa, on

P(torméys matkalla dr) + P(ei torméysta matkalla dr) = 1 (6.5)
d
= P(ei torméystd matkalla dr) =1 — 77” . (6.6)

Lyhennetddn merkint6ja, ja merkitdan

d
Py(dr) := P(el torméystd matkalla dr) =1 — % . (6.7)

Seuraavaksi haluamme selvittaé todenndkoisyyden FPy(r), ts. todennékéisyyden sille, ettei mie-
livaltaisella matkalla r tapahdu tormaysta.

Lasketaan todennékoisyys, ettei matkalla r» + dr ole tapahtunut térméaysta, kun dr < r on in-
finitesimaalinen. Se, ettei matkalla r + dr ole torméystéa, tarkoittaa sité, ettei matkalla r ole
tormaysta eikd matkalla dr ole tormaysta. Koska torméykset ovat satunnaisia, ovat todenné-
koisyydet riippumattomia, toisin sanoen Py(r) ja Py(dr) ovat todennikdisyyksid tapahtumille,
jotta eivit vaikuta toisiinsa. Riippumattomille tapahtumille A ja B pétee

P(A ja B) = P(A)P(B) . (6.8)
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Siksi
Po(r +dr) = Py(r)Py(dr) = Py(r) <1 — %) (6.9)
o Py(r + dr) — Py(r) _ dPy(r) _ lPo(r) | (6.10)

dr dr
derivaatan méaaritelman mukaan.

Differentiaaliyhtlon ratkaisu on Py(r) = Ce™"/*. Matkalla 7 = 0 ei takuulla tapahdu térméysti,
joten Py(0) = 1, ja todennékoisyys ettei matkalla r tapahdu térméysté on siten

Py(r) =% Poissonin jakauma . (6.11)

Nyt on hyvéa tarkistaa, ettd tulos on yhtépitdvé alussa pédatellyn tuloksen Py(dr) =1 — dr/¢ kanssa.
Koskae™ =1—2 + %xz —..kuinz <1, on

Poldr) =e % =1—

dr
= (6.12)

Todennékdisyys, ettd hiukkanen torméa ensimmaéisen kerran valilla [r, r+dr| on todennékéisyys,
ettei matkalla  tormété jo matkalla dr tormataéan, eli Py(r)dr/f), joten keskiméérdinen vapaa
matka on

(r) :/ TPO(T)@ :/ arlel— [—re”70]F —I—/ dre 7 =1, (6.13)
0 t 0 t 0

ja kiyttdmamme nimitys osui oikeaan.
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¢
AN by

. —

Harvassa homogeenisessa kaasussa hiukkanen liikerata on siksakviiva, jossa torméaysvélit ovat
joukko {¢y, 05, 03, ...}. Keskimddrdinen vapaa matka on ndiden keskiarvo,

1 n
(=1lim =) (. (6.14)
=1

n—o00 N, 4

Tormaysaika on keskimédrdinen torméysten vélinen aika, eli keskimaédrdinen vapaa aika,

1
Teoll ZJLIQOEX;TZ ; (6.15)
josta saadaan tormaystaajuus
foon = — (6.16)
coll — — - .
Teoll

Vaikutusala (cross section) o kuvaa torméilevien hiukkasten vuorovaikutuksen todenn#koi-
syytti. Esim. d-siteisten kovien pallojen torméyksissi o = wd>.

Molekyylien vapaa matka kaasuissa

Oletetaan, ettd kaasumolekyylit ovat kovia palloja, joiden halkaisija on d. Vaikutusala on pallon
poikkipinta-ala, o = wd?. Molekyyli torméé kaikkiin sellaisiin molekyyleihin, joiden keskipiste
on enintdin etéisyydellda d molekyylin keskipisteen radasta. Jos molekyyli liikkuu mutkittelevaa
rataa ajan ¢ vauhdilla (v), niin se kulkee matkan (v)t.

A) Liikkumattomat kohdemolekyylit

Unohdetaan aluksi molekyylien suhteellinen liike, ja oletetaan molekyylin tormailevin paikal-
laan oleviin molekyyleihin. Ajassa t molekyyli torméé niihin molekyyleihin, joiden keskipiste on
sylinterissi, jonka pituus on (v)t ja sdde d. Jos molekyylien lukuméératiheys on n, niin sylinte-
rissé on keskimadrin nViginter = n(v)tmd® = n(v)to molekyylid. Matkalla (v)¢ on keskimé&érin
n(v)to torméysta, joten kovien pallojen keskimééridinen vapaa matka on

(v)t 1 1
~ —_ — = . .1
. n{v)to  no  nrd? (6.17)
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B) Korjataan arviota ottamalla huomioon, etté todellisuudessa myos kohdemolekyylit liikkuvat.
Molekyylien nopeusjakauma kaasussa on Maxwell-Boltzmann jakauma (ks. kurssin A-osa),

f(v) = (mﬁ) e~ (6.18)

2

joten molekyylien 1 ja 2 suhteellisen vauhdin odotusarvo on

3
m 1oy2 1002
([Veunt|) = <2—f) /dVldVQ (Vi — vq)2e Pamip=famus (6.19)

silla molekyylien nopeudet ovat toisistaan riippumattomat. Tulos on

([Veunt]) = V2(v) molekyylien suht. vauhdin odotusarvo . (6.20)

Tehdéén integraalissa (6.19) muuttujanvaihdot, v = vi — va ja u = (v + v2)/2, jolloin v? + v3 =
2u? + %1)2, ja dvidve = dvdu,

vl = (22) [

( )3 / doe=Bime” / dune P (6.22)

_ @f) (4m)? <4> daae m( ! )3/2 [ daae (6.23)
R A

=V2(v) . (6.25)

2

dvdu e At =Bimy (6.21)

Samaan tulokseen johtaa my0s seuraavanlainen paiatelmé. Jos kaikki molekyylit liikkuvat nopeudella
(v), niin samaan suuntaan menevien suhteellinen nopeus on vsyp = (v) — (v) = 0 kulmalla § = 0,
ja vastakkain tulevien wvgyne = (v) + (v) = 2(v) kulmalla § = 7. Odotusarvo saadaan siis jossain
valilla # = 0 ja @ = 7, ja koska kulma on satunnainen, niin § = 7/2 on hyvé arvaus: kohtisuoraan
tormédvien suhteellinen nopeus on (v)[(1,0) 4+ (0,1)] = (v)|(1,1)| = V2(v).

Koska suhteellinen nopeus on suurempi kuin nopeuden odotusarvo, tapahtuu térméayksid enem-
mén kuin A)-kohdassa arvioitiin. Molekyylin taittaessa matkaa keskiméérin vauhdilla (v) tulee
vastaan molekyylejd keskimédrin vauhdilla v/2(v), joten matkalla (v)t tapahtuu torméiyksii
keskimédrin nv/2(v)trd? = nv/2(v)to, ja

oyt 1.1

t= nﬂ(v)ta V2o 2nmd?

(6.26)



6.1. KULJETUSTEORIAN FENOMENOLOGIAA 171

Kovien pallojen muodostamassa kaasussa termodynaamisessa tasapainossa keskimaérainen va-
paa matka on

1 1

,g f— p—
V2no  V2nwd?

kovia palloja . (6.27)

Harva kaasu kiyttaytyy kuten ideaalikaasu, ja silloin molekyylitiheys on

_N_ P (6.28)
Y T kT '

joten d-sdteisten pallojen keskimé&drdinen vapaa matka on

_ kgT/P
Vord?

¢ (6.29)
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Jatkuvuusyhtilo
i isag . virta ulos
Jos hiukkasmééra sdilyy, niin tilavuuteen V' virran j(r,t) virta sisaan | E?ﬁy;) —t
tuoman ja vieman ainemaaran erotus on lukumaégrétihey- ’ S
den n(r,t) muutos tilavuudessa.
(r.1) Voo

Jos tilavuuden pinta on 9V ja sitd vastaan kohtisuora yksikkénormaali §, niin hiukkasmaaran
sdilyminen johtaa yhtaloon

%/vd% n(r,t) = _/av ds - j(r,t) . (6.30)

Toisaalta divergenssiteoreeman mukaan

/avdé-j(r,t):/vdrv-j(r,t), (6.31)

joten hiukkasmaéara sailyy tilavuudessa V', joss

/Vd?’r {%?t) +V -j(r,t)] =0. (6.32)

Yhtalon pitda olla voimassa mielivaltaisessa tilavuudessa, joten hiukkasmé#ran sailymisen voi
kirjoittaa differentiaalimuotoon,

on(r,t)
ot

+V.jr,t)=0 jatkuvuusyhtalo . (6.33)

Jatkuvuusyhtalo on ehto sille, ettei ainetta synny eikd havia.

Diffuusio

Tiheyserot pyrkivit tasoittumaan; virta vie hiukkasia sinne, missa tiheys on pienin.

Pohjimmiltaan diffuusion aiheuttaa pyrkimys maksimoida entropia. Laatikon vasemmal-
le puolelle ahdettu ideaalikaasu tayttda viliseindn poistamisen jélkeen koko laatikon ta-
saisesti, koska silloin entropia on maksimissa. Reaalikaasu kayttaytyy samalla tavalla.
Kuljetusteorian tehtédvd on mallintaa, miten tiheyden tasoittuminen tapahtuu, eli mi-
ten kaasu liikkuu pééastikseen matalan entropian tilasta suuremman entropian tilaan.
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Yksinkertaisin malli rakentuu otsikossa luetelluille ideoille:

1. “missé tiheys on pienin”: paikallinen tiheysero, eli tiheyden gradientti Vn(r,t).

2. “virta vie”: virtavektori j(r,t)

3. “tiheyserot pyrkivét tasoittumaan™ j(r,¢):n suunta on —Vn(r,t):n suunta

4. mité isompi gradientti, sitd suurempi virta; ei tiheyseroa, ei virtaa: |j(r,t)| o< [Vn(r,t)]
5. eri aineissa pyrkimyksen voimakkuus vaihtelee: ainetta kuvaava parametri D.

Vuonna 1855 fysiologi Adolf Fick péaatyi empiiriseen riippuvuuteen,

j(r,t) = —=DVn(r,t) Fickin laki , (6.34)

missd D on diffuusiovakio. Esitetty tiheyden ja virran vélinen riippuvuus on nimestééan huo-
limatta vain kohtuullisen hyvé arvaus. Yhdistamalld jatkuvuusyhtélo ja Fickin laki saadaan
tiheydelle yhtalo

on(r,t
“é? ) = DV?n(r, t) diffuusioyhtald . (6.35)
Johto:
On0,0) Jetl (e, 0) M -V - (~DVn(r 1) = DV - Vnlr,t) = DV?n(rt) . (6.36)

ot

Jos hiukkaslajeja on vain yksi puhutaan autodiffuusiosta. Diffuusiovakio D on aineesta riippuva
parametri, ja tarkemman teorian tehtéavé on liittaéd sen arvo muihin ainetta kuvaaviin paramet-
reihin, kuten keskiméaériiseen vapaaseen matkaan ¢ ja hiukkasten vauhdin odotusarvoon (v).

Mydhemmin johdetaan diffuusiovakiolle arvio D = 3 (v)L.

Lammonjohtavuus

Lampdotilaerot pyrkivat tasoittumaan ja lampoa siirtyy kuumasta kylméan.
Tarkoitus on kuvata lammonsiirron dynamiikkaa niin, ettd se noudattaa termodynamiikan 2.
paasadntoa. Lampotila on nyt paikan ja ajan funktio, T'= T'(r, t).
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Lampovuo tai lampovuon tiheys (heat fluz, or heat flux density)
Jos pinnan A lépi siirtyy aikayksikdssé [amp6 0@, niin lampovuo méiritelladn

joi=—28, (6.38)

missi § on pinnan yksikkénormaali. Limpoévuon yksikké on W/m? (W on watti, J/s) ja se on
yleensé paikan ja ajan funktio j, = j,(r,?). Toinen usein kéytetty merkintéd on q.

Lampovuo pitaé vield liittaa lampotilaan. 1800-luvulla tehtyjen havaintojen mukaan pinnan lapi
siirtyvan lammon méara aikayksikossd on verrannollinen pinta-alaan ja lampotilagradienttiin
(lampo siirtyy kohtisuoraan isotermejé vastaan), toisin sanoen

5Q § = —KAVT | (6.39)

missé £ on lammonjohtavuus (heat conductivity), ja sen yksikké on W/(mK); merkki on
valittu siten, ettd x > 0, ottaen huomioon ettd lampda siirtyy aina kuumasta kylméén (termo-
dynamiikan 2. paasaantd). Lampovuon saa nyt yksinkertaiseen muotoonE]

Jjg=—-rVT Fourierin lammonjohtavuuden laki . (6.40)

Laki on empiirinen, eikd pade ainaE]

Tarkastellaan tilavuutta V' lampoa johtavassa aineessa. Verrattuna aineen virtaukseen dif-
fuusiossa tilannetta mutkistaa nyt se, ettei tilavuudessa ole suuretta “lampo”. LA&mpo on ener-
gian siirtomuoto, eiké se ole tilamuuttuja. Siksi joudumme energian sijasta tarkastelemaan ener-
gian muutoksia. Kirjoitetaan energian séilymislaki tilavuudessa V', jonka pinta on 0V. Haluam-
me ldmmonjohtavuuden vakiopaineessa, joten sopiva termodynaaminen potentiaali on entalpia.
Olkoon aineen massatiheys p. Jos h on entalpia massayksikosséa (entalpiasisilto, yksikko J/kg),
niin entalpiatiheys on ph, ja energian sailymislaki on

0 .

— | d&*r(ph)+ jq-8do = d*rQ . (6.41)
ot \% oV \%
N———— —— ——

energian muutos lampdvuo pinnan lapi lammonlahteestd tuleva energia

Téssd § on pinnan dV normaali. Limméonlihde Q = Q(r, t) voi olla lampdovastus, palava aine
yms. Muuttamalla pintaintegraali tilavuusintegraaliksi saadaan yhtélon differentiaalinen muoto,

Bl

d(ph) L
o TV a=0Q. (6.42)

1. Yleisesti limméonjohtavuus on 2. kertaluvun tensori, ja (jq)i(t) = —>_; ﬁij%q_;.

2. Fourierin laki ei kuvaa tilannetta, jossa lampdtila muuttuu merkittavasti keskiméaéraisen vapaan matkan
mittakaavassa, jolloin [Ampé ei siirry diffusiivisesti.
3. Divergenssiteoreema eli Gaussin teoreema.
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Jos aineen tiheys ei riipu ajasta, niin
d(ph) Oh oh\ OT aT
T—pa—f)(a—ﬂpa—ﬁ@a ’
missd cp on aineen ominaislampo, ja yhtalo on télldin

oT ) .
pCPEJrV-Jq:Q-

Sijoittamalla Fourierin laki saadaan lampétilalle T'(r, t) yhtalo

oT .
pcp— —V - (kVT) =Q .
ot
Jos aine on homogeenista, ovat x, p ja cp vakioita, ja silloin
T T .
8— = iV2T = 8_ — DyV*T =@ homog. aine |,
at  cpp ot

misséd Dy on terminen diffuusiokerroin (thermal diffusivity).

SI-yksikdissa

W= =2
r) = Rz Dr] ="
Q)= ey o) = =

175

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)
(6.48)

(6.49)

Lammon johtumista tarkasteli Fourier kdyttamalld tatd tarkoitusta varten kehittdmaansa
Fourier-muunnosta, jonka avulla osittaisdifferentiaaliyhtélon (6.45)) ratkaisun hakeminen on hel-

pompaa. Yhdessa ulottuvuudessa

T(q,t) :/ dre " T (z,t)

T(x,t) = / %e"”T(q,t},

ja 3D tapauksessa

T(qt) = / Fre= T (r, 1)
d3q

T(r,t) :/Weiq'rT(q, t) .

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)
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1D tapaus
Kayttamalla Fourier-muunnosta yhtalo on

OT (z,t) O*T(x,t)

- 54
ot Dr—53 (6.54)

h dq qu—aT(Q7 t) = /oo @ 2\ iqx
(:)/_oo o o T N 5, (—1)e " T (g, ) (6.55)
@% = —Dra'Tla.1) (6.56)

Téassé ajan voisi vield Fourier-muuntaa taajuudeksi ja saisi algebrallisen yhtalon. Liitteessa
ratkaistaan esimerkki, jossa alkuhetkelld on lampotilapiikki pisteesséd x = 0.

Aineen diffuusio ja lammon johtuminen ovat esimerkkeji kuljetuksesta, joka pyrkii tasoitta-
maan epdhomogeenisuuksia, kuten tiheyseroja tai lampotilaeroja. Maégritellaan

Kuljetuskerroin (transport coefficient)
vaste = kuljetuskerroin x pakote

Pakote on muutosta ajava voima. Esim. diffuusion Fickin laki

j(r,t) =— D Vn(r,t) . (6.58)
N—— ~— ———
vaste kuljetuskerroin  pakote

Kuljetuskerroin on analoginen termodynamiikan vastefunktiolle. Se on systeemin ominaisuus,
joka kuvaa sité, milld tavalla systeemi reagoi tiettyyn pakotteeseen. Esim. diffuusiokerroin kuvaa
sitd, millainen aineen virta syntyy tiheysgradientin seurauksena, toisin sanoen miten systeemi
reagoi aineen tiheyden muutokseen.
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6.2 Boltzmannin teoria

Eli Boltzmannin kuljetusteoria. Edelld diffuusio ja ld&mmon johtuminen késiteltiin feno-
menologisesti, Fickin laki ja Fourierin laki otettiin empiirisiin havaintoihin perustuvina. Nyt
tavoitteena on johtaa ne ja pari muuta lakia mikroskooppisesta teoriasta.

Gibbs muotoili konsistentin tasapainosysteemien statistisen mekaniikan, mutta epitasapaino-
systeemit jaivat késittelyn ulkopuolelle. Boltzmannin teoria on mikroskooppinen teoria, josta
voi laskea arvot mm. aineen viskositeetille ja limmonjohtavuudelle.

Kurssin A-osassa tarkasteltiin klassisen mekaniikan mukaan kehittyvad statistista joukkoa. Sta-
tistisessa joukossa on

dSquSNp f(N)(r17 - IN,P1, .-, PN, t) (659>

systeemid, joilla on faasiavaruuskoordinaatit kyseisessd tilavuuselementissd; tdma on N-
hiukkastiheyden f®¥) méisritelmi. Jos saamme ratkaistua liikeyhtéloiden avulla tiheyden f0¥),
voimme laskea minkd hyvénsa fysikaalisen suureen joukkokeskiarvon,

Fysikaalisen suureen X (ry,...,ry, p1, ..., Pny) joukkokeskiarvo (ensembe average) on

_ fd3N,rd3Np f(N)(rh"'7rN7p17"‘7pN7t)X(r17 "'7rN7p17"‘7pN>

X 6.61
< > fd?’NTd?’Np f(N)(r17'“arN7p1a“'7pNat) ( )
Merkitsen pisteelld aikaderivaattoja, esim. hiukkasen nopeus ja kiihtyvyys ovat
dr dr?
. O e 62
b= s Fi= o (6.62)
Paikka- ja liikeméaragradientteja merkitaan
0 o o0 0
V- - —(— = 6.63
or (8x’ oy’ 02) (6.63)
0 o o0 0
A\ (6.64)

b op. opy Op:)

missa viimeisind on esitykset karteesisissa koordinaateissa. Jos systeemié kuvaa klassisessa me-
kaniikassa Hamiltonin funktio H, niin hiukkasten liikeyht&lot ovat

Hamiltonin liikeyhtalot hiukkaselle, jonka paikka on r ja liikkeméaéara p
r=VyH (6.65)
p=—-VH. (6.66)
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Luentojen A-osassa johdettiin Hamiltonin liikeyhtéldistd Liouvillen teoreemaﬁ

Af) X (V) (V)
o 3 ORI OHOf (6.67)
dt ot —~ |0p; 9q;  Oq; Op;
_of™ +§: [ Vi f ™ 4+, Vo M =0 (6.68)
e A B

Liouvillen teoreeman on jatkuvuusyhtéalo, joka kertoo, ettei statistista joukkoa edustavien pis-
teiden méaard muutu, vaan pistejoukko kdyttaytyy kuin kokoonpuristumaton neste. Gibbsin
sanojen mukaan tulos on “periaate tiheyden sdilymisestd faasiavaruudessa”. Pathrian ja Bea-
len sanoin, “edustavien pisteiden mukana liikkuvan havaitsijan ndkemé& edustavien pisteiden
paikallinen tiheys ei muutu'{]

Periaatteessa kaikki on hyvin, mutta f™) on vaikeasti kisiteltivé, koska siing on niin monta
muuttujaa. Redusoidaan eli marginalisoidaan koordinaatteja integroimalla niiden yli, jatetaan
jéljelle vain yksi paikka ja yksi liikemé&ara,

f<r7p7t):N/er'-'drN/dp2'-'pnf(N)(r7r27"'7rN7p7p27"'7pN7t> . (669)

Taman voi kirjoittaa muotoon

f(r,p,t) :N/drl...drN/dpl...pnf(N)(rl,...,rN,pl,...,pN,t)(S(r—rl)é(p—pl) (6.70)

N
:/drl...drN/dpl...pnf(N)(rl,...,rN,pl,...,pN,t) [Z(S(r—ri)é(p—pi)] ,
i=1
(6.71)

ja vertaamalla aiemmin méadriteltyyn nahdésn, ettd jos f) on normitettu ykkoseen, niin in-
tegrointi tarkoittaa odotusarvoa

fx,p,t) = <Z 5(r—ri(t))5(p—pi(t))> : (6.72)

missd merkitsin ndkyviin hiukkasten paikkojen ja liikemé&éarien aikariippuvuuden. Integroitaes-
sa menetetdan siis aika paljon tietoa, mutta toivottavasti jotain oleellista jaa jaljelle. Yksi-
hiukkastiheyden eli redusoidun yksihiukkastiheyden - tai lyhyesti tiheyden - f(r, p,t)
merkitys on selvi,

Liouville, Journ. de Math., 3, 349 (1838).

4. J.
5. R. K. Pathria ja P. D. Beale, Statistical Mechanics.
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Niiden hiukkasten lukuméaéré, joilla on paikka
ja nopeus tilavuuselementissi d>rd®p on
f(r,p,t)d>rd’p . (6.73)

Téaméan perusteella tiheys f(r,p, ) on normitettu hiukkaslukuun,
N = /d3rd3pf(r,p,t) normitus . (6.74)
Hiukkasten tiheys paikka- ja liikeméaardavaruudessa ajan funktiona saadaan integroimalla,
n(r,t) = /d3pf(r,p,t) lukuméératiheys (6.75)
n(p,t) = /dgrf(r, p,t) lilkemaaratiheys . (6.76)
Yhtéa hyvin néitd voisi nimittéé tiheysjakaumaksi ja liikkeméérajakaumaksi. ja paikka r € [r,r+
dr]. Oletamme, etta tiheys f(r,p,t) muuttuu hitaasti faasiavaruuden pisteesté toiseen, ja etta
se on jatkuva argumenttiensa r ja p funktio. Kussakin tilavuuselementissi d®rd®p on luokkaa

10° hiukkasta ja keskimiiriistamailld niiden yli saadaan varsin siled funktio. Tilavuuselementtii
tulkitaan véljasti, sitd ei kutisteta aivan infinitesimaaliselle rajalle.

Termodynaamisessa tasapainossa tiheys ei endd muutu, ts. se ei riipu eksplisiitisesti ajasta:

Siirtyminen termodynaamiseen tasapainoon tarkoittaa muutosta

f(r,p,t) = fo(r,p) . (6.78)

Haluaisimme selvittaé tiheyden tilanteessa, jossa ollaan hiukan epitasapainossa:

fx,p,t) = fo(r,p) + fl(r,p.t) . (6.79)
—— —— ———
(epatasapaino)tiheys tasapainotiheys  pieni poikkeama

Joissakin ldhteissd poikkeamaa merkitaén § f(r, p,t).

Esimerkki: Klassisen kaasun tasapainojakauma
Jos ulkoisia voimia ei ole, on kaasun nopeusjakauma lampdétilassa T tasapainossa Maxwell-
Boltzmann (MB) nopeusjakauma (ks. kurssin A-osa),

32,
fus(v) = (2 7: T) e **sT  MB nopeusjakauma . (6.80)
TRB
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joka on normitettu,

/d3vfMB(v) =1. (6.81)

MB nopeus- ja litkeméédrdjakauman vélilld on yhteys (p = mv),

3 3 1 m 2w 3
1= [t = [ (g ) F5 = [Pome) . 082)
joten MB liikemaarajakauma on
1 82 e
fus(p) = <2ka> e 2FpT  (liikkemédrdjakauma) . (6.83)
mmkp

MB nopeusjakaumassa fyp(v) ei ole aikariippuvuutta, mutta se ei silti ole suoraan haluamamme

tasapainotiheys fy(r,v). Korjataan puutteet yksi kerrallaan:

(i) Lampotila voi riippua paikasta; helppo korjata, muutetaan vain 7' = T'(r).

(i)  Normituson [ d*rd*vfup(v) =V, eikd N kuten vaatii. Tamé korjautuu lisddmalla
lukuméaératiheys n(r) tekijaksi.

(iii)  Hiukkaset voivat liikkkua mikroskooppisen nopeuden v lisdksi my6s makroskooppisella,
keskiméadiriiselld virtausnopeudella vi(r). Témé korjautuu korvaamalla nopeus v
suhteellisella nopeudella v — vy(r).

Naiden korjausten jalkeen klassisen kaasun tasapainojakauma on

m 32 mevvye)?
fo(r,v) =n(r) <m) e PEE tasapainotiheys (6.84)
TTRB

tai liikeméaaréan avulla

1 32 (opyr)?
fo(r,p) = n(r) (W) e 2mFpT® tasapainotiheys . (6.85)
TmrRppL (I

Jakaumia on tullut jo sen verran monta, ettd on parasta merkitd ndkyviin jakauma, josta
odotusarvo lasketaan. Esimerkiksi suureen A odotusarvo tasapainojakaumassa f, merkitdan

(), - (6.86)
Nimityksen “keskiméaéridinen virtausnopeus” voi néain jalkikdteen perustella silla, etta

- f dSUVfO

wle) = (s =

(6.87)
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Todistus:

3 m 3/2 3 _mv—vo()?
/d vv fo = n(r) W /d vve BTG smuutt. v = v+ vo
TRB r

— n(r) (%k;”T(r)> " / Bo(v + vo(r))e THI®

3/2 .
) = vo(r) n(r) <27Tk‘:LT(r)) /dS’UB_ ZpTC) smuutt. v — v — vy

3/2 m(v—vg(r)?
— vo(x) n(r) <2ﬁk:T(r)) [ v

= vo(r)/d3vf0 . (6.88)

m,v2
(). fd%vef 2kpT() = (), pariton integrandi.
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Lisétietoa: Kvanttimekaaninen faasiavaruus

Aaltofunktio (r|¢) := 1(r) esittds paikan jakauman ja (p|¢) := ¢(p) liikkeméadrdjakauman, mutta onko olemassa yksi kvanttime-
kaaninen paikan ja lilkem&aran funktio, josta voisi laskea sekd paikka- ettd liikeméddrdjakauman? Sellainen on Wignerin funktio,
joka on aaltofunktion ¢ (r) Weylin muunnos,

. 1 3 * E E —is-p
w(r,p) = 7(27#1)3 /d st (r 2) ) (r—i— 2) e , (6.89)
jolle patee yhtaloita (6.75) ja (6.76) muistuttavat ehdot,
[ @) =weP . [ dEroee) =wE)P . [ @rdpuep =1, (6.90)

Wignerin funktiolle voi johtaa aikakehityksen, ja saatu Wigner-Weyl kuvaus faasiavaruudessa on ekvivalentti Schrédingerin yhtalon

kanssa.

Lisétietoa: Ideaalinen fermionikaasu

Voimme aloittaa vaatimalla, ettd fermionikaasun tasapainojakauma on fermijakauma, eli tilojen miehityksen odotusarvo Fermi-
Dirac statistiikassa. Aiemmin tilan ¢ miehityksen odotusarvoa merkittiin (n;), mutta sitd voi myos merkitd (ny), jos tiloja voi
luetella indeksin i sijaan aaltovektorien k avulla. Tasapainotiheys on fermijakauma,

1
() = fo(k) = g — 55— 1 (6.91)
ja epétasapainossa tiheys on jokin f(r,k,t), joka normitetaan
N = /d3rd3kf(r, k,t) . (6.92)

Sopiva jakauma f(r,k,t) 16ytyy melko helposti, se eroaa redusoidusta yksihiukkastiheydesté vain vakiokertoimen verran.
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6.2.1 Tormaykseton kuljetusyhtalo

Jéatetddn aluksi hiukkasten torméykset kokonaan pois laskuista. Silloin hiukkaset kdyttéaytyvit
taysin itsendisesti, ja Liouvillen teoreemasta seuraa

df M (ry, ... t d t
AT ,rg;, P1, PN, ) =0= % =0 vuorovaikuttamattomat hiukkaset .
(6.93)
Paikka ja liikemaara riippuvat ajasta,
d POt dt), it de),t+ db) — F(x(t),p(8).1)
joten
fr(t+dt),p(t +dt),t+dt) = f(r(t),p(t),t) vuorovaikuttamattomat hiukkaset .
(6.95)
1. Tapaus: Hiukkasiin ei vaikuta ulkoista voimaa
Vapaan, m-massaisen hiukkasen Hamiltonin funktio on
2
p
= = 6.96
H=Hrp) =L (6.96)
missé p = |p|. Hiukkasen nopeus ja liitkemddran muutos saadaan Hamiltonin liikeyht&loisté,
. p
r=V,yH = - (6.97)
p=—-VH=0. (6.98)

Jalkimmainen yhtalo kertoo, ettei hiukkaseen vaikuta voimia, joten m¥ = p = 0 ja hiukkanen
litkkkuu vakionopeudella r.

Tarkastellaan tiheyden f(r, p,t) aikakehitystd. Koska r = r(¢) ja p on vakio, on hetkelld ¢ tiheys
f = f(r(t),p,t). Hetkelld ¢ + dt tiheys on (Taylorin sarja)

Fe(t+dt),p,t +dt) = f + (i - V) fdt + g—{dt . (6.99)

N

TV
=0

Nyt aikariippuvuutta tiheyteen voi tulla joko paikan kautta tai ekplisiittisesti. Yksiulotteinen tiheys
f(z(t),p,t) muuttuu ajassa t — t + dt méadrén

2L Ow OF O Of
Fa(t+dt)p,t+dt) = f+ 52 —dt + —-dt = [+ =dt + —dt (6.100)

missé f := f(z(t),p,t). Kolmessa ulottuvuudessa & on I ja g—;Z on Vf.
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Kehitelméasta seuraa

Torméaykseton kuljetusyhtéalo, ei ulkoista voimaa
df of . B

% — E +r- Vf =0

f=f{@),p,t). (6.101)

Tormaykseton kuljetusyhtélo (6.101)) on hienoinen pettymys, koska se ei sisélld juuri lainkaan

tarkkaa tietoa tiheydestd f(r(t),p,t), pelkistdin todennékoisyysmassan séilymislain. Yhtalon
ratkaisu on mikd hyvdnsd tiheys, joka on muotoa

fx(t),p,t) = ¢(x(t) — L, p) . (6.102)

Tama tarkoittaa, ettd jos otetaan mikd hyvénsd hiukkaslukuun normitettu tiheys ¢(r, p), j
korvataan siind r — r — rt, niin on loydetty yksi ratkaisu.
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Voisimme ottaa vaikkapa MB litkeméadrdjakauman ja lisaté sithen paikkariippuvuudeksi esim. nor-
maalijakauman, jolloin saisimme jakauman (A on normitustekijé)

r()? p?

¢(r(t), p) = Ae™ 2o e BT | (6.103)

ja tormiyksettomin kuljetusyhtilon yksi ratkaisu on (r? = |r|?)

Ir(t)—#t]2 p?

f(x(t),p,t) = Ae” 2@ e TRBT . (6.104)

Todistetaan, ettd saatu tiheys toteuttaa torméyksettoméan kuljetusyhtdlon. Tiheyden gradientti on

r — 7|2
Vf:V<—| 20“ )f: (—210>V((r—ft)-(r—ft))f (6.105)
— <210> V (r* —2r(t) - it) f = (;{T) (V(r?) —2it) f , (6.106)
ja koska V(r?) = 2r, saadaan
P Vf= <210> (20 ¢ — 2% £ . (6.107)
Aikaderivaatta on
o ( 210) (e —tt) - (e #0)) (6.108)
= ( 21) %( 2r - it + |£*%) f (6.109)
( )( 2r -+ 2[F)%t) f = -1 - V[, (6.110)

joten esitetty f(r(t),p,t) toteuttaa tormayksettomén kuljetusyhtalon.
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2. Tapaus: Hiukkasiin vaikuttaa ulkoinen voima
Aloitetaan jélleen yhden hiukkasen dynamiikan kuvauksesta. Hamiltonin funktio on

2

"= 2p—m + U (T) | (6.111)

ja Hamiltonin liikeyhtéloista saadaan

. OH _bp
=G =vH=E (6.112)
b= VM = Vlalr) = B (6.113)

missd F on ulkoinen voima.

Merkitéén taas lyhyyden vuoksi ajan ¢ tiheyttd f := f(r(¢), p(t),t). Liikeméérdn muutos tuo
yvhden lisdtermin tiheyden aikakehitykseen,

of

f(t+dt),p(t+dt),t+dt)=f+ (r-V[f)dt+ (p- Vpf)dt + Edt : (6.114)
) %
misté seuraa [l
Tormaykseton kuljetusyhtélo
af . ) af
S . —d A1
0 r-Vf+p fo+8t 0 (6.115)

fi=fe(),p),1) -

6. Nimitysta “Vlasovin yhtdld” kiytetdédn myos, mutta yleisemmin Vlasovin yhtélo kuvaa plasmaa, jossa pitkdn
kantaman Coulombin vuorovaikutusta késitelladn Boltzmannin yhtaloa paremmin.
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6.2.2 Boltzmannin yhtalo
eli Boltzmannin kuljetusyht&ld (Boltzmann transport equation (BTE)).

Ulkoinen potentiaali oli yksinkertainen lisatd, koska kukin hiukkanen tuntee sen vaikutuksen
erikseen riippumatta siitd mitd muut hiukkaset tuntevat. Toisin sanoen ulkoinen potentiaali on
yksihiukkasvuorovaikutus.

Kaikki muuttuu, kun hiukkasten vélinen vuorovaikutus otetaan mukaan. Koska hiukkaset tor-
mailevat toisiinsa, ei Liouvillen teoreemasta

df)
— =0 6.116
= (6.116)
enad seuraakaan, ettd yksihiukkastiheys toteuttaisi yhtalon Z—{ = (0. Merkitaan
df of
— = = 6.117
dt < ot ) coll ’ ( )

missd tormaystermi tai tormaysintegraali (%)coll kuvaa sitd, miten paljon tiheys muuttuu
tormaysten vaikutuksesta. Tadydennetddn aiemmin johdettua tormayksetonta yhtaloa,

af _of . : _(9f
=== +1-Vf+p -Vof= (at)cou Boltzmann . (6.118)

Vertaa téata N-hiukkastiheydelle kirjoitettuun eksaktiin Liouvillen teoreemaan,

dF@) I
fdt = af; —+ ; [ Vif™ 4+ p; - Vi, fM] =0 Liouville . (6.119)

Koska torméaystermi kuvaa hiukkasten vilisen vuorovaikutuksen aiheuttamaa muutosta tihey-
teen, on sithen haudattu kaikki monihiukkasfysiikka. Siksi se on yleenséd hyvin monimutkainen,
ja teemme muutamia yksinkertaistavia oletuksia péadstiksemme eteenpéin.

Hiukkasten torméillessé toisiinsa niiden litkeméaérit muuttuvat, joten faasiavaruuden tilavuuse-
lementista poistuu hiukkasia ja siihen tulee hiukkasia muista tilavuuselementeista. Tarkoituk-
semme on laskea tormaéilyn nettovaikutus tiheyteen f(r,p,t).

Maaritelladn aluksi torméaysgeometriaa kuvaava parametri,
Torméaysparametri b (impact parameter)

on pienin etaisyys, jolla kaksi kohtaavaa hiukkasta olisi suoraviivaisilla liikeradoilla. Toisin
sanoen b on asymptoottinen etdisyys tormayssuorasta.
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b e

Oletus 1: Hiukkasia on niin harvassa, ettd on hyvin epatodennékoista, ettd useampi
kuin kaksi hiukkasta tormaa toisiinsa samaan aikaan.

Oletuksen mukaan riittda tarkastella kahden hiukkasen torméaysta, hienolta nimeltdén binaa-
rinen tormaéys (binary collision). Téssé oletaan muutakin kuin ettd hiukkastiheys on pieni,
lisdksi annetaan ymmartaa, ettd hiukkaset vuorovaikuttavat jostain syystéa vain silloin kun ne
“tormaavat”.

Tarkastellaan yhtd torméaysten kohteena olevaa hiukkasta. Kohdehiukkaseen térméaa joukko
muita hiukkasia; néitd torméaédvia hiukkasia tulee jatkuvana virtana ja niitd kuvataan hiukkas-
vuona. Jos kohteeseen tulee hiukkasvuo, jossa hiukkasten tiheys on n = n(r, t), niin hiukkasvuon
intensiteetti, eli pintayksikon ldpi tulevien hiukkasten lukumééré, on

I =n|vy — vy hiukkasvuon intensiteetti , (6.120)

missé kohdehiukkasen nopeus on vy ja torméadmaédn tulevien hiukkasten nopeus on vy. Fysiikas-
sa sironta (scattering) on hiukkasten liikesuunnan muutos térméysten seurauksena. Sirontaa
kuvaa differentiaalinen vaikutusala:

Differentiaalinen vaikutusala % (differential cross section)
Tulevasta hiukkasvuosta (intensiteetti /) siroaa avaruuskulmaan d) aikayksikossa

do
I —dS) 6.122
hiukkasta. Lyhyesti sanottuna, differentiaalinen vaikutusala kuvaa tormaéyksisté ulostulevien

hiukkasten kulmajakaumaa.

Tarkastellaan hiukkasia, jotka siroavat avaruuskulmaan df2, joka on suunnassa (6, ¢); sellaisia
hiukkasia on maéaritelmén mukaan [ j—ng kappaletta. Seurattaessa nididen hiukkasten ratoja
ajassa taaksepdin huomataan, ettd ne kaikki ovat kulkeneet sellaisen pintaelementin kautta,
jossa torméysparametri b € [b,b + db] ja kulma ¢ € [p, ¢ + d¢]. Téssd ¢ on sama kulma kuin
avaruuskulman df2 suunnan kulma liikeméadramomentin séilymislain takia. E] N&illa tormayspa-
rametrin ja kulman arvoilla torméavia hiukkasia tuli I b db d¢ kappaletta, joten

do
[—dQ =1 . 12
y Qcl b db do (6.123)
Koska avaruuskulma on
dQ) = sin 6dfd¢ | (6.124)

7. Jos piirrdt paperille tulevan hiukkasen, sen nopeusvektorin ja hiukkasen josta se siroaa, niin sironta ei voi
heittdd kumpaakaan hiukkasta ulos paperin tasosta. Nyt kulma ¢ maérittelee paperin tason.



6.2. BOLTZMANNIN TEORIA 189

on differentiaalinen vaikutusalal]

do b |db
m—mJ@ (6.125)
de E_:%% Sivukuva térméysgeometriasta
b
®kohdehiukkanen

Kuva 6.1: Vasemmalla db-korkuisen sinisen pinnan leveys (kuvan tasoa kohtisuoraan suuntaan)
on bdg, joten hiukkassuihku menee pinta-alan bdbd¢ lapi. Oikealla hiukkassuihku menee si-
ronnan jilkeen avaruuskulmaan sin(6)dfd¢ = df). Naiden suhde on differentiaalinen vaikutus-

do
ala 5

Tehd&an yksinkertainen laskelma pitéden kirjaa vain torméavien hiukkasten lukuméaérista. Kos-
ka tapahtumaa nimitetdén tormaéaykseksi, on vuorovaikutuksen kantama on hyvin lyhyt, jolloin
tormaavat hiukkaset ovat samassa paikassa samaan aikaan. Oleellisinta on pitda kirjaa liike-
méadristé, siksi kannattaa ottaa kiyttoon merkintéa

fi = f(r,pr, 1) . (6.126)

Tormaykseen osallisina on kaksi hiukkasryhmaéé, 1 ja 2, joiden tiheydet torméyshetkelld ovat

fi:=f(r,p1,1) (6.127)
fo = f(r,pa, 1) . (6.128)

Toérméiyksen kohteena on hiukkasryhmé 1, jolla on liikemééri py ja joita on f1d®r1d®p; hiukkasta
kyseisessé tilavuuselementisséd. Ajassa dt niihin tormaavét sellaiset hiukkaset, joiden liikemaéra
on p. ja jotka ovat sylinterissé, jonka sédde on b ja tilavuus

d*ry = 27bdbdt|v, — v . (6.129)
Tormaavien hiukkasten lukumaéaéara on siten

f2d37“2d3p2 = f22ﬂbdbdt‘V1 — V2|d3p2 . (6130)

8. Esimerkki liitteessa Itseisarvo varmistaa, ettd differentiaalinen vaikutusala on positiivinen.
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Torméysten kokonaismaara tilavuusyksikossé on
N(172) (17,2 f1f227debdt‘V1 — Vg]d3p1d P2 = f1f2 deﬂVl — V2|d3p1d3p2 . (6131)

Téassé esiintyva tulo, eli

fufa = f(r,p1,t)f(r,p2,1) (6.132)

ilmaisee toisen oletuksen.

Oletus 2: Hiukkaset ovat korreloitumattomia ennen tormaysta

Toisin sanoen oletamme, ettd ennen tormaystéi todennakoisyyteen, ettd hiukkanen 1 on paikas-
sa r liikemaaralla pq, ei lainkaan vaikuta se mitd hiukkanen 2 puuhaa ja painvastoin. Oletus
tunnetaan nimella

Molekulaarinen kaaos eli Stosszahlansatz

Nimi viittaa hypoteesiin torméysten lukuméaarasta (saks. Stosszahl). Molekulaarinen kaaos on
sulkeuma (closure), oletus, joka palauttaa kaksihiukkastiheyden yksihiukkastiheyksien tuloksi,

FA(ry, p1,12, P2, t) = f(r1,p1,t) f(rs, pa,t) molekulaarinen kaaos . (6.133)

Oletus, ettd hiukkasten koordinaatit separoituvat talla tavalla, on oleellinen Boltzmannin yh-
talossd, koska se tekee mahdolliseksi kirjoittaa myds torméystermi tiheyden f(r,p,t) avulla.
Oletuksen ansiosta Boltzmannin yht&lon ainoa tuntematon funktio on f(r,p,t).

Ilman sulkeumaa joutuu ns. BBGKY (Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) hierarkian syove-
reihin. Torméaystermissd on kaksihiukkastiheys, jonka saa differentiaaliyhtélosté, jossa esiintyy 4-
hiukkastiheys, jonka saa differentiaaliyhtélosté, jossa esiintyy 16-hiukkastiheys, ja niin edelleen aina
N = 10%3-hiukkastiheyteen saakka. Sulkeuma on approksimaatio, joka katkaisee timéin eskalaation.

Jatketaan torméaystermin johtoa. Jos tarkastellaan sirontaa ja kidénteistd sirontaa, niin niille
saadaan torméaysten kokonaismadriksi
Ny = f1f2 det\Vl — Vo|d’prd®py (6.134)
N(y 2)—(1,2) = fllfgl det’Vl - V2|d3 . (6135)

Edellinen kertoo, paljonko liikemé&aristd p; ja po poistuu hiukkasia liikeméariin p) ja pj, ja
jalkimméinen kertoo, paljonko niita siirtyy péinvastaiseen suuntaan. Elastisissad torméyksissa
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EpidPpy = dPpidpl, (en esitd todistusta). Laskemalla erotus Ny oyy12) — Nagy—r2, eli
“paljonko tulee miinus paljonko ldhtee”, ja integroimalla yli kulmien ja ps:n, saadaan selville,
ettéd litkemédriin tilavuuselementissi d®p; kertyy aikayksikdssi nettona

<%>coll d’pr = [/ d3p2/dQ|V1 - vg\j—g (firfe — fif2)| &pr (6.136)

hiukkasta. Sijoitetaan saatu torméystermi yht&loon (6.118]).

Boltzmannin yhtlo

of, . | of
a_tl +r- Vfl + P1 - fol — (a_tl)con (6139)

df1 _ (O0f(r,p1,t) B o -
(E)COH = (—815 )COH = /d3p2/dQ|V1 Vz‘dQ (firfo — fifa) - (6.140)

Néin kirjoitettuna torméystermi nayttdaa hiukan sotkuiselta, mutta sen voi kirjoittaa eri tavoin.

Tormaystermi eri muodoissa

Yksi lahestymistapa on korostaa vain sité, miten systeemi relaksoituu tasapainoon. Yksinker-
taisin tdhén pystyva torméystermi on ns. relaksaatioaika-approksimaatio,

(52) =7t = (o). (6.141)

missa (f1)p on tasapainotiheys ja 7 on aineelle ominainen vakio. Téllaisen siirtymisen tasapai-
noon voi johtaa tésmaéllisesti mm. sironnalle epapuhtauksista, mutta useimmiten se otetaan
oletuksena. Relaksaatioaika-approksimaatiota késitelladn kohta tarkemmin.

Toinen lahestymistapa korostaa kirjanpitoa ja symmetriaa klassisessa torméayksessa ja kvant-
timekaanisessa sironnassa. Tormaystermi kuvaa sitd, miten paljon hiukkasia tulee ja lahtee
faasiavaruuden tilavuuselementisté sironnan seurauksena. Tekemélld samat torméyksia koske-
vat oletukset kuin aiemmin, voi térmaystermin kirjoittaa melko yksinkertaisena laskutehtéavana
“paljonko tulee - paljonko ldhtee”. Téahéan tarvitaan térméaysten dynamiikkaa kuvaava suure T,

(%) _ (%) _ (%) (6.142)
at coll at coll;tulee 8t coll;menee

= / dp T (p1 < p}) frr — / dpiT(py < p1)fi . (6.143)

- 7 ~ 7

TV TV
liikemé&&raan p; tulevien hiukkasten maara liikeméaéarasta p; lahtevien hiukkasten méaara
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Itse ajattelen tdmén niin, ettd fi, on todenndkdisyys, ettd ollaan litkem&ardssa py/, ja T(p1 + p})
kertoo, milld todennékoisyydelld siirrytadn liikeméarasta pys liilkeméaraén pq, jos ollaan liikemé&aras-
sé p1s. Siksi todenndkoisyys, ettd molemmat tapahtuvat, on niiden tulo. Integroimalla yli p;/:n saa
selville paljonko mistd hyvénsé liikemaarista siirtyy hiukkasia liitkem&arédan p;. Poistuma liikemé&a-
rasta p; mihin hyvénsé lilkeméaéardan py- lasketaan samalla tavalla, ensin todennékéisyys, ettéd ollaan
P1:ssé, kerrottuna todennéakoisyydella, etta siitd poistutaan lilkemaaraan py/, ja lopuksi integroidaan.

Tama ei viela ole kovin symmetrinen liikemé&arien suhteen, eika siiné ole kaytetty hyvaksi mitdan
tietoja sironnasta. Aloitetaan hiukan eri tavalla. Jos hiukkasten liikem&dréat ennen sirontaa ovat
P1 ja P2, ja sironnan jalkeen p} ja pj, niin voimme maéritelld sirontanopeuden (scattering
rate), joka kuvaa paljonko téllaisia sirontoja tapahtuu,

W (P!, PaIp1, P2) f1fo Apad®pd’phy (6.144)

missd tuntematon funktio W kuvaa sironnan dynamiikkaa. Kéaytin téssé oletusta molekulaari-
sesta kaaoksesta ja korvasin kaksihiukkastiheyden yksihiukkastiheyksien tulolla,

oletus

f(Q)(I‘,pl,p27t) ~ f(r’plat)f(r7p27t) = f1f2 . (6145)

Tekemalld jélleen laskelman “paljonko tulee - paljonko lahtee” yhdelle liikemaarélla p,, saamme
yhtélon

0
(%) = /d3p/1d3p2d3p/2 (W (p1, p2|P}, Py) f1r for — W(PY, PolP1, P2) f1./2] - (6.146)
coll

Torméyksissa sdilyy liikeméara ja energia, lisdksi torméaykset ovat symmetrisid ajankdannossa.
Useimmissa tapauksissa liikemaarat ennen ja jalkeen torméayksen voidaan vaihtaa keskenddn
(sironta on symmetrinen ajankdénnossi ja pariteetinkddnnossé), jolloin

oletus
W (P, P3Ip1, p2) “= W (p1, pa|pl, P)) (6.147)

ja saamme yhtalon, jota kiytdmme kohta ns. H-teoreeman todistuksessa,

0 /
(%) N /d3p/1d3p2d3p/2W(p1,p2|p/1,p2)(f1ff2f - flf?) : (6'148>
coll
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Lisédtietoa: Boltzmannin yhtélén ratkaisemisesta
Boltzmannin yhtalo on epélineaarinen integrodifferentiaaliyhtalo. Kuten tavallista, suurin osa mielenkiintoisista ongelmista ratkeaa
vain numeriikalla. Livi ja Marsch toteavat tdhan tapaanﬂ

An explicit solution of the Boltzmann equation or the Fokker-Planck equation is generally a matter of conside-
rable difficulty and in most realistic physical systems practically impossible.

Boltzmannin yht&lon ratkaisuja voi etsid monella tavalla: E

. Chapman—Enskog héiriGteoria; systeemi ldhelld tasapainoa. Kehitelmd on Knudsenin luvun Kn = % suhteen, L on
systeemin tyypillinen etdisyysmittakaava.

. Polynomi ja palloharmoninen sarjakehitelmé nopeusavaruudessa; systeemi mielivaltaisen kaukana tasapainosta.

° Analyyttinen ratkaisu mallisysteemille, jossa torméystermi korvataan esim. Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) relaksaatio-
aikamallilla (ks. luku [6.2-4).

. Nopeuden tai vauhdin diskretisointi (joskus redusointi 2D malliksi) hila-Boltzmann yht&l6ksi (Lattice Boltzmann

Equation (LBE)). Tormaystermié on vaikea diskretisoida, ja siksi kiytetdan vililla BGK malliin perustuvaa kisittelyé.

Boltzmannin yhtdlé on yksi malleista, jota kiytetdadn laskennallisessa nestedynamiikassa (Computational Fluid Dynamics
(CFD)). Knudsenin luvun suhteen 1. kertaluvussa Boltzmannin yhtildstd saa Navier-Stokes yhtdlét, jotka kuvaavat viskoosin nes-
teen virtausta. Osittaisdifferentiaaliyhtéléiden numeerisen ratkaisemiseen voi kiyttéd elementtimenetelmad (FEM) ( Finite Element
Method), jossa systeemi pilkotaan pieniin, yksinkertaisiin paloihin; elementtien kokoa pienennetddn sielli, missé muutokset ovat
jyrkkia.

Hila-Boltzmann menetelméssi faasiavaruus diskretisoidaan esim. kuvan D3Q19
(3 paikkaa, 19 nopeutta) malliksi. Yhdessd aika-askeleessa hiukkaset voivat
liikkkua viereiseen hilapisteeseen. Pienen systeemin simulaatio on melko helppo
koodata, ja suurten systeemien laskentaa voi nopeuttaa rinnakkaisprosessoin-
nilla. Koodia voi testata vaikkapa painepulssilla: systeemin keskelle pannaan
painepiikki, joka levida tihentymé&-harventuma-aaltona. Aallosta huomaa mel-
ko helposti, jos jokin menee vikaan.

9. S. Live, E. Marsch, Phys. Rev. A, 34, 533 (1985).
10. R. E. Robson et al., Great moments in kinetic theory: 150 years of Mazwell’s (other) equations, Eur. J.
Phys. 38 065103 (2017).
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6.2.3 H-teoreema

Boltzmannin H-teoreema (1872) antaa yhden nékékulman entropian kasvun lakiin. Termody-
namiikan 2. padsdannén epasymmetria ajassa, eli menneisyyden ja tulevaisuuden ero, tulee
esiin mielenkiintoisella tavalla. Kysymys on kaikkea muuta kuin loppuunkésitelty, pelkistaan
H-teoreema mainittiin vuosina 2010-2020 yli 4000 tieteellisessa julkaisussa.

Boltzmannin teorian ratkaisun f(r, p,t) avulla on pakko pystyd méérittelemadn funktio, jonka
muutos ajassa on epdsymmetrinen. Jos néin ei olisi, niin mik&in teorian kuvaama systeemi ei
koskaan péaatyisi termodynaamiseen tasapainoon, vaan jaisi ikuisesti vaeltamaan.

Otetaan pitemmittd puheitta esille Boltzmannin 16ytdmé ajassa epdsymmetrinen funktio:

Boltzmannin H-teoreema: Jos

H(t) = /d3rd3p finf, (6.151)
ja tiheys f := f(r,p,t) toteuttaa Boltzmannin yht&lon, niin
OH
—<0. 6.152
ot — ( )

Tama madarittelee ajan suunnan.

H-teoreeman todistus on esitetty seuraavalla sivulla.



6.2. BOLTZMANNIN TEORIA 195

Todistus. Osoitetaan, ettd 8t < 0. Koska f(r,p,t) toteuttaa Boltzmannin yhtélon, on

/d3rd3 (flnf) = /d3rd3 (Inf+1) (6.153)
Bin yReale / Brd®p |-t (V)] (Inf+1) + / Brd®p[-p - (Vp )] (In f +1) (6.154)
+ /d?’rd?’p (af) (Inf+1), (6.155)
ot coll
ja koska
(VAHA(lnf+1) =V (flnf) (6.156)
(Ve /)(Inf+1) = Vp(fInf), (6.157)
saadaan derivaataksi
%—Ij = —/d3rd3p - V(finf) - /d?’rd3pp (Vp(flnf) (6.158)
+ /d3rd3p (W) (Inf+1). (6.159)
ot coll
Kaksi ensimmaista termid héaviavat, silla
/d3rd3pi'-V(flnf) = /d3rV- (/ d3pf(f1nf)) =0 (6.160)
[arevp @t = [@pvy- ([ @) <o, (6.161)
koska tilavuusintegraalit voi muuttaa pintaintegraaleiksi ja f — 0 rajoilla r — oo tai p — oo. Jéljelle jda
OH _ /d?’rd3p <8f> (Inf+1)= /d3r1d3p1 (%) (In f; +1) (6.162)
t ot coll ot coll
= /d37“1 /d3p1d3p1’d3P2d3p2'W(P1'7]02/ Ip1,p2) [(firfor — fufe) (Infr +1)] . (6.163)

Integraali on yli kaikkien litkemé&érien, ja W (p1/, per|p1, p2) on symmetrinen, joten merkitdén sitd lyhyesti W:114.
Symmetrian perusteella integraalin voi kirjoittaa muotoon

8H /d3r1/d3 121 dPpad®poa W [(fir for — fif2) (In fi +1n fo + 2)] (6.164)
= 5 /d3T1 /d3p1d3p1,d3p2d po W [(f1f2 - fllfgl) (hl fi+1In for + 2)} (6165)
= i/d3T1/d3p1d3P1'd3P2d3p2'W[(fvfz/ — fif2) In(f1f2) = In(fr for)] - (6.166)

Koska z := f1/ for > 0jay:= f1f2 >0, ja

(r—y)(lnx —Iny) >0, kunz,y >0, (6.167)

on integrandi aina positiivinen ja viite on todistettu. L]
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Tuloksen inspiroimana Boltzmann esitti, ettd epatasapainosysteemin entropia on
S(t)y=—H(t) , (6.168)
jolloin H-teoreemasta seuraisi termodynamiikan 2. paasaanto,

08
T >0. (6.169)
Boltzmannin H-teoreema on merkittdva ja samalla merkillinen tulos: saimme ajan suhteen
symmetrisistd Hamiltonin liikeyht&loista statistisen fysiikan kuljetusyhtalon avulla suureen, jo-
ka onkin ajan suhteen epdsymmetrinen. E Pelkilld matemaattisilla ekvivalensseilla aikasymmet-
rian rikkominen ei ole mahdollista, joten jossain Boltzmannin yhtéloihin lisdttiin ajan suunta
ad hoc. Kysymys on: missa?

Sironnan dynamiikkaan ajan suuntaa ei lisdtty, joten jotakin tehtiin laskettaessa tormaysten
lukumaaria.

Palataan oletukseen 2: “hiukkaset ovat korreloitumattomia ennen torméysta”. Kiinnitd huo-
miota sanaan ennen: oletimme ajalle suunnan! Torméayksen jdlkeen hiukkaset ovat varmasti
korreloituneita, koska torméys aiheuttaa hiukkasparille korrelaation (esim. hiukkasten nopeu-
det eivit varmasti ole torméayksen jélkeen toisistaan riippumattomia). Tama tunnetaan nimelld
yksipuolinen kaaos (one-sided chaos). Korrelaatioita syntyy torméyksissé, ja kuitenkin kor-
relaatiot jotenkin havidvat tultaessa uuteen térméaykseen. Boltzmannin H-teoreeman merkityk-
sestd on keskusteltu yli 100 vuotta, alkaen sen julkaisusta vuonna 1872.

11. Tadmé on ns. Loschmidtin paradoksi, joka esitettiin H-teoreemaa vastaan.
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Huangin paatelma molekulaarisesta kaaoksesta

Kerson Huang [ péittelee tihin tapaan:

Oletetaan, ettd hetkelld ¢ = 0

(i) vallitsee molekulaarinen kaaos

(ii) tiheys f(r,p,0) ei ole MB tasapainojakauma
(iii) tiheys riippuu vain itseisarvosta |p|.

Silloin H-teoreeman nojalla %—Ij < 0 kun t = €, missd € > 0.

Kéaannetaan kaikki nopeudet painvastaisiksi. Silloinkin %—If <0kunt=ce.
Kédnnetyn systeemin tulevaisuus on kddntdmattoméan systeemin menneisyys, joten jél-

kimmaisessa %—Ij <0kunt = —e¢.

Koska %—? < 0 mentéessé ajassa eteenpéin tai taaksepéin,

niin H-funktiolla on lokaali maksimi aina kun moleku-
laarinen kaaos vallitsee. Piikin ulkopuolella H (t) fluktuoi
“hélyalueella” ja systeemi on termodynaamisessa tasapai-
nossa. Kéytdnnossa aina kun H(t) on hélyn ylapuolella

eli systeemi on epétasapainossa, havaitaan H (t):m piene- 1 \ S
nevin ajan myota ja systeemi palaa muutaman torméyk- syt el . _ +
sen jilkeen tasapainoon. Siksi —H (t) kiyttaytyy kuten cprke Segetea®i®

entropia ja seurauksena on termodynamiikan toinen p&a-
saanto.

12. K. Huang, Statistical Mechanics (1987).
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Lisétietoa: Nykyisin termodynamiikan toinen péisdanto liitetdén fluktuaatioteoreemoihin (fluctuation theorems), Evans-
Searles ﬁuktuaatioteoreemaaﬂ tai Crooksin ﬂuktuaatioteoreemaanE Fluktuaatioteoreemat péatevit eksaktisti myos epatasapai-
nosysteemeille. Katsotaan Evans-Searles teoriaa.

Olkoon ¥ keskim##rdinen entropian kertyma radoilla, joita tarkkaillaan aika 7. (Entropiakertymén sijasta teoreeman voi kirjoittaa
yleisesti dissipaatiofunktiolle -.) Entropiakertymien todennikoisyysjakauma saadaan ottamalla joukkokeskiarvo yli suuren méaéran
T-kestoisia ratoja. Silloin

P(E.=A
¥ =™ Evans-Searles fluktuaatioteoreema |, (6.170)
P, =-A)

missi P(X, = A) on todennikdisyys, ettd entropiakertymé on vililld [A, A + dA]. Entropiakertymé £, on entropian tavoin eks-
tensiivinen, toisin sanoen sen suuruus skaalautuu systeemin koon ja tarkkailun keston 7 mukaan. Fluktuaatioteoreeman mukaan
entropiaa vahentavit radat kiyvét erittdin epédtodennékéisiksi systeemin koon ja tarkkailun keston kasvaessa, joten termodyna-
miikan 2. padsdantd pitee lahes aina. Fluktuaatioteoreema jattad kuitenkin my6s mahdollisuuden, ettd pienissi systeemeissi ja
lyhyilla tarkkailun kestoilla entropia saattaa hiukan pienentya. Fluktuaatioteoreema tuo ajan epasymmetrian tdysin symmetriseen
mikroskooppiseen dynamiikkaan vaatimuksella kausaalisuudesta: syy on ennen seurausta - oleellista on sana ennen.

“We take the assumption of causality to be axiomatic. It is causality which ultimately is responsible for breaking
time reversal symmetry and which leads to the possibility of irreversible macroscopic behaviour.”
D. J. Evans, Adv. in Phys. Vol. 51, No. 7, 1529 (2002).
Fluktuaatioteoreema on kvantitatiivisesti todennettu mm. tarkkailemalla kolloideja hiukkasia optisessa loukussa, sekd molekyylidy-
namiikkasimulaatioilla. E Ehki tarkein fluktuaatioteoreeman tulos on ymmaérrys siité, etteivit nanokokoiset systeemit kdyttaydy
niin kuin ne makroskooppisiksi skaalattuina kayttaytyisivit, koska nanosysteemeilld on rajallinen mahdollisuus poiketa termody-

namiikan 2. pddsaddnnostd ja esim. ottaa ympéristosta lampod ja muuttaa sitd tyoksi.

13. Denis J. Evans ja Debra J. Searles, Fquilibrium microstates which generates Second law violating steady
states, Phys. Rev. E 50, 1645 (1994).

14. G. Crooks, Entropy production fluctuation theorem and the nonequilibrium work relation for free energy
differences, Phys. Rev. E, 60, 2721 (1999).

15. G. M. Wang, E. M. Sevick, E. Mittag, D. J. Searles, ja D. J. Evans, Phys. Rev. Lett. 89, 050601 (2002).
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6.2.4 Relaksaatioaika-approksimaatio

Tormaystermin téarkein tehtava on kyetd hivuttamaan systeemid kohti tasapainoa, eli tiheyt-
ta f(r,p,t) kohti jotain tasapainotiheyttd fo(r,p). Koska sironnan tarkka késittely tuottaa
monimutkaisen ja vaikeasti ratkaistavan teorian, on ehké paikallaan rakentaa fenomenologinen
torméaystermi, joka viittaa kintaalla sironnan kuvaamiselle, ja keskittyy pyrkimykseen kohti
tasapainotiheytta.

Yksinkertaisin malli kuvaa systeemin siirtymista tasapainoon yhden ainoa parametrin, relak-
saatioajan (relaxzation time) avulla. Jos systeemi on ldhelld tasapainoa, voimme ottaa tor-
maystermille mallin

(%) = —%( f—fo) Relaksaatioaika-approksimaatio , (6.171)
coll

missé 7 on relaksaatioaika ja fp on tasapainotiheys - kaasulle siis Maxwell-Boltzmann jakauma.
Tamé& tunnetaan myo6s nimella Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) Relaksaatioaikamalli. E] Tama
yksinkertaistaa tilannetta huomattavasti, koska Boltzmannin yhtalosta tulee lineaarinen.
Relaksaatioaika 7 kuvaa sité, kuinka nopeasti systeemi palaa tasapainoon; se on ainoa systeemin
hiukkasten vilistd vuorovaikutusta kuvaava parametri. Joskus sen voi lausua tunnetun suureen
avulla tai sovittaa mittaustulokseen.

Relaksaatioaika-approksimaatiolla on ominaisuus, joka on samalla sen heikkous:

Relaksaatioaika-approksimaatio olettaa, etté tiheys f(r, p,t) lahestyy tasapainotiheytta
fo(r,p) aikaskaalalla 7. Siksi kaikki suureet relaksoituvat samalla aikaskaalalla 7.

Lisédtiedoissa késitelladn ns. torméysinvariantteja, jotka eivat muutu tormaéayksissa, eikd niiden
pitéisi relaksoitua mihinkaén.

Homogeeninen aine, ei ulkoisia voimia
Boltzmannin yhtélo on

0 1
STV D Vel =~ f), (6172
=0
jonka ratkaisu on
Ft) = fo+[f(0) = fole /. (6.173)

16. P.L. Bhatnagar, E.P. Gross, M. Krook, A model for collision processes in gases. 1. Small amplitude processes
in charged and neutral one-component systems, Phys. Rev. 94, 511-525 (1954).
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Hieman epdhomogeeninen aine, vain heikkoja ulkoisia voimia

Tarkastelu pétee, jos mikdédn paikasta riippuva ominaisuus A(r) ei muutu jyrkésti tiheydelle
f ominaisella pituusskaalalla, joka voi olla vaikkapa hiukkasten keskiméardinen etdisyys tai
terminen aallonpituus Ar. Oletetaan, ettd systeemin tiheys on ldhella tasapainotiheytta fo,

(6.174)

(6.175)

f = fO + f/ )
missé f’ on pieni korjaus tasapainotiheys fy. Stationaarisessa tilassa (stationary state tai steady
state) on % = 0 ja relaksaatioaika-approksimaatiossa Boltzmannin yht&lé on
af 1
— 41-Vf+p - Vof=—=f
at f p pf Tf
=0

. ) 1
St V(fot+ f)+p - Vplfo+f)= —;f/ ;
joten suurin komponentti on

Relaksaatioaika-approksimaatiossa

f=rfh+f
[f==17(@-Vf+p-Vpfo) .

Tata kaavaa kiytetdan jatkossa johdettaessa kuljetuskertoimien lausekkeita.

Lisdtietoa: Torméaysinvariantit ja relaksoituminen tasapainoon
Relaksaatioaika-approksimaatiolla on yksi piirre, jonka huomaa esim. laskemalla tiheyden nopeusavaruudessa,

n(v,t) = /d?’rf(r,v7 t) .
Integroidaan Boltzmannin yhtdloa relaksaatioaika-approksimaatiossa,

on(v.t) _ [ 5 0f(rivit) f— o
o= [P < [t (v IR

= v [ @l [@r(f = o) = Znlvt) = no(v))
=0

joten tiheysero dn(r,t) := n(r,t) — no(v) toteuttaa differentiaaliyhtalon

d(on(v,t)) _ on(r,t)
ot o7 ’

jonka ratkaisu on

dn(v,t) = dno(v,0)e t/7T .

(6.176)

(6.179)
(6.180)

(6.181)

(6.182)

(6.183)

(6.184)

(6.185)

Integroimalla yli nopeuden tésta seuraa, ettd hiukkasluku N (t) relaksoituu eksponentiaalisen nopeasti arvoon N (0). Tdmén mukaan

tiheysfluktuaatiot hdvidvdt itsestddan ajan kuluessa, havidmistahdin m&aras relaksaatioaika 7.
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Kuten aiemmin todettiin, relaksaatioaika-approksimaatio olettaa, etta kaikki suureet relaksoituvat samalla aikaskaalalla 7. Kaikkien
suureiden ei pitaisi relaksoitua aikaskaalalla 7.

Otetaan jokin funktio A = A(r, p), sen aikariippuvuus on

AW = [ dratpAp S0 (6.156)
ja sen muutos on Boltzmannin yhtélén mukaan
A

L~ [@ripawm P = [arapacm) [+ V-5 or+ (2) (6.187)

dt ot ot ) oo

3,13 . . aof
= [ &rd’p |(VA(r,p) -t -+V,A(r,p) - p) f + A(r,p) 5t . (6.188)
coll

Jos A on térméyksissi sdilyvi suure, torméysinvariantti (collision invariant), niin Hamiltonin liikeyhtéldiden mukaan

dA(t
) Arp) #49,A0p) P =0 (6.189)

ja jaljelle ja& endd tormaysintegraalitermi. Térméysinvariantille A

A P)
ddit) :/d3rd3pA(r7p) (37{)(:011:0' (6.190)

Vastuu torméiysinvarianssin sdilyttdmisestd jaa torméystermille. Relaksaatioaika-approksimaatio tuottaa ikdvan yllatyk-
sen, sen mukaan

dx?lit) _ /dS'rdi"},)A(r7 p) (—%(f—fo)) = _M £0 ,jos A(t) # Ao , (6.191)

T

joten relaksaatioaika-approksimaatio ei kunnioita siilyvid suureita. Téllaisia suureita ovat mm. liikem&é&ré, hiukkasluku ja energia.

Tamén vuoksi relaksaatioaika-approksimaatioon tehddén usein pikku parannuksia.

6.3 Maxwell-Boltzmann kaasun kuljetuskertoimet

Lasketaan Maxwell-Boltzmann kaasun diffuusiokerroin, viskositeetti ja lammonjohtavuus.

6.3.1 Diffuusio

Dimensioanalyysia
Diffuusiokertoimen yksikko on

D] =2 | (6.192)

ja koska kéytettdvissd on (i) keskiméérdinen vapaa matka ¢ ja (ii) keskimé&érdinen vapaa ai-
ka 7.on (joka ei ole sama kuin relaksaatioaika), niin dimensioiden perusteella voisi arvella, etta
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D o ?/7eon. Tarkempi johto tehdééin satunnaisprosessien yhteydessi, jolloin saadaan verran-
nollisuuskerroin 1/2,

2
D_E

27—coll

(6.193)

Diffuusio relaksaatioaika-approksimaatiossa

Diffuusio on aineen virtausta. Aine on vakiolampotilassa ja sen keskimééarédinen virtausnopeus
vg = 0, koska emme ole kiinnostuneita aineen massakeskuksen liikkeestd. Tasapainotiheys on
yhtalon muokattu MB nopeusjakauma em. tilanteessa,

m 3/2 o
o) = nir) (5 ) T = i) ) (6.194)

Kaytan sekd lukumaééritiheydelle n ettd faasiavaruustiheydelle f lyhyttd nimitysta “tiheys”,
asiayhteys kertoo kummasta on kyse. Epétasapainosysteemissd on pieni tiheysgradientti
Vn(r,t), josta aiheutuva virta j(r,¢) on nopeuden odotusarvo tiheydessa f(r,v,t),

i) = / o v fr,v.t) . (6.195)

Jatan funktioista lyhyyden vuoksi argumentit merkitsematta. Tiheys on f = fy + f’, missa [’
on relaksaatioaika-approksimaation ratkaisu (6.180) (ulkoisia voimia ei ole, p = 0),

j= /d3vv(f0 +f) = /d3vvf0 — T/dg?}V(V -V fo) . (6.196)
Tasapainossa nopeuden odotusarvo on nolla, eiké virtaa ole,
/d3vvf0 =0, (6.197)

silld fy on v:n parillinen funktio (ja se on isotrooppinen). Ainoa paikkariippuvuus fp:ssa on
kertoimena olevassa tiheydessd n(r), joten

Vfo=(Vn)fus(v) , (6.198)

ja virta on
Fp— / Fov(v - Vn) fus(v) (6.199)

Lausekkeen lukemista ehké helpottaa vektorien kirjoittaminen komponenttimuodossa,

3
voVn=Y o (6.200)
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missa summa on yli karteesisten komponenttien. Virtavektorin 7:s komponentti on

= _T/dsvvzzvk_fMB = —TZ 81’k /d U'UzkaMB( ) . (6201)

MB-nopeusjakauma fyg(v) on parillinen funktio, joten integraalista jaa vain termi k = 4,

/d?’vv?fMB(v) = /dvldvgdvgvffMB(v) = %/dBUUQfMB(U) : (6.202)

missi viimeinen muoto seuraa siité, ettd kaikki vaihtoehdot v? = v?, v? = v2 ja v? = v2 antavat
saman tuloksen, joten voimme ottaa kolmasosan niiden summasta v? +v3 +v3 := v2. Integraali
on nopeuden nelién odotusarvo MB-nopeusjakaumassa,

3kgT
/ Pov? fus(v) == (W) = —— | (6.203)
m
joten virran lausekkeeksi saadaan
. TOn , TkgT On
p— — , 6.204
J 3 (%i< s m  0x; ( )
eli vektorimuodossa
kgT
j=-—"E . (6.205)
m
Vertaamalla tatd Fickin lakiin (6.34)),
j=-DVn, (6.206)
saamme diffuusiovakion arvoksi
kgT
p=""8 (6.207)
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6.3.2 Lammonjohtavuus

Tiheys on vakio, mutta systeemissé on pienia lampoétilavaihteluja, T = T'(r). Limp6 on energian
siirtoa, téssd tapauksessa liike-energian virtausta. Limmonjohtavuuteen ei siséllyteta aineen
keskimédriista liikettd, asetetaan vo(r) = 0[] Tasapainotiheys on (ks. (6.84)))

2

m 3/2 — v
fo(r,v) =n(r) <m) e FpTe) (6.208)

Relaksaatioaika-approksimaatiossa f = fo + f’, missé f’ saadaan jélleen kaavasta (6.180]) (ul-
koisia voimia ei ole, p = 0). LAmpo6vuo, oikeastaan ldmpoévuon tiheys, j,(r) on

1 1 1
jo= /d3v v <§mvg) flr,v,t) = /d3vv (imzﬂ) f0+/d3vv <§mvg) f (6.209)
liike-energiavirta h ;,O .
1
= —T/d3vv <§m1}2> v-Vf. (6.210)

Tehtavini on laskea V f; siiné paikkariippuvuutta on lampdétilassa 7'(r) ja tiheydessa n(r). Ensi
silméaykselld voisi kuvitella, ettd vain T'(r) tuottaa lampétilagradientin, mutta osoittautuu, etté
aineen tilayhtéalon vuoksi myos n(r) tuottaa lampotilagradientin! Lasketaan néistéa kahdesta
osasta tulevat lampdovuot erikseen.

Eksplisiittisestd 7'(r) -riippuvuudesta johtuva ldmpdétilagradientti ja lampovuo

Oletetaan hetki, ettéd aine on homogeenista, eli etta tiheys n on vakio. Palaamme tahén lopuksi.
Silloin paikkariippuvuutta fo:ssa on vain lampétilassa T'(r). Jakauman gradientti on

dfo
Vfo=—=—=-VT 6.211
joten lampovuo on
. 1 dfo
Jg= —T/d?’vv <§mv2) (v- VT)a_T : (6.212)
Téassé esiintyy derivaatta
dfo 3,5 m \*? _w? ? m " _m?
IO T5/2 2kgT 2kpgT 6.213
o ~ 20 "\omks) ¢ T \omker) ¢ (6.213)
3 mu?

17. Aineen keskimairiinen virtaus ei varsinaisesti ole aineen ominaisuus.
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Lampdvuo saadaan muotoon

jo = —T/d3vv <%mv2) (v-VT) {_i + QZ”;“;} fo . (6.215)

Komponenttimuodossa (samaan tapaan kuin edelld diffuusiolaskuissa, i,k = 1,2, 3)

(g)i = — /d?’vvl( ) (Z ’“axk> [—— o TQ} fo (6.216)

3v? mo?t
—_— 21
[ 2T+2kBT2] o (6.217)

koska integrandi on parillinen vain jos & = i. Kaikki komponentit ¢ = 1,23 antavat saman
tuloksen, joten voimme korvata integraalissa v — v?/3,

. 1 0T 3 vt mu®

o=~ m 3, /d ’ {_ﬁ i 21<:BT2} o (0219
R T 3,4 m 6
= —7T— mnaxl [—ﬁ@} >MB + ijBTQ <’U >MB:| s (6219)

missé (...)up on laskettu Maxwell-Boltzmann jakaumassa. Pienen laskennan jélkeen saa tulokset

(vHyp = 15 (kB—T>2 , (0% = 105 <kBT) . (6.220)

m m

Lampovuo on

) 1 9T [ 3nkiT nk%T 5tnk%T OT
= =T - 15 105 = — , 6.221
(o) TGmaxi [ 2m?2 + 2m? m  0x; ( )
ja vektorimuodossa
k3T
Jg= _ ok vT 1. osa lampdo6vuosta . (6.222)

m
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Tiheysgradientista johtuva lampdotilagradientti ja lampovuo

Koska kaasu on harvaa, on sen paine ideaalikaasulain mukainen P = nkgT. Mekaanisessa
tasapainossa paineen pitaa olla sama kaikkialla, joten jos kaasussa on tiheysgradientti, on siiné
oltava myos lampotilagradientti. Gradienttien vélinen relaatio on

VP = (Vn)kgT +nkp(VT) =0 mekaaninen tasapaino (6.223)
SVn = —%VT . (6.224)

Tasapainotiheyden gradientti on

Vo= %fo Vn = fmpVn, (6.225)
ja lampdovuo on
jo=—7 / dBov (% ) (v-Vn )%{f - 72”;” / Bove(v - VT) fus (6.226)
= TZ?%VT/CZS  fug = T%%VT< DIV (6.227)
ja saadaan
ig= STikgT —V7T 2. osa lampovuosta . (6.228)

2m

5Tnk T

Téama kumoaa puolet aiemmin saadusta ldmpdovuosta, joka oli j, = VT, joten lopulli-

nen lampovuo on

9 kT
jo = T;’m VT IEmpdvuo . (6.229)
Vertaamalla tulosta Fourierin lakiin j, = —kV'T" saadaan
5tnkiT
) = B lammonjohtavuus . (6.230)

2m
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6.3.3 Viskositeetti

Viskositeetti kuvaa aineen kykya siirtda liilkeméadrad, samaan tapaan kuin ldmmonjohtavuus
kuvaa aineen kykyé siirtdd energiaa lampona. Nyt Vn = 0 ja V1 = 0, mutta aine virtaa
makroskooppisesti eri nopeudella eri paikoissa. Alla tehtéva tarkastelu péatee fluideille yleensa,
mutta puhun silti kaasusta. Tarkastellaan kaasua kahden levyn vilissé, ylempi levy liikkuu
oikealle, alempi on paikallaan. Levyn ja kaasun vilinen kitka vetdd ylareunalla kaasua levyn
mukana, mutta tultaessa alaspéin kaasun liike oikealle on hitaampaa.

2 ——— vy liikkuu oikealle
—

kaasukerroksia levyjen valissa

MHH

mEEEesssse———— [cvy on paikallaan

T
Kaasun makroskooppinen liike on keskiméérainen virtausnopeus vg(r), nyt siis
Vo = uz(2)é, . (6.231)

Tarkastellaan yhté kaasukerrosta, “keskikerrosta”, ja sen yla- ja alapuolella olevan kerroksen
litketta.

Alapuolella oleva kerros liikkkuu hitaammin z-suuntaan, ja kerrosten vélinen kitka pyrkii hi-
dastamaan keskikerroksen liiketta. Vastaavasti ylapuolella oleva kerros liitkkuu nopeammin, ja
kerrosten vilinen kerrosten vilinen kitka pyrkii nopeuttamaan keskikerroksen liiketta. Kerros-
ten vilista kitkaa kuvaa leikkausjannitys (shear stress), joka on pinnan suuntainen voima
pintayksikkoa kohti. Leikkausjénnitys on voima, joka tarvittaisiin pitdméaén kerros liikkeessa
kitkasta huolimatta. Leikkausjannitys lasketaan pintayksikkoéd kohti, silla kokonaisvoima riip-
puu kerrosten toisiaan vasten olevasta pinta-alasta, eikd pinta-ala ole tarkasteltavan aineen
ominaisuus. Vaikka leikkausjannitys on voima, se ei ole sama kuin paine, koska leikkausjannitys
on pinnan suuntaan, kun taas paine suuntautuu pintaa vastaan kohtisuoraan suuntaan. Seuraa-
vaksi meidan pitaa kirjoittaa tdma kaavoiksi ja méaaritella tarkemmin, mista leikkausjannitys
syntyy.

Leikkausjéannityksen aiheuttaa kerroksesta toiseen siirtyvé lilkemaara, jota kuvaa liikeméaaravir-
tatiheys (j,).., missé indeksi zx kertoo, ettd kyseessé on ylospéin siirtyvé ja oikealle suuntau-
tuva liikkemaaravirtatiheys. Leikkausjénnityksen suunta méaaritellaén vastakkaiseksi liitkemé&ara-
virtatiheyden kanssa. Kuvan tilanteessa ylospéin siirtyy ylemmaén kerroksen liiketta jarruttava
liikemaéaravirta, joten kerroksen liikkeen yllapitdmiseen tarvittaisiin kiithdyttavé leikkausjanni-
tys. Oleellista on, ettd me osaamme laskea liikemadravirran.

Leikkausjénnitys F,, = —(j,).. lilkeméérévirtatiheys
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Liikem&aravirran (ja leikkausjénnityksen) suuruus riippuu kerrosten nopeuserosta, sillé jos no-
peusero havidd, havidd myos liikeméadravirta. Jos kerrosten paksuus on Az, niin kerrosten no-
peusero on

Uz (2 4+ Az) —u,(2) = CZ;I

Az, (6.232)

joten yksinkertaisin arvaus on, ettd ylospain siirtyva liikemaaravirtatiheys on suoraan verran-
nollinen nopeuseroon,

du,,
dz

(Jp)ew = —1 Newtonin laki viskositeetille , (6.233)

missd 7 on (dynaaminen) viskositeetti ((dynamic) viscosity). Liikkkuvan levyn avulla mééri-
teltyd viskositeettia nimitetddn myos leikkausviskositeetiksi (shear viscosity). Miinusmerkki
johtuu siitéd, ettd kuvan tapauksessa ddL;‘ > (), joten ylospain siirryttaessa kerrokseen suuntautuu
sen liikettd jarruttava liikeméaravirta, ja tdata vastustamaan tarvittaisiin vastakkaissuuntainen
leikkausjénnite. [

18. Fluideissa jéannitys on tensori, téssd tarkasteltu voima pintayksikk6a kohti on jannitystensorin komponentti.
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Viskositeetti keskiméairiisen vapaan matkan ¢ funktiona

Lasketaan aluksi viskositeetti kaasukerroksissa siirtyvan liikeméaaran avulla kayttdmatta
relaksaatioaika-approksimaatiota. Hiukkasia siirtyy ylospéin pintayksikon lépi aikayksikossa
MAAra

fu.d®v . (6.234)

Jos hiukkanen lidhtee korkeudelta z ja tormééa toiseen hiukkaseen korkeudella z + Az, niin se
tuo mukanaan oikealle suuntautuvaa liikkemaédrdaa maérian

du,
Ap, = m(ug(z) —uz(z + Az)) = —m dt Az . (6.235)
Jos hiukkanen kulki keskimééréisen vapaan matkan ¢ ja nousi kulmassa 6, niin
Az =/{cos(0) . (6.236)

AZM

Kulma 6 on valilla [0, 7], ja se ottaa huomioon kerrokseen ylhaalté ja alhaalta tulevat hiukkaset.
Kaasukerrokseen siirtyva liikeméaravirta on

du,

G = [ Pogp, == |me [ atov.costors] 5= (6.237)

Viskositeetti on Newtonin lain (6.233) mukaan hakasuluissa oleva kerroin,

n= mE/d?’vvz cos(0)f . (6.238)

Tasté padsee eteenpiin tekemalld seuraavanlainen oletus: jos virtaus on hidasta hiukkasten ldm-
poliikkeeseen verrattuna, eli u,(z) < (v)up, niin saamme melko tarkan tuloksen kiyttdmalla
integraalissa virtaavan kaasun tiheyden f sijaan paikallaan olevan kaasun tiheytta n fus,

N
~ = BT 2
f=nfus=n (27rl<:BT) e % (6.239)
Pallokoordinaateissa v, = v cos(f) ja
n = mél/d?’vvz cos(0)n fup = mfnZw/dva’ufMB/ df sin(0) cos?(0) (6.240)
0
2/3
1 2 1 3
= gmﬁn 47 | dvv v fug = gmén d>vv fus . (6.241)

(v)MB
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Saamme tuloksen

1 1 kpT\'"?
n = -mln{v)yp = =min (6 b ) . (6.242)

Viskositeetti relaksaatioaika-approksimaatiossa

Kaasukerrokseen siirtyvé liikeméaravirta on sama kuin edelld saatu,

(p)ez = / d*vv, fAp, . (6.243)
Kukin hiukkanen kuljettaa oikealle suuntautuvaa liikema#rad maarian
Ap, = mu, , (6.244)

ja sijoittamalla f = fy + f/ saamme liikemaaravirraksi relaksaatioaika-approksimaatiossa

= m/d%vzvxfo +m/d3vvzvx o, (6.245)
Vf
——— —7v-V fo

=0

misséd ensimmaéinen integraali haviaé, koska tasapainossa ei ole lilkemaaravirtaa. TAma sievenee
muotoon

(Jp)ez = —Tm/d‘gvvzvzvz% ) (6.246)
0z
koska fj riippuu vain koordinaatista z, ja derivaatta on

afo m(v — uac(z)éx)Q 2 2

2.~ g { 2k T QkBTfO [0% = 2050(2) + ua(2)’] (6.247)
du
=17 - . 24

k;BTfO (v = a(2)) " (6.248)

Sijoitus virran lausekkeeseen (u,(z) ei riipu v:sté, joten sen voi ottaa ulos integraalista),

TTTL2

(e = ~ (2 / P02 (0, — un(2)) fo (6.249)

2 m \? _meuszen?
= —kBTnu'(z)/d?’vvxvf(vw —u,(z)) (27Tk:BT) e BT (6.250)
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ja tekemélld muuttujanvaihto v — v + u,(z)é, saadaan

™m? du 5 o m 32 mR4odeud)
- 22 e

. _ _ e d3 2kgT . 251
Up)ae = = 1 Ve \ orkpT ’ (6.251)
Integraali on helppo hajottaa (d*v = dv,dv,dv,),

dv,v? m " 672::;%“ x | dv m v 67% x | dv,v? m v 6727:;%“
v 27T]{33T Y 27TkiBT = 27T]€BT

= (U2)me X 1 x (U2)ms = ((v2)um)? - (6.252)

Koska (v2)\p = kgT'/m, on virta Newtonin yht#lén (6.233) muotoa,

2

2
. ™ , kT du du

zx — T = —7kgTn— = — -, 6.253
() kBTnu (2) ( m ) 7B ndz ndz ( )

ja saamme dynaamiselle viskositeetille tuloksen™)
n=rTkgTn . (6.254)
Tésta voi laskea myos kaasun kinemaattisen viskositeetin (kinematic viscosity) v,

T
po= o N _ Tkl (6.255)
P mn m

19. Tuloksen voi kirjoittaa myds paineen avulla, koska harvalle kaasulle P = nkgT.
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Yhteenveto virroista, f := f(r,v,t)

i= /dSU v f ainevirta = diffuusio (6.259)
1
jo= / v v <§m112) f liike-energiavirta = lampévuo = ldmmonjohtavuus  (6.260)

(Gp)se = / d*v v,(mv,) f  liikemésrivirta = viskositeetti (6.261)

Kuljetuskertoimet relaksaatioaika-approksimaatiossa

Kootaan relaksaatioaika-approksimaation tulokset:

kgT
p="1"5 (6.262)
m
k3T
o — 2T (6.263)
m
n=rTkgTn (6.264)
kgT
p =187 (6.265)
m
Voimme ottaa esim. D:n tunnetuksi ja lausua muut sen avulla,
Kk =bmnD = 5pD (6.266)
n =m?nD = pmD (6.267)
v=D. (6.268)

Relaksaatioaika-approksimaatiossa kinemaattinen viskositeetti on sama kuin diffuusiokerroin.
Jos D ja p ovat tunnettuja, voi viskositeetin mittauksella selvittda kaasumolekyylien massan
m.

Riippuuko viskositeetti tiheydesta?

Aiemmin saatiin viskositeetille kaava (|6.242)),

1 ™' 1 T\"?
n = -min (GkB ) = gép <6kB ) ) (6.269)
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Jos tiheys puolittuu, niin litkeméaaravirran aiheuttavien hiukkasten méaéara puolittuu. Samalla
ne kuitenkin matkaavat keskimaérin kaksi kertaa kauemmas ennen torméystéa ja niilla on kaksi
kertaa suurempi liikeméaaras:

Viskositeetti ei riipu massatiheydesta p.

Myo6s tarkempi Boltzmannin yhtélon kéasittely Chapman-Enskog teorialla osoittaa, ettei kaasu-
jen viskositeetti riipu tiheydestd. Sama pétee varsin hyvin myos nesteille.[g_cl

Tyypillinen tapaus:

Kaasu \ Neste
heikko hiukkasten voimakas hiukkasten
valinen vuorovaikutus véalinen vuorovaikutus
viskositeetti ei riipu tiheydesta viskositeetti ei riipu tiheydesté
viskositeetti kasvaa, kun 7" kasvaa | viskositeetti pienenee, kun 7" kasvaa

Kaasun ja nesteen viskositeetilla on péainvastainen lampdotilariippuvuus. Viskositeetti mittaa
liikeméaéran siirtymistd aineessa. Kaasuissa liikeméara siirtyy kaasumolekyylien torméyksien
seurauksena, ja lampotilan noustessa tormayksia aikayksikosséd on enemmaén, siksi kaasun vis-
kositeetti kasvaa. Kaasun viskositeetti johtuu kaasumolekyylien torméayksista. Myos
nesteissé molekyylien torméykset siirtavat liikemédraa ja lampotilan noustessa torméayksié on
enemmaén, mutta nesteissa on taman lisaksi voimakas molekyylien valinen vuorovaikutus, jonka
merkitys vdhenee lampotilan kasvaessa. Molekyylien vilisestd vuorovaikutuksesta johtuva vis-
kositeetti on torméayksistd johtuvaa suurempi, joten nettovaikutuksena lampdtilan nousu pie-
nentéd nesteen viskositeettia. Nesteen viskositeetti johtuu enimmaéakseen molekyylien
vilisestd vuorovaikutuksesta. Lammitetty neste virtaa herkemmin, esim. moottoriljy tai
hunaja.

Matala viskositeetti johtaa helposti turbulenssiin. Perry L. Johnson@ kuvailee tilannetta néin:

The low viscosities of common fluids such as air and water (v, = 107° m?/s and
Vaater = 1078 m?/s) explain why turbulent flows with a wide range of scales are
encountered frequently in science and engineering.

Hén jatkaa kuvailemalla turbulenssille ominaista energiakaskadia, liitke-energian nopeaa siirty-
mistd suuresta mittakaavasta yhé pienempéaén, kunnes viskositeetti lopulta estda vield pienem-
mén mittakaavan liikkkeen synnyn, ja energia levittaytyy (dissipoituu) aineessa lamponé. Talla
prosessilla turbulentti virtaus muuttaa suuren mittakaavan liike-energiaa lammoksi paljon no-
peammin kuin tasainen laminaarinen virtaus.

20. Ainakaan viskositeetti ei ole verrannollinen tiheyteen, jos esim. kaataa 0ljya veteen, niin se se kelluu, joten
6ljyn tiheys on pienempi kuin veden, silti 6ljyn viskositeetti on suurempi kuin veden.
21. Physics Today, April 2021 Issue, p. 46.
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6.3.4 Supranesteen viskositeetti

Vuonna 1937 Pjotr Kapitsa, ja toisaalla John Allen ja Don Misener osoittivat, ettd He* muut-
tuu matalassa lampotilassa supranesteeksi. Supranesteen viskositeetti on nolla ja siksi se voi
virrata ohuiden kapillaarien lapi kitkatta, toisin sanoen supranesteen ja seindmien valilla ei
siirry liikemaaraé eikd energiaa. Neste ottaa vastaan liilkeméaaraé ja energiaa synnyttamalla al-
keiseksitaatioita, joita voi kuvata kvasihiukkasina - esim. fononeina - joilla on liikem&ara p ja
energia €(p). Kvasihiukkasten syntyminen on se mekanismi, jolla energiaa dissipoituu nesteeseen
ja synnyttad kitkaa kapillaarin ja nesteen vélille.

Tarkastellaan nesteen virtausta kapillaarissa limpétilassa T = 02 Nesteen lepokoordinaatis-
tossa kapillaari liikkuu nopeudella —v, ja jotta neste alkaisi liikkua kapillaarin mukana, pitéisi
nesteeseen syntyé kvasihiukkasia, joilla on liikemééra p ja energia €(p). Litkem&dran siirtyminen
kapillaarista nesteeseen tarkoittaa, ettd nesteelld on nollasta poikkeava viskositeetti.

Kapillaarin lepokoordinaatistossa neste liikkuu nopeudella v, ja jos nesteessa on yksi kvasihiuk-
kanen, niin nesteen kokonaisenergia on

1
E= €ep +p-v + §Mv2 : (6.270)
kvasihiukkasen energia ~—

nesteen liike-energia

missd M on nesteen massa. Lisdtermi p - v tulee Galilein muunnoksesta, fononeille tAmé olisi
Doppler-siirtyma.

22. Abrikosov, Gorkov ja Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics, Prentice Hall
(1963).
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Galilein muunnos nesteen lepokoordinaatiston K suhteen z-suuntaan vakionopeudella —v liikkuvaan
kapillaarin lepokoordinaatistoon K’ on (¢’ =t)

dz'  dx
"= —_— = — . 271
r=x+vt=> o dt—l—v (6.271)

M-massaisen nesteen lilkem#ira ja energia kapillaarin lepokoordinaatistossa ovat (€, on z-suuntainen

yksikkdvektori)
da’ d
P’:Md—iéz :M(di; +v)é, =P+ Mv (6.272)
,_ (P (P+Mv)?  P? 1 9 1, 9
E = AL = Wi —2M+P v+2Mv =FE+P V+2MU . (6.273)

Jos nesteeseen syntyy kvasihiukkanen liikem&éralla p ja energialla e, niin kapillaarin lepokoordinaa-
tistossa nesteen energia on

1 1
E/:(E+e)+(P+p)~v+§Mv2:E+P~V+§Mv2+e+p~v, (6.274)

joten kvasihiukkasen syntyminen liikkuvaan nesteeseen vaatii energian € + p - v. Termi p - v on
Doppler-siirtyma.

Landaun mukaan kvasihiukkanen voi syntyé vain jos se alentaa energiaa,
e(p) +p-v<0, (6.275)
ja ndin voi tapahtua jos p ja v ovat vastakkaisiin suuntiin, @

e(p) —pr<0&v> <) i= Vit Landaun rajanopeus . (6.276)

p
Jos neste virtaa rajanopeutta hitaammin, ei nesteeseen voi syntyé kvasihiukkasia, eiké nesteen
lilkemé&ard voi muuttua: nesteen viskositeetti on nolla ja se on supranestetta. @

Adrellisessi lampétilassa kvasihiukkasia voi syntyé termisind virityksind, vaikka energia e(p)+p-
v olisikin positiivinen. Voidaan kuitenkin osoittaa, etté osa nesteesta voi silti olla supranestetta;
ks. lisdtietoja.

Supranesteisyydessa on kvasihiukkasten eksitaatiospektri suuressa roolissa. Spektrin ei tarvitse
alkaa dérellisesta energiasta, riittada kun e(p)/p > 0.

23. Jos kapillaarin lepokoordinaatistossa neste virtaa oikealle, niin nesteen virtausta jarruttavan kvasihiukkasen
liikem&&ra on vasemmalle.

24. Yksinkertaisen kuvauksen perusteella rajanopeutta nopeammassa virtauksessa kvasihiukkasia pitéisi alkaa
syntya rajatta, joten niiden kasittely vuorovaikuttamattomina ei voi olla taysin oikein. Kvasihiukkasen vuoro-
vaikutuksia ovat tutkineet teoreettisesti L. Pitaevskii, JETP Lett. 39 (1984), sekd G. Baym ja C. Pethick, Phys.
Rev. A 86, 023602 (2012). Tulos on oleellisesti se, ettd jos kvasihiukkaset hylkivit toisiaan, niin eksitaatiospektrin
muutos stabiloi supranesteen myos hiukan Landaun rajanopeutta nopeammassa virtauksessa.
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He*:n tapauksessa eksitaatiospektri on L R
€(p) = ¢p, kun p on pieni, mutta kdy paikal-
lisessa minimissa energiassa €, = 8,6 K (ns. | A
rotonieksitaatiot) kun k, = 247", jolloin
aallonpituus on suunnilleen keskimaarai-
nen atomin etaisyys naapuriatomista. Ro-
toniminimista laskettu rajanopeus on (ks.
vihred suora),

rajanopeus

Energy (meV)
-

05 |- .

€r kB 8,6K |
Ucrit == h_k,,r = €2A—1 ~ 56 m/S . [JCID‘D 0'5 1'0 1"5 210 2|5 STD 3|5

(6 277) Wave-vector (A”)
FIG. 1. The dispersion relation of *He at P =0 and T < 0.1 K,
Mitattu raj anopeus osoittaa laskelman pl— determined by neutron scattering for wave vectors k = 0.15 A~' (this
. . . . . work). Below this value: extrapolation of ultrasonic data [40,41].
tavan varsin hYVIIl palkkansa, Jopa nanoko- Error bars are not visible at this scale in most of the range (see

koisissa heliumpisaroissa.lﬂ Table VI). Ay and Ay are the maxon and roton energies.

Ylla esitetty kvasihiukkastarkastelu on mielenkiintoinen: missdan ei kerrota miten kapillaari
vaikuttaa nesteeseen. A. Paris-Mandoki et alP% kuvaa Landaun nerokasta ideaa niin:

A simple and ingenious way to estimate v..;; and give a qualitative explanation
of the breakdown of superfluidity is provided by the Landau criterion. The Lan-
dau criterion is a cornerstone of our understanding of the dynamical behaviour
of superfluids, stating that superfluid flow is sustained against external pertur-
bations or defects up to a critical value of the velocity. Its elegance, power and
usefulness rely both on simplicity and generality. There is no need to know the
specific nature of the perturbation or the characteristics of the defects, no need
to know all the microscopic details of the superfluid, and no need to compute the
excitation spectrum of the moving system; only the knowledge of the low-energy
excitation spectrum €(p) of the system at rest is required. In Landau’s treatment
the microscopic description of the dissipation sources is not considered, since the
former relies on the determination of the conditions under which the creation of
elementary excitations becomes energetically favourable, in contrast to microsco-
pic computations in which the interactions of the superfluid with its environment
are explicitly taken into account.

Hieman Landaun rajanopeutta suurempia supranesteen nopeuksia on myos saatu aikaan (ks.
aiempi alaviite). L. Pitaevskii on esittinyt, ettd tilloin ‘He-nesteen ja kapillaarin rajapinnal-

25. Brauer et al., Phys. Rev. Lett. 111, 153002 (2013). Kuvassa He*m mitattu matalan limpétilan spektri: H.
Godfrin et al., Phys. Rev. B 103, 104516 (2021), rajanopeuden osoittava suora on lisitty kuvaan.

26. A. Paris-Mandoki, J. Shearring, F. Mancarella, T. M. Fromhold, A. Trombettoni ja P. Kriiger, Nature Sci.
Rep., 7, 9070 (2017).
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le syntyy liikkeen suuntainen pitkittainen tiheysoskillaatio; mittausta vaikeuttavat nesteeseen
herkiisti syntyvit pyorteet |

Onko BE-kondensaatio sama ilmio kuin supranesteisyys?
Vertailu BEC vs. supraneste on monisyinen. Rajoitan tarkastelut 3D systeemeihin, koska 2D
on omalla tapaa omituinen.

° Supranesteita kuvataan kaksinestemallilla, jossa osa tiheydesté p, on normaalia nestetta
ja osa p, supranestetti, p = p, + p} Kaikki aine on supranestetti limpotilassa T = 0.
Kaikki bosonit ovat BE-kondensaatissa vain vuorovaikuttamattomassa bosonisysteemis-
sd, mutta eivit vuorovaikuttavassa (He! atomeista vain n. 7% on BE-kondensaatissa).
Supranesteen tiheyden pg ja kondensaattiosuuden ng = Ny/N vililla on selvé epasuhta,
mutta molemmat menevéit nollaan kriittisessd lampotilassa.

o Vuorovaikuttamattomille bosoneille €(p) = p?/(2m), joten Landaun rajanopeus on nolla,
ja tdman perusteella vuorovaikuttamattomien hiukkasten BE-kondensaatti ei voisi olla
supraneste.

. Lisdtiedoissa kuvattu laskelma normaalinesteen tiheydelle p,, (my6s Landaun kéisialaa)
vapaan hiukkasen spektrilla antaa tuloksen

pn = ((3/2) (;:LTHB?) T3/? Landau: normaalinesteen tiheys , (6.278)

joka on tdsmélleen sama kuin BE-kondensoitumattomien hiukkasten tiheys (ks. (4.27)).
Téamaéan perusteella vuorovaikuttamattomien bosonien supranesteen tiheys kiyttaytyy
juuri niin kuin niiden BE-kondensaattiosuuskin; ps = Ny/V.

° BEC on yksihiukkastilan makroskooppinen miehitys, jonka méaraéiva tekijad on Bose-
Einstein statistiikka ja perustila. Supranesteisyys on vuorovaikuttavien hiukkasten mo-
nen hiukkasen ilmio, jonka médrddava tekiji on alkeiseksitaatiot (kvasihiukkaset). En
kuitenkaan panisi télle erolle kovin suurta painoarvoa, silld statistiikka + Hamilton on
molemmissa tarvittava ja riittéva tieto.

° Atomien bosoniluonne on térked supranesteisyydessi, koska bosoninen He* muuttuu
supranesteeksi lampotilassa 2,17 K, kun taas fermioninen He® neste vasta lampdtilassa
0,001 K, vaikka atomien vuorovaikutus on hyvin tarkkaan sama. @

° Supranesteen virtausnopeus on kvantittunut ja pyorteeton,

%Vs-dr:%m n=012. ,Vxv,=0, (6.279)

27. L. P. Pitaevskii, JETP Lett. 39, 511 (1984). Kapillaari aiheuttaa nesteeseen myos poikittaisen kerrostumisen;
muutaman sekunnin kestévé yksinkertainen Monte-Carlo simulaatio osoittaa, ettd nestettéd hylkivd homogeenista
ainetta oleva kapillaari aiheuttaa *He nesteeseen kerrostumisen, koska *He-atomit hylkivit toisiaan (demosin
tatd Monte Carlo kurssillani). Siksi my6s e(k), josta rajanopeus lasketaan, poikkeaa hiukan homogeenisen nesteen
spektristé, sitd enemmaén mitd kapeampi kapillaari.

28. Laszlo Tisza (1938).

29. He? transitio on T, = 0,002491 K sulamiskiyrilld, korkeammassa paineessa.
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miké johtuu aaltofunktion faasikoherenssista - makroskooppinen mééra atomeja samassa
tilassa, eli BEC.

° Laboratoriossa pyorivadn ultrakylmien atomien BE-kondensaattiin syntyy Abrikosovin
hilan muotoon kvantittuneita pyorteitd tyypin II suprajohteiden tapaan, joten tdmaéan
perusteella se on supraneste |

30. |Superfluidity of atomic gases @Cambridge University (UK).


http://www-amop.phy.cam.ac.uk/amop-zh/Research2.html
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Lisadtietoa: Supraneste Airellisessé lampotilassa Koordinaatistossa, jossa neste ei lilku mutta kvasihiukkaset liikkuvat nopeu-
della v, on niiden miehityksen odotusarvo

on(e)
e

ne—p-v)~—(p-v) (6.280)

jos nopeus on pieni. Tamé pitda paikkansa kunhan n(e), jakauma liikkumattomassa supranesteessa, on analyyttinen funktio.
Esimerkiksi olettamalla kvasihiukkaset vuorovaikuttamattomiksi (bosoneja, joiden lukumééra ei siily) on

1

1 . .
n(e) = B 1 paikallaan oleva neste , n(e—p-v) = v 1 litkkkuva neste . (6.281)
Hitaasti liikkkuvien kvasihiukkasten kokonaisliikema&ra on
d3p d3p on(e)
= —p- ~— | ——=(v- 6.282
) pn(e—p-v) / @nh)? v-PP— ( )
1 d3 i3}
- —vf/ P20 (6.283)
3J (2nh)3 de

missd M on kvasihiukkasten mukana liikkuva massa. Matalissa lampotiloissa tdma voi olla pienempi kuin nesteen koko massa,

jolloin osa nesteestd ei liiku kvasihiukkasten mukana; liikkkumaton osa on supranestetta.
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6.4 Sahkonjohtavuus

Elektronien torméykset keskendén sailyttavat niiden liikeméaéréin, joten sihkdkentéan aiheuttama
makroskooppinen liike ei hidastu; siksi ideaalisen elektronikaasun sdhkonjohtavuus on aéareton.
Vastus johtuu liikemé&éréastd, jonka elektronit menettéivit torméayksissa epapuhtausatomeihin,
hilavirheisiin ja fononeihin.

Hyvéa sihkonjohtavuuden teoriaa ei ole helppo tehdé, eiké néissé luennoissa menné pintaa sy-
vemmalle. R. Feynman jattaa kuuluisissa luennoissaan@ johtavuuden véhalle huomiolle; syyksi
on arveltu, ettei han onnistunut kehittdmaéin suprajohtavuuden teoriaa, eiké siksi ollut tyyty-
véinen silloiseen johtavuusteoriaan ylipadtaan.

Druden malli

Kaydadn lyhyesti lapi klassinen Druden malli@ Mallissa osa elektroneista liikkuu tasaisesti
jakautuneiden positiivisesti varautuneiden ionien liikkumattomalla taustalla, systeemi on ko-
konaisuudessaan varausneutraali. Kaytan vapaiden elektronien tiheydelle merkintaa n,.

Tarkastellaan tasavirtajohtavuutta (DC conductivity), eli ajasta riippumattoman sihkokentén
E vaikutusta elektronien dynamiikkaan %] Elektronien varaus on —e, joten sihkokenttid E vai-
kuttaa niihin voimalla

F=—-¢cE. (6.284)
Elektronien liikeyhtélo ja sen ratkaisu ovat
mv = —eE = v(t) = v(0) — —Bt . (6.285)
m

Oletetaan, ettd hetkelld ¢ = 0 elektroni térméé, ja sen nopeuden suunta torméyksen jalkeen
on satunnainen. Seuraava tormays tapahtuu keskiméérin hetkelld 7.1, joten torméysten valilla
sahkokenttd ehtii antaa elektronille nopeutta kentén suuntaan. Silloin elektronin nopeuden
aikakeskiarvo on

V=—"Er. (6.286)
m
Virtatiheys on (tdmé on varausvirtaa)
. 62ancoll
je = —en,v=———E. (6.287)
m

31. R. P. Feynman, R. P. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, Addison—Wesley (1964).

32. Paul Drude v. 1900.

33. Ajasta riippuvan kentén E(t) vaikutusta varauksiin kuvaa vaihtovirtajohtavuus (AC conductivity), joka on
kompleksiluku.



6.4. SAHKONJOHTAVUUS 221

Sahkonjohtavuuden o méarittelee Ohmin laki
Je=0E, (6.288)
joten saamme tuloksen

62nv7—c011 N
g=—— Druden mallin johtavuus . (6.289)
m

Vapaiden elektronien tiheys n, ja tormaysaika 7., ovat fenomenologisia parametreja, joiden
arvo pitaa paatella muuta kautta.

Vain fermipinnan lahelld olevat elektronit voivat kuljettaa virtaa, joten periaatteessa n, voisi
olla valenssielektronien tiheys, tosin Druden aikaan ei edes atomien olemassaolo ollut kaikille
selvio. Malli ei tunne vyorakennetta, eikd kuvaa aukkojohtavuutta.

Druden mallissa keskiméaaraisen vapaan matkan pitaisi olla atomien etaisyyden suuruusluokaa,
mutta mychemmissa kokeissa on havaittu monta kertalukua pitempiad vapaita matkoja, joten
mallin 7., on selvésti liian pieni.

Druden mallin ajatusmaailma perustuu Boltzmannin kineettiseen kaasuteoriaan, ja elektrone-
ja kasitellaan Maxwell-Boltzmann statistiikalla. Maxwell-Boltzmann nopeusjakauma ennustaisi
elektroneille nopeuden, joka sekin on kertaluokkaa liian pieni.

Mallin perusteella voi laskea myds metallien lampdkapasiteetin, ja sen pitéisi olla sitd suurempi,
mitd enemmén vapaita elektroneja aineessa on. Silti useiden kiinteiden aineiden huoneenlam-
potilan lampokapasiteetti onkin miltei sama ja noudattaa Dulong-Petit lakia.

Kaiken kaikkiaan Druden mallin ennuste saattaa olla monta kertaluokkaa pielessé. Tilanteissa,
joissa Druden malli toimii, se toimii sattumalta, koska kertaluokkaa liian suuri suure kerrotaan
kertaluokkaa liian pienelld suureella. Druden mallin puutteiden vuoksi kehitettiin ns. semiklas-
sinen malli, jota késitelldédn seuraavaksi.
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Semiklassinen malli

Nimitysta “johtavuuden semiklassinen malli” voi kiyttad Sommerfeldin kehittaméasté teoriasta,
jossa elektronien dynamiikkaa kéasitelladn klassisesti, mutta Fermi-Dirac statistiikalla. Vililla
otetaan huomioon myos, etta elektronit liikkuvat periodisessa potentiaalissa, toisin sanoen ai-
neen vyorakenteen vaikutus. Kéyn néissé luennoissa lapi melko vaatimattoman teorian, jossa
Fermi-Dirac statistiikka yhdistetdédn Boltmannin yhtél6on relaksaatioaika-approksimaatiossa.

Klassisessa elektrodynamiikassa sahkokenttd E muuttaa elektronien liikeméaérad nopeudella
p = —eE. Ajatellaan tilannetta semiklassisesti, ja otetaan mukaan Paulin kieltosddnto ja fer-
mipallo. Jos kaikkien elektronien liikeméaréd ajassa t muuttuu maaran —eEt, niin koko fermi-
pallo siirtyy kentédn suuntaan. Liikemaéra ei todellisuudessa kasva loputtomiin, koska kiinteéssé
aineessa elektronit siroavat, eiké sallittuja liikemaaratiloja ole aina kiytettévissa. Elektroneilla
on lopulta ajautumisnopeus (drift velocity), joka riippuu liikkkuvuudesta, lampdtilasta ja séh-
kokentén suuruudesta.

Vapailla elektroneilla on lampokapasiteetti, jonka arvoksi saatiin

. NkBWQ T

C N
\%4 9 TF7

(6.290)
joten elektronien liikkuessa siirtyy paitsi varausta, myos lampoa.

Elektronien liikkeesté johtuva lammonjohtavuus ja sdhkonjohtavuus liittyvét toisiinsa.

Semiklassisessa mallissa tasapainojakauma on fermifunktio fy;. Yksinkertaisin tapa liséta
mukaan mekanismi, jolla jakauma f palautuu tasapainojakaumaksi f, on relaksaatioaika-

approksimaatio. Boltzmannin yhtélo relaksaatioaika-approksimaatiossa on (p = —eE, Vo =
V)
a _ li
—f+V-Vf—EE-va:—f Jo ::—L. (6.291)
ot m T T

Muuttumattomassa tilassa (% = 0) tédstd seuraa
er er
f’:—Tv~Vf——E~va%—TV'Vfo——E'va07 (6'292)
m m
koska f’ on pieni korjaus, jolloin 1. kertalukuun 7:n suhteen gradienteissa voi kiyttda tasapai-
nojakaumaa fy. Fermifunktiossa otetaan huomioon, ettd lampdétila riippuu paikasta,
1 1

fo= = oG :
eBle—p) +1 . k;g((r))) 1

(6.293)
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Kemiallinen potentiaali matalassa ldmpotilassa johdettiin aiemmin kiyttden Sommerfeldin ke-
hitelméa (ks. yhtélo (5.47, ep := kpTr),

o I
—~ ——kp— .294
“or T T T, (6:294)

ja koska lampotila on paikan funktio, on my6s kemiallinen potentiaali paikan funktio.

Laskun yksityiskohtia:
Nyt = u(T(r)) ja € = e(v) = mv?/2, joten

ou 2 T
= T~——kg—VT 2

Vu= 8TV - BTFV (6.295)
Vye=mv . (6.296)

Tasapainotiheyden gradientit ovat
Vie G\l (Lg, iy (6.297)

0= T B 1 1)2 kpT B 9e \kpr V1T k: T2 '
_9fo — 1 COfo (7, T  e—p
52 < T vr) =58 (Gheg — ) VT (6.298)
ePle=r) €— 1 dfo 1

Vvlo= —Gem e Y (kBT> B e <k:BTV 6> (6.299)

_9fo 9fo
= e Vye= 5 MV (6.300)

Sijoitetaan gradientit tiheyden lausekkeeseen (6.292)),

f/ = —TV'VfQ—‘rEE'vaO (6301)
__Ofo (=, T Ten 9fo
=T ( 5 kg BT T ) VT + mE 5 Y (6.302)
_ 9% s ” VI +ev-E| . (6.303)
Oe 6TF

Séahkovirran ja energiavirran lausekkeet tiheydessd f := fo + f" ovat (f’ laskettiin ylla)

je := —en(v) = —en/d3vv(f0 + )= —€n/d3UVf/ (6.304)
Je —n(;m02v> = —nm/d%v v(fo+f) nm/dsvv vf (6.305)

2 —
f’:T—aa{O {(—6%+€TM>V'VT+€V'E} . (6.306)
F
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Virrat kirjoittaa muotoon

jo= KuE+ K, VT (6.307)
jo = KnE + Koo VT | (6.308)

’n62

Integraalien lasku on pitkdhkd, joten annan téssé vain tuloksen. Merkitsemilld C' := 7> saadaan
K =C (6.309)
Ky = S”Z’;iT (6.310)
Koy = —%szTF [1 + % (éﬂ (6.311)
Koy = _%kBTF 27T32112FBT (6.312)

Merkinté vihjaa siihen, etté tuloksen voi kirjoittaa matriisiyhtéloksi,

Je\ _ (Ku K E\ _ E
()= (e ) (o) == (o) o
Relaation voi kdantaa,

(&) = (1) = (52, Y (1) o

missé det(K) = K3 K — K12K5 on matriisin K determinantti.

Sahkonjohtavuus
maaritellddn olosuhteissa, joissa ei ole lampdétilagradienttia, VT = 0. Talloin sdhkoévirran ai-
heuttaa sahkokentta,

je = Ki1E (6.315)
ja matalan lampotilan sahkonjohtavuudeksi saadaan Druden mallia muistuttava tulos
2
o=Kn="° (6.316)
m

Lammonjohtavuus
madritellddn olosuhteissa, joissa ei ole siahkdvirtaa, jo = 0. Talloin energiavirta on lAmpovuo
lampotilagradientin suuntaan,

. . det(K)
Jg =)= K
11

VT, (6.317)
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joten lammonjohtavuus saadaan verrannollisuuskertoimesta,

det(K) K12 K9
— Ky, 4 122 6.318
" Ki 2t (6.318)

Rajalla T" < Tr saadaan yhteys lammon- ja sdhkonjohtavuuden vilille (johto demotehtéavana),
ns. Wiedemann-Franz laki ( Wiedemann-Franz law ]

2 (kg\? Q
LT (BB - L = Lorenz-luku ~ 2,44 x 1078 W— Wiedemann-Franz ,
ol' 3 \ e K2

(6.319)

eli suhteen pitdisi olla sama kaikille aineille. Relaation voi olettaa pitavéan jotakuinkin paikkan-
sa aineille, joissa lammonjohtavuus aiheutuu padosin elektronien liikkeestd eiké fononeista (ku-
ten timantissa). Seebeck-ilmion eli lamposiahkoisen ilmion yhteydessd Lorentz-luku ilmoitetaan
yksikoissi L = 2,44 x 1075 ¥

Todellisuudessa Lorenz-luku vaihtelee materiaalin ja lampotilan mukana, mutta sitda voi silti
kiayttad kuvaamaan aineen lammon- ja sdhkonjohtavuuden suhdetta. Kittelinﬁ] mukaan kupa-
rilla (T =0°C) on L = 2,23 x 1078 WQ/K? ja volframilla (T = 100°C) L = 3,2 x 1078 WQ/K2.
Usein Wiedemann—Franz laki toimii korkeissa lampotiloissa ja muutaman Kelvinin lampotilois-
sa, muttei vilttamatta silld vililla % Suuria poikkeamiakin 16ytyy, esim. vanadiinidioksidi VO,
johtaa sahkoa, muttei lampoa: elektronien liike on koordinoitua, eikd niiden mukana liiku entro-
piaa eikéd lampoa. Nykytrendi onkin etsid materiaaleja, jotka eivit noudata Wiedemann-Franz
lakia, ja artikkelin otsikko alkaa sanoilla Breakdown of the Wiedemann-Franz law in ....

Boltzmannin yhtilon puutteita

Korrelaatiofunktioille saadaan eksponentiaalinen pieneneminen ajan funktiona, mutta hydro-
dynamiikan laskujen ja kokeellisten tulosten mukaan ne pienenevét paljon hitaammin ja niilla
on pitkdn ajan hantd. Boltzmannin yhtalo rajoittuu tilanteisiin joissa tiheys on hyvin pieni,
ja se ottaa huomioon vain bindériset torméykset (kaksi hiukkasta kerrallaan térméé). Suurem-
man tiheyden mikroskooppisen teorian perustana on tiheyden potenssisarja, ns. viriaalikehitel-
mé. Kehitystd hankaloitti havainto, ettd otettaessa viriaalikehitelmén korkeampia potensseja
huomioon saatiin ddrettomié tuloksia. Téméa on harmillista, mutta samalla hyvin tyypillista
héirioteorioille, koska mukaan jaa ns. sekulaaritermejéa, jotka pitéisi summata kaikissa kertaluo-
kissa. Tadma uudelleensummaus (renormalisaatio) tekee kehitelméstéa dérellisen, mutta joskus
tulos ei ole analyyttinen tiheyden funktio.

34. R. Franz ja G. Wiedemann, Uber die Wirme-Leitungsfihigkeit der Metalle. Ann. der Phys. 165 (8), 497-531
(1853). Lorenz lisési T-riippuvuuden (1872).

35. C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, Wiley (2005).

36. H. Rosenberg, The Solid State, Oxford University Press (2004).
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6.5 Omnsagerin ristikkaisehdot

Kuljetuskertoimia on melkoinen joukko.

Diffuusiovakio D j=-DVn
Lammonjohtavuus £ j, = —kVT Seebeck-kerroin § £ =SVT
Viskositeetti n (Jp)eaw = —n% Peltier-kerroin I j, = Ij.

.

Sahkoénjohtavuus ¢ j. = oE

Ohmin laki maéritelldén tilanteessa VT = 0. Perusmuodossaan se on jannitteen ja virran vélinen
relaatio (R on vastus), U = RI, mutta fyysikot yleistdviit tdmén virtatiheyden ja séhkokentdn
véliseksi relaatioksi, E = pj. (p on resistiivisyys) tai j. = oE.

Seebeck-kerroin maédritelldén tilanteessa jo = 0; se tunnetaan myos nimelld thermopower. Seebeck-
ilmio on yksi lamposihkoisista ilmidista. Seebeck-ilmiossé elektromotiivinen voima & (electromotive
force (emf), ei ole voima) ja sdhkovirta syntyvit silmukkaan, jossa on ainakin kahta erilaista johdin-
materiaalia, ja liitoksia pidetédén eri laimpdétiloissa. Seebeck-ilmion avulla voi mitata tarkasti [impd6-
tiloja (termopari) tai tehdi sihkod erikoistarkoituksiin. Syntyvi jinnite on vain n. 1 x 107° V /K.

Peltier-ilmi6 on kii&nteinen Seebeck-11lmid, ja Peltier-kerroin mééritelldén tilanteessa VT = 0. Saatava
lampévirta on vaatimaton, luokkaa 1 x 1075 J/(sA).

Kokeellisesti maaritettyjen kuljetuskertoimien valilla on yhteyksié, joista osa on tunnettu jo lor-
di Kelvinin aikoihin. N&ité yhteyksid ei kuitenkaan kyetty yleistaméaén. Esim. relaation Il = ST
voi johtaa teoreettisesti relaksaatioaika-approksimaatiosta, mutta todistuksena se ei vakuuta.
1930-luvulla julkaistut Onsagerin ristikkidisehdot (Onsager reciprocal relations) on yleinen
todistus, josta Lars Onsager sai kemian Nobelin palkinnon 1968@ Onsagerin ristikkéisehdot
koskevat paikallisesti tasapainossa olevia irreversiibeleitd prosesseja epdtasapainosysteemeissi,
ja ne olivat ensimmaéiset epatasapainosysteemeja koskevat tulokset.

37. Nobel komitean lausunto Lars Onsagerin tyGsté osoittaa, ettd palkinto myonnettiin tuolloin jo monen tut-
kijan tyokalupakkiin kuuluneelle teorialle: “For the discovery of the reciprocal relations bearing his name, which
are fundamental for the thermodynamics of irreversible processes”.
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Kondepudi ja Prigogine{ig] kuvaavat ristikkaisehtoja sanallisesti ndin:

In qualitative terms, they state that if a force - say, “one” (corresponding, for
example, to a temperature gradient) - may influence a fluz "two"(for example, a
diffusion process), then force “two” (a concentration gradient) will also influence
the fluz “one” (the heat flow).

The general nature of Onsager’s relations has to be emphasized. It is immate-

rial, for instance, whether the irreversible processes take place in a gaseous, liquid
or solid medium. The reciprocity expressions are valid independently of any mic-
roSCopic assumptions.

Edella kiytetty esimerkki kuvallisesti olisi jotain téllaista:

Jqgx VT

>

jx Vn.

Yleistetdén hiukan ja todetaan, etté ilmeisesti ldhelld tasapainoa virtojen ja voimien valilla on
lineaarinen riippuvuus, [ﬂ

virta voima

Néma voi tulkita liikeyhtéloind koordinaateiksi kutsutuille suureille x;, voima syntyy entropian
pyrkimisestd maksimiin,

0
X. =—§. 321
! &Ejs (6.321)

Onsagerin ristikkaisehdot todistavat kertoimien L;; symmetrian.

Systeemin tilaa kuvaa joukko koordinaatteja {x;}, joilla tasapainossa on arvot {z;}. Jos sys-
teemid poikkeutetaan tasapainosta, niin niin se pyrkii takaisin tasapainoon luomalla voiman
{X;}, joka synnyttéé sellaisen virran {;}, joka vie systeemid takaisin kohti tasapainoa.

38. D. Kondepudi ja I. Prigogine, Modern Thermodynamics, John Wiley & Sons, (1998). Ilya Prigogine tutki
systeemejd kaukana tasapainosta ja sai tyostddn kemian Nobelin 1977.
39. Summaussopimus: toistuvien indeksien yli summataan. Esim. a;;b; tarkoittaa >, a;;b;.
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tasapaino

poikkeutus tasapainosta

Onsagerin ristikkéisehdot
Lij =Ly
L;; = kuljetuskerroin, joka kuvaa suureen ¢ vuota suureen j gradientin vuoksi

Lj; = kuljetuskerroin, joka kuvaa suureen j vuota suureen ¢ gradientin vuoksi .

(6.322)

Onsagerin ristikkdisehtojen todistus perustuu oletukseen symmetriasta ajankaannossé (ks. liite
. Siksi magneettiset systeemit jatetddn kasittelyn ulkopuolelle; magneettikentdn vaikutus
varattujen hiukkasten nopeuksiin (ja spineihin) riippuu nopeuden suunnasta, eiki ole symmet-
rinen ajanka&dnnossa.

Relaation IT = ST johto Onsagerin ristikkdisehdosta
Onsagerin ristikkdisehdot péatevét tietysti myos aiemmin esitettyyn séhkovirran ja lampovuon
lausekkeisiin, kun ne kirjoittaa niin (oikea muoto 16ytyy entropiatarkastelulla):

E 1
joe = Lee— + L. = .32
j =+ LV ( T) (6.323)
. E 1
jo = Ly + LoV (T) (6.324)
Ley = Ly Onsager . (6.325)

Tilanteessa VT' = 0 saadaan Peltier-ilmi6 (lampovuota sdhkovirran avulla)

L3 E Le. . Le
Jq:Lqu:L_qJeZZHJejH:Lq )

(6.326)



6.5. ONSAGERIN RISTIKKAISEHDOT 229

missd IT on Peltier-kerroin. Tilanteessa j. = 0 saadaan™|

E 1 Le, 1 Le, 1
Lee—=+L,V|=]|=0=E="_VI:=8VI=8="A"_, 6.327
T T e (T) LT LT (6.327)
missd S on Seebeck-kerroin. Saaduista tuloksista seuraa, etta
Lqe Onsager . .
II = L—ST = ST 2. Thomsonin relaatio . (6.328)
eq

Tamaéan merkittavan relaation paikkansapitavyytté oli miltei epatoivoisesti yritetty todistella jo
kauan, vasta Onsager onnistui siiné.

Relaatio II = ST on vain yksi esimerkki Onsagerin ristikkéisehtojen tuottamista yhteyksista.
D. G. Miller kokosi vuonna 1959 kokeelliset tulokset, joilla Onsagerin ristikkéisehtojen voimas-
saolo verifioitiin. Arvelisin Millerin kokoamien todisteiden vaikuttaneen siihen, ettd Onsagerille
annettiin Nobelin palkinto vuonna 1968.

40. Téassa tilanteessa sdhkokenttd E on sama kuin elektromotiivinen voima emf £. Emf on potentiaalinen kyky
liikuttaa elektroneja tilanteessa, jossa ei ole virtaa. Esim. kytkemé&ttoméan pariston napojen vililld on jénnite-
ero, ja vaikka virtaa ei kulje, on paristolla emf. Yleisesti sihkokentta ei ole emf, mutta jos sédhkovirtaa ei ole, on
sahkokenttd emf. Korjatkaa, jos olen ymmaértinyt asian vaérin.
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7 Satunnaisprosessit

Satunnaisliikkeen tutkimuksen pioneeri oli R. Brown, kasvitieteilija, joka vuoden 1827 tienoilla
tutki mikroskoopilla siitepdlyn liikettd nesteesséd. Samanlaisia havaintoja tehtiin monissa yh-
teyksissa. Einstein selitti ilmion vuonna 1905 molekyylien lampoliikkeena ja toi kerralla atomis-
tisen maailmankuvan pysyvéksi mikroskooppiseksi tulkinnaksi.ﬂ Jean Perrinﬂ teki 1908 sarjan
tarkkoja mittauksia, jotka vahvistivat teoreettiset tulokset.

Satunnaisliikkeen kuvaukseen kiytetdan useita ldhestymistapoja, kuten
° Langevinin yhtal6 (Langevin equation):
Hiukkasten satunnaisten ratojen stokastinen differentiaaliyhtalo.
o Master-yht&lo (Master equation):
Todennékoisyysjakauman differentiaaliyhtalo (ks. lisitietoja).
o Fokker-Planck yhtil6 (Fokker-Planck equation):
Todennékéisyysjakauman differentiaaliyhtélo (ks. lisdtietoja).

1. A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ru-
henden Flissigkeiten suspendierten Teilchen, Annalen der Physik, 322 (8) 549-560 (1905); seuraavana vuonna
riippumattomasti M. Smoluchowski, Zur kinetischen Theorie der Brownschen Molekularbewequng und der Sus-
pensionen, Annalen der Physik. 326 (14) 756-780 (1906).

2. Perrin, J., Mouvement brownien et réalité moléculaire. Annales de chimie et de physique. 8th series. 18:
5-114 (1908); Nobelin palkinto 1928.

231
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Lisadtietoa: Einstein ennusti myos, ettd pyorean kappaleen rotaatio ei vaikuta sen translaatioon viliaineessa. Arvatenkin epéi-
symmetrisen kappaleen rotaatio vaikuttaa, mutta Jean Perrinin pojan, Francis PerrininEBO-luvulla tekemat laskelmat unohtuivat
vuosikausiksi ranskankielisiin artikkeleihin, koska mittausta ei tuolloin kyetty tekem&én. Vasta vuonna 2006 Pennsylvania Univer-
sityn ryhméirﬂekemét mittaukset vahvistivat “kadonneen” teorian. Sivulla Wikipedia: Brownian motion/ on simulaatioita Brownin

liikkeesta.

Lisdtietoa: Master-yhtéld ja Focker-Planck yht&l6 Diskreeteille todennédkoisyyksille Master-yhtalo kertoo tilan 7 todennakoi-
syyden muutosnopeuden,

dap;
dt

= (TijP; — TjiPi) (7.1)
J

missd T;; on transitionopeus tilasta j tilaan ¢ ja P; = P;(t) on tilan i todenndkdisyys, joka on normitettu ), P; = 1. Tasapainossa
ap; / dt = 0.
Jatkuvalle todennikoisyysjakaumalle f(z,t) Master-yhtalo on

% = /j:o da’ [T(a', @) f(a’ t) — T(z,2’) f(z,1)] . (7.2)

Master-yhtils kertoo paikan z todennékéisyysmassan muutosnopeuden: paikkaan x tulee muualta paikoista =’ termin T'(z’, z) f (2, t)
kuvaama massa, ja sieltd lahtee muualle paikkoihin z’ termin —T'(z, z") f (z, t) kuvaama massa. TAmé& on sama kirjanpito, jonka esitin
Boltzmannin teorian térméystermin laskemiseksi yhtalossa , siella laskettiin lilkeméaédran p; tiheyden f muutos liikemaaraan
tulevien ja sieltid ldhtevien m#dran erotuksena.

Master-yhtélén T'(z, z’) on useimmiten merkittiava vain, jos paikat z ja ' ovat lahekkiin, jolloin Master-yhtélon erikoistapauksena
saadaan Fokker-Planck yht&lo,

of(z,1) Ow@)f(@.1) pP?f(=,t)

7.3
ot ox ox2 (73)

missd v(z) on virtausnopeus ja D on diffuusiovakio.

4. F. Perrin, J. Phys. Radium V, 497 (1934); F. Perrin, J. Phys. Radium VII, 1 (1936).
4. Y. Han et al. Science, Vol. 314, Issue 5799, pp. 626-630, 27 Oct (2006).


https://en.wikipedia.org/wiki/Brownian_motion
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7.1 Einsteinin selitys Brownin liikkeelle

Seuraavassa luvussa késitellddn satunnaisvoiman vaikutusta hiukkasten nopeuteen, mutta 1905
Einstein (ja riippumattomasti Smoluchowski 1906) ldhestyi ongelmaa hiukan eri suunnasta.
Hén aloitti seuraavista periaatteista nesteen seassa oleville siitepdlyhiukkasille:

. Brownin liike johtuu siitepolyhiukkasten hyvin tiuhasta tormailysta nesteen molekyylien
kanssa.
° Nesteen molekyylit liikkuvat niin monimutkaisesti, ettéa siitepolyhiukkasten liikettéd voi

kuvata vain todennéakoisyyksien avulla, ja ettéd siitepolyhiukkasten torméykset nesteen
molekyyleihin ovat statistisesti riippumattomia.

° Siitepolyhiukkasten liike on toisistaan riippumatonta. Jos seuraa yhtd siitepolyhiukkasta,
niin sen liike perdkkiisin aikavélein 7 on toisistaan riippumatonta, kunhan 7 on kyllin
pitkd. Silti 7 on makroskooppisessa aikaskaalassa hyvin lyhyt aika.

Einstein kisitteli 3D tapausta, mutta katsotaan ratkaisua yhdessd dimensiossa. [’

Tarkastellaan hiukkasia, joiden z-koordinaatti muuttuu méaéran A ajassa 7. Téllaisten hiukkas-
ten lukumaédra on verrannollinen hiukkasten lukumaérasn N ja siirtyméan A todennékoisyytta
kuvaavaan tuntemattomaan funktioon ¢, (A),

AN = N, (A)dA . (7.4)

Todennékéisyystiheys ¢, (A) poikkeaa nollasta vain jos A on pieni (isoja hyppayksié ei sallita),
ja se on normitettu,

/OO 6o (A)IA =1 . (75)

Integraalin suppeneminen vaatii, etti ¢,(A) menee nollaan nopeammin kuin A~! rajalla A —

oo. Lisdksi | ¢, (A) = ¢.(—A) |, koska ei ole fysikaalisia syitd suosia kumpaakaan suuntaa. Jos

hiukkastiheys on n(z, t), niin tiheyden méaaritelmén mukaan niiden hiukkasten lukumaééra, jotka
hetkella ¢t ovat valilla [z, z + dx] on

n(z,t)dz . (7.6)

Todennékoisyys, ettd hiukkanen poistuu véliltd [x,x + dx] ajassa 7 saadaan laskemalla, milla
todennékoisyydelld A < —dz (hiukkanen poistuu vasemmalle) tai A > dz (hiukkanen poistuu
oikealle), joten se on

—dzx 00

G- (AVAA+ | ¢ (A)dA — /OO ¢ (A)dA =1, kun dz — 0 . (7.7)

dx

5. Tarkastelu noudattaa likimain kirjaa K. Huang, Introduction to Statistical Physics, CRC press (2001).
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Tuloksen perusteella rajalla dx — 0 poistumistodennékéisyys lahestyy arvoa 1, joten kaikki vé-
lilté [z, x+dx] hetkelld t 47 16ytyvit hiukkaset ovat saapuneet sinne ajassa 7. Niihen hiukkasten
lukumééri, jotka ovat valilla [x + A,z + 2A] on

n(z+ A t)dx (7.8)

ja nadméa saapuvat vélille [z, x 4 dz], jos ne siirtyvat matkan —A, miké tapahtuu todennékoisyy-
delld ¢.(—A). Kaiken kaikkiaan valiltd [x + A, x + 2A] vélille [z, x + dz] saapuvien hiukkasten
lukumééara on

o (—A)n(z + A, t)dx | (7.9)

Integroimalla yli siirtymien A saadaan kaikkien vélille [z, 4+ dx] saapuvien hiukkasten luku-
maara,
d:z:/ dAG (—A)n(x + A, t) . (7.10)

Otin dz:n eteen korostamaan sitd, ettei z ole integrointimuuttuja. Téhan voi kdyttda aiemmin
todettua symmetriaa ¢,(—A) = ¢.(A).

Toisaalta vélilta [x,x + dx] hetkelld ¢ + 7 16ytyvien hiukkasten lukumé&éra on tiheyden méaéri-
telmén mukaan n(z,t + 7)dz, joten saamme yhtalon

(e}

n(z,t+7)dr = dx/ dAg (A)n(x + A,t) . (7.11)

— 00

Jos aika 7 on hyvin lyhyt, on my0s siirtyméd A hyvin lyhyt, joten voimme kehittdd yhtalon
molemmat puolet Taylorin sarjaksi (merkitaan lyhyesti n := n(z,t)),

n(z,t+7)=f+ Z—?T—i— (7.12)
on 1 9°n 2,

Sijoitetaan aiempaan yhtéilé('jn
n—l——7’+ —n/ - (A / Ap(A (7.14)

+@/_OO S 0:(A)(A) + . (7.15)

Koska ¢,(A) on parillinen A:n funktio ja normitettu, jad yhtélon oikealle puolelle vain joka
toinen termi,

N+ =nt 7/ A;QST(A)d(A) + ... (7.16)
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Katkaistaan sarjat nakyviin termeihin,

on 0’n 1 [> A?
= [ o) (7.17)

Rajalla 7 — 0 voi vakion tunnistaa diffuusiovakioksi D,

D—timt [ %2¢T(A)d(A) , (7.18)

T—0 T o

mikali raja-arvo on olemassa. Siitepolyhiukkasten tiheys toteuttaa tutun diffuusioyhtélon,

on I 9’n

% = Doz n = n(x,t), siitepolyhiukkasten tiheys . (7.19)
g

Koska siitepdlyhiukkasten tiheys noudattaa diffuusioyhtélod, voidaan se johtaa Fickin laista

j=-DVn, (7.20)
ja jatkuvuusyhtalosta
92
a—£+V~j:0. (7.21)

Kannattaa kiinnittd& huomiota seuraavaan, hiukan omituiseen seikkaan. Fickin laki kuvaa pyr-
kimystéa siirtyd pienemman tiheyden alueille, mutta siitepolyhiukkaset nesteessa eivat kaytan-
nollisesti katsoen lainkaan vuorovaikuta keskendén, joten niiden pyrkimys siirtyd harvemman
siitepolyn alueille ei johdu niiden keskiné&isistd torméyksista!

Siitepolya liikuttavat torméykset nesteen molekyylien kanssa, mutta syy niiden levidmiseen
diffuusiolla on entropian kasvu. Limpdtila ja diffuusion nopeus ovat nesteen sanelemia. Siite-
polyhiukkasten tiheys n(z,t) on hyvin pieni, joten ne ovat periaatteessa ideaalikaasua, mutta
niiden liike ei ole suoraviivaista. Tamén vuoksi Einstein ajatteli Brownin liikkeen yhteydessa
osmoosia.
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Kuva 7.1: J. Perrinin 1908 tekemé& mittaus, jossa hén kéytti siitepolyn sijaan pienia kittihiukka-
sia (putty) vedessd. Vasemmanpuoleisessa kuvassa on muutamia havaittuja hiukkasten ratoja.
Kun ratojen alkupiste on siirretty origoon, saadaan oikeanpuoleisen kuvan esittdmaét hiukkas-
ten paikat, mitattuna 30s vélein.

Odotusarvo (z?) diffuusiossa

Ensimméinen tehtdvd on ratkaista tiheys n(x,t) diffuusioyhtélostéa. Diffuusioyhtélé on ajan
suhteen 1. kertaluvun differentiaaliyhtélo, joten yksi alkuehto riittééd yksikésitteisen ratkaisun
loytamiseen.

Asetetaan alkuehto, ettd hetkelld ¢ = 0 kaikki siitepolyhiukkaset ovat paikassa z = 0, mate-
maattisesti ilmaisten

n(z,0) =d(z) , (7.22)

missé d(z) on Diracin deltafunktio. TAmé& ei tarkoita, ettd fyysisesti kasaisimme kaiken sii-
tepolyn yhteen pisteeseen, riittdd kun sovimme, ettd kunkin siitepolyhiukkasen koordinaatti
hetkelld ¢ = 0 on # = 0. Juuri ndin Perrin teki: hén mittasi hiukkasten ratoja ajan funktiona,
ja lopulta siirsi kaikkien ratojen lahtopisteet origoon. Sitten hén laski valokuvasta, kuinka moni
hiukkanen ehti tietylle etaisyydelle tietyssa ajassa. Mittaus esitetdan kuvassa

Diffuusioyhtélon ratkaisu alkuehdolla n(z, 0) = §(x) on helppo 16ytad Fourier-muunnosten avul-
la, ks. liite [8.5] Ratkaisu on

n(x,t) = e 4Dt | 7.23
0= D (7.28)
josta on helppo laskea odotusarvoja,
/ dxn(z,t) =1 normitus (7.24)
(x) = / dzan(x,t) =0 pariton integrandi . (7.25)
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Hiukkasen paikan nelion odotusarvoksi saadaan

> 1 > 2 (4Dt)*? e
(z?) ::/ drr®n(x,t) = / dxzie 10t = i/ dyy*e V" = 2Dt .

VAT Dt J_s
/2

oo Var Dt

Tulos on kuuluisa:

(x(t)?) = 2Dt  Einstein-Smoluchowski (1D) .
Samalla tavalla voidaan johtaa

(r(t)*) = 6Dt  Einstein-Smoluchowski (3D) .

237

(7.26)

(7.27)

(7.28)

Einstein totesi tdmén perusteella, ettei Brownin liikkeesséd matka ole verrannollinen aikaan,
vaan sen nelidjuureen. Matka (r(¢)?) voidaan mitata mikroskoopin avulla, joten relaation avulla

voidaan diffuusiovakio D maéaéarittaa kokeellisesti.
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Kuva 7.2: Simuloitu diffuusio vs. teoria. Satunnaiskivelyn ja kaavan (r?) = 6Dt vertailu (3D).
Hiukkanen ldhtee origosta ja liikkuu satunnaiseen suuntaan 10000 askeleen verran. Yldkuvassa
on yksi satunnaispolku, punaiset pisteet ovat polun alku ja loppu.
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7.2 Langevinin yhtalo

Einstein kasitteli Brownin liiketta kayttamatta siitepoyhiukkasille mitdan liikeyhtéloa, siksi héa-
nen teoriassaan ei tarvittu mitdan hiukkasten ja nesteen molekyylien vélistd voimaa. Langevin
kirjoitti hiukkasille liikeyhtélon, jossa hiukkasiin vaikuttaa satunnaisvoima.

Tarkastellaan yksiulotteista, epérelativistista systeemia, ja hiukkasten satunnaisliikkeen ku-
vausta kayttden Langevinin yhtélééiﬁ Hiukkasten liikeyhtald on

d
me = mi = —myv + )+ Feg : (7.29)
dt —— N ~—

véliaineen kitkavoima  satunnaisvoima  ulkoinen voima

Tassé v on kitkakerroin, eli dissipaatiovakio.

Miten satunnaisvoimaa &(t) pitéisi késitella? Suuretta (t) voi ajatella satunnaismuuttujana,
eli se on numero, joka saadaan arpomalla lukuja jostakin todennékdisyysjakaumasta. Se, mis-
td jakaumasta, jaa selvittdmétta. Voimme koota statistisen joukon, jossa kaikki mahdolliset
arvot £(t) toteutuvat, ja merkitd odotusarvoa (...). Lisiksi edella kuvattu Brownin liiketté te-
keva systeemi voi olla upotettuna nesteeseen, joka toimii lampokylpyné. Systeemille, joka on
termodynaamisessa tasapainossa lampokylvyn kanssa, voidaan laskea statistisen mekaniikan
odotusarvo, jota merkitsen myos (...), ja asiayhteydestd voi (toivottavasti) paételld kummasta
odotusarvosta on kyse, vai onko otettu molemmat odotusarvot. Jos tuloksessa on lampétila 7',
niin on otettu odotusarvo lampdokylvyssa. E]

Satunnaisvoimalle {(t) asetetaan muutamia ehtoja. Satunnaisvoiman odotusarvo haviaa,

(€(t)) =0. (7.30)
Lisiiksi satunnaisluvut £(¢) ovat valkoista kohinaa (white noise), jolle pétee [
(€)= Kot —1) (7.31)

toisin sanoen voimat eri aikoina eivét korreloi. Vakio K pitéé selvittaa fysikaalisin perustein.
Samalla ajan hetkelld hiukkasen paikan ja satunnaisvoiman valilld ei ole korrelaatiota,

(z()¢(t)) = 0. (7.32)

Ylla lueteltuja ehtoja kiyttden voi odotusarvoille johtaa yhtaloita, joissa tuntematonta satun-
naisvoimaa ei esiinny, tai siitd jad pelkka vakio K.

6. Tami on se “alkuperdinen” Langevinin yhtdlé. Langevinin yhtdlod, samoin kuin Master-yhtdloa ja Fokker-
Planck yhtdloa kiytetddn laajalti myos Monte Carlo simuloinnissa.

7. L. Reichl kiyttés kirjassaan merkintéé (...)¢, kun lasketaan odotusarvoja tuntemattomasta satunnaislukujen
&(t) jakaumasta. Statistisille “lampotila-odotusarvoille” hin kiyttas merkintdd (...)r, ja jos tarvitaan molemmat,
((...)¢)r. Pathria ja Beale kiiyttiviit merkintoja (t) ja (z(t)).

8. Valkoinen kohina sisdltdd yhtd paljon kaikkia taajuuksia; white noise @wikipedia. Kohina, joka ei ole 6-
funktion muotoa, on vérillistd kohinaa (colored noise).


https://en.wikipedia.org/wiki/White_noise
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Ulkoinen voima ja terminaalinopeus

Hiukkasen lopullinen eli terminaalinopeus on nopeus muuttumattomassa tilassa, jossa hiukka-
sella ei keskiméaarin ole endd kiihtyvyyttd. Ottamalla Langevinin liikeyhtalostd odotusarvo ja
kiyttamalla ehtoa (£(t)) = 0 saadaan yhtalo

dv
=)

1
m( = —my() + Fxy = 0= (v) = m_y ext 1= Feyt (7.33)

joka maéérittelee liikkkuvuuden (mobility) .

Systeemin relaksoituminen, odotusarvo (z?)
Sovitaan alkuarvot: hetkelld ¢ = 0 on nopeus v(0) = #(0) ja paikka x(0) = 0. Tavoitteena on
laskea (2?), ja koska

d d
%(aﬂ) =213 ja E(m) =i? +2i | (7.34)

niin Langevinin yht&lo ((7.29) kannattaa kertoa puolittain x:114,

" .1 d, . AP |
ri = —yxi + Emﬁ & %(xx) = —y(z2) + ° + Emf : (7.35)

Otetaan puolittain odotusarvo ja kdytetddn ehtoa (x(t)£(t)) =0,
—(x3) = —y(2g) + (2?) . (7.36)

Maxwell-Boltzmann nopeusjakaumasta seuraa, etti (%) = kgT/m, joten differentiaaliyhtilo
on

d, . ) kgT
o let) +(zd) = —— (7.37)
ja sen ratkaisu on
kgT
(3) = 2= (1—e) . (7.38)
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DY:n ratkaiseminen (ks. matikkapakki)
Homogeenisen yhtdlon ratkaisu on

(22 hom, = Ce™ 7" | (7.39)

joten vakion C' varioinnilla (ts. otetaan C' = C(t))

d, . . ac _ kgT dC kT kpT

- = vt = 257 I A — BT (et

dt(sca:>—|—”y<a:x>— 4 T ey T 0= pom (e +Ch) (7.40)
joten yleinen ratkaisu on

(i) = % (e +Cr)e ", (7.41)
ja alkuehdolla x(0) = 0 saadaan C; = —1.
Nyt voimme laskea odotusarvon (z?) integroimalla,

1d kgT 2kgT 1
(23) = =~ (2% = 2 (1 — e ) = (a?) = =2 [t -=(1- e’ﬂ)] : (7.42)

2dt ym ym v

missa vakio 1 maaraytyi alkuehtosta x(0) = 0. Rajatapauksina saadaanﬂ

(7.43)

5 keTy2 — (y2)2 | pienit ~ deterministinen
@) = 3 slag,

et suuri ¢ ~ diffusiivinen .

Aluksi hiukkanen liikkuu deterministisesti; tdmé todistetaan myohemmin tarkemmin, kun rat-
kaistaan z(t).

Pitkén ajan tulos on sopusoinnussa Einstein-Smoluchowski relaation ([7.27]) kanssa,

(x(t)*) = 2Dt Einstein-Smoluchowski (1D) (7.44)
2kgT
=By Langevinin ratkaisu suurella ¢ , (7.45)
ym

Vertaamalla tuloksia saadaan

kT
D ="~ — ksT Einsteinin relaatio . (7.46)
ym
Tulos liittaa toisiinsa aivan eri tilanteita kuvaavat suureet:

° Diffuusiovakio D kuvaa, miten tiheysfluktuaatiot tasoittuvat aineessa.

9. Pienilld ¢:n arvoilla voi kiiyttdd sarjakehitelméad, ¢ — % 1—e")~t— %[1 — (1=t + 14%%]) = ¢2.
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) Kitkakerroin (dissipaatiovakio) v kuvaa, miten aine reagoi ulkoiseen héirioon.

Einsteinin relaatio on néissé luennoissa ensimmaéinen esimerkki Fluktuaatio-dissipaatio teo-
reemasta, joka seuraavassa luvussa muotoillaan korrelaatiofunktioiden avulla .

Jos mukaan otetaan Boltzmannin yhtélostd relaksaatioaika-approksimaatiolla saatu tulos (yhtélo
(6.207) )
Tk BT

D = 7.47
o (7.4

niin havaitaan, etti relaksaatioaika on kitkakertoimen kiénteisarvo 7 = 1/~.
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Avogadron luvun N, kokeellinen méaéarittdminen
Viliaineessa, jonka viskositeetti on 7, pienelld nopeudella v liikkuvaan a-séteiseen palloon koh-
distuu voima

Flastus = —6manu Stokesin vastusvoima (Stokes drag) , (7.48)

ja koska kitkakerroin v maéritelladn vastusvoiman avulla,

Flastus = —ymu (7.49)
niin kitkakerroin v liittyy véliaineen viskositeettiin 7,
v = 67:;”7 Stokesin kaava . (7.50)
Kun nédmé yhdistdaa Einsteinin relaatioon , saa tarkedan tuloksen:
(z2) = 2Dt — 2’;7’?75 _ ;f;;t (1D) (7.51)

Nesteen viskositeetti n voidaan maarittda muilla menetelmilla, samoin a, koska se on nesteen
seassa liikkkuvien makroskooppisten hiukkasten koko, ei nesteen molekyylien koko. Mittaamalla
miten kauas hiukkaset vaeltavat ajassa t voidaan tuloksen avulla selvittda Boltzmannin vakion
arvo. Idea oli kdyttda jo 1900-luvun alussa tarkasti tunnettua kaasuvakiota,

R = 8,314462 JK 'mol " (7.52)
ja ideaalikaasun kaavaa (PV = nRT := NiART = NkgT)

R
NAkB:R@NA:k_a (753)
B

selvittaméaan Avogadron vakion N4 arvo.

Dimensioton Avogadron luku N4 on méiiritelty atomien lukuméiring 12 grammassa isotooppia 2C
perustilassa. SI-yksikoissd Avogadron vakio N4 on entiteettien (kuten atomien, molekyylien, janisten,
tai ionien) lukuméérd moolissa, ja sen yksikkoé on 1/mol.

Italialainen Amedeo Avogadro esitti 1811 ideaalikaasuhypoteesin, etté “kaikki kaasut siséltévat
saman madran hiukkasia samassa tilavuudessa, jos kaasun paineet ja lampdotilat ovat samat”.
Avogadron luvun arvo oli vaivannut Einsteinia jo pitkdén, ja hédn analysoi useita koetuloksia
selvittddkseen molekyylien kokoa ja lukua N 4. Sokerin diffuusio vedesséd antoi diffuusiovakion,
josta hiin viitoskirjassaan v. 1905 laski tuloksen N4 = 2,1 x 10?3, ja myohemmin paranteli sité
arvoon N4 = 4,15 x 10?3 - tosin hén teki laskuvirheen, oikea koetuloksista saatava arvo olisi
ollut Ny = 6,6 x 10%3[7)

10. Avogadron luvun eri mééritystapoja on kuvattu sivulla |Avogadro’s number!.


https://www.tau.ac.il/~tsirel/dump/Static/knowino.org/wiki/Avogadro's_number.html
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Perrin teki vuoden 1907 tienoilla paljon Brownin liikkeeseen perustuvia kokeita emulsioilla, ja
hén luetteli muutamia eri menetelmilld saatuja tuloksia Nobel-luennoissaan v. 1926:

Briefly, and in spite of the variety of experimental conditions and techniques, the
study of the emulsions gave me for Avogadro’s number:

68 x 10?2
62 x 10%?
60 x 10%2
64 x 10%2
65 x 1022

by means of the distribution of emulsions analogous to gases;
by means of that of emulsions analogous to liquids;

by means of the fluctuations in concentrated emulsions;

by means of the translational Brownian movement;

by means of the rotational Brownian movement;

or, as a crude average, 64 x 10%2,

Talld hetkelld tarkin arvo on Ny = 6,02214179 x 10?3, Avogadron luvun méiritys monella
riippumattomalla menetelméalld vakuutti monet molekyylien olemassaoloa epéilleet. E

11. Mm. F. Ostwald vakuuttui, mutta toinen ndkyvéa skeptikko, E. Mach, kuoli 1916 muuttamatta mieltdén.



7.3. FLUKTUAATIO-DISSIPAATIO TEOREEMA JA KORRELAATIOFUNKTIOT 245

7.3 Fluktuaatio-Dissipaatio Teoreema ja Korrelaatiofunktiot

Fluktuaatio-dissipaatio teoreemaksi voi nimittdd mitd hyvénsd yhtélod, joka liittda toisiinsa
systeemissd tapahtuvat spontaanit fluktuaatiot ja pienen ulkoisen héirion aiheuttaman muu-
toksen systeemissd. Pienid ulkoisia hiiriditd késitelldén lineaarisella vasteteorialla (linear
response theory). Sen mukaan systeemid héirittdessd se vastaa samalla mitalla: pieni hé&irio
tuottaa pienen vasteen ja hiukan isompi héirio tuottaa samankaltaisen, mutta hiukan isomman
vasteen. [

° Fluktuaatio on systeemissd luonnostaan tapahtuvaa statistista vaihtelua termodynaa-
misessa tasapainossa.
° Dissipaatio on pienen ulkoisen héirion energian siirtymistd systeemiin, joka joutuu

hiukan pois tasapainosta, ja tdmén energian muuttuminen satunnaiseksi lampdéliikkeeksi
systeemin palatessa tasapainoon.

Fluktuaatio-dissipaatio teoreema (fluctuation-dissipation theorem):

Tasapainotilanteen statistisella fluktuaatiolla ja pienen ulkoisen héairion aiheuttamilla muutok-
silla ei ole mitédan eroa.

Fluktuaatio-dissipaatio teoreema on yksi statistisen fysiikan tdrkeimmisté tuloksista.

Linda Reichl kuvaa fluktuaatio-dissipaatio teoreemaa niin{™|

It gives a relation between the linear response function and the correlation func-
tion for equilibrium fluctuations.

Teoreeman yleinen todistus on vuodelta 1951.@
Itse asiassa olemme torménneet luktuaatio-dissipaatio teoreemaan néissa luennoissa jo monta

kertaa. Kanonisessa joukossa energian fluktuaatiot liittyvét lampokapasiteettiin (ks. (2.56]) ja
A-osan luennot),

(E*) — (E)? = kgT?CYy (fluktuaatio-dissipaatio). (7.54)

Lampokapasiteetti kuvaa sitd miten systeemi ottaa vastaan energiaa kun lampdtilaa nostetaan,
ts. dissipaatiota. Suurkanonisessa joukossa hiukkasluvun fluktuaatiot liittyvit kokoonpuristu-

vuuteen (ks. ([2.54))),

(N?) — (N)? = (N rr (fluktuaatio-dissipaati 7.55
=y -dissipaatio) , (7.55)

12. Lineaarisen vasteen yhteydessd kannattaa muistaa nimi Ryogo Kubo, Statistical Mechanical Theory of Ir-
reversible Processes I, J. Phys. Soc. of Japan, vol. 12, pp. 570-586 (1957).

13. L. E. Reichl, A Modern Course in Statistical Physics.

14. Herbert B. Callen ja Theodore A. Welton, Irreversibility and Generalized Noise, Phys. Rev. 83, 34 (1951),Wi-
kipedia: Fluctuation-dissipation theorem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Fluctuation-dissipation_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Fluctuation-dissipation_theorem
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Kokoonpuristuvuus kuvaa sitd miten systeemi ottaa vastaan energiaa paineen tekemana tyona
tilavuuden muuttamiseksi, ts. dissipaatiota. Esimerkkeja on paljon, mm. virtapiirissa jannitteen
fluktuaatiot liittyvéit vastukseen (Nyquistin teoreema).

Diffuusion ja kitkaan liittyvin dissipaation liittdé toisiinsa aiemmin saatu tulos (|7.46))

 kgT
-

D Einsteinin relaatio (fluktuaatio-dissipaatio) . (7.56)

Historiallisesti Einsteinin relaatio on ensimméinen fluktuaatio-dissipaatio teoreema. Vesimole-
kyylien seassa oleva pieni pallo on Brownin liikkeessi, jota kuvaa diffuusio (fluktuaatio). Veden
lépi vedettava pieni pallo kokee veden vastuksen, energiaa dissipoituu veteen. Einsteinin relaatio
yhdistda nama kaksi ilmiota.

Tamaén kappaleen tehtédvana on tdsmentdd yhteytta termodynaamisessa tasapainossa tapahtu-
van diffuusion ja fluktuaatioiden valilla. Lahtokohta on aiemmin satunnaisliikkeelle johdettu
yhtalo (7.27]),

(z(t)?) = 2Dt Einstein-Smoluchovski (1D) , (7.57)

missa aika ¢ on mielivaltainen, kunhan se on niin pitka, ettd hiukkasten liike on muuttunut
diffusiiviseksi; tamé tila on lopullinen muuttumaton tila.

Yhtalon vasemmalla puolella on paikan fluktuaatio. LahtOpisteeksi valittiin lyhyyden vuoksi z(0) = 0,
mutta koska silld ei ole véilid, voi yhtédlon vasemman puolen voi kirjoittaa hiukan paljastavampaan
muotoon,

((2(t) = 2(0))?) = (z(t)?) = 2(x(t)x(0)) + (2(0)*) = (x(t)*) — 2(x(t))x(0) + =(0)* , (7.58)

ja koska x(0) = (x(t)), saadaan Einstein-Smoluchovski relaatioksi
(z()2) — (z(t))2 = 2Dt . (7.59)
Paikan fluktuaatiota merkitdin usein (Az(t)) := (x(t)?) — (x(t))?, aivan kuten energian fluktuaatiota

(AE) = (E?) — (E).

Paikan fluktuaatiota (z(¢)?) ei ole kovin mukava kiyttii, koska sitd ei voi sellaisenaan liittaé
ldmpotilaan. Mutta nopeuden voi, ja siksi osoitetaan, ettd satunnaisliikkeessé paikan fluktuaatio
liittyy nopeuden autokorrelaatiofunktioon,

(W(t)o(t + 7)) . (7.60)

Ratkaistaan aluksi v(t) ja x(t), niitd tarvitaan myShemmin.
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7.3.1 Satunnaisliikkeen v(t) ja z(t)

Langevinin yhtélo on (ulkoista voimaa ei nyt tarvita)

mji:—m’y:t+§<:>b+7v:£, (7.61)
m
jonka ratkaisu on
I /
v(t) = v(0)e " + —/ dt'é(t)er =0 (7.62)
mJo

Nopeuden DY:n ratkaisu:
Homogeenisen yhtdlon © + yv = 0 ratkaisu on

v=_Ce ", (7.63)
vakiota varioimalla
_ ac ¢ 1 [t ,
: e L LISl L [yt v o 7.64
v+ yv ¢ e B e m/o Ethe + 0y, (7.64)
joten tdhdn mennessi
1 [t /
(t) = [ / dt'g(t)e +Cl] e (7.65)
m Jo
Alkunopeus on v(0), joten C; = v(0) ja ratkaisu on
1 ¢ / 1 t ’
v(t) = [/ dt'é(t")e + v(O)} e =v(0)e " + —/ dt'e(t)e =t (7.66)
m Jo m Jo

Hiukkasen paikkaa z(t) ei edellisissd kappaleissa ratkaistu, sen sijaan laskimme vain sellaisia
odotusarvoja, joihin satunnaisvoima £(t) ei lainkaan vaikuta. Nyt satunnaisvoimalla on oma
roolinsa, joten pidetadn se mukana.

Koska @(t) = v(t), saadaan x(t) integroimalla (valitaan z(0) = 0),

#(t) = /0 o) = [—o(0) L + / L [1 /O : dt’g(t')ew’t”)] (7.67)

m

Y 0
— (0 1 1 — ¢t 1 ltd// t”d/ Ny —t") 7.68
=0(O)> (e ) o [y (7.68)

Téassd muodossa esitettynd kumpaakaan aikaintegrointia ei voi suorittaa, joten muokataan lause-
ketta hiukan. Integraalit kiayvét 1api kaksiulotteista aika-aluetta, jota esittdd kuvan vasemman-
puoleinen varjostettu alue. Saman tuloksen saa muuttamalla integroinnin jirjestysta ja in-
tegrointirajoja, kuten oikeanpuoleinen kuva esittéa.
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A 4

t// t”
Muuttamalla integrointia saadaan
1 ’ "
z(t) =v(0)— (1 —e ) + / dr / dt"¢ (e =t (7.69)
Y
]_ 1"
=v(0)= (1 —e ) 4+ — / dt'¢ / dt"e " 7.70
O (=) [areeer | (7.70)
= U(O)1 (1—e) + l/ dt'f(t')e”t'_—l (e‘”t — e‘”t/> (7.71)
Y m Jo Y
1 I :
=0(0)= (1 —e ™)+ — [ dte(t)) (1 —e 7" 7.72
w0 (1= () (1= e 0) (7.72)

joten toinen aikaintegroinneista saatiin tehtya.



7.3. FLUKTUAATIO-DISSIPAATIO TEOREEMA JA KORRELAATIOFUNKTIOT 249

7.3.2 Nopeuden autokorrelaatiofunktio ja diffuusiovakio

Lasketaan nopeuden autokorrelaatiofunktio, joka kertoo miten nopeus hetkelld ¢ ja nopeus
hetkelld ¢ + 7 korreloivat. Edelld saatiin tulos

v(t) = v(0)e " + % / t dt'e(t e (7.73)
0

Tata tarvitaan suuren ¢:n rajalla, kun nopeuden ensimmaéinen termi on havinnyt, ja jéljella on
vain satunnaisvoiman aiheuttamia nopeuksia. Nopeuden autokorrelaatiofunktio on

I : [ ,
()t +71)) = (—/ dt' e =Ve(t) —/ dt"e " =T e(t) (7.74)
m Jo m Jo
o(t) u(t+r)
1 t / t+7— "
= — / dt' e’ =0 / dt" eI E N E()) (7.75)
m=Jo 0
Kéytetddn satunnaisvoimille ehtoa ((7.31)), ettd se on valkoista kohinaa, eli
(e = Ko(t' — "), (7.76)
missé vakio K pitda selvittdd. Nopeuden autokorrelaatiofunktioksi saadaan
K t / ! K t /
()t +71)) = — / d' D) = et / dt' et (7.77)
m= Jo m 0
25 (€271-1)
K
= vaQe*”u — e M (7.78)
K —YT
— 27m26 7 kunt — oo . (7.79)

Tekija K saadaan selville asettamalla 7 = 0 ja sitéi, ettd systeemille lampokylvyssd (v?) nou-
dattaa Maxwell-Boltzmann nopeusjakaumaa,
K kgT
(v?) = B
29m m

: (7.80)

joten
Lopputulos: Muuttumattoman tilan nopeuden autokorrelaatiofunktio on

kT
(v)w(t+T1)) = %e"w rajalla t — oo . (7.82)
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Diffuusio
Lasketaan diffuusiovakio samalla periaatteella. Aiemmin saimme kaavan (1D tapaus, x(0) = 0)

D = lim l@:(t)?) : (7.83)

t—oo 2t

ja sijoittamalla

2(t) = /0 Caut) | (7.84)

saadaan

D= Jim o / ' / dt" (oo (E") (7.85)
t— t/
= lim - / dt/ t" (oot + ")) (7.86)

t—oo

:/ dt(v(0)v(t)) Green-Kubo relaatio . (7.87)

Liitetaan tulokseen Einstein-Smoluchowski relaatiosta laskettu liikkuvuus.

D 1 o0 1
TS T e == (7.88)
N ~~ R

fluktuaatio dissipaatio

Sama satunnaisvoima &(t), joka aiheuttaa Brownin liikkkeen, aiheuttaa my6s vastuksen (drag),
joka vastustaa kappaleen liikettd kaasussa tai nesteessd. Taméa on yksi fluktuaatio-dissipaatio
teoreeman ilmentyma.
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Lisatietoa: Fluktuaatio-dissipaatio teoreeman ja lineaarisen vasteen kiytt6 neutronisironnassa
Taajuudella w oskilloiva ulkoinen voima Uext(r’,w) aiheuttaa tiheysmuutoksen §p(r,w), joka oskilloi samalla taajuudella. Jos vaste
on lineaarinen, niin

dp(r,w) = /d3r'X(r,r';w)Uext(r',w) , (7.89)

missd X(r,r’;w) on lineaarinen vastefunktio. Jos aine on homogeenista, on X (r,r’;w) = X(Jr — r'|;w) ja voimme Fourier-muuntaa
paikan aaltoluvuksi k. Niin saatu vastefunktio X' (k;w) on kompleksifunktio, jonka imaginaariosa Im X kuvaa dissipaatiota, eli
sitd miten h&irion energia dissipoituu aineeseen. Fluktuaatio-dissipaatio teoreemaa soveltamalla saadaan dynaaminen rakennetekijd

S(k,w),

S(k, w) :—%ImX(k,w) 4 (7.90)

fluktuaatio A -
dissipaatio

Téssd S(k,w) on tiheysfluktuaatioiden korrelaatiofunktio. Se on myos verrannollinen todennékdisyyteen, ettd neutroneista
siirtyy aineeseen energia w aaltoluvulla k, joten se voidaan mitata epéelastisella neutronisironnalla,

&%c _ ka—l
000w ko

S(k,w) , (7.91)

missé b on atomiytimen sirontapituus, fi(k,w) on neutroneista systeemiin siirtynyt litkemé&érd ja energia, {2 on sironnan avaruus-
kulma, ja hkg ja hk’ ovat neutronin liikemééré ennen ja jélkeen sironnan.

(a) Experiment (b) Theory
2r -
i
1L L
0.5r -
8 P= 0 bar ; n=0.0215 A~
0"m4m»-~ Rt it b i b | A B R A B

He* kvanttinesteen mitattu ja laskettu dynaaminen rakennetekiji S(k,w). Pystyakselilla on neutronien luovuttama energia
w [meV], vaaka-akselilla on neutronien aaltoluvun muutos k [1/A], pitkien viivojen vili on 0,5 1/A. T < 100 mK, tulevien
neutronien energia E; = 3,55 meV. Mittauksen energiaresoluutio on 0,07 meV.

15. K. Beauvois et al., Phys. Rev. B, 97 (18), 184520 (2018). Viimeisin ja aiempia selviisti tarkempi mittaus on
julkaisussa H. Godfrin, K. Beauvois et al., Phys. Rev. B 103, 104516 (2021).
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8  Liitteet

8.1 Maapallon lampaotila

Kéytetaan Stefan-Boltmann lakia. Auringon luminositeetti (séteilyteho aikayksikossé) on
Lo = 4wrR20Ty | (8.1)

missd o on Stefanin vakio. Maa (side R) on etdisyydelld a auringosta, joten maa saa séteilye-
nergiaa teholla

Piigain = ;beﬂR? = R%f : noTy . (8.2)
Maan lampotila on 7', joten se séteilee ulos teholla
Pyos = 0T*4TR? . (8.3)
Tasapainossa Pigian = Puos, joten maapallon lampdétila on
8
R ©4
=2784K =5,25°C.. (8.5)

Néain kuumalta maa néyttadisi avaruudesta. Oikeastaan maan pinnan keskilampoétila on T =
288 K = 15°C. Ero johtuu ilmakehéstd ja maan albedosta, joka on noin 0,3 (30 % séteilys-
ta heijastuu pois); albedokorjaus muuttaa laskelman tuloksen arvoon 7" = 255K = —18°C.
Tamakaan ei ole aivan oikein, ero johtuu kasvihuoneilmiosté ja siitéd, ettei maa ehdi saavuttaa
termista tasapainoa. Joka tapauksessa maapallon lampdétila on herkka albedolle; yliopiston tah-
titieteen opettajani heratteli opiskelijoiden ajatuksia laskemalla, miten kerran lumeen peittynyt
maapallo pysyisi lumipallona.

253
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8.2 Sommerfeldin kehitelma

Kehitetdén Fermi-integraali f,(z) tapauksessa 7' < T, eli z > 1. Integraali on

1 & 1
WO =5 ) (8.6)
Merkitdaan gy := In z,
9] . 1
PGyl 2) = D) = [ dvar™' (5.7)

Tekija ﬁ tuli fermionien miehityksesté, joten kun 7" = 0 sen voi korvata askelfunktiolla,
joka on 1 jos < y ja 0 muulloin. Saamme ensimmaéisen, karkean tuloksen
y L
D) 2) = T@A0) ~ [ daer =2 3)
0
Lasketaan korjaukset tdhan tulokseen, ja hajotetaan integrointi sité varten kahteen alueeseen,
L(p)foly) = /y da:xp_l; + /OO d:w:p_l; (8.9)
b 0 erY 41 y e Y+ 1 '
Y 1 1 o 41
:/ dea? (14— —1 +/ dea?™ ——— (8.10)
0 ey + 1 Y ery + 1
P Yy 1 oo 1
=L +/ doa? ' [ ———— —1 +/ dra? ' ———— (8.11)
D 0 er v +1 y er v 41
P v 1 o 1
s —/ dra? ™ ———— +/ dra? ' ———n (8.12)
D 0 ev—r +1 Y eV +1
Merkitddn toisessa termissa a := y — x ja kolmannessa b := x — y,
0 -1 0o -1
Y (y —a) / (b+y)"
r == da~——"— db—7——— 8.13
e s e A e (813
P Yy _ p—1 o] b p—1
. —/ PRl +/ db% . (8.14)
» ) s+ 1 0 et 41

Téssé a-integrandi menee nopeasti nollaan, joten voimme jatkaa integrointia darettomyyteen,
jolloin integraalit voi jalleen yhdistaa,

P 00 — gL 00 b p—1
L(p)foly) = & —/0 da% +/O db% (8.15)

D oo _ _ p—1 p—1
=L +/ do=W =" F ety (8.16)
P 0 et 41




8.2. SOMMERFELDIN KEHITELMA

Integrandin potenssit voi kirjoittaa binomikaavan avullaﬂ

ar S

joiden erotukseen jad vain parittomia n:n termeja kahteen kertaanﬂ

—(y—a) "+ (a+y)P =2 Z( ) yrion

n=1,3,5,.

Sijoitetaan,

Jaljelle jaanyt integraali on (lasketaan seuraavalla sivulla)

o0 n 1
/0 daeaa+ o= (1 - 2—n) Fn+1)¢(n+1),

joten Sommerfeldin kehitelmé (1928) on

L(p)foly) = f+2 > (pgl)yp‘l‘" (1—2%) T(n+1)¢(n+1) .

n=1,3,5,...

Yleensa tarvitaan vain ensimmaisia termejé, ne ovat

D)) ~ L 4200 = Dy 25020 + .

k _
L (z+y)F =Y (D2 "y"
m—( = 2a™, jos n on pariton.
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Lasketaan lopuksi integraali (8.21)) geometrisen sarjan avulla. Méaritelmié ja aputuloksia:

((n) = Z k™" (Riemannin zeta) (8.25)
k=1

Fn+1) = / dza"e™® (Eulerin Gamma) (8.26)
0

I 1
l+e* 1—(—e?)

=D (=DHe™)F =Y (=DFe ™ kun e < 1. (8.27)

k=0 k=0
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Kaydaédn tyohon,

In::/ dx v
0 e’ +1

o 1 o0
drx"e™® — drx™e™® -1 k —kz
/0 I /0 xx'e E (—1)%e

M]3

In+1 i ~(n+1)
k=1

—I(n+1) Z ()

| k=2.4...

~Tn+1) | Y k-

| k=2.4...

~Tn+1) |2 Y k"

| k=24...

—T(n+1) [2) (20)" " -
=1

—T(n+1) [2270FD Y 4
=1

T(n 1) 27+ 1)

oo

k=0

(—1)’“/ deate e o= (k4 1)z
0

i(—l)‘“(M 1)~ /0 )

i(—l)k(k +1)" " IP(n 4 1)

dqgq"e™ 1

03

k=0

i k(nJrl)]

k=1,3,5

(i k (n+1)

_ Z k(”+1)]
k=1

>—‘

((n+1)

(nH) — ¢(n+1)

—((n+1)]

=T(n+1)¢(n+1)[1-27"] .

i kf(n+l)

k=2/4...

k:-f—l k+ 1) (’I’L-I—l)

hajotetaan parillisiin ja parittomiin k

)
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(8.33)

(8.34)

(8.35)
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8.3 Ideaalinen fermionikaasu (ja bosonikaasu) kanonisessa joukossa

Luvussa (4.2.5)) esitettiin lyhyesti perustellen vuorovaikuttamattomien bosonien kanoniselle
partitiofunktiolle rekursiokaava. Kuten arvata saattaa, tulee fermionien vastaavaan kaavaan
miinus-merkkeja. Molemmat kaavat voi esittda yhdessa,

Zo(p) =1 (8.41)

N
Z (£1)"Z(nB) Zn—n(B) e (8.42)

1
N

missd ylempi merkki on bosoneille, alempi fermioneille. Rekursiokaavan soveltaminen on pe-
riaatteessa yksinkertaista, lasketaan vain tarkasteltavan systeemin Z;(/3) ja loput rekursiolla
haluttuun arvoon N asti.

Katsotaan miten fermionien rekursio etenee:
) — E e_Ben
n

2(8) = 5 (~7:(26) + 21(5)?)

2(6) = 5 (~32:(28)24(6) +222(36) + Z1(8)") .

Toimintaperiaate selviaa sijoittamalla Z7, esim.

ZS(/B) _ é < Z —Bentem—tep) 32 —Ben—2B€em + 22 Sﬁen> ) (843)

n,m,p n,m
Ensimmainen termi

Z e*ﬂ(5n+€m+€p) (844)

n,m,p

summaa tilat indekseilld m, n, p vilittdmatta Paulin kieltosddnnosta. Vahennetéddn siis pois tapauk-
set, joissa on kaksi samaa tilaa: m =n, m = p tai n = p:

=3 e Pen2hen (8.45)

Téama kuitenkin vihentdd kolmesti tilan m = n = p, joka piti ottaa pois vain kerran. Lisétadn se siis
kahdesti takaisin

42 e (8.46)

Samalla paljastuu, etté rekursiokaava on spinpolarisoiduille fermioneille: Paulin kieltosd&ntoa ei
kiytetéd kahteen kertaan miehitetyille tiloille, jos hiukkasilla on eri spin.
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Rekursiokaavalla voi laskea ideaalisten bosonien ja fermionien Helmholtzin vapaan energian,

N
Fy = —kgTInZy = % . %m (Z(il)"HZl(nﬁ)ZNn(ﬁ)> BE | (847)

n=1

ja pelkistdin Fm avulla lausuttuna (Zy(8) = e v (8)

g B

n=1

N
InN 1

Numeerinen tarkkuus saattaa tuottaa ongelmia, koska kullakin halutulla arvolla 8 pitéé laskea Z;
aina lampotilaan N5 asti. Esim. 3D harmoniselle oskillaattorille (energia yksikoissa hw)

1 1
Z1(B) = . = ~e 3?2 kun B> 1 8.49
(8) (2sinh(B/2))3  (eP/2 — e=B/2)3 ’ ’ (849)
joten pahimmillaan tarvitaan hyvin pieni arvo e 3VA/2,
4.0 4
35
3
3.0
~ 2.5 _ 2
£20 H
S S
15 1
1.0
0
0.5
0.0 -1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
T T

Kuva 8.1: Ominaislaimp6 Cy /(Nkg), N = 10 ideaalista bosonia (vasen kuva) ja fermionia (oikea
kuva) harmonisessa potentiaalissa. Matalissa lampotiloissa laskettu fermionien Cy < 0, miké
on merkki epéatabiilisuudesta. E|

Rekursiokaavan voi myos kirjoittaa ei-spinpolarisoiduille fermioneille, josta huomaa, miten pa-
rillinen méara fermioneja kayttaytyy eri tavalla kuin pariton méaéré. Lahestyttiessd termody-
naamista rajaa ero haviaa, eivatkd fermionit suurkanonisessa joukossa tee eroa parillisen tai
parittoman maaran valilla.

3. Lisétietoa esim. artikkelissa R. K. Bradhuri et al., EPL 96, 56003 (2011).
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8.4 XY-malli ja Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT) faasimuutos

Klassinen XY-malli on Isingin mallin kaksiulotteinen muunnos, jossa on tasossa kddntyilevia
vektoreita, klassisesti kdyttaytyvid spinejd. Lahinaapurispinit pyrkivit osoittamaan samaan
suuntaan. Spinien energia ilman ulkoista magneettikenttaa on

E=-JY si-sj=-J
)

(ig

cos(0; — 0;) , (8.50)
)

(i
missé J > 0. Jos spineja on N = L, x L, kappaletta, niin XY-mallin partitiofunktio on

x N
Z:/ HineWZjew) cos(0:=0;) (8.51)

=1
josta saa Helmholtzin vapaan energian ' = —kgT In Z.

XY-mallia voi simuloida samaan tapaan kuin Isingin malliakin. Jos haluaa hiukan ymmér-
tda XY-mallin termodynamiikkaa, voi tarkastella jatkumotapausta, jossa spinit muodostavat
jatkuvan vektorikentén. Jos paikassa r spinin kulma on 6(r), niin paikassa r + dr on kulma
0(r) + VO(r) - dr, ja energia on (cos(z) =1 — 222 + ...)

prEe g / drcos(6(r) — O(r + dr)) = —J / dr cos(VO(r) - dr) (8.52)
= By + g / dr(Vo(r))? . (8.53)

Integrointi on tasossa, dr := d?r. Minimoidaan energia, variaatio on

0F = g / dr[(V(0(r) + 60(r)))? — (VO(r))?] (8.54)
=J / drvo(r) - Vol(r) = —J / drV?0(r)o0(r) = 525@ =—JV*(r),  (855)
joten aariarvo on
OF opr
sz@V O(r) =0 . (8.56)

Taméi on Laplacen yhtéls. Triviaali ratkaisu on perustila 6(r) = vakio, eli kaikkialla spin osoit-
taa samaan suuntaan. Toinen ratkaisu, reunaehdolla joka kerrotaan kohta, sisidltda verteksin
eli pyorteen (vorter), jonka keskus on singulariteetti paikassa (zg, yo),

O(r) = £Im[In(z — 29)"] , n=1,2,... (8.57)
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missil z := x + iy. [ Pydrre n = 1 (tan™! = arctan) on

(r) = tan™" (y — yo) pyorre n =1 . (8.58)

r — 29

Laplacen yhtalon yksikasitteinen ratkaisu tarvitsi reunachdon, pyorreratkaisuille lasketaan mon-
tako kertaa spin kiertyy kierrettiesséd keskuksen ympéri,

%V@(r) ~dr =27n, n=0,%x1,£2,.. pyorreratkaisun reunaechto , (8.59)

missé viivaintegraali on pitkin suljettua kiyrdd. Luku n on pyorteisyys (vorticity). Ratkaisu
n = 0 on pyorteeton (kdyrdn sisddn ei jad pyorrettd), ratkaisut n = 1,2, ... ovat pyorteitéd ja
n = —1,—2... antipyorteita. Ratkaisusta (8.57)) seuraa

Vio(r) =

L pyorre (antipyorre) | (8.60)
”

joten pyorteen energia on (R on systeemin lineaarinen koko ja a on spinien vélimatka (hilavakio))

_J o (P\2 R r ., R
Epyarre—a/dr<;> —nWJ/a dr;—nm]ln - (8.61)

Tulos on tasmalleen sama kuin Coulombin systeemille 2D tapauksessa: Pyorre kiyttiytyy
kuin hiukkanen, jolla on positiivinen varaus, ja antipyorre kuin antihiukkanen, jolla
on negatiivinen varaus. Toisaalta pyorteen voi sijoittaa R?/a® tavalla, joten Boltzmannin
entropia on

2

5'::kBln(€%J zzszln(€§). (8.62)

Pyorteen lisdédminen kasvattaa systeemin energiaa, mutta se myos kasvattaa entropiaa, joten
jossakin lampdotilassa pyorteen n = 1 luominen vihentad Helmholtzin vapaata energiaa,

F:E-TS:@J—%ﬂmmgy (8.63)

Jos F' > 0, el pysyvaa pyorrettd synny, mutta jos F < 0, eli jos

J

T>- = (8.64)
kp

bo |

4. Koska 0 on kulma, siti voi kiyttis kompleksiluvun vaiheena, e?? = é:zgl.
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niin systeemiin alkaa syntya pyorteitd. Energia ja entropia skaalautuvat samalla tavalla, mutta
silti molemmat ldhestyvit ddretontda kun R — oo, eiké ratkaisu ole tyydyttéava.

Enta jos syntyykin kaksi pyorretta tai pyorre ja antipyorre? Parin, jolla pyorteisyydet ovat ny
ja mo ja etaisyys toisistaan d, energia on sama kuin sidhkostaattinen energia varauksille n; ja
no.

Parin energian laskemista helpottaa, jos energian kirjoittaa muotoon
J 9 J
E = 0] dr[V - (V) — V-] = ) drV - (0V9) , (8.65)

silld kentti toteuttaa ehdon V26(r) = 0. Kilytetiidin divergenssiteoreemaa ja muutetaan jiljelle jaivi
integraali viivaintegraaliksi ympiri koko alueen R?,

E=2¢ Vvo.d. (8.66)

Télla saavutettiin se, ettd integraali on lineaarinen 0:n suhteen, ja voimme kayttda superpositiota;
on moniarvoinen funktio ja leikkauskohdissa se saattaa hypété 27:n monikerran verran. Toinen tapa
laskea energia on kirjoittaa parin “sdhkokenttd” E(r) varausten superpositiolla,

E(r) ~ ;:;/22'2 + 1 :I;//;P , (8.67)
ja laskea energia séihkokentén energian kaavasta E ~ [drE - E elliptisissi koordinaateissa.
Jos d > 2a, niin
Epari = (1 +no)?*7J In (g) — (n1ne)27J In (g) : (8.68)
————

Pyorteet hylkivit toisiaan, samoin antipyorteet, mutta pyorteen ja antipyorteen vélilla on voi-
makas vetovoima ja ne mielelldéan sitoutuvat (energia kasvaa erotettaessa niitd toisistaan).
Pydrre-antipyorre parin, jolla ny = —nsy, synnyttdminen maksaa vain vuorovaikutusenergian
verran riippumatta systeemin koosta R. PyoOrre-antipyorre parin synnyttaminen on energeetti-
sesti edullisempaa kuin yksindisen pyorteen tai antipyorteen syntyminen. E| Matalassa lampoti-
lassa parit ovat sitoutuneita, nostettaessa lampotilaa yli ns. Kosterlitz-Thouless lampotilan
Tk alkavat pyorre-antipyorre parit hajota.

XY-mallia ei voi ratkaista eksaktisti, mutta Monte Carlo Simulaatioillalﬂ ja matriisitulotiloillaﬂ
5. Video pyorre-antipyorreparin muodostuminen @youtubel

6. Yun-Da Hsieh, Ying-Jer Kao ja A. W. Sandvik, https://arxiv.org/abs/1302.2900 (2013).
7. L. Vanderstraeten, B. Vanhecke, A. M. Lauchli ja F. Verstraete, Phys. Rev. 100, 062136 (2019).


https://www.youtube.com/watch?v=Zywha7gB7e0
https://arxiv.org/abs/1302.2900
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on saatu tulos, ettd klassisen XY-mallin faasimuutos tapahtuu lampdotilassa

o
Tkt ~ 0.893 . XY-mallin Kosterlitz-Thouless lampétila . (8.69)

B

Merkittévinta Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT) faasimuutoksessa on, etté siind tapahtuva
vapaiden pyorre-antipyorre parien syntyminen on luonteeltaan topologinen faasimuutos, ei-
ki symmetria rikkoudu niin kuin “tavallisissa” faasimuutoksissa (esim. nesteen muutos kiinteak-
si aineeksi rikkoo translaatiosymmetrian). Pyorre on ns. topologinen viritystila (topological
excitation). XY-mallin avulla voi ymmirtii mm. substraatin pinnalla olevan ohuen He? ker-
roksen kdyttaytymisté, silld faasimuutokset ovat samaa universaalisuusluokkaa (ks. kurssin
A-osa). John M. Kosterlitz, David J. Thouless ja Duncan Haldane saivat Nobelin palkinnon
vuonna 2016, “for theoretical discoveries of topological phase transitions and topological phases
of matter". [

8. Vadim Berezinski (1935-1980) ei ehtinyt saada Nobelia, mutta faasimuutos kantaa hinenkin nime#én.
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8.5 Esimerkki lammonjohtumisesta/diffuusiosta

Alussa on pisteméinen lampdétila paikassa z = 0E|

T(xz,0) =0(z) = T(q,0) =1. (8.70)
Differentiaaliyhtélon ratkaisun nékee suoraan,
T(q1) = e D1t (8.71)
joten")
> d ; __a® *® dg _ _ sz
M) = [ gremer it methm [ gembmtersir 8.72)
2 o 2 ]
T 4 —Drtg? 1 ~Ibrt dy
— e4Drt i e 4Drt e Y , 873
/_OO 27 Var Drt —oo V2T ( )
—_——
=1
ja ratkaisu onm
1 _ a?
T(x,t) = ———=e *P1t . 8.74
@0 = 75 (8.74)
Kuvassa on valittu Dy = 1 m?/s.
3 3 3
t=0s t=0.01s t=0.1s
2| 1 2} 1 2} :
1+ 4 1 4 1r /\ 4
L A
z (m) z (m) z (m)
Saman laskun voi kopioida diffuusion tapaukseen. Jos alussa tiheys on (nyt yksikké on oikein)
n(x,0) = d(z) , (8.75)
niin diffuusioyhtélon ratkaisu on
1 o2
n(x,t) = ——=e 4Dt | (8.76)

VAar Dt

9. Diracin deltan yksikkd on (argumentin yksikkd) !, joten jos pituuden yksikkd on metri, niin [§(x)] = 1/m.
Kertoimeksi voisi téssé tapauksessa lisiatd yksikkokorjauksena 1 Km, jolloin [T'(x,0)] = K, eli oikea lampdtila-
jakauman yksikko. Lyhyyden vuoksi tdma jatetddn merkitseméatta ja jatetdan laatu implisiittiseksi.

10. Taydennetddn nelicksi; Gaussin funktion Fourier-muunnos on Gaussin funktio.

11. Ratkaisu T'(z,t) on yksikoissé 1/m, minké voi korjata kelvineiksi “post prosessing”. Katso aiempi huomautus
alkuehdon T'(z,0) = d(x) laadusta.
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8.6 Klassisen sironnan vaikutusala

Kovien a-séteisten pallojen torméys on yksinkertaisin, kuvan geometriasta saadaan torméayspa-

rametriksi
: . [(m—0 6 db . (0
b = 2asin(a) = 2asin (T) = —2a cos (§> = g — asin (5) : (8.77)
joten differentiaalinen vaikutusala on (sin(f) = 2sin(6/2) cos(0/2))
do b |db| 2acos(%) /0 )
do _ db| _ 2acos(3) o) _ 8.78
aQ ~ sin(0) ‘d&‘ sin(g) o <2> ¢ (8.78)

joten kokonaisvaikutusala on

d
o= /de—?2 = 4ma® . (8.79)

Jos siroava hiukkanen olisi pisteméinen (esim. fotoni), niin tekijoita 2 vihenisi, tulos olisi o =
ma?. Kahden erikokoisen pallon (séiteet 7 ja R) sironnalle saataisin

d
Y +R? ., o=dr(r+R)?. (8.80)
d2
Kuuluisin on Rutherfordin tulos Coulombin sironnalle (varaukset Z; ja Zs, hienorakennevakio
)

do (leQOéhC 1 2
) 9

— = 8.81
dQ 4Ekin sin2(0/2 ( )

josta poikkeaminen suurilla liike-energioilla Fj;, viittaa sisdiseen, ei-pisteméiseen varausjakau-
maan.

12. Kuva: G. W. Farwell ja E. Wegner, Flastic Scattering of Intermediate-Energy Alpha Particles by Gold ,Phys.
Rev. 93 ,256 (1953).
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8.7 Omnsagerin ristikkaisehtojen todistus

Seuraava lasku noudattaa Pathrian ja Bealen esittdamééa tapaa. Kuinka ollakaan, kaiken takana
on entropia ja termodynamiikan 2. paasdanto! Systeemin entropia riippuu koordinaatista
x;, eli S = S(x;). Tasapainossa koordinaatilla on arvo, joka maksimoi entropian. Merkitdan
tasapainokohtaa Z;, jolloin entropian maksimi on S(Z;). Jos poikkeutus (x; — ;) on pieni, niin
voimme kehittdd entropian Taylorin sarjaksi,

Slai) = 5(@:) + (gf) =)+ (855996)

TV
. =0, . —Bij
tasapaino on maksimi

(x; — &) (x; — &) . (8.82)

Tij=Tij
7

T, =1;

Selvisti 8 on symmetrinen,

0?8 9%S
/B ! (axzaxj> x4 j=a~3¢ j (axjgxl) x; ]'Z:ii j BJ ( )
Entropian muutos poikkeutuksen seurauksena on
- 1 - -

Maéaéritellddn (entrooppinen) voima X, joka termodynamiikan 2. paddsdannon nojalla ajaa koor-
dinaattia x; kasvavan entropian suuntaan

X, = oz,

= —Bi(z; — %) , (8.85)

missa derivaatta laskettiin kehitelmésta . Voima on Hooken lain tapaan lineaarisesti ver-
rannollinen poikkeamaan - tietenkin, koska Taylorin sarja katkaistiin heti ensimmaéaisen nollas-
ta poikkeavan termin jalkeen. Entropian muutos liittyy tilan todennékdisyyteen Boltzmannin
entropian kautta,

S(Z;) =kglnQ(z;) , S(x;) = kpInQ(x;) (8.86)
= AS = S(z;) — S(3) = kpln (ggi;) (8.87)
=Q(z;) = Q(z,)e>*s | (8.88)

missa (Z;) on vakio. Poikkeaman (z; — ;) todennékéisyys p; on

1

p; X Q(JTZ) o eAS/kB _ 6‘@51’1’(551'—@)(55]'_%]') ] (889)
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Samaa periaatetta kiytettiin A-osassa johdettaessa Boltzmannin jakauma systeemille lampo-
kylvyssa. Nailld todennékoisyyksilla p; voimme laskea mielivaltaisen suureen A odotusarvon

(joukkokeskiarvon),
= ZpiAi . (8.90)

Lasketaan suureen “matka kertaa voima” odotusarvo,
el G5 N
ffooo<xlX]>(HZ dxie 2k3611($1 Z;)(x; .27))
ooOO 1—[z dxie—%ﬁij(zi—ii)(zj—g?:j))

J2(
— N—l/ (sz])(H dxie—ﬁﬁw‘(ﬂfi—ii)(m]‘—ii)) 7 (8.92)

(2:X5) = (8.91)

missa normitusintegraali N on vakio, sekd “matkan” odotusarvo,
& — L BV i—Fs
Fi = <xz> :N—l/ (xz)(H dxie QkBIBzJ( i—%i)(z; J)) . (893)

Integrointirajat on venytetty adrettomyyksiin, koska integrandit ovat rajoilla mitattomén pie-
net. Nyt paastaan oleelliseen havaintoon: derivoidaan Z;:n suhteen, E

6@ i (s —2)(x;—X
o, 0= ax =N / /3@]( Hdwe I (8.00)
J J

Xj

Vv 7 — i By =) (=) 1
=—— X ([ [ daie™ 750 7m0y — - (X)) .
i /_ ( j>(i e b ) =5, @Xa (8.95)

o0

joten saamme tarkeén tuloksen,

Sovelletaan tulosta koordinaatin arvojen aikakorrelaatioihin. Prosessi on irreversiibeli, mutta
my6s symmetrinen ajankididnnossa, koska kaikki siinéd tapahtuvat mikroskooppiset prosessit
ovat symmetrisia ajankééinnésséi.@ Korrelaatio hetken ¢ = 0 ja hetken ¢ = s arvojen vélilla on
symmetrian perusteella

(i(0)z;(—s)) = (@:(0)z;(s)) (8.97)
j .
=5 § (8.98)

13. Kerroin 1/2 hévidé, koska eksponentissa on derivoitavaa suuretta Z,; kahdessa termissé.
14. Antisymmetria ajankdannossa on sekin helppo kisitelld, se ndkyy vain lopputuloksen etumerkissi.
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samoin jos siirretddn ajan nollakohtaa méaéré s eteenpain,

(2:(0)z;(—s)) = (zi(s)x;(0)) (8.99)
e

J i

0 N (8.100)

Sivumennen mainittuna, téssid kiytettiin samaa ideaa mitd Huang kiytti H-teoreeman tar-
kastelussa, prosessin menneisyys on aikakddnnetyn prosessin tulevaisuus. Yhdistdmalla kaavat
saadaan

(2i(0)x;(s)) = (xi(s)z;(0)) (8.101)
JJ
$0

O
s,

(8.102)

Véhennetddn puolittain (z;(0)z;(0)), jaetaan tulos s:11d ja otetaan raja s — 0, niin saadaan
derivaatta,

lim (2:(0)z;(s)) ; (2:(0)2;(0)) _ lim (zi(s)x;(0)) ; (2:(0);(0)) (8.103)
& ((0),(0)) = (&:(0)2;(0)) (8.104)

Sijoitetaan derivaatat liikeyhtalosta (6.320
(2:(0) LjnXn(0)) = (LinXn(0);(0)) © Ljn (2:(0)X4(0)) = Lin(Xn(0)z;(0)) (8.105)

(.

vV TV
~kpdin —kB0n;

iJ

misséd kiytettiin vélitulosta (8.96]).
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8.8 Pikakertausta

Muutamia téarkeimpia kohtia luennoista, kysymyksii ja vastauksia (K & V).

° K: Miten systeemin kemiallinen potentiaali u liittyy systeemin hiukkaslukuun (N) suur-
kanonisessa joukossa?
V: Suurkanonisen joukon (N) vaihtelee, koska systeemi voi ottaa/antaa hiukkasia ympé-
ristosta/ymparistoon. Kemiallinen potentiaali p on energia, joka hiukkasella on oltava,
jotta sen voi lisitéd/viahentdd systeemisté, joten
- pienempi p: hiukkasia siirtyy helposti ympéristosta systeemiin ja (N) kasvaa
- korkeampi p: hiukkasia siirtyy helposti systeemistd ympéristoon ja (IN) pienenee.

° K: Miten hiukkasluvun odotusarvon saa suurkanonisesta partitiofunktiosta?
V: Tapa 1: 2 = 3. e PEN) ja (N) = Z713 N;e AE—#N) | Selviisti kannattaa
derivoida Z:aa p:n suhteen, ettd saa N;:n alas,

z ZBN AE: NN>—BZN6 AlBi=uN:) — BZ(N) (8.107)
;»<N>—BLZ%Z kBTa%m(Z). (8.108)

Tapa 2: Kiyté fugasiteettia z = e, eli Z = > e PEizNi  Selvisti kannattaa derivoida
Z:aa z:n suhteen, tuloksesta saa esiin (N):mn,

0
N)=z—1In(Z2) . 8.109
(N) = 2 In(2) (5.109)
° K: Milloin suurkanoninen joukko antaa samat tulokset kuin kanoninen joukko?
V: Termodynaamisella rajalla, N — oo, V — oo, N/V &érellinen.
° K: Miksi termodynaamisella rajalla laskut on helpompi tehda suurkanonisessa joukossa

kanonisen sijaan?
V: Kiinted NV kanonisessa joukossa on reunaehto, joka vaikeuttaa laskuja huomattavasti.
On helpompi summata yli N:n ja kiinnittad vain (N) kdyttden p:ta.
. K: Miten suurkanoninen ja kanoninen partitiofunktio liittyvét toisiinsa?
V: Koska Zy =), e PP missd N; = N kaikissa tiloissa 7, niin

Z = Z e_B(Ei_,uNi) — Z e BEi PuNi _ Z —BE; Z ﬂliNéN (8‘110)
= Zeﬁ“NZ e PEisn N, = ZBB”NZN : (8.111)
N 7

Téarkeédt kohdat on véritetty.
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. K: Miksi 3D avaruudessa identtiset hiukkaset voivat olla vain bosoneja tai fermioneja?
V: Koska identtisten hiukkasten vaihdossa fysiikka ei saa muuttua, niin ainoa muutos voi
olla aaltofunktion vaihe-ero, e?. Mutta 3D avaruudessa samaa vaihtoa voi katsoa toiselta
puolelta, ja silloin saakin e=®. Siksi ¢ = ¢7 & [¢"]? = 1, eli hiukkasten vaihdossa
vaihe-ero voi olla vain e = £1, bosoneja tai fermioneja. Kaksi téirke#is sanaa: identtiset
ja 3D.

° K: Milloin klassinen Maxwell-Boltzmann statistiikka on kyllin tarkka identtisten hiuk-

kasten kuvaukseen?
V: Jos tilojen keskiméérdinen miehitys (n;) < 1, silloin seké bosonit etté fermionit kiyt-
tiytyvit samalla tavalla: e?(5—#) > 1 = (ni)B/r = m ~ e Pl = (n;)yp. Tama
tapahtuu jos (i) tiheys on pieni tai (ii) 7" on suuri (jolloin eritoten suuren energian tilat
€; — p > kgT ovat melkein tyhjid).

° K: Miksi ideaalisten bosonien ja fermionien termodynamiikka on helppoa?

V: Koska suurkanonisen partiofunktion summauksen yli hiukkaslukujen voi laskea ana-
lyyttisesti. Seuraus on yksinkertainen Z.

° K: Mita tarkoitetaan degeneraatiolla, kun otetaan summa yli tilojen?

V: Degeneraatio on triviaali summaus, summataan yli sellaisen ominaisuuden, jota ei
esiinny summattavassa suureessa. Esim. Summattava suure ei riipu spinisté, ainoastaan
aaltoluvusta k, mutta summataan yli molempien:

Zﬂk) =Y fk=g) [k, (8.112)

spin,k

missé g on degeneraatio. Fermionit: 2 spin-tilaa, g = 2. Bosonit: 1 spin-tila, g = 1.

° K: Mita tarkoittaa tilatiheys?
V: Tilatiheys on tilojen méaéra energioiden € ja € + de valissa. Termodynaamisella rajalla
erittédin tarkasti jatkuva funktio. Kéytetddn korvaamaan hankala tilojen yli summaus
helpolla energian yli integroinnilla. Esim. Jos tilat on lueteltu spinin ja aaltoluvun avulla,
energia on €(k), eikd summattava f riipu spinistd, niin

zi:fizsp%:kf(k): I zk:f(k)z/ooode g\(/e-)/ fle), (8.113)

degeneraatio tilatiheys

missé spin-summasta tuleva degeneraatio g on mukana tilatiheydessd g(e). Al4 anna
saman kirjaimen g hamaéta, degeneraatio on aivan eri juttu kuin tilatiheys.
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K: Jos tilan ¢ energia on ¢;, niin miké on tilatiheyden kaava?
V: Jos f(€;) on jokin tilan 7 energiasta riippuva suure, niin

Zf(ei):Z/Ooodef(e)é(e—ei):/Owdef(e)z:é(e—q)E/Oodef(e)g(e) (8.114)

0

=g(€) = Z o(e—€) . (8.115)

Sininen: Diracin delta kaivaa ¢;:n pois f:n argumentista.

Vaihdetaan summa ja integraali.

Punainen: luetaan tilatiheys méaaritelmasta.

Yleinen opetus: Diracin delta on ystdvamme.

K: Miten kanonisen partitiofunktion voi kirjoittaa tilatiheyden avulla?

V:

Z=Y =3 /0 dEe PPS(E — E;) = /0 dEe™""Y "6(E—E;)  (8.116)

= /0 h dEe PEg(E) . (8.117)

Jélleen Diracin delta oli ystdvimme. Téssé silli erotettiin systeemin ominaisuus g(F)
kaikesta muusta. Jos tilatiheys tunnetaan, voidaan Z laskea helppona integraalina.

K: Miten suurkanonisen partitiofunktion voi kirjoittaa tilatiheyden avulla?

V: Tapa 1:

Z — ZG—B(Ei—uNi) — Z/O dEe_B(E_.UNi)(S(E —FE) = /0 dEePE Z eBuNi(;(E —E)
= / dEe™ PPy "N "Ny N, 0(E — E;) = / dEe P " NN "5y 0 (E — Ej)
0 i N 0 N i

= / dEe PP "N gy (EB) (8.118)
0 N

missd N hiukkasen tilatiheys on gy (E) = Y. dnn,0(E — E;) . TAmé on sama kaava kuin
alemmin annettu g(F):n kaava, nyt vain korostetaan, etta hiukkasluku on N.
Tapa 2: Kéytetdan aiemmin johdettua yhteyttd Z vs. Zy ja yhteyttd Zy vs g = gn:

2= Nz =3 M /0 dEe PP g(E)]y =Y N /0 dEe PP gn(E) .
N N N
(8.119)
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. K: Mistd Bose-Einstein kondensaatio johtuu?
V: Bosonien tilan miehityksen odotusarvo ldmpétilassa 1" on

1

() = e 1 (8.120)

joten perustilan ¢ = 0, energia ¢; = 0, michitys voi kertaluokkaa NV, jos kemiallinen poten-
tiaali © — 07. Ts. makroskooppinen méara bosoneja menee perustilaan, kun lampdétila
laskee kylliksi, alle T,.:n.

° K: Miksi ideaalisten bosonien kemiallinen potentiaali on aina negatiivinen?
V: Ellei olisi, niin tilan miehityksen odotusarvo olisi (n;) < 0, mika ei kéy.
° K: Miksi makroskooppisen ideaalisen bosonikaasun kondensaatti ei vaikuta paineeseen?

V: Kondensaatin vaikutus paineeseen on o In N/V — 0 makroskooppisessa kaasussa;
johto on tehty luennoissa.

° K: Miksi makroskooppisen ideaalisen bosonikaasun kondensaatin kokoonpuristuvuus on
aareton?
V: Perustilan € = 0, ja kondensaatin kokoa Ny voi muuttaa vain muuttamalla bosoni-
kaasun kemiallista potentiaalia p = p(7"), ts. muuttamalla lampotilaa. Kondensaatti ei
siis reagoi tilavuuden muutoksiin, ainoastaan lampotilan muutoksiin, joten kondensaatin

(g—{j)T = 0 = Kk = oo. Tulos pétee vain ideaaliselle bosonikaasulle.
° K: Mité eroa on harvan kaasun Bose-Einstein kondensaatiolla laatikossa ja harmonisessa

potentiaalissa?
V: Harva kaasu on likimain ideaalikaasua. Laatikkopotentiaalissa tilatiheys on g(€) o< /€
ja harmonisessa potentiaalissa taas g(€) o< 2. Téamé vaikuttaa kaikkiin termodynaami-
siin suureisiin, esim. kondensaattiosuus Ny/N riippuu eri 7'/7T.:n potenssista, lampoka-
pasiteetti on 7T.:114 laatikossa jatkuva, harmonisessa epajatkuva jne.

° K: Voivatko fotonit Bose-Einstein kondensoitua?
V: BEC vaatii hiukkasluvun sailymistd. Jos fotonit ovat mustan kappaleen séteilyn fo-
toneja, esim. lampotilassa T' olevan ontelon siséilld, ei niiden méara siily (u = 0), ja
lampotilaa laskettaessa fotonit vain imeytyvat takaisin seiniin ja haviavét, eivitka kon-
densoidu. On kuitenkin mahdollista tehda peilien avulla jarjestely, jossa fotonien lu-
kumaéra sailyy, ja niiden tiheyttd lisddmalld saavutetaan BEC; tdmé on jo toteutettu
kokeellisesti.

° K: Miksi ideaalisten bosonien termodynaamiset suureet riippuvat Bose-integraalista ja
fermionien Fermi-integraalista?
V: Termodynaamiset suureet ovat statistisen mekaniikan odotusarvoja, ja ideaalisten
Bose/Fermi-systeemien odotusarvot ovat tilan miehitykselld painotettuja keskiarvoja.
Muutettaessa tilojen yli summaus integraaliksi siihen jaa aina Bose- tai Fermi-integraali.

° K: Miksi mustan kappaleen spektrin energiatiheys on u(w,T’), eli miksi se riippuu vain
siateilyn taajuudesta ja lampotilasta, muttei sateilyldhteen yksityiskohtaisesta rakentees-
ta?
V: Jos riippuisi, niin kaksi eri mustan kappaleen séteilijdda A ja B lahettdisi samassa



274

LUKU 8. LIITTEET

lampotilassa taajuusvililla dw eri energiamaérét,

w(w, Ty xp)dw # u(w, T, zp)dw , (8.121)

lijat vastakkain siirtyisi taajuusvalilld [w, w + dw| energiaa séteilijaltad A siteilijille B tai
painvastoin. Tama tarkoittaisi, ettd toisen siteilijan entropia pienenisi ja toisen kasvaisi,
vaikka ne ovat samassa lampdétilassa. Tamé on vastoin termodynamiikan 2. padsaantoa.
K: Mitd Wienin siirtymaélaki sanoo?

V: Mustan kappaleen séteilyn energian maksimi siirtyy suuremmille taajuuksille sétei-
lijan lampotilan noustessa wpax < 1. Kuuma ldhde ldhettdd enemman nékyvén valon
taajuudella, kylman universumin taustasateily on enimmaikseen mikroaaltoja.

K: Miksi Debyen malli toimii paremmin kuin Einsteinin malli, erityisesti matalissa lam-
potiloissa?

V: Einsteinin mallissa kiteen lampokapasiteetti on optisten fononien (w — wy, kun
k — 0), Debyen mallissa akustisten (w — 0, kun & — 0) aiheuttamaa. Akustiset fononit
vaativat vihemman energiaa, joten matalissa lampdtiloissa niita syntyy herkemmin kuin
optisia. Siksi akustisiin fononeihin perustuva Debyen malli on parempi.

K: Miten Debyen mallissa maaraytyy Debye-taajuus wp, jossa mallissa kiytetty fononien
tilatiheys menee nollaan?

V: Jos kidevarahtelyihin osallistuu N atomia, on niilld kolmessa ulottuvuudessa 3NV
vapausastetta, joten fononien lukumééra on myos 3/N. Tama yhteys varahtelymoodien ja
véardhtelevien massojen lukumaéran vilille on otettu klassisesta mekaniikasta. Akustisten
fononien tilatiheys on (a on vakio)

2k <
glw) =0 P RE =D (8.122)
0 ,kunw > wp
joten asettamalla fononien lukuméériksi 3N saadaan ehto
>0 wp 1 9N\
/ dwg(w) = / dwaw® = gaw% =3N = wp = (—) : (8.123)
0 0 a

K: Mité eroa on fotoneilla ja fononeilla?

V: Aika paljonkin eroja. Fotonit ovat siéhkdmagneettisen kentén kvantteja ja voivat olla
olemassa ilman véliainetta. Fononit ovat atomien vérdhtelyiden kvantteja ja vaativat
olemassaoloonsa vardhtelevin véliaineen. Dispersio on erilainen, fotonien energia on aina
verrannollinen aaltolukuun, kun taas fononit voivat olla akustisia tai optisia. Fotonit ovat
aina poikittaisia aaltoja, fononit voivat olla myos pitkittaisid. Molemmat ovat bosoneja.
K: Hahmottele muutamia ideaalisen bosonikaasun (P,V')-tason isotermeja ja (P,T)-
tason kuvaaja.

V: Kuvat luennoissa.
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. K: Mihin perustuu ideaalisen fermikaasun matalan lampdotilan kehitelmien laskeminen?
V: Kun 7" = 0, on Fermi-jakauma askelfunktio f(ep—¢), jonka derivaatta on Diracin delta
—0(ep—¢) (steppifunktio tipahtaa nollaan, kun € = €, joten derivaatta on negatiivinen).
Kun T' <« TF, pyoristyy askelfunktio hiukan ja —d(er — €) muuttuu alaspéin osoittavaksi
melko terdviksi piikiksi, ja tata terdvyytta voi kiyttaa sarjakehitelmén perustana.

. K: Mité tarkoitetaan degeneroituneella elektronikaasulla?

V: Degeneroitunut elektronikaasu on elektronikaasua lampdotilassa T' << T, missa T on
kaasun Fermi-lampotila, joka riippuu elektronitiheydesta. Degeneraatio viittaa matalan
energian tilojen tdyteen miehityksen, jolloin Paulin kieltosdanté hallitsee elektronien
kayttaytymista.

° K: Kuvaile valkoisen kadpiotahden tasapainoa.

V: Téahted kutistavan gravitaation vaikutuksen kumoaa tdhted laajentava degeneroitu-
neen elektronikaasun paine. Suurin mahdollinen degeneraatiopaine saavutetaan ultrare-
lativistisilla elektoneilla, ja suurin massa, jota téllainen elektronikaasu pystyy pitdmaan
tasapainossa on Chandrasekharin massa, n. 1,4 auringon massaa.

° K: Miten ideaalisella Fermi-kaasulla voi olla nollasta poikkeava paine kun 1" = 07
V: Paine johtuu Paulin kieltosddnnosté, joka estdé elektroneja pakkautumasta samaan
tilaan. Osa elektroneista on kaikissa ldmpétiloissa tiloissa k£ > 0 ja aiheuttavat siis
painetta.

° K: Mita on Brownin liike?

V: Satunnaisliiketté, joka havaitaan nesteen seassa olevien hiukkasten liikkeena. Hiuk-
kasten liikkeen satunnaisuus johtuu niihin térmaéilevien nesteen molekyylien lampdliik-
keesta.

° K: Mita statistisessa mekaniikassa tarkoittaa tasapainotilalla ja toisaalta muuttumatto-

malla eli stationaarisella tilalla?
V: Tasapainossa termodynaamiset suureet eivit riipu ajasta, dA/dt = 0. Entropia on
saavuttanut maksiminsa, dS/dt = 0, joten mikdén muukaan termodynaaminen suure ei
voi endd riippua ajasta. Muuttumattomassa tilassa entropia ei ole maksimissa, vaan ent-
ropiaa edelleen virtaa paikasta toiseen, mutta entropiavirta on kuitenkin muuttumaton,
joten termodynaamiset osittaisderivaatat ovat nollia, 0A /0t = 0.

° K: Mité tarkoittavat keskimédrainen vapaa matka ja keskiméaéridinen vapaa aika?

V: Ne ovat hiukkasen kulkema keskimé&ardinen matka torméaysten valilla ja torméysten
keskiméaaréinen aikavali.

° K: Johda diffuusioyhtélo ldhtien Fickin laista.

V: Fickin laki on j = —DVn, missd n on hiukkastiheys. Hiukkasmaara sailyy, jatku-
vuusyhtild on On/dt+V -j = 0, sijoitetaan j, tulos on diffuusioyhtild dn/0t+DV?n = 0.

° K: Miten diffuusio ja lammonjohtuminen eroavat aaltoliikkeesta?

V: Edellisten differentiaaliyhtdlé on muotoa 0X /0t + CV2X = 0, missi C' on vakio
ja X on tiheys tai lampdotila. Vain 1. osittaisderivaatta ajan suhteen. Aaltoyhtédlé on
0?Y/0t? + C'V?Y = 0; 2. osittaisderivaatta ajan suhteen. Edellisen ratkaisu riippuu
ajasta eksponentiaalisesti, jalkimmaéisen ratkaisu on sin tai cos muotoa eli oskilloiva.
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K: Boltzmannin teoriassa ratkaistaa jakaumaa f(r,p,t). Mitd jakauma kuvaa?

V: Faasiavaruudessa (paikat ja liikeméaarat) on suuri joukko hiukkasia pienessd, muttei
infinitesimaalisessa, tilavuudessa d®rd®p. Tamé hiukkasmééra on f(r, p,t)d*rd®p, eli f
on tiheysjakauma faasiavaruudessa.

K: Mitéd Boltzmannin teoriassa kuvaa torméysintegraali?

V: Toérméyksissa hiukkasten litkeméard muuttuu, joten ne sinkoilevat pitkin faasiava-
ruutta. Tormaysintegraali kertoo minne ne sielld sinkoilevat ja misté.

K: Miksi detailed balance-ehto on téarked Boltzmannin teorian tormaéysintegraalin laske-
misessa’?

V: Koska torméysintegraali kertoo miten torméykset muuttavat jakaumaa f(r,p,t), on
tarkedd varmistaa, ettd kun poly on laskeutunut ollaan pédsty haluttuun tasapaino-
jakaumaan fy(r, p). Detailed balance-ehto on yksinkertaisin tapa varmistaa, ettd tor-
maysten kirjanpito on sellainen, etta se kykenee palauttamaan systeemin oikeanlaiseen
tasapainoon.

Mita voi tapahtua, kun saatte Nobelin palkinnon?

Tassa kertomus, mitd Brian Schmidt koki saatuaan jaetun Nobelin palkinnon 2011 avaruuden
pimeén energian 16ytamisestéd. Tarina on kerrottu Scientific American-lehdessa.

“It’s not like you get advanced warning, they just sort of call you up, in my case, in
the middle of cooking dinner. ‘Hello? By the way, you've won the Nobel Prize.””
“When I won this, my grandma, who lives in Fargo, North Dakota, wanted to see
it. I was coming around so I decided I’d bring my Nobel Prize. You would think
that carrying around a Nobel Prize would be uneventful, and it was uneventful,
until I tried to leave Fargo with it, and went through the X-ray machine. I could
see they were puzzled. It was in my laptop bag. It’s made of gold, so it absorbs all
the X-rays—it’s completely black. And they had never seen anything completely
black.

“They’re like, ‘Sir, there’s something in your bag.’

I said, ‘Yes, I think it’s this box.’

They said, ‘What’s in the box?’

I said, ‘a large gold medal,” as one does.

So they opened it up and they said, ‘What’s it made out of?’

I said, ‘gold.’

And they're like, ‘Uhhhh. Who gave this to you?’

‘The King of Sweden.’

‘Why did he give this to you?’

‘Because I helped discover the expansion rate of the universe was accelerating.’
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At which point, they were beginning to lose their sense of humor. I explained
to them it was a Nobel Prize, and their main question was, ‘Why were you in
Fargo?"
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