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There are 5 questions.

1. Vastaa lyhyesti seuraaviin kysymyksiin. Asiaankuuluvien kaavojen kéytto parantaa vas-
taustasi.

(a)

(1p) Milloin suurkanoninen joukko antaa oleellisesti samat tulokset kuin kanoninen
joukko?

(1p) Misté johtuu, ettd Landaun tasojen degeneraatio on makroskooppinen? Miten
degeneraatio kayttaytyy, kun magneetti kenttda kasvatetaan?

(1p) Mita tarkoittaa degeneraatiopaine ja miten se liittyy degeneraatioon?

(2p) Miksi ideaalisia bosoneja ja fermioneja on paljon helpompi kisitelld suurka-
nonisessa joukossa kuin kanonisessa?

(2p) Jos Bose-Einstein kondensaatiota tarkastelee suurkanonisessa joukossa, niin
kondensoituneiden bosonien lukuméara fluktuoi epéfysikaalisen paljon. Mistéd tdmé
vaara tulos johtuu?

(2p) Demossa 5 tehtavissi 1 laskettiin laimpotila aineen sisélla, kun aineen lammén-
johtavuus on vakio, tilanteessa, jossa aineen pinnan lampoétila vaihtelee kuten
T(z =0,t) = Tysin(wt). Tulokseksi saatiin

z

T(z,t) = Tye */*sin (wt - —> :

s
missé Ty on pinnan korkein lampotila, z on etédisyys pinnasta, ¢t on aika, ja s on
tunkeutumissyvyys. Mikéa on fysikaalinen syy sille, ettd sinifunktion argumen-

tissa on wt — £ eiki pelkastdan wt, toisin sanoen, miksi kaavaan tulee vaihesiirto
s ) )

z/s?
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(g) (1p) Luennoissa johdettiin Planckin mustan kappaleen séteilylaki

1 Two?

U(W,T) = C37T2 Gﬁm 1 )

joka kertoo energiatiheyden (kulma)taajuusvélilld [w,w + dw]. Usein haluamme
kuitenkin energiatiheyden aallonpituusvalilla [A, A + dA], missd A = 27w¢/w ja ¢ on
valon nopeus, mutta téita energiatiheytta ei saa pelkistain sijoittamalla edelliseen
u(w, T):n lausekkeeseen w = 2we/\. Miksei?

2. (a) (4p) Johda vuorovaikuttamattomien bosonien ja elektronien suurkanonisen parti-
tiofunktioiden lausekkeet

1 .
Z = H m (bOSOHlt)

Z= H [1+ zeiﬁei] (fermionit) ,

missi 2 = e on fugasiteetti.
(b) (5p) Miten edelld annetuissa lausekkeissa esiintyvé kemiallinen potentiaali p maéraytyy?
Esité kaavat, joista pu:n voi periaatteessa laskea mielivaltaisessa ldmpotilassa.
3. (a) (4p) Miksi makroskooppisessa systeemissd hiukkasluvun keskiarvoa voidaan kdytt&a
termodynamiikan hiukkaslukuna, eli miksi on perusteltua kirjoittaa N = (N)?

(b) (1p) Tarkastellaan yhtd hiukkasta. Onko mitddn merkitysta silld, onko kyseessé
bosoni vai fermioni? Perustele vastaus.

(c) (4p) Tarkastellaan yhta hiukkasta laatikkopotentiaalissa. Mité eroa on lampokapasiteeteilla,
jos perustila otetaan erikseen huomioon tai ei? Miksi lampokapasiteetti laskettuna
ilman perustilan erityistd huomioonottamista on epéfysikaalinen?

4. Jos jakauma f(ry, p1,t) toteuttaa Boltzmannin yht&lon, niin H-teoreeman mukaan funk-
tio

H(t) = /d37"1d3p1f(1‘1>P17t) In f(ry,p1,t)

toteuttaa ehdon

OH

—<0.
ot —

(a) (3p) Miksi téllainen ajan suhteen epasymmetrinen funktio on pakko olla olemassa
Boltzmannin teoriassa?

(b) (2p) Boltzmannin yht&lo perustuu klassisiin liikeyhtéloihin, jotka ovat ajan suhteen
symmetrisid. Mistd Boltzmannin yhtélon epdsymmetria ajan suhteen on peraisin?

(¢) (2p) Mikd on Boltzmannin yhtdlon tasapainojakauma?

(d) (3p) Kerro, miké on relaksaatioaika-approksimaatio, ja miten se vie Boltzmannin
yhtélon ratkaisua kohti tasapainojakaumaa.

(e) Bonustehtéva: Miten Boltzmannin yhtilo liittyy Navier-Stokes yht&loon?



5. Langevinin yhtélo on

(a)
(b)

(c)

mi = —myv + &(t) + Fox -

(2p) Mitd ominaisuuksia satunnaisvoimalle £(¢):lle yleensé oletetaan?

(2p) Mité hiukkasten liikkeestéd voidaan sanoa tuntematta satunnaisvoimaa £(t)
tarkasti, ainoastaan kayttamaélla sille tehtyja yleisid oletuksia?

(4p) Einsteinin relaatio (tunnetaan myos Einstein-Smoluckowski relaationa) on
D = ukpT

misséd D on diffuusiovakio ja p on likkuvuus. Esité relaation johto. Miksi relaatio
on merkittava?

(2p) Kerro, miten mustan kappaleen séteilyéd voi kuvata kahdella eri tavalla, jotka
kuitenkin ovat tdysin ekvivalentteja: (i) joukkona vuorovaikuttamattomina har-
monisia oskillaattoreita tai (ii) fotonikaasuna. Miké todistaa, ettd ne todella ovat
todella tdysin ekvivalentteja, eli kumpikin on yhté oikea tulkinta?



1. Answer briefly to following question. Including relevant formulas improves your answer.

(a)
(b)

(1Ip) When do the grand canonical ensemble and the canonical ensemble give es-
sentially equal results?

(Ip) Why do Landau levels have a macroscopic degeneracy? How does this dege-
neracy behave as the magnetic field strength increases?

(1p) What does degeneracy pressure mean, and how is it related to degeneracy?

(2p) Why are ideal bosons and fermions a lot easier to consider in the grand
canonical than in the canonical ensemble?

(2p) If Bose-Einstein condensation is described in the grand canonical ensemble,
the number of condensed bosons shows unphysically large fluctuations. What’s the
reason for this wrong result?

(2p) In demo 5 question 1 we calculated the temperature inside matter, when the
heat conductivity is constant, in a situation, where the temperature on the surface
varies as T'(z = 0,t) = Ty sin(wt). The result is

z
T(z,t) = Tye */*sin <wt - —> :
s
where Tj is the highest temperature on the surface, z is the distance from the
surface (depth), t is time, and s is the penetration depth. What is the physical
reason, that the sine function argument is wt — £ and not just wt, in other words,
why is there a phase shift z/s in the sine function angle?

(1p) In the lecture notes we derived Planck’s law for black body radiation,

1 w3

U<M,T) = 0371_2 eﬁﬁw 1 )

which tells the energy density in the (angular)frequency range [w,w + dw]. Often
we need the energy density in the wave length range [\, A + d\|, where A = 27¢/w
and c is the speed of light, but this energy density can’t be obtained by simply
inserting w = 2wc/ A to the given expression u(w,T’). Why not

(4p) Derive the noninteracting boson and fermion grand canonical partition func-
tions

1
Z = H pp—— (bosons)

Z = 1+ ze P fermions) ,
111 ] )

where z = e?* if the fugasity..

(5p) How does one determine the chemical potential p in these formulas? Give the
formulas, where p can be in principle determined at any temperature.

(4p) In a macroscopic system, why can one use expectation value of the particle
number as the thermodynamical number of particles, that is, why is it well justified
to write N = (N)?

(1p) Let’s examine a single particle. Is there any difference if it’s a boson or a
fermion?



(c)

(4p) Let’s examine a single particle in a box potential. What’s the difference
between heat capacities with and without taking the ground state separately in-
to account? What makes the heat capacity computed without the ground state
unphysical?

4. If a distribution f(ry,p1,t) satisfies the Boltzmann equation, then according to the
H-theorem the function

H(t) = /d3r1d3p1f(r1,p1,t) In f(ry,p1,t)

satisfies the condition

(a)

OH

—<0.

ot —
(3p) Why is it necessary to have such a time asymmetric function in the Boltzmann
thoery?

(2p) The Boltzmann equation is base on classical equations of motion, which are
manifestly symmetrical in time reversal. Where does the time asymmetry come to
the Boltzmann equation?

(2p) What is the equilibrium distribution of the Boltzmann equation?

(3p) Explain what is meant by the relaxation time approximation, and how does
it drive the solution of the Boltzmann equation toward equilibrium.

Bonus question: How is the Boltzmann equation related to the Navier-Stokes equa-
tion?

5. The Langevin equation is

mi = —myv + &(t) + Fox -

(2p) What properties do we usually assume the random force £(t) has?

(2p) What can we say about the motion on particles without knowing the random
force £(t) in detail, by only using the general assumptions made on the force?

(4p) The Einstein relation (known also as the Einstein-Smoluckowski relation) is
D = ukpT

where D is the diffusion constant, and g is the mobility. Explain how it’s derived.
Why is the relation so remarkable?

(2p) Explain how black body radiation can be described using two quite different,
vet completely equivalent, ways: (i) as a collection of noninteracting harmonic
oscillators, or (ii) as a photon gas. What proves, that they are really equivalent
descriptions, meaning that both are equally correct?



Mahdollisesti hy6dyllisié tietoja / potentially useful information
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