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(a) Mustan kappaleen séteilyn energiatiheyden maksimi siirtyy lineaarisesti lampotilan mu-
kana, wmax o< 1.

(b) Kun T <« Tr, miehittivit elektronit alimmat energiatilat Paulin kieltosdinnon sallimalla
tavalla; tdmé& on degeneroitunut elektronikaasu.

(c) Bosonien lukuméérin saa kaavasta

N =300 =Y T o)

%

Jos summan yli tilojen muuttaa integraaliksi kiiyttéen tilatiheytti g(e), niin

> 1

Jotta N olisi vakio, pitdéd p:n kasvaa kun lampdétila laskee, mutta koska bosoneilla p < 0,
niin matalin lAmpétila T, jossa N saadaan integraalista on tapaus =07,

N = /deg(e)eﬂce%l . (3)

Tamé méérittelee Bose-Einstein kondensaatiolampotilan T, koska tétd matalammassa
lampotilassa oikean puolen integraali on alle N, miké tarkoittaa, ettd osa hiukkasista
kondensoituu perustilaan, eiké integraali laske ndiden ma#raé oikein.

(d) Jos virdhtelevien atomien tai molekyylien lukuméird on N ja avaruuden dimensio 3,
niin vérdhrelymoodeja voi olla korkeintaan 3N . Debyen mallissa spektri hw = hck, josta
laskettu fononien tilatiheys on (tdmén voi laskea myos kertyméfunktion avulla)

g(w) = Zé(w —ck;) x /d?’ké(w —ck) = /dkk25(w —ck) x w? . (4)

Debyen mallissa ei lasketa Debye taajuutta wp korkeampia taajuuksia, koska véréhtelijoiden
véilimatka sanelee hilavirahtelyiden lyhimmé&n mahdollisen aallonpituuden. Siksi pitéé
asettaa katkaisutaajuus wp,

3N = /O " dwg(w) . (5)

(e) Luennoissa. P—T tasossa on rajakéyri, jolla BE-kondensaatio alkaa, eiki sen vasemmalle
puolelle pidsté lainkaan. My6s isokooreja (V' vakio) voi piirtdd, niitd 16ytyy luennoista.

(f) Faasiavaruuden tiheydessd f(r,p,t) on kolmiulotteisessa systeemissd 3+3+1 = 7 muut-
tujaa. Tdma on valtava yksinkertaistus ottaen huomioon, ettd N hiukkasella on 3N
koordinaattia ja sama méaré liikemadrid. Faasiavaruuden tilavuuselementissé drdp, toi-
sin sanoen paikkavililld [r,r 4 dr] ja liikem&éravililld [p, p + dp], on hiukkasia

f(r,p,t)drdp (6)



kappaletta. Liikeméaravililld [p, p 4+ dp] hiukkasia on (paikka on mité hyvinsi, integroi-
daan pois)

dp / f(x,p. t)dr (7)

Homogeenisessa systeemissé suuri potentiaali A-kertaistuu, kun systeemin koko kasvaa
A-kertaiseksi, ja koska Q(T,V, 1), on vain V muuttuu A-kertaiseksi. Saadaan ehto

QT, AV, 1) = XUT, V) T, p vakioita (8)
Derivoimalla yhtélon puolet A:n suhteen saadaan (T, u vakioita, en merkitse)

OUT,\V, ) 0

5 = UV )] (9)
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Asettamalla A = 1 téastd seuraa
oUNT, V),
Sy o v (12)

ja koska dS) = —SdT — PdV — Ndu, on yhtialéon vasemman puolen osittaisderivaatta
—P, ja tulos on Q(T,V,u) = —PV. Jos jiit miettiméin, miksi derivoitiin A:n suhteen
ja lopuksi asetettiin A = 1, niin se tehtiin jotta saadaan selville suuren potentiaalin
derivaatta (" muutosnopeus”), jos systeemin kokoa alettaisiin skaalata.

Jos hiukkasluku ei séily, voi suuren potentiaalin differentiaalissa termi —udN olla mité
hyvénsé, eikéd energia séilyisi - paitsi jos p = 0. Vaaditaan siis g4 = 0 fotoneille ja
fononeille.

Tamé on derivointitehtévé, aloita laskemalla

1 (0(N) 10 (3 Ny PE—nN (13)
BN O Jyr Bop\ X,efE—uN) )
Derivoitavaa y:ti on kahdessa paikkaa, osoittajan derivoinnista tulee (N?2), ja nimitt4jin
derivoinnista tulee —(N)2.

Derivointitehtdvé, ylldttavian paljon tuotti ongelmia.

Laskettavana on odotusarvo

(z?) = /OO dra*n(z,t) = ! /OO drze™ 57 | (14)
o var Dt

Merkitédéin y = x/v4Dt,

1 > 1
(%) = Sy (4Dt)3/2/ dyy?e " = 4Dtﬁ‘/; =2Dt . (15)

Jos tehtédvisséd annettua integraalia ei halua kayttdad, niin kaavakokoelman integraalista

e 1 |«
daa?e " = =, [ (16)
0 2V a
saa k.o. integraalin derivoimalla puolittain a:n suhteen ja asettamalla lopuksi a = 1;
koska integraali on nollasta ddrettomiin, pitdé tulos kertoa kahdella.



(c) Pannaan esim. nesteeseen mahdollisimman samanlaisia hiukkasia, jotka nikyvit mik-
roskoopissa. Tarkkaillaan hetken aikaa (vaikkapa filmataan), ja mitataan lopulta kuin-
ka kauas ldhtokohdastaan kukin hiukkanen ehti ajan funktiona. Tistd saadaan (x2), tai
kolmiulotteisessa tapauksessa (r2). Plotataan ¢:n funktiona ja kulmakertoimesta saadaan
yksiulotteisessa tapauksessa selville 2D, kolmiulotteisessa tapauksessa 6, missd D on
diffuusiovakio.

(a) Kun T = 0, on kaikki tilat fermienergiaan e saakka miehitetty, loput tyhjid: miehityk-
sen odotusarvo on askelfunktio #. Termodynaamisella rajalla tilasumman voi kirjoittaa
integraalina,

Z — &k aV | &k (17)
Jdeg 277)3V ’

koska hiukkasille laatikossa sallittuja k-arvoja on kuhunkin suuntaan 27/L vilein ja
L3 = V. Degeneraatiota gqeg €i nyt tarvita (se olisi 2 spin-1/2 fermioneille). Merkit-
sen vakioita lyhyesti a:lla, mutta pidédn tilavuuden nékyvissé paineen laskemista varten.
Laskut voi tehdéa lyhyesti, jos muistaa ei-relativististen vuorovaikuttamattomien fermio-
nien tilatiheyden olevan muotoa g(e) = aVe'/2, mutta kiiyn téssi lipi integroinnit k-
avaruudessa. Fermionien energia on

h? h?
E= ZQ (ns) —Z ZQ(F_Ei):Z%k?G(EF_%kZZ) (18)
2
= aV—/d%k? - h—kQ) (19)

Koska ep = %k%, niin steppifunktio katkaiseen k-integraalin arvolla kg,

K2 kr K2 kr K2 k5
=aVo— d*kk?® = aV —4r dkk* = aV —4n-L (20)
2m Jg 2m 0 2m 5
Hiukkasluku saadaan samaan tapaan,
K2 kr k3
N = zi:qml) = aV/d3l<:9(eF - %kz) = aV47r/0 dkk? = aV47r?F , (21)
joten energia fermionia kohti on
E 3R 3
— =k} = —ep. (22)

N 52m )

Paineen saa helpoimmin, jos muistaa luennoilta kaavan P = %% (tdmén johtamiseen
ei saa kiyttad ideaalikaasun tilayhtilod, vaikka se antaakin saman tuloksen!) Suoraan

laskemalla
2 2
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Arvostelin tdmén kevyelld asteikolla, padasia on saada ldhtokohdat kuntoon.



(b) Fermionit ovat Paulin kieltosdénnon vuoksi dérellisilld litkkeméérin tiloilla, minkd vuoksi
ne aiheuttavat painetta myos ldmpétilassa 7' = 0.

(¢) Demotehtdvd. Odotusarvo (v) riippuu vain lampétilasta, joten viskositeetti on n o ¢n.
Tiheyden n kasvaessa keskim#drdinen vapaa matka ¢ lyhenee samassa suhteessa, siksi
tulo /n ja viskositeetti ovat kaasuille hyvin tarkasti tiheydesté riippumaton.

5. Landaun tasot késitelladn luennoissa. Sijoitetaan yrite, tdrkeintd on pitédé selvilld mika
on litkemé#rdoperaattori (hatulliset) ja mikd pelkkd luku (p, ja p. yritteessd),

(b — eBy)® + by, + b2

o ¥(r) (27)

_ (P2)* — 2¢Byp. ;‘TrgeBy)2 + 1y + P2 (i Pea+p=2) /By () (28)

_ —h?0; 4 2eByid, + (eBy)? — h*9; — h*0? P05 ) (29)
2m

= ei(pzx"!‘pzz)/h% [pi — 2¢Byp, + (eBy)2 . h28§ +pz] (p(y) (30)

= € eiPrrtp=2) iy () (31)

o5 [ = 2eBypa + By — 1203 +17] o(y) = eoly) (52)

Siirret#éin p?/(2m) oikealle ja kirjoitetaan termeji nelioksi,

T, 1 ) B p?
_%3@, + 5 (ps — 2eByps + (eBy) )} ply) = (6 - m) e(y) (33)
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T&mé& on harmonisen oskillaattorin yht&lo, joten tuloksena saadaan Landaun tasot,

2
_p: 1
€ 2m—(n+2)hw (35)
s (nt bypy 2 (36)
€= (N 2 2mw

Kutakin kvanttilukua n ja siten energiaa vastaa suuri joukko oskillaattoreita, joilla on
vain eri keskipiste 1. Keskipiste voi olla missd hyvénsi aineen siséllda magneettikenttas
kohtisuorassa suunnassa. Jos kappaleen dimensiot ovat L, x L, X L, niin yg voi olla
tasossa, jonka koko on L, x L,. Témé on makroskooppinen luku, siksi Landaun tasojen
degeneraatio on makroskooppinen.



