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9. Muuttuva hiukkasluku
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lynamiikka hiukkaskylvyssa

Kertaus: lampokylpy

Muistetaan kurssin A-osasta
Mikrokanoninen ensemble:
» Kiinted E,V N
» Mikrotilat yhta todennakaisia
» Lasketaan lampdtila

1_(98
T~ \9E),,

Kanoninen ensemble

» Vaihdetaan energiaa ympariston kanssa
T.V.N

» Jarjestelman+ympariston mikrotilat yhta
todennékoisida = johdettiin

P(E) = L9(E) exp {~E)

—> lasketaan energian odotusarvo (E)
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Legendren muunnos; partitiofunktio

Muistetaan: energian luonnolliset muuttujat S, V,N (mikrokanoninen):
dE=TdS - PdV + udN
Legendren muunnos: uusi TD potentiaali vapaa energia (kanoninen):
E = F=E-TS, dF=-SdT -PdV + pudN
Tata vastaa tilasumman Laplace-muunnos
Q(E); S(E)=ksInQ(E)
= Z(T)= / dEQ(E)E™"E; F=—-TInZ(T)

Muistetaan Q(E) =tilojen lukumaara energialla E

=1 =Q(E)

—_——
S = Z/dEé (E-E) = /dEZd(E Es)—/dEQ(E

tilat s
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Kertaus: Gibbsin entropia

Tarkastellaan M identtista jarjestelmaa, M — oo
Statistinen paino tilanteelle, jossa
:H piM jarjestelmad on tilalla i

1 S S:kaZp,vlnp,- (Zp,-:1)
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Suurkanoninen joukko: hiukkaskylpy

Jarjestelmé hiukkas- ja lampokylvyssa:

N E » Jarjestelma ja ymparistd, hiukkasia
b,=b Ns + N, = N, energiaa Es + E, = E

- » Kokonaismikrotilat yhta todennakdisia

Q(NSaNb; ES7Eb) = Qs(Ns; Es)Qb(N—Ns; E—Es)
= Qs(Ns; Es) exp {Sp(N — Ns; E — Es)/Ks}

L L L ) (Ympaériston entropian maaritelmé S, = kg In Q)
Jarjestelma pieni, ymparistd suuri = Taylor

1/T —u/T
dSy(N; E 0Sy(N: E
Sp(N — Ns; E — Es) = Sp(N; E) — béE, ) E.— béN. ) Ne

Muistetaan kemiallisen potentiaalin maaritelma

oS
()
ONJ\ n
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Todennakoisyysjakauma, partitiofunktio

Saatiin statistinen paino MK:lle (=jarjestelma + ymparistd) = t.n.-jakauma

E N. Es N,
Q(Ns,Np; Es,Ep) = Qs(Ns,Es) x exp {kasT + 2‘373. +0 ( Es Ns)} -Qp(E)

» Tilojen lukumaara
s(Ns,Es) = > 6(E; — Es)6(N: — Ns)
tilat r

» Tilan todennakdisyys, T,u Kylvyn suureet

Es /,LNS
Ps ~ €xp {’kBT + kBT}

Suurkanoninen jakauma eli Gibbsin jakauma

X _ l _ ES ;U'NS s ,Uth
Piila s = ZeXp{ kBT+ kBT} Z = Zexp{ kBT kBT}

tilat s

Normitus Z on suurkanoninen partitiofunktio
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Suurkanoninen partitiofunktio Laplace-muunnoksena

Erotellaan tilasummasta erikseen tilat r(N), joissa on sama maara hiukkasia

Es MNs
°° %fxp{ et} - Zexp{k T}Zexp{ o7}
— Ll
=> exp { kBT} Z(N,T)
N
Isolle systeemilla korvataan N jatkuvalla muuttujalla:

Z(u,T) = / dNexp { kBLTN} Z(N,T)

Suurkanoninen partitiofunktio on siis tavallisen partitiofunktion
Laplace-muunnos
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Hiukkaslukumaara: odotusarvot, fluktuaatiot

Piia s = %exp{—B(Es —uNs)} 2= exp{-B(E — uNs)}

tilat r

oinZ olnZ
(E) = — 9B <N>:¥Nsps:*kBT o
2
(27% = 525" N2exp {6 (Es — uNo)} = 2 (N?)

#nz 9 Faz} 1072 1 (a )2
-

2~ op|Zop)  Zour =2

Tiedamme: In Z ja sen derivaatat ekstensiivisia: ~ (E) ~ (N)

— AN =/(N2) — (N2~ /(N) = <A—A’/\>' ~ ﬁ

Periaatteessa N fluktuoi, kéytdnnossa vakio: Nip = (N)g,,




Termodynamiikka hiukkaskylvyssa
@000

Suuri potentiaali

Muistetaan:
» Mikrokanoninen joukko =- potentiaali S = kg InQ(E)
» Kanoninen joukko = potentiaali F = —kgT InZ(T)
» Vastaava potentiaali suurkanonisessa joukossa?
Tiedetdan todennakoéisyydet = lahdetaan laskemaan Gibbsin entropiaa:
B(Es— HNS)

S=—ks ) psinps= —kBZpsln
S

—kBZps(ﬂuNs—ﬁEs—an):—%(N)—&-lT(EH—kBInZ

= —kgTINZ=E—-TS—uN
Suuri potentiaali
Tunnistetaan Legendren muunnokseksi, uusi suuri potentiaali

Qa(T,V,u) = —ksTINZ=E—TS—uN dQg=—SdT — PdV — Ndu
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Perusalgoritmi, uudestaan

Tunnetaan systeemin energiatilat eri hiukkasten lukumaarilla:
» Lasketaan suurkanoninen partitiofunktio

Z2=7 exp{-B(E —puN)}

tilat r

» Tastd saadaan suuri potentiaali
Qg( T, V,M) =—kgTInZ
» Suurta potentiaalia derivoimalla termodynaamiset suureet

dQQ¢ = —-SdT—-PdV - Ndu

(99 096
= 5= (8T>v, P= (6V>

) V,u
Lisaksi kannattaa muistaa (A-osasta)

G=E-TS+PV=uN = |Qsg=-PV

\'\

edelleen esim. Cy = (
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Mita tarkoittaa kemiallinen potentiaali? |

0S
()
ON) gy

Hieman hankala toteuttaa kdytdnndssa, miten tuodaan systeemiin
hiukkanen ilman etta E,V muuttuvat?

1. Maaritelma:

2. Muistetaan faasimuunnoksista Gibbsin vapaa energia

p=g(r.p)= A0

Hiukkasia siirtyy faasista toiseen kunnes faasien . sama. Analogia T
<= lAmmoén johtuminen; i <= hiukkasen siirtyminen faasien valilla
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Mita tarkoittaa kemiallinen potentiaali? Il

3. Idealisoitu hiukkaskylpy b: Sp= vakio, kaikkien kylvyn hiukkasten energia
. Nyt hiukkasten siirtyessa systeemiin:

dE =edN

TD2: Siot kasvaa, ol. lisaksi Sp= vakio:

ds — (is) dE+<§) an=9E Ean_cTH g
V,N V,E T

oE oN

> ¢ > p — dN > 0: hiukkasia siirtyy jarjestelmaan

> ¢ < pu— dN < 0: hiukkasia siirtyy pois
w: minimienergia, joka kylvyn hiukkasella pitaa olla siirtyakseen
spontaanisti jarjestelmaan.

4. Lagrangen kerroin: olennaisesti matemaattinen temppu, jolla

> Annetaan N:n saada eri arvoja = helpompi laskea

> Valitsemalla p saadaan kiinnitetty& (N) haluttuun arvoon.
Kaytannon laskuissa helpompi sallia energian vaihto lampoékylvyn
kanssa kuin olettaa E=vakio. Kemiallinen potentiaali sallii saman
hiukkasten vaihdolle: analoginen Iampétilan kanssa.
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Klassinen ideaalikaasu
Muistetaan klassisen ideaalikaasun partitiofunktio

Zu(T,V.N) = % (Z (T V)"

oo

—Z(T.Vu) =Y e "*NZy(T,V,N) = exp {esua(T’ V)}
N=0
QG(T7 Vnu') = —kBTmZ = —kBTeﬁ‘uZ1(T’ V)
- _ % _ AP _ _&
no= (8u>vr_e alV)=—¢r

= Qg=-PV=-NkgT — tllanyhtalo

Kayttamalla yhden hiukkasen klassista partitiofunktiota:

o (g = M| N (202 1
PE = Z| ~v\mkeT) Zu(T)

Missé Zn= sisdisten vapausasteiden partitiofunktio




Sovelluksia
[¢] lele]e}

Kemiallinen reaktio
71/AA71/BB\ﬁl/Cc+l/DD < ZV{M,‘:O
i

Esim 2H,S + 30, = 2H,0 + 2SO0,
= y(H2S)= -2 1(02)=-3 p(H0)=2 1(SO,)=2

(Yleistyy helposti eri maarille reagoivia aineita)
Parametrisoidaan reaktion etenemista reaktioasteella ¢:

dN,‘ =V d§
Vakio P, T: minimoidaan Gibbsin funktiota

G=> wN dG=dg) vip=0 = | tasapainossa » v =0
i i [

[

Huom! Tama vain yleistaa faasitransitioiden

neste = kaasu = tasapainossa pineste = [ikaasu
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Kemiallinen reaktio ideaalikaasulle

Zy ~ V; maaritelldan ¢(T) = V/Z(T,V) = riippuu vain T:sta
Klassiselle ideaalikaasulle tasapainoehto helppoon muotoon

exp {Bu}t = % = %aﬁ(T) = 1= exp{ﬁZwu,} = [H (%)

1

[T (T)

Kirjoitetaan ”massavaikutuksen lakina” konsentraatioille N;/V tai
osapaineille P;

v -1
H (%) = [H qsl‘.’f(T)] = K;(T) = tasapainovakio

i

[P = {H (kB\;N")W] = Ke(T)(ksT)=" = Kp(T)

i

» Riippu vain lampdtilasta: ei paineesta, alkutilasta . . .

v

Muistetaan: myds laimea liuos ~ ideaalikaasu
Jos tunnetaan Z.(T), osataan laskea ¢(T) ja tasapainovakio!
Kemiassa K:(T) maaritetdan kokeellisesti

v

v
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Reaktiolampd ja tasapainovakio

Gibbsin funktion muutos reaktion tapahtuessa:

AG= Afzy,p,' = AE[KBTIn |:H (%)w

1

— ks TK:( T)}

Termodynaamista kikkailua: G= E + PV — TS=H — TS; S = — (%9)

-0 1(3),, (),

Entalpian H muutos on reaktiolampd Qp, joten saadaan van ’t Hoffin yhtalo
CAH 50 (Xviki
=2~ ot ( T
_ 20 (kBTIn [[L,P] — ksTn KP(T)>
PN,

P,N

— kT2 inkp(T)

oT T aT

»INj



Esimerkki: ideaalikaasureaktion tasapaino

[N o

vV Vv
Lahtotilanne

Na
Ng
Nc
Np

/]

ooz z

(v

Na
v

]

2A+B=C+D

Tasapainovakio 1-hiukkaspartitiofunktioista

Ng
v

Lopputilanne

Ny
Ng
Nc
Np

Tasapaino: ratkaistaan x yhtalosta

(1 —2x)2(1 — x)
» Tulkintaa: isommalla P tasapaino enemman oikealla, jossa pienempi V.

X2

N

= Ke(T)7, =

(1
(1

Zc Zp

— Ko(T) = [ff

vV Vv

—2x)N
—x)N

xN
xN

P

ksT

= Kokoonpuristuva systeemi!
» Translaatioliikkeen osuus K:(T):sta osataan laskea (translaation Z;)

Ke(T)

Sovelluksia
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