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Aaltofunktio ja hiukkasten vaihto

Tunnettua kvanttimekaniikasta

Bosonit Fermionit
» Spin kokonaisluku: 0,1,2, ... » Spin puoliluku: 1/2,3/2,5/2, ...
» Esim. fotoni, pioni, “He, ... » Esim. ep,n, 3He, ...
» Monta identtistad bosonia: » Monta identtista fermionia:
Aaltofunktio symmetrinen: Aaltofunktio antisymmetrinen:
\U(X1 ,Xg) = \U(XQ,X1) \U(X1 7X2) = 7W(X2,X1)
» Bosonit yksihiukkastiloilla a,b: » Fermionit yksihiukkastiloilla a,b:
W(Xy,Xz) V(x1,X2)
1 1
=7 (Ya(X1)Pp(X2) + Pa(X2)1bb(X1)) v (Ya(X1)¥p(X2) — Pa(X2)Pb(X1))
» Voiollaa=b = monta » Eiollaa=b = vain yksi
hiukkasta samalla tilalla hiukkanen samalla tilalla = Paulin

kieltosaanto
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Riippumattomat yksihiukkastilat: ei vuorovaikutuksia

» Oletetaan edelleen ideaalikaasu = ei vuorovaikutuksia

» Monihiukkastilat ovat yksihiukkastilojen tuloja
» Systeemin mikrotilan kuvaukseen riitdvat

» Yksihiukkastilat r
(tyypillisesti aaltotilat k, joiden luku tilatiheydelld)
» Tilalla olevien hiukkasten lukumaara n,
(Bosoneille 0,1,2,.. . ; Fermioneille 0 tai 1)

Tyypillisesti siis:
S° = [ dkf(k)  esim. kaasu: f(K) dk = -2 k% dk

. 2m2
tilat s

Esimerkiksi hiukkasten lukumé&aéara

Ny =3 (n) = / dkf(K) (k)

tilat r
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Suurkanoninen partitiofunktio

Yksi tila jolla n hiukkasta = energia ne
» Yhden tilan tilasummat

%) 1

B _ —Ble—mn _ 1 F_ —Ble—p)n _ —Be—n)

pt _Z%e Sl e e S =Y e =1+e
n=

n=0

» Yhden tilan suuri potentiaali Qg = —kgTIn Z
Q8 =keTin[1 - "] Qf= —kgTin |1+ e )]
» Monelletilalle r=1,2,...: Z2=1[, 2 jaQc = >,

Q% =ksT> In [1 - e—mff—“)] Qb= — kTS In [1 n e—f”s'—ﬂ)}
r r

Em

B _ 1 F_ 1
N" = Z 1 — gbler—n) N = Z 1 + eBler—n)
r r

» Hiukkasten lukumaara N = — (896) .
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Hiukkasten lukumaara fluktuoi

Huom: hiukkasten kokonaislukumaara ei kiintea

N:an
r

Jokainen n, saa fluktuoida erikseen kemiallisen potentiaalin mukaisesti

Laskettiin 2 = > e~ #(Er—1m) Ze B(E;—punr)

m
=1

~Y 3 [ (- 3n)

moon

ei osata laskea

e

Zs (Es—pns)

_Zeﬂmvzz (N_an) o~ T BEs

noon

ei osata laskea!

——
= Z eBuN ZN(T7 V)
N
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nstein-kondensaatti

ermionikaasu Ferm su: lampotilakorjaukset Must

Harva kaasu: klassinen raja

> Fermi-Dirac [FD] {n)
1 15F E
(n) = —
exp {B(e — p)} +1 ok e
Voiollae < ptaie > p
» Bose-Einstein [BE] osf-
1 FD
(n) = . . . !
exp{B(e —p)} —1 05 10 15 3 20
Oltava ¢ > m (Jakaumat samalla u, ei samalla N) (E N M)

Harvalle kaasulle € > p: molemmista Maxwell-Boltzmann [MB]

(n) " exp {—B(c — )}

(Miehitysluvut kasvavia p:n funktioita: harva kaasu on siis pieni 1)
Klassiselle ideaalikaasulle tiedettiin jo N = &2 (T,V) ~
Pohdittavaa: mika on suuren lampdtilan raja 5 — 0 ?
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Yhteenveto

Kaytannon laskuissa loppukurssissa tarvitsemme

Ideaalisen bosoni- ja fermionikaasu
» Sallitut k-ominaistilat, laskenta

f(k)dk = 2—‘/ng2 g = spindegeneraatio, elektronille 2
T

» Dispersiorelaatio ¢(k); esim. epérelativistinen kaasu

h2K?
e(k) = S
» Fermi-Dirac ja Bose-Einstein-miehitysluvut

1 1
(nee)) = Qo A e — W) 1

Kertovat kuinka monta hiukkasta talla tilalla on.  (ngp(k)) < 1

(neo(K)) =

exp {f (ek — )} +1
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Fermionikaasu nollalampdtilassa

A

1 B—oo J\<n>
ny) = O(p —
0= e (B -1 )
Tiedetaan tilatiheys ja energia
LV o S

.f(k)d.k72ﬁk dk =7 - m
Muuttujanvaihto

vm 1 1 > 2m v m3/2f
dk_hf\f k—h25=>f()dk 22 Vede

Saadaan hiukkasten lukumaara

3/2 W 3/2
N—p LM ﬁ/ deye =T 2V2 72,
0

e 3p2t

Muista: aina lasketaan N(u), kdannetaan u(N), sijoitetaan — f(u), missé f
on muu fysikaalinen suure. Tarvitaan siis kemiallinen potentiaali

h? N\?/®
(T =0)= 2’—m (3772v>

272



su: lampotilakorjaukset

stiikat Kylma fermionikaasu Fe
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Fermilikemaara, -energia, -lampdtila, . ..

Oletetaan fermionisysteemi, jolle tunnetaan N,V Nollalampétilassa laskettiin

12 N\Z°

Maéritelldan "kylmille” systeeille hyddylliset "fermisuureet:”

Fermienergia
h2 N\ /3
r(NV) = g (327 =u(T=0)
Fermilikemaéra
5 N 1/3 2
pPe(N.V)=nh <37r V) = er(N.V)= 2m
Ferminopeus
VF(N. V) = pp/m
Fermilampdtila

TF(N V) = EF/kB
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Kylma fermionikaasu
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Fermionikaasu: lampétilakorjaukset

Musta kappale Bose-Einstein-kondensaatti
000000 00000

Fermipallo ja fermipinta

Tulkinta kun T = 0, hiukkasia on niilla
ja vain niilld tiloilla, joiden
> e<er

> p<PF
> V<V
Nama tilat p-avaruudessa
muodostavat fermipallon ¢, < ef
jonka pinta on fermipinta e, = er.
"Kylm&” <+— "kuuma”
T<STr «—=T2>T¢
Kéytanndssa usein fysiikka lahelld
fermipintaa.

Kidehila: ei rotaatiosymmetriaa:
Fermipallo ei enda ole pallo, esim:

Cr

Kromin johdinelektronien fermipinta
T.-S. Choy, J. Naset, J. Chen, S. Hershfield, and C.
Stanton, Bulletin of The American Physical Society,
45(1):L36 42, 2000. [URL]


http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/
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Paine

— J\<n>
() = b(u—er) 1
Qcr = —keTIN[1+exp{—Aer — w)}]

= (u—e)f(u—er)

A

Kéayttden samaa tilatiheytta kuin N:lle

o5 2By e
T=0 m
PV: —QG = (p—s,)@(,u—er) = W/; dc‘:\/g(ﬂ—g)

r

mS/ZﬁVius/z _ ENM
mr2 15 5

Toisin sanoen T = 0-fermikaasun tilanyhtalé on:

=0 2N 2/ 28 K2 (N\Y®
PEsyr=50)" 55 (v

» Kiintedlld N/V paine ei ole P ~ T = ero klassiseen ideaalikaasuun!

» Paulin kieltosédantd toiminnassa: yritetdan puristaa kaasua, tarvitaan
energiaa ... mihin? 1
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Tahden stabiilius: paine ja gravitaatio

P(r+ dr)

v

Tarkastellaan pallokuorta [r,r + dr]

v

Kuoren massa dm = 4xr?p(r)dr

\{

Kuoren sisall4 oleva massa M(r):
gravitaatiovoima dFg = —GM(r)dm/r?
» Taméan kompensoi paine-ero
P(r) — P(r + dr) = —dFg/4xr?
= paine keskella suurin, reunalla nolla
Mista paine syntyy?
» Tavallinen téhti: kuuma, harva, ~ klassinen plasma
» Valkoinen k&apid: kylma, tihed R ~ 0.01R (©=Aurinko)
> Varauksen séilyminen: Ng = Np, paine P ~ (N/V)5/3/m = Pe > Pp
> Paineen aiheuttaa degeneroitunut (T < Tg) elektronikaasu

> M =~ 1.4M; Chandrasekharin raja
= elektronikaasun paine ei voita painovoimaa: supernovarajahdys
» Neutronitahti:
> Vielé tihedmpi M ~ Mg ja R ~ 10km (= 10~5Rg)
> Paine: neutronikaasun degeneraatio + neutronien valinen ydinvoima

» Huom tassa ’kyim&@” T <« T¢
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Kylman tahden massa-sade-suhde

Suuruusluokka-arviota varten oletetaan tahdelle

>

>

>

Tunnettu massa ja hiukkasten lukumaara M ~ N
Tuntematon séde R = V ~ R®

Tiheys p = M/V sama kaikkialla tahdessa
Gravitaatioenergia Eg ~ —GM?/R

Kaasun energia Eg ~ Ner

Eparelativistinen fermikaasu

2 2/3 2
EF ~ s (N> = Ej~ }le/3H_2
m\V m

Minimoimalla E; + Eg saadaan sade R ~ M~'/3
Relativistinen:

er ~ (N/V)'3 J(he)==E; ~ N**R™"/(hc)

= ei ehtoa Vlle eli R:lle, sen sijaan vain yksi mahdollinen N tai M
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Massa-sadesuhde

0.04 f T T
\ 2x10¢ |- € core + T envelope DA WDs |
0.035 £
\ "
0.03 7
= \ 2 15x10¢ [ 1
= ]
S 002 T
= ©
B 002 = £
g = 10t N
@ o015 Non-relatiyicp: - -
27 "€Milgas
5 \
S \ Relgy, | Tl
< 001 visg; s
CFerp . 5000 - S B
) o e
0.005 a.
0
0 025 05 075 1 125 mepls5 175 ol I P
0.5 1
Mass (solar masses) Mass [M]

Léhde: Wikipedia Lahde: A&A 419, L5-L8 (2004)

» Eparelativistinen kaasu; R ~ M~1/3

» Taysin relativistinen kaasu: kiintea M
» Todellinen massa-séaderelaatio interpoloi naiden valilla
> Iso R, pieni M: tiheys pieni, ep < MeC2, v < c: eparelativistinen oikea
> Pieni R, iso M: tiheys suuri, g ~ mec?, ve ~ c: lahell4 relativistista
> Taysin relativistinen tapaus antaa massan ylérajan; taméa on
Chandrasekharin raja M ~ 1.4M,. 14


http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361:20040120 

Fermionikaasu: lampétilakorjaukset
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Pieni lampatila

1 (n)
nr) = N
)= exo (B — )y + 1 1
Halutaan pienen T:n korjaukset
T = 0-kaytokseen

\E
Tarvitaan ns. Sommerfeldin kehitelmaa
= f(e) /” 2 df( ) 4
de ~ def(e ks T +O(T
A e = R A CR ST % o)
Kehitelman johto: (n) — 0(u — ¢)

> (n(e)) #0(n—e)vain e — u| S ksT
» Kehitetdan f(e) Taylorin sarjaksi e = p:n
ymparilld ja integroidaan termeittain.
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Hiukkastiheys, energia

3/2[ V m3/2\/§ 32 1
N = 7|—2 /dEI"IFD(E f = 3 <§M + E(kBT) 72\/‘54 +>
Vms/z\/§2 3/2 s T2
= SR (1 S )

(Korjaustermissa korvattu p(T) — ©(0) = kg T, virhe korkeampaa kertalukua T:ssd)
Kaéantaen

27_2 —2/3 71_27-2
M(T)—EF(1+8T2+ ) NeF(1—ﬁﬁ+...>

Samoin energia

S/Z\f V222 g5 (. 1572 T
E:ﬂ-Z /dgnFD f :7r2 ﬁ3 5;,[, (1+ 4 ?E )

Tahan pitaa viela sijoittaa u(T), jotta saadaan (HT)

2 T2 T
E = ENEF (1 + #ﬁ) = Cy~ NKB?F
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Sovellus: metallien johtavuuselektronit

& » Kiinte4 aine: elektronien energiatilat ovat voita
EF > Seuraa jaksollisesta potentiaalista kiteessa
> Tarkemmin mat. fys. kurssilla
aukko » Johde: ylin vyd osittain taytetty: johdinelektronit
- » Malli: e-e-vuorovaikutukset merkityksettomia
aukko = Johdinelektronit ideaalinen fermionikaasu
_ » Johdinelektronien tiheys = Tr ~ 10000K
— kylma kaasu
Metalli y
Johdinelektronien kylmé fermikaasu = johteiden Cy(T) ~~T )
13

» Eriste: fermienergia aukossa

€F » Elektronin siirtdminen ylempaén vybhoén vaatii
likaa energiaa = ei onnistu pienella
sahkokentalld, lampétilalla tms.

aukko

Eriste
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Laboratoriotyd: terminen elektroninemissio

vapaa s

EF

N

\4

Irrotustyotyo: energiaero fermipinnalta vapaaksi

. » Lammitetdan metallia: elektroneja paasee
ed vapaaksi: terminen elektroniemissio
e » Lasketaan virta: tilatiheys
aukko d’p / vm® 5
% / (2m)3ns (2m)3h3
» Irtoavat elektronit € > u: "hannassa”

nep(e) ~ exp{A(n — &)}

Lasketaan virrantiheys elektroneista, joilla tarpeeksi

Vz
$ suuri nopeus z-suuntaan:

i =y S eNe(r) v2 0 (mv2/2 — (u+ e9))

, tilat r
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[e]e]e]e] }

Richardson-Dusman-yhtalo: termisen elektroniemission virrantiheys

1 1
i=y > " eNe(r)v.0 (émvz2 — - e¢>

tilat r

om®

Ze L E S GG

/ dve ﬁmV /2 /27TkBT

/oo dv,v,e Pme/2 — 1/ dv2ehPmE/2 ke T o—s(u+es)
N 2 Jagureoy, m

= [Richardson-Dusman: j = 262h3(k T)2e o¢/tksT)
4\<n>

Labratydsséa maaritetaan eq.
Jakauman hannassa

~ e~ ®?/keT glektronia, joilla
e>u+ep

Vo

® w4+ ep
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Fysikaalinen tilanne, Stefan-Boltzmann

Kokeellisesti
%“N\M’\' quk Stefan-Boltzmann 1879
; AAAANANS Energiatiheys u(T) = aT*
\,\/\/L . .
S Intensiteetti [(T) = oT*
ANV
Nykyaikaisin notaatioin
» Lammitetdan laatikko T -
» Tarkkaillaan aukosta a = 15h303k5
» Seinat absorboivat ja emittoivat o = ac/4
lamposateliya (fotoneja)
—> Kaasu TDTP:ssa laatikon kanssa:
» Historiallisesti: pitdako kasitelld s.m. aaltoina, vai hiukkasina?
» Fotoneja syntyy ja tuhoutuu jatkuvasti: lukumaara ei saily

= ei voida maaritelld kemiallista potentiaalia, fotoneille | © = 0.
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Kvanttimekaaninen fotonikaasu
Bosoneja, . = 0:
1
nBE(ﬁ) = W e = hw
Fotonilla 2 spintilaa
f(k)dk = 2 VK ok = f(w)de = Y 2d
= 271‘2 w = w E = ﬂ_zcaw W
Lukumaaratiheys
2
AN(w) = Nge(w)f(w) dw = — « dw

w2 c® exp{fhw} — 1
Energiatiheys udw = hw dN(w)/V eli

h w® dw
m2c® exp{fhw} — 1

u(T,w)dw = Planckin sateilylaki (1900)




Musta kappale
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Mustan kappaleen spektri

u(w)
h w® dw
m2¢ exp{fhw} — 1

u(Tw)dw =

» Lampdtila maaraa tyypillisen
aallonpituuden (varin)

d—iu(T,w) -0 A‘&

Wmax Wmax Wmax w

=>  wmax &~ 2.882kg T
Wienin siirtymalaki
Sovelluksia
» Kuuman kappaleen lampdsateily

» Aurinko: T ~ 6000K (nakyva valo)
» Kosminen taustasateily ~ 3K (mikroaaltoja)

v

Mustan aukon Hawking-séteily
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Fotonikaasun termodynamiikka: Stefan-Boltzmann

de — h w® dw dN — v w? dw
T r2c8 exp{ﬁhw} —1 e eXp{ﬁh/JJ} 1
Energiatiheys
u_/"" h Wdo  h (keT 4/°° x%dx
~Jo mcexp{fhw} -1 723\ h o e —1
(ke 7 e ]
- ]'LI/SCS 71'2 6{(4) - 15 hSCSKBT - Stefan Boltzmann

Fotonien lukumé&aratiheys

N _ 1 /°° w? dw _ (ksT®) [ x2dx _ 2((2) K} 79
V o w2c® J, exp{Bhw}—1 w2R3c® J, e —1  m@ B33

» Energiassa kulmaintegraali [;" dfsin6 = 2

» Intensiteetissa (z-suunta) tman tilalla
c[7/? dgsingcosd = c/2

= Intensiteetti on I = cu/4. ®
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Fotonikaasun termodynamiikka: paine ja entropia

Tilatiheys
tilat
Paine
P:—QT/G _ kBTZmn — exp{—Bhw}]
tilat
—ksT [ o —(ksT)* “x
=25 [, ¢ dwin[1 — exp{—Bhw}] = S g / dxx*In[1 —e*]
_(kaT)'1 [ XPdx 1
- w2333 J, ex—1 3
Entropiatiheys
S__1(%
v="v\et),,
P P+u
T T T2 52'”“ — exp{—phw}] =

T
tilat
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Planck: klassiset rajat

_h w3 dw
~ w28 exp{Bhw} — 1

u(Tw)dw

» w < kgT/h, Planckin vakio & katoaa:

Oskillaattorien lukumaara
P e ey Energian ekvipartitio

5 —~= . .
u(T,w)dw =~ { w dw:| X [k T] Rayleigh-Jeans-laki

w2¢s

Klassisten sahkémag. aaltojen klassinen termodynamiikka!
Ei voida integroida w = oo asti: ns. ultraviolettikatastrofi
> w> kgT/h, &=hw

_ 1 3
u(T,e)de = Py exp{—pB¢e}de

Klassisten hiukkasten Maxwell-Boltzmann kaasu!
Planckin vakio jaa, niin kuin klassisessa ideaalikaasussakin

Kvanttimekaniikassa hiukkaset <—- aallot
Planck: rajatapauksina seka klassiset aallot etta klassiset hiukkaset




Bosonit matalilla lampdtiloilla

supranestevideo

Bose-Einstein-kondensaatti
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*He muuttuu ~ 2K:ssa suprajuoksevaksi
» Faasitransitio, esim. lampdkapasiteetti
divergoi
» Kylma faasi supraneste: virtaa ilman
vastusta.
*He vahvasti vuorovaikuttava neste:

Ideaalinen Bose-kaasu vain kvalitatiivinen kuvaus
Muita “suprailmi6ita”:

melting curve

vapor pressurs
L

20 30 40 50
T/K

6.0

Faasidiagramma L&hde: Wikipedia

» Myds 3He suprajuoksevaal

» Suprajohtavuus: johdinelektronien Cooperin
parit eraanlainen supraneste

Ideaalikaasun Bose-Einstein-kondensaatti

Nobel 2001 Cornell, Ketterle,
Wieman uri

"Achievement of
Bose-Einstein condensation

15
C, [JigK]

10

0
1.0

T

15 20_ 25
TIK]

3.0

in dilute gases of alkali

atoms” ...

Lampokapasiteetti Lahde: Wikipedia


https://www.youtube.com/watch?v=2Z6UJbwxBZI
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2001/
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Phase_diagram_of_4He_01.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Heat_capacity_of_4He_01.jpg

Bose-Einstein-kondensaatti
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Kylman bosonikaasun tiheys

Lahdetaan laskemaan tiheytta (1 < 0, muuten summa 2 ~ 3" €%+ ei
konvergoi)

N 3/2f JEde
-5 /

v exp {Be — )] — 1

» N kasvaa, kun p kasvaa
» N pienenee, kun g kasvaa, elikun T — 0
= Jotta N vakio, on kasvatettava p:takun T — 0
(Muistetaan myds fermioneille (8./8T)n < 0) Mita tapahtuu, kun p = 0?

Nmax 1 mS/Zﬂ/ Vede 1 (kgTm)*/2\/2 [ /xde

V o~ 2n? exp{fe}—1 2r2 e o e —1

» Tarvitaan taas ¢-funktiota

fdé‘ Z/ —nx\/’dx_ \an73/2 (3/2)

» Tunnistetaan terminen de Broglle-aallonpltuus

Ninax 1 (keTm)*2 g(s/z)
VT (2n)r TG/ = X(T)

0




Bose-Einstein-kondensaatti
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Kriittinen lampaétila

Saatiin "suurin mahdollinen tiheys”

N_Np=0) _ 1 (ksTm)** _ <(3/2)
VTV T A= T

Fysikaalinen tilanne: kiinted N/ V, jadhdytetaan. Nyt kuitenkin ndennaisesti

1 2/8 12 N\ 2/3
TZTFZ”(C(S/z)) W<V>

Mita tapahtuu kun 7 < T;?

Tarkasteltava erikseen perustila e = 0, joka ei mukana integraalissa.
Perustilalla ¢ = 0 on makroskooppinen maara N, hiukkasia

— kondensaatti.

Elikun T < T¢, on

_ N <3/2) No T\%?



Bose-Einstein-kondensaatti
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Tavalliset hiukkaset ja kondensaatti

1 2/3 p2 /N\2/3
T°:2”<<<3/2>> M(V)

Kun lampétila T < T¢, kaasussa kaksi komponenttia
3/2
()]
Te
3/2
New = N (1)

» Kondensaatti, Np hiukkasta
» Tavallinen kaasu, loput

N = N

Ns>0

v

Te
Vrt. Nobel 1962: Landaun "2-nestemalli” suprajuoksevalle “He:lle.



Bose-Einstein-kondensaatti
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Energia ja lampdkapasiteetti
Kondensaatissa ei energiaa, entropiaa. Muualla

V. mi? [ \Jfeede v md/? x32dx
E(p=0)= Jonz I ;;71 = Tont IR (kBT)S/z/ =
2 0 2 0

vV m? 5/23y/T VkBTS
= a2 1 (ke T)""—4=C(5/2) = 76(5/2)
Lampokapasiteetti T < Te:lla on (E ~ T2 = 07E = (5/2)E/T)
1,93
o §@§(/)—15<(S/)kN 15<(5/2)kN T 3/2
T2 g2 4(3/2) 7T 4 (@3/2) T\ T

» Cy — (3/2)Nks kun T — o tiedetaan Cv/(ksN)
(T > T, poikkeama tasté on yléspéin, voidaan F
|askea) 3/2 ................ é ..................

» Cy —»0,kun T — 0 :
Bosonikaasulle hituja kondensaattiin
ilman energiaa.
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Tc
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