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Luku 1

Johdantoa

1.1 Taustaa

Ludwig Boltzmann, who spent much of his life
studying statistical mechanics, died in 1906, by his
own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the work, died
similarly in 1933. Now it is our turn to study statis-
tical mechanics. Perhaps it will be wise to approach
the subject cautiously. (Opening lines of “States of
Matter”, by D.L. Goodstein).

Motivaatio
Luonnon peruslait kuvaavat vuorovaikutuksia
hiukkasten valilla.
Kaytannon tilanteissa yleensa suuri maara hiukkasia,
Esim

1 mooli = N4 ~ 6 x 10® hiukkasta. (1.1)

e Liian monimutkainen, ei voida seurata kaikkien
likeyhtal6ita, voimia jne.

- Jarjestelman osien keskinainen
vuorovaikutus

— Vuorovaikutus ulkopuolisen maailman kanssa

e Joudutaan keskiarvoistamaan hiukkasjoukon
ominaisuuksia = statistinen fysiikka

o Kaytannén kannalta térkeat suureet ovat
makroskooppisia, termodynaamisia muuttujia:
lampétila T, paine P ...

Tarkastellaan ensin hyvin yleiselld tasolla mitd on “statisti-
nen fysiikka” ja mihin ja miksi sitd tarvitaan. Lahtokohtana
on yleensd se, ettd alkeishiukkasten viliset vuorovaikutukset
tunnetaan. (Vaihtoehtoisesti hiukkasfysiikassa oletetaan joku alkeishiukkas-
ten vélinen vuorovaikutus, jotta voidaan laskea, miti téstd oletuksesta seuraa.)
Talloin on periaatteessa suoraviivainen tehtdvd laskea nédiden
hiukkasten radat. Kéaytinnon tilanteissa hiukkasten lukumiira
on kuitenkin yleensd hyvin suuri, eikd tdmid ole mahdollista.
Tyypillinen arkipdivdn mittakaava laboratorio-olosuhteissakin
on esimerkiksi Avogadron luvun N4 suuruinen médrd hiukka-
sia.

Joudutaan siis kidyttdméén erilaisia approksimaatioita, jotta
voidaan ymmirtdd suuren hiukkasjoukon kaytostd. Muilla pe-
ruskursseilla on esitelty ndistd muutamia:

e Mekaniikan jdykkéd kappale: jatetdin huomiotta hiukkas-
ten liike toistensa suhteen ja oletetaan ettd ne liikkuvat yh-
dessd. Toisin sanoen approksimoidaan hiukkasten vilisid
kemiallisia sidoksia kiinteina.

e Klassinen kenttd: sahkomagneettinen kenttd on aina myos
kokoelma fotoneja (muistetaan aalto-hiukkasdualismi). Jos fo-
toneja kisitellddn klassisena kenttiind, oletetaan, ettd ne
ovat ns. koherentteja tiloja. (Lisii kvanttimekaniikka TT-kurssilla.)
Tehdidn siis fotonien kvanttitiloista yksinkertaistava ole-
tus, joka sallii niiden kuvaamisen yksittédisten hiukkasten
sijasta koko hiukkasjoukkoa kuvaavana kenttiani. Pohjim-
miltaan tdmi kenttdapproksimaatio on kuitenkin ristirii-
dassa kvanttimekaanisen todellisuuden kanssa. Tdmi tu-
lee esille atomitasolla, missid voidaan kokeellisesti havaita
energiatilojen kvantittuminen.

Statistisessa fysiikassa tehtdvé perusoletus on néitd huomatta-
vasti minimalistisempi: oletetaan ettd hiukkasjoukko voi olla
samalla todenndkdéisyydelld missd tahansa ulkoisten olosuhtei-
den (kokonaisenergia, tilavuus jne.) sallimassa (mikroskoop-
pisessa) tilassa. Statistiikka eli tilastotiede ymmaérretddn téssi,
kuten matematiikassa yleensd, olennaisesti samaksi kuin to-
dennikoisyyslaskenta. Havaittavat (koko hiukkasjoukkoa ku-
vaavat eli makroskooppiset) suureet kuvaavat sitten tdmén to-
denndkoisyysjakauman keskiarvoa. Tami yksinkertainen oletus
osoittautuu hyvin tehokkaaksi, ja voidaan késitelld my0s tilan-
teita, joissa hiukkasten vilisid (tai tarkasteltavien hiukkasten ja
muun maailman vilisid) vuorovaikutuksia ei edes tunneta.

Kurssin aihemaailmaa

Kiintea aine tiheaa, jarjestaytynyt kiderakenne. Esim.
magnetismi, kidevirheet, hilavarahtelyt,
johtavuuselektronit . . .

Fluidi Virtaava aine.

Neste Epajarjestynyt, tihed. Mikroskooppinen
teoria erityisen vaikea!

Kaasu Epé§jarjestynyt, harva. Kokoonpuristuvuus,
lAmpeneminen tarkeita sovelluksissa.

Muita Mustan kappaleen sately (= fotonikaasu),
alkeishiukkasaine, suprajohtavuus, plasma,
polymeerit, lasit . ..

Statistisen fysiikan ja termodynamiikan kuvauksen kohteena
on makroskooppinen aine kaikissa sen olomuodoissa, kiinteidnd,
nesteend ja kaasuna.

Arkipéivéisten sovelluksten kannalta térkeiti ja télld kurssilla
erityistd huomiota saavia osa-alueita ovat

e Kaasut, alkaen ideaalikaasusta ovat tirkeitd termody-
namiikan historiassa, kisitteenmuodostuksessa ja sovel-
luksissa. Oikeastaan koko tdmd fysiikan ala sai al-
kunsa hoyrykoneiden rakentamiseen liittyvian kaasujen



lampenemisen, jidhtymisen, laajenemisen ja kokoonpuris-
tumisen vélisten yhteyksien tutkimisesta.

e Magnetismi ja kidevirheet ovat klassisia statistisen fysii-
kan aiheita. Koska néissi kasitellddn diskreettejd muuttujia
(spin ylos tai alas, kide virheellinen tai ei), saadaan lasket-
tavissa olevia malleja, joita késitelldsin kurssin A-osassa.

e Tirked osa-alue on faasitransitiot eli olomuodonmuutok-
set, jossa sama aine voi muuntua muodosta toiseen. Eri
olomuotojen mikroskooppinen rakenne on hyvin erilainen,
ja perusvuorovaikutuksista kisin faasitransitioita on vai-
kea kisitelld, mutta statistisen fysiikan ja termodynamii-
kan yleiset periaatteet antavat silti mahdollisuuden sanoa
niistd jotain. Késitellddn A-osan lopussa.

o Hilavirihtelyjen ja metallin johtavuuselektronien mate-
maattinen kisittely tapahtuu itse asiassa kisittelemilld
niitd kaasuna. Niiden kiintedin aineen ominaisuuksien
ymmartimisessd kvantti-ilmiot ovat keskeisia. Kvanttikaa-
suja ja muutamia sovelluksia kiintedn aineen fysiikkaan
késitelldan kurssin B-osassa. Térked esimerkki kvanttikaa-
susta on myos fotonikaasu eli mustan kappaleen siteily.

Pitemmille menevii aiheita, joihin tilld kurssilla 1dhinnd vii-
tataan

e Fluidi (virtaava aine) on kaasujen ja nesteiden yhteisnimi-
tys. Virtausmekaniikassa eli hydrodynamiikassa yhdistyy
mekaniikka (liikkeyhtidlot) ja termodynamiikka (paineen,
lampétilan, tiheyden jne. yhteys). Sovelluksena teolliset
prosessit, meteorologia, hiukkasfysiikka, kosmologia jne.

o Suprajohtavuus ja suprajuoksevuus ovat merkittdvid mate-
riaalifysiikan tutkimuskohteita. Perustana oleva bosonisen
kvanttikaasun teoria tulee esille tilld kurssilla, mutta kovin
syville emme piise sovelluksiin.

o Lasit ovat matemaattisemman statistisen fysiikan klassinen
tutkimuskohde. Lasi on itse asiassa neste (epdjirjestynyt
aine ilman kiderakennetta), joka virtaa ddrimmdisen hitaas-
ti verrattuna siihen aikaskaalaan, jolla sitd havaitaan.

e Plasma on kaasu tai neste, jossa on vapaita séhkovarauksia.
Plasmafysiikalla on sovelluksia esimerkiksi avaruusfysii-
kassa ja fuusioreaktorin kehitystyossi. Plasman kisittelyn
perustana on hydrodynamiikka, joka tdytyy vapaiden va-
rausten ldsniollessa yleistad magnetohydrodynamiikaksi.

Lisétietoa: Kvanttikenttiteoriat ja statistinen fysiikka

Relativistiset  (erityisen suhteellisuusteorian kanssa yhteensopivat)
kvanttimekaaniset teoriat, kvanttikenttiteoriat, ovat itse asiassa aina
monihiukkasteorioita, koska tyhjiostd voidaan muodostaa hiukkas-
antihiukkaspareja. Nykyaikainen kvanttikenttiteoria muotoillaan
ns. polkuintegaalina, jossa kvanttimekaaninen kompleksinen siir-
tymdamplitudi on (kompleksisella “todennikéisyysjakaumalla”)
laskettu “’keskiarvo” eri “poluista”. Valitsemalla aika puhtaasti
imagindédriseksi ja jaksolliseksi tistd saadaan oikea reaalinen to-
denniikbisyysjakauma, joka itse asiassa vastaa termisti jakaumaa.
Statistisessa mekaniikassa ja hiukkasfysiikassa voidaan tdlloin kdyttia
olennaisesti samoja, polkuintegraalista johdettuja, laskennallisia
menetelmid.

Termodynamiikka ja statistinen fysiikka

Termodynamiikka “TD”
(Termo ~ lamp@, dynamiikka ~ likeoppi)

Luonnon kuvaus makroskooppisilla suureilla, joiden
valilla empiiriset:

e Postulaatit: termodynamiikan pddsdannét 0 — 3.
(“TDO” ...*TD3") — Kaikille aineille yhteisia

¢ Aineelle/systeemille ominainen tilanyhtéld (Esim.
kaasulle P = P(T, V, N))

e Perinteiset sovellukset: olomuodon muutokset,
lampdvoimakoneet (> l1&hes kaikki energian tuotto
ja kaytto!)

Statistinen fysiikka, tai perinteisesti stat.
mekaniikka “SM”

e Termodynamiikan johtaminen mikroskooppisesta
kuvauksesta tilastollisena keskiarvona

e Sovellukset perinteista TD:aa laajempia, voivat
olla perinteisen fysiikan ulkopuolella (biologia,
talous, tietojenkasittely)

Keskeinen ero termodynamiikan ja statistisen fysiikan vililld
on se, ettd termodynamiikassa késitellddn vain makroskooppi-
sia suureita. Statistisessa fysiikassa taas lihdetdén mikroskoop-
pisesta kuvauksesta, ja siitd johdetaan termodynaamiset suu-
reet. Termodynamiikan padsddntdjd voisi verrata vaikka Newto-
nin lakeihin: ne ovat hyvin yleisid, makroskooppisia kappaleita
koskevia luonnonlakeja. Niihin on alunperin paddytty empiiris-
ten havaintojen perusteella. Nykyédidn ne ”johdettaisiin” mikros-
kooppisesta kuvauksesta, ja tdstd johdosta selvidd myos, mika
on ndiden lakien pitevyysalue.

Tunnettuna esimerkkini statistisen fysiikan kisitteestd, joka
on osoittautunut hyddylliseksi toisella alalla, mainittakoon tie-
tojenkasittelyssd kédytetty ”Shannonin entropia”. Shannonin ent-
ropia kvantifioi bittijonoon sisdltyvéin informaation méérén, ja
antaa rajan sille, kuinka lyhyessd muodossa se voidaan esittda.

Historiaa

1800-luvun alku Kuinka rakennetaan mahdollisimman
tehokas hdyryveturi? — Klassinen TD, mystinen
entropian kasite Clausius, Kelvin

1800-luvun loppupuoli Voidaanko termodynamiikka
ja entropia selittdd mikroskooppisten
ominaisuuksien avulla? — klassinen SM
Boltzmann (Muista: “atomi” oli viel& spekulatiivinen teoreettinen
rakenne, ei todellisuuttal)

1900-luku Klassinen SM on epakonsistentti, miten se
voidaan korjata? Kvanttimekaniikka = oikea
mikroskooppinen teoria = oikea, toimiva,
ristiriidaton SM.

Nyt Laaja kirjo tutkimuskohteita: epatasapainoilmiét,
kompleksiset systeemit, sovellukset perinteisen
fysiikan ulkopuolelle, laskennallinen fysiikka,
biologiset systeemit ...

Historiallisesti termodynamiikka ldhti liikkeelle kaasujen
kiyttdytymisen tutkimuksesta ja muuttui tidrkedksi, kun ha-
luttiin  ymmirtdd taloudellisesti erittdin tdrkedn keksinnon,
hoyrykoneen, toimintaa siitelevit fysikaaliset periaatteet.



e “Ideaalikaasun tilanyhtdlon” eri osat:

— Boylen laki (1662) PV ~vakio, kun T on vakio.

— Gay-Lussacin laki P ~ T, kun V on vakio (jonka
itse asiassa ldysi Amonton n. v. 1702).

— Charles’in laki V' ~ T, kun P on vakio (Gay-Lussac
julkaisi tamén v. 1802, joskin Gay-Lussacin mukaan
ilmeisesti varsinaiset mittaukset teki Jacques Charles
joitakin vuosia aiemmin.) (Oikeinkirjoitus: lukiokirjoissa
nikee kirjoitettavan “Charlesin”, mutta koska d@dntdmys on Char-

les: [Sarl], genetiivi on Charles’in [Sarlin].)

Niistd ensimméinen on “helpoin” siind mielessd, ettd kos-
ka limpdtilaa ei mitata, laki ei vield johda absoluuttisen
nollapisteen kisitteeseen. Kahdessa jalkimmaisessi sen si-
jaan voidaan ekstrapoloida pienelle T"1le, ja koska P tai
V' ei voi olla negatiivinen, pidtelladn, ettd lampdtilalla on
alaraja.

o Erityisesti Joulen tutkimusten perusteella 1800-luvun puo-
livélissd ymmérrettiin, ettd myos 1ampo on energiaa (kuten
my0s mekaaninen energia). Tdmi johti siihen, ettd osattiin
yhdistdd energian sédilymislaissa oikein ldmmon johtumi-
nen ja mekaaninen tai sihkdinen tyd, eli muotoilla TD1.

e Termodynamiikan toiseen p#dsddntoon liitetddn esimer-
kiksi nimet Sadi Carnot (joka postuloi ideaalikoneen
hyotysuhteen lausekkeen 1824, Emile Clapeyron muo-
toili tdmidn 1834 ymmirrettdvimpidin muotoon), Wil-
liam Thompson (Lordi Kelvin, pohti 1dammoén ja mekaani-
sen tyon yhteyttd), ja Rudolf Clausius (esitteli entropian
kisitteen 1865).

e 1800-luvun teollisen vallankumouksen aikana termody-
namiikan kehitys oli hyvin sidoksissa kdytdnnon so-
velluksiin. Mahdollisimman tehokkaan hdyrykoneen ja
myo6hemmin polttomoottorin suunnittelu vaatii termodyna-
miikan soveltamista kdytdnnon insinddritieteeseen.

Aineen mikroskooppisen atomirakenteen selventyessid 1800-
luvun loppupuolella yritettiin myds termodynamiikkaa johtaa
mikroskooppisesta molekyylikuvasta. Keskeinen edistysaskel
oli Maxwellin ja Boltzmannin kineettinen kaasuteoria (1860-
ja 1870-luvuilla), jossa ideaalikaasun ominaisuudet johdettiin
yksittdisten kaasumolekyylien jakaumasta. Vuonna 1872 Boltz-
mann esitti lausekkeen entropian kasvulle ajan funktiona (H-
teoreema), joka selitti toisen padsdannon kineettisen kaasuteo-
rian puitteissa. Jotta Boltzmannin entropian lauseke olisi mie-
lekis, on jarjestelmidn mikroskooppisen tilan pysyttiva tdysin
samana, vaikka kaksi identtistd hiukkasta vaihdetaan kesken&in.
Tatd on vaikea ymmirtdd klassisen fysiikan puitteissa. Sa-
moin Maxwell-Boltzmann-kaasun entropian lausekkeessa esiin-
tyy Planckin vakio (vaikka titd ei vield silloin tunnistettu).
Tdhédn aikaan monet fyysikot pitivit vield atomeja jonkinlaisi-
na laskennallisina apuvilineini eikéd oikeina fysikaalisina ob-
jekteina, eikd Boltzmannin teoriaa hinen elinaikanaan (11906)
vield yleisesti hyviksytty. Boltzmannin tyd kuitenkin loi pohjaa
kvanttimekaniikan synnylle.

Tultaessa 1900-luvun puolelle muodostui hyvin nopeasti ny-
kyinen kisitys aineen mikroskooppisesta rakenteesta. Einstein
selitti valosdhkoisen ilmion 1905, Rutherford 16ysi atomiytimen
1911 ja Bohr esitteli atomimallinsa 1913. Jo 1920-luvulla kvant-
timekaniikan perusteoria oli nykyisessd muodossaan ja myos
termodynamiikan statistisesti johdettava pohja ristiriidaton.

Tamin jidlkeen statistinen fysiikka on tutkimuskohteiden-
sa puolesta enemmin erkaantunut kvantti- ja atomifysiikasta.

Keskeiset kisitteet (entropia, partitiofunktio, termodynaamiset
potentiaalit) ja laskennalliset menetelmit ovat osoittautuneet
kiyttokelpoisiksi hyvin monilla eri aloilla.

Terminologiaa

Tarkastelukohteena jarjestelmé = systeemi = kasa
ainetta, jossa on suuri (10") maara atomeja seka
ympéristé eli muu maailmankaikkeus.

Avoin jarjestelma voi vaihtaa ainetta ja lamp6a
ymparistdn kanssa (Esim. kuutiometri iimaa keskella
huonetta, vesilasi poydalla)

Suljettu jarjestelma voi vaihtaa 1ampda, ei ainetta,
ymparistdn kanssa (Esim. suljettu pullo vettd pdydall)

Eristetty jarjestelmd ei vaihda ainetta eika lampda
(Termospullo)

Makrotilat ja mikrotilat

Mikrotila taydellinen atomaarisen tason kuvaus. (Esim
A: kaasu: 3N koordinaattia, 3/ liikemaaraa. B:
Kestomagneetti: N spinin suunnat.)

Makrotila termodynaamisten suureiden maarittelema
tila

TD Tasapainotilassa systeemin makrotila ei muutu
spontaanisti. (Spontaani = ilman ulkopuolista vaikutusta.)
(Hydrodynamiikassa lokaali TD tasapaino)

Tassd "3N liikemadrda” tarkoittaa, ettd jokaiselle [V:std
hiukkasesta tiytyy spesifioida kolme litkeméérin komponenttia
Pz Dy, Pz-

Yhtd makrotilaa vastaa siis monta eri mikrotilaa: vaik-
ka havaitsemme huoneilmasta koko ajan saman paineen ja
lampotilan, muuttuvat ilmamolekyylien paikat kuitenkin jat-
kuvasti. Tasapainotilassa makrotila ei muutu, mutta mikroti-
lat vaihtuvat toisikseen jatkuvasti; esimerkkiné taas huoneilman
molekyylien paikat ja litkemadrét.

Notaatioita tyypillisille makroskooppisia termodynaamisille
suureille, joita ei valttamatta tilld kurssilla erikseen madritelld:

e Paine P (usein myds p)

e Tilavuus V

o Hiukkasten lukuméard NV

e Lampotila T

e Energia E (termodynamiikassa usein my6s U)

e Magnetoituma M (atomien yhteenlaskettu magneettinen
dipolimomentti).

e Hiukkasten lukuméiritiheys n = N/V ja massatiheys p =
mmn (usein lukuméaaritiheyttd merkitdin p)

Rajataan esimerkiksi huoneilmasta kaksi kuutiometrin ko-
koista aluetta ja nimitetdén ndiden sisdltimi ilma systeemeik-
si A ja B. Olkoon nyt systeemi C' nédiden kahden kuutiometrin
sisdltimdt kaasut yhteensd. Jotkut termodynaamiset muuttujat
saavat luonnostaan saman arvon systeemeille A,B ja C toiset
taas ovat systeemille C' kaksinkertaisia. Ndistd kdytetddn nimi-
tyksid “intensiivinen” ja “ekstensiivinen’:



e Ekstensiivinen suure on verrannollinen systeemin “ko-
koon”: V. N, E, ...

e Intensiivinen suure on “koosta riippumaton”, kuten
T7 p7 p? A

1.2 Mikrotiloja

J. Timosen sanoin kvanttimekaniikka on statistisen fysiikan “’sa-
larakas”: nidkyvisti sitd ei valttimittd huomioida, mutta aina
vililld kdaydadn salaa nurkan takana pusuttelemassa.

Kerrataan tdmidn kurssin kannalta keskeisimpid kvanttime-
kaanisten jéirjestelmien energiatiloja. Vaikka emme kovin paljoa
kvanttimekaniikan kurssin tiedoista tarvitsekaan, on keskeistd
olla koko ajan mielessd kvanttimekaanisen “tilan™ kisite. Sta-
tistisessa fysiikassa makrotiloja pitdd pystyéd laskemaan, ja on
keskeisti, ettd ne ovat diskreettejd, numeroituvia.

Esimerkkeja mikrotiloista

Hiukkanen laatikossa
Vapaita kvanttimekaanisia hiukkasia laatikossa
= Schrédingerin yhtald

(_j;w n U(x)) b=k, (12)

“laatikkoa” kuvaa potentiaali

0, kun0<x<lL, O<y<lLl O<z<l

Ux,y, z) = { oo muuten (== (x) = O tissi alueessa)

(1.3)
Ratkaisu: energiatilat kvantittuneet:
h2k?
= k = %(nx, ny,nz), Ny, ny,n, €N (14)

Harmoninen oskillaattori
Ratkaistava yksiulotteinen Schrédingerin yhtald:

2 2
<_§no‘|’x 4 ;kx2> V)= Eu(x) (1)

Ratkaisuna saadaan energiatilat:

1
E:(n+2>hw, wr=k/m, n=0,1,... (1.6)

Molemmissa tapauksissa on huomattava ero klassiseen fy-
siikkaan. Klassisella hiukkasella laatikossa voi olla miké tahan-
sa liikkemiird p € IR3. Harmonisella oskillaattorilla taas voi olla
mika tahansa amplitudi, eli klassisen litkeyhtilon

mi+kx=0 (1.7

ratkaisee
z(t) = Asin(wt + o) (1.8)

milld tahansa A € R, ja ratkaisun energia

1 1 1
E= im:'cz + 51@932 = 5kAQ (1.9)

voi saada minké tahansa reaalisen arvon

Klassisesti ei voida siis kysyd, kuinka monessa eri tilas-
sa jarjestelmin energia on pienempi kuin F; vastaus on ai-
na ddreton. Kvanttimekaniikassa tdmid kysymys voidaan mie-
lekkadsti esittdd, ja vastauksesta johtaa jarjestelmidn termody-
namiikka.

Myohemmin kurssilla: Hiukkanen laatikossa

Huomaa, ettd kun laatikon koko kasvaa, ovat diskreetit energiatilat
yhi lihempand toisiaan eli mn/L jaw(n + 1)/ L ovat ldhes sama, kun
L — oo. Kun nyt on kvantisoitu vapaa hiukkanen laatikossa ja tie-
detddn, mitd ollaan tekemdssd, voidaan tarpeeksi isossa laatikossa itse
asiassa taas korvata ng,ny,n. jatkuvalla muuttujalla k. Ndin tehdain
kurssin B-osassa.

Lisaa esimerkkeja mikrotiloista

Magneettinen dipoli

¢ Tiedetaan/muistetaan, ettd esim. elektroneilla on
magneettinen momentti w,

¢ Ulkoisessa magneettikentdssa dipolin energia on
—p - B.

¢ Kvanttimekaniikassa magneettisen momentin B:n
suuntainen komponentti riippuu hiukkasen
spinistd. Se ei voi olla mika tahansa, vaan voi
saada vain kaksi arvoa +.

¢ Nyt hiukkasella on kaksi mahdollista energiatilaa 1
jal.

E, = —uB (1.10)
E, = uB (1.11)

Kvanttimekaniikassa tilat voidaan laskea
Diskreetit makrotilat (mahdolliset kokonaisenergiat),
aérellinen (> 1) maara mikrotiloja vastaa yhta
makrotilaa.

Magneettisen momentin tapauksessa klassinen raja olisi siis
se, ettd dipolimomentti on vektori, jonka pituus on kiinted, mut-
ta suunta voi olla mikéd vaan. Tamén vektorin B:n suuntainen
komponentti voi siis saada minké tahansa reaalisen arvon —p:n
ja p:n vililtd, eikd vain kvanttimekaniikan sallimaa kahta dis-
kreettid arvoa. Taaskaan klassisesti energiatilojen lukumééarii ei
voida laskea.

Kuten olemme todenneet, kédytinnosséd ollaan kiinnostunei-
ta tilanteista, joissa hiukkasia on paljon. Yleensd 10™:n vuoro-
vaikuttavan hiukkasen Schrodingerin yhtédlostd ei osata ratkaista
ratkaista energiatiloja (jos osattaisiin, ei statistista fysiikkaa paljoa tarvit-
taisi...). Helposti ratkaistavissa ovat vain tilanteet, joissa hiuk-
kaset eivit vuorovaikuta kovin voimakkaasti. Télloin voidaan
ajatella energiatilojen olevan ldahelld N:n vapaan hiukkasen sys-
teemin tiloja. Vuorovaikutusten seurauksena jérjestelmin sitten
ajatellaan siirtyvin ndiden vapaiden tilojen vililld siten, ettd saa-
vutetaan termodynaaminen tasapaino.

Monen hiukkasen tilat
Oletetaan nyt N hiukkasta / varahtelijad / spinid.

e Mikrotila voidaan kuvata antamalla kaikkien
hiukkasten / varahtelijéiden / spinien tilat.

e Jos nama eivét vuorovaikuta keskenaan on tama
N hiukkasen systeemin energian ominaistila



Esim. 8 spinin systeemi, mahdollisia mikrotiloja

It E=-8uB (1.12)
It E=-2uB (1.13)
U111 E=-2uB (119

Yhteensa 28 tilaa, vain 9 mahdollista kokonaisenergian
arvoa.

Nyt on siis huomattava, ettd n spinin jirjestelméssid on ai-
na 2" mahdollista tilaa, ja ne voidaan hyvin laskea ja luetteloi-
da kertomalla kaikkien spinien arvot. Sen sijaan se, mitkd ovat
energian ominaistilat, riippuu spinien vuorovaikutuksista. Y1la
tehty lasku, jossa saadaan 2n + 1 energian ominaistilaa, pétee
vain, jos spinit eivdt vuorovaikuta keskendin, vaan ainoastaan
ulkoisen magneettikentén kanssa.

1.3 Todennikoisyyslaskentaa

Statistiikka eli tilastotiede on olennaisesti sama asia kuin to-
dennékoisyyslaskenta. Siksi verryttelemme tdssd hieman pa-
lauttamalla mieliin muutaman perusasian varsinkin, kun ai-
hetta ei valttdimittd ole matemaattisten menetelmien kursseilla
kisitelty.

Todennakoisyys
Maaritelmia
o Klassinen: satunnaiskoe, N mahdollista tulosta,
kaikki yht& todennakdisia

s 1
Todennak0|syy3p,-:N, i=1,...N (1.15

e Tilastollinen: satunnaiskoe, N mahdollista tulosta
i=1...N. Toistetaan koe M >> N kertaa,
saadaan tulos i n; kertaa:

D1 N

Todennakdisyys p; = /v;@oo v
(1.16)
missa
N
Z ni = M. (1.17)
i=1
Ominaisuuksia

e Normitusehto >, pi =1
e 0 < p; <1 kaikille tuloksille i
o Poissulkevat tapatumat i ja j: P(i tai j) = pi + p;

e 2 riippumatonta satunnaiskoetta:
P(i kokeessa 1 ja j kokeessa 2) = p;p;

Télld kurssilla emme jdd halkomaan hiuksia erilaisten to-
dennikoisyyden maédritelmien suhteen, vaan oletamme to-
dennékoisyyden kisitteen tunnetuksi ja hyvin midritellyksi.
Ehké keskeisin ndistd on muistaa, ettd kidytannossa riippumat-
tomuuden médritelmd on, ettd jos tapahtumien a ja b yhteisto-
dennikoisyys on P(a jab) = p,pp, niin a ja b ovat riippumat-
tomia.

Jakauma, odotusarvo ja keskihajonta

Jakauma
Kaikkien tulosten todennakdisyydet p;, i=1...N
ovat todennakdisyysjakauma.

Satunnaismuuttuja, jakauman tunnuslukuja

Jos jokaiseen satunnaiskokeen lopputulokseen i liittyy
joku mitattava suure x; eli satunnaismuuttuja, voidaan
laskea jakauman tunnuslukuja, esim.

Odotusarvo (x) = )", p;x; (Usein merkitaén x = (x))

Varianssi (Ax)? = ((x — (x))?) = 3, pi(x — (x))?
e Sama kuin “neliéllinen keskipoikkeama”
o Eri merkint6ja, esim. (Ax)? = 0?(x)

e Varianssin nelidjuuri on keskihajonta
Ax = o(x)

o Huom ((x — (x))2) = (x?) — (x)?

Osoitetaan harjoituksen vuoksi viimeisin identiteetti:

((z—(2))*) = (2®—2(z)z+ (2)) (1.18)

(z*) = 2(x)(z) + (z)>  (1.19)

= (2%) — (2)? (1.20)

Analyyttisesti <a:2> — <x>2 on usein helpoin tapa laskea va-

rianssi. Numeerisesti sen sijaan on laskettava mielummin ni-

menomaan ((z — (z))?), jos ollaan laskemassa tunnuslukuja
vihdnkéddn isommasta joukosta.

Tarkastellaan mahdollisimman yksinkertaisena esimerkkini
kolikon heittoa.

Kolikon heitto
Yksi heitto

e Kaksi lopputulosta,
p(klaava = +) = p(kruuna = —) = 1

e Maéritelldan satunnaismuuttuja x = klaavojen
lukumééréd =— x_=0, x;=1

e Odotusarvo (x) = 1, varianssi 0?(x) = 1

e Suhteellinen keskihajonta o(x)/(x) =1

Kaksi heittoa
o Nelja lopputulosta: ++, +—, —+, ——, kaikkien
p=13
¢ Klaavojen lukumaarat

Xy = 2, Xy =Xy = 1, x__=0.

e Odotusarvo (x) = 1, varianssi 02(x) = 3,
1

e Suhteellinen keskihajonta o(x)/(x) = =

Suhteellisesta keskihajonnasta nahdaan, etta
suuremmalla heittojen maaralla tulos "heilahtelee
vahemman” keskiarvon ymparill.

Tunnusluvut laskettiin seuraavasti: Yhdelle heitolle:



1 .

e Odotusarvo (z) =p_-x_ +py -2y = 5

lan}
_l_
[
—
Il
N[

. \lla)lgiamfi o%(x) = 3 pilwi—(x))? = 3(0—-5)*+5(1—

2

4

e Suhteellinen keskihajonta o(x)/{x) = 1
ja kahdelle
e Odotusarvo (z) = pi4-2+py_-1+p_4-14+p__-0=1

e Varianssio?(z) =p; 4 - (2—1)2+py - (1-1)2+p_, -
1-12+p—-(0-1)*=5-140+0+%-1=14,

e Suhteellinen keskihajonta o(z)/(x) =

N

Kertoma
Laskettaessa todennakdisyyksia suurilla toistojen
maarilla tarvitaan lahes aina “kertoma”-notaatiota:

Kertoman!=n-(n—1)-...1
e n erilaista oliota voidaan jarjestaa riviin n! tavalla

e N oliosta voidaan valita n:n olion jérjestetty
osajoukko ﬁ tavalla

e N oliosta voidaan valita n:n olion jérjestdmétén

osajoukko Syt = ( lr\: > tavalla

Statistisessa fysiikassa N on aina hyvin suuri.
Kaytamme jatkuvasti Stirlingin approksimaatiota
kertomafunktiolle:

Stirling
InNl'~ NInN - N (1.21)

Matemaattisena taustatietona mainittakoon, ettd kertoman
yleistys on Eulerin I'-funktio. Notaatiota n! kiytetdin yleensi
vain kokonaisluvuilla n. Kertomafunktio voidaan kuitenkin jat-
kaa (ldhes) kaikkialle kompleksitasoon esim. integraaliesityk-
sen avulla, jolloin yleensd puhutaan Eulerin I'-funktiosta:

I'(n+1)=n! (n €N). (1.22)

Yksinkertainen perustelu Stirlingin kaavalle saadaan ottamal-
la siitd logaritmi. T4lloin on laskettavana summa luonnollisten
lukujen logaritmeista /N:ddn asti. Approksimoimalla tédtd sum-
maa integraalilla saadaan Stirlingin kaava.

InN!' = Inl4+In2+...InN (1.23)
N
~ / drlnx (1.24)
J1
N
= / (zlnz — ) (1.25)
1
= NIhN-N+1 (1.26)
~ NInhN-N (1.27)

Kertomafunktiota kiyttdamailld saadaan yleistettyd edelliset
tulokset N:n kolikon heitolle. Lisdd jakaumien tunnuslukuja
harjoitellaan demoissa.

N kolikon heitto
N kolikon heittoa

e 2 lopputulosta/heitto, yhteensa 2V lopputulosta,
jokaisen p = 1/2V

o Kuinka monessa naisti on n klaavaa?

— Ensimmainen klaava joku N:std heitosta,
toinen joku muista N — 1:sta ... n:s klaava
joku N — n+ 1:sta
=N (N —n+1)= N!/(N — n)! tapaa.

— n klaavaa eivat oikeasti ole numeroituja
= laskettiin n(n—1)-----1 = n! kertaa
sama tapaus

N
Lopputulos % = < ) ) tapaa saada n
klaavaa. Tarkistus: S < /,\7/ ) =(1+1)N=2N
e Todennakdisyys saada n klaavaa on
Po= & ( ’,‘7’ ) Yksi tulkinta:
- 2% = p"- (1 — p)N=": todennékoisyys saada n
klaavaa (klaavan tod. nék. p=1/2)ja N — n
kruunaa (kruunan tod. ndk. 1 — p =1/2)

- < 1’\7/ > tapaa valita, mitka n heittoa antavat

klaavan.



Luku 2

Termodynamiikan perusteet

2.1 Tasapaino, limpdotila

Termodynamiikka voidaan siis johtaa statistisesta fysiikasta.
Tidssd kohdassa noudatamme kuitenkin hetken historiallista
jarjestystd ja esittelemme termodynamiikan ensin ilman mikros-
kooppista taustaa. Luvussa 3 palataan sitten statistiseen meka-
niikkaan. Termodynamiikka kuitenkin toimii myds systeemeil-
le, joiden mikroskooppista rakennetta ei ymmaérretd. Samoin
monissa sovelluksissa kdytetddn vain termodynaamisia suurei-
ta.

TD ja SM
o Statistisesta fysiikasta voidaan johtaa TD

o Monissa sovelluksista mikroskooppista teoriaa ei
kuitenkaan ole

e Seurataan tassa historiallista jarjestysta ja
aloitetaan TD:sta

Muistutus: Klassinen TD
Termodynaamisten muuttujien valilla vallitsee

e 4 padsaantda (teorian postulaatit)

o tilanyhtal6 (systeemista riippuva yhteys)

Termodynaamiset muuttujat
Ovat makrotilaa karakterisoivia suureita.

Ekstensiiviset (verrannollinen systeemin kokoon) E, V/, N,
M, S entropia = tasta lisdd myéhemmin

Intensiiviset (rippumaton systeemin koosta) T, p, P, B, i

Mydéhemmin kurssilla: Kemiallinen potentiaali

Niitd muuttujia médriteltiin jo sivulla 5. Kemiallista potentiaalia 1
tarvitaan, kun hiukkasten lukuméiérd N voi muuttua, eli avoimessa sys-
teemissd. Vaikka p esiintyy jo kurssin A-osalla, varsinaisesti kasite sy-
venee ja saa konkreettisemman merkityksen vasta kurssin B-osassa.

Maidrittelimme jo “tasapainon” késitteen: jarjestelmé on ta-
sapainossa, jos siind ei spontaanisti (ilman ulkopuolista puut-
tumista) tapahdu mitddan makroskooppisia muutoksia. Esimer-
kiksi kaasulle molekyylit tietysti lentivit paikasta toiseen ja
tormdilevit toisiinsa; ndméd ovet kuitenkin mikroskooppisia
muutoksia. Jos kaasun paine, lampétila jne. pysyttelevit sama-
na, on se tasapainossa. Riippuen siitd, minkilaisista “makros-
kooppisista muutoksista” on kyse, voidaan midritelld erilaisia
tasapainon lajeja.

Tasapainon lajit

Muistutus: maarittelimme TD tasapainon (TDTP)
TDTD:ssa systeemin makrotila ei muutu spontaanisti

Relaksaatioaika = aika, joka kuluu TDTP:n
saavuttamiseen.

Tasapainon lajeja

Kemiallinen tasapaino: hiukkasten lukumaara ja laji ei
muutu (u vakio)

Mekaaninen tasapaino: ei mekaanista ty6td — P
vakio, hyvin méaaritelty

Terminen tasapaino: ei ldmmén johtumista = T
vakio, hyvin maaritelty muuttuja

Mita on “lampd”?

e Jarjestelman “kokonaislamp®é” ei ole hyvin
maaritelty kasite — sen sijaan energian siirto
[Ampdna (ts. energian muutos lammén johtumisena) ON.

o Karvalakkiselitys: atomaarinen epdjarjestynyt
energian siirto (vrt. mekaninen tyd = jarjestynytta energiaa)

Hiukkasten lukumédrien tasapainoa nimitetddin “kemialli-
seksi”, koska klassisen termodynamikan sovelluksissa yksi
tarkeimmistd tavoista muuttaa hiukkasia toisikseen on kemialli-
nen reaktio. Kenties himmentévisti samaa nimitystd kédytetidin
my0s tilanteissa, joissa systeemi on avoin, ja hiukkasia voi pois-
tua systeemisté ja tulla sithen vapaasti (ajatellaan taas kuutiometri il-
maa huoneesta). T#lloinkin ollaan tasapainossa, kunhan tulevia ja
lahtevid hiukkasia on keskimé&érin yhté paljon.

Mekaanisessa tasapainossa on siis kysymys nimenomaan
makroskooppisista mekaanisista liikehdinndistd: jos levossa
oleva kaasu itsestiiin ryhtyy virtaamaan tai laajenemaan tai mut-
kalle védnnetty tanko suoristumaan, ei olla tasapainossa. Sen si-
jaan kaasumolekyylien erillinen, satunnainen liike, jossa kaasu
kokonaisuutena ei liiku, sopii kylld tasapainoon.

Tarkimpana tdytyy olla termisen tasapainon kanssa. Termo-
dynamiikan ymmaértamisen kannalta on aivan keskeistd muistaa,
ettd 1ampo ei ole jotain, joka jérjestelmilld “on”, vaan 1ampo on
energian siirtymistd jarjestelmén ja ympériston vililld. Erona
mekaaniseen tyohon on se, ettd Iimpd on yksittdisten, mikros-
kooppisten ainesosien “torméilyn” aiheuttamaa energian siirtoa,
eikd litkkkumista yhdessd mekaanisend tyona.

Termodynamiikan pddsddntojen varsinainen “pihvi” on



ensimmadisessd ja toisessa pddsddnnodssd. Niamad 10ydettiin
pitkédllisen kokeellisen ja teoreettisen tyon tuloksena 1800-
luvun puolessa vilissd. Kun TD1 ja TD2 oli ymmarretty, ha-
luttiin jilkikdteen muotoilla klassisen termodynamiikan teoria
yhteindiseksi “aksiomaattiseksi” jirjestelméksi. Télloin havait-
tiin, ettd erillisend aksioomana tdytyy mukaan ottaa myds “nol-
las péddsaantd”, joka takaa, ettd 1dmpdtila on hyvin méiéritelty
ja yksikdsitteinen suure. Nollas pddsdinto arkikokemuksen va-
lossa niin itsestddnselvé, ettd kaikista kdytdnnon laskutehtivista
toki selvitddn ilman sitékin.

Nollas paasaanto, lampatila
Muistetaan: terminen tasapaino = ei lAmmdn siirtoa =
sama T

Nollas paéasaénto TDO: Terminen tasapaino on
transitiivista.

A on tasapainossa B:n kanssa ja B tasapainossa C:n
kanssa = A on tasapainossa C:n kanssa.
Toisinsanoen: Ty = TgjaTg=Tc = Ta= Tc.

TD:sséa lampétila maaritellaan Iampomittarilla, TDO:n
avulla.

1. Rakennetaan lampodmittari, esim. elohopeaa
lasiputkessa

2. A:n lampdtila mitataan saamalla mittari termiseen
tasapainoon sen kanssa ja lukemalla asteikolta
Ta.

3. Jos mittari on yhta aikaa TP:ssd A:nja C:n
kanssa, on seka

(a) Aja C samassa lampdtilassa (sama
mittarilukema, sama T)

(b) TDO: A ja C termisessa tasapainossa

4. Tiedetadan, kokeilematta, lAmpétilan avulla, ettd A
ja C termisessa tasapainossa. == T hyddyllinen
suure

Ndin uusi, Newtonin mekaniikalle tuntematon késite
“lampotila” on saatu yhdistettyd aiemmin tunnettuun energian
kisitteeseen. Yhteys menee siis siten, ettd ldmpotila sama
— terminen tasapaino — ei limmon siirtoa — ei energian
siirtoa — energian kautta yhteys Newtonin mekaaniikan
suureisiin. Nollas padsdantd kisittelee ainoastaan tilannetta,
jossa jdrjestelmdt ovat tasapainossa, eli keskenddn samassa
lampdotilassa. Se ei siis anna mitddn kaavaa ldmpoétilan nu-
meeriselle arvolle tai mittayksikkod, kertoo vain, etté tillainen
suure on olemassa. Tdssd vaiheessa olemme siis vapaita
médritetelemddn ldmpotilan numeerisen arvon ja yksikkon
kuten haluamme, rakentamalla joku standardilimpOmittari”
ja piirtdimélld sithen asteikon kuten haluamme. Tunnetuim-
pia tillaisia asteikkoja ovat Celsius- ja Fahrenheit-asteikot.
Lampdtilan midritelmé esim. elohopeamittarin avulla ei vield
anna meille viitteitd siitd, ettd olisi olemassa absoluuttinen
nollapiste.

Statistesessa ~ mekaniikassa  tullaan  eteneméddn  eri
jarjestyksessi, ja silloin tulee selviksi, ettd lampdétila on ener-
gian dimensioinen suure, jolla on hyvin miiritelty nollapiste.
Nollapisteesti ja energian dimensioista saadaan viitteitd raken-
tamalla termodynamiikan ideaalinen standardilimpOmittari”
kayttden klassista ideaalikaasua.
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Ideaalikaasu

Valaisevampi Iampétilan kasite saadaan klassisesta
ideaalikaasusta.

Historiallisesti kokeelliset havainnot kaasulle:

Boyle P ~ 1/V (T vakio)
Gay-Lussac P ~ T (V vakio)
Charles V ~ T (P vakio)

Nama voidaan yhdistad klassisen ideaalikaasun
tilanyhtaloksi
PV = NkgT (2.1)

Yksikoista
e Ylla N on kaasumolekyylien lukum&ara.

¢ Voidaan mitata lukumaaraa mooleissa (1
mooli=N,4 hiukkasta), jolloin moolimaard n = N /N,

ja PV = [Nﬂ} [Nakg] T = nRT

e Boltzmannin vakio kg ei ole varsinainen
"luonnonvakio”, vaan mittayksikdiden
muunnoskerroin Kelvinin ja Joulen valilla.
= Voitaisiin ottaa T:n yksikdksi J tai eV, jolloin
asetetaan kg = 1. (Tilanyhtélén yksikét ovat energian,
[PV] =J)

Liséitietoa: Lisdé yksikoistd
Kuten tullaan huomaamaan, Boltzmannin vakio kp esiintyy vain ja
ainoastaan kahdessa paikassa:

e Yhdistelmiéssid kT, jolla saadaan limpotilasta energian dimen-
sioinen suure

e Entropian médritelméssi

Koko Iuonnonvakion esiintyminen johtuu historiallisesta sattumukses-
ta eli siitd, ettd limpdtilan ja energian yhteyttd ei kunnolla ymmarretty,
kun Celsius- ja Fahrenheit-asteikoiden kéytt6 vakiintui. Jos ennen
lampotilan keksimisté olisi tunnettu ideaalikaasun tilanyhtalo seké tie-
detty, kuinka monta molekyylid on moolissa (tai grammassa) jotain
kaasua, olisi voitu valita limpdétilan yksikOksi paineen ja tilavuuden
yksikoiden tulo. SI-jirjestelmissd timé on Joule. Niin ei kuitenkaan
kéynyt, vaan lampdétilaa mitataan Celsius-asteissa tai Kelvineissd, jotka
tdytyy tarvittaessa muuttaa Jouleiksi muunnoskertoimella kg. Luon-
nollisissa yksikoissid lampdétilan ja energian yksikko on sama, kp :td ei
tarvita ja entropia on dimensioton suure (tisti lisid myéhemmin).

Tdmid on fysiikan kurssi, joten asiat esitetidn hiukkasten Iu-
kumaédran N, eikd ainemdidrdn (moolimédarin), avulla. Tima johtuu
siitd, ettd haluamme kirjoittaa lukuméirit mielummin bindéri- tai kym-
menjirjestelméssi kuin Ny = 6.02214179(30) - 10%3-jirjestelmissi.
Tdmd lainkaan viheksymaéttd kemistien linjakasta empiiristd asennetta
heidin kéyttdessédin suurejirjestelméd, jossa ei ihan tarkkaan tiedetd,
kuinka paljon on yhden atomin ainemdairi. Luonnontieteelliseen yleis-
sivistykseen kuuluu kuitenkin tietdd, ettd mooli tarkoittaa samaa kuin
N 4 hiukkasta. Samoin tarvittaessa on tietysti osattava laskea tehtivid,
Jjoissa annetaan ainemiérd mooleissa tai grammoissa.

SI-yksikkojarjestelmad  ollaan  pikku  hiljaa  uudistamas-
sa kohti vastaamaan yksikoiden mddritelmid Iuonnonvakioi-
den avulla, ks. Arkhimedes-lehden juttu SI-yksikoistd, http:
//www.arkhimedes.fi/pdf/Manninen_2_2012.pdf.

Ideaalikaasu lampomittarina

PV = NkgT (2.2)


http://www.arkhimedes.fi/pdf/Manninen_2_2012.pdf
http://www.arkhimedes.fi/pdf/Manninen_2_2012.pdf
http://www.arkhimedes.fi/pdf/Manninen_2_2012.pdf
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Kuva 2.1: Veden faasidiagramma

Ideaalikaasu lampdmittarina, absoluuttinen
nollapiste

¢ |deaalikaasun laajenemista voidaan kayttaa
hyvéksi ja rakentaa kaasulampdémittari.

e Olennainen ero elohopea- tms. mittariin: asteikon
nollakohta ei ole enda mielivaltainen, vaan
kiinnitetty: P — 0; V vakio tai V — 0; P vakio.
— Olemassa absoluuttinen nollapiste

e Celsius- ja Fahrenheit-asteikot vaativat
[Ampoémittarin kalibroimista kahdessa pisteessa.
Esim Celsius: veden sulaminen 0°C ja
héyrystyminen 100°C normaalipaineessa.

o |deaalikaasu: 3 absoluuttinen nolla = Tarvitsee
valita vain yksi kalibraatiopiste

Oikeasti fysikaalinen kaasu ei kiyttdydy klassisen ideaa-
likaasun tavoin, kun 7' — 0, vaan kvantti-ilmiot tulevat
tarkeiksi. Kidytinnossd tdytyy siis tehdd mittauksia suurem-
milla ldmpétiloilla ja maéiritelld nollapiste ekstrapolaationa.

T

Myohemmin kurssilla: Kaasu matalilla Iimpétiloilla

Ideaalikaasun mahdottomuuteen pienelld limpdétilalla palataan
myohemin (ks. s. 21), ja varsinaisia kvanttikaasuja pienelld T':114
késitellddn kurssin B-osassa.

Sl-jarjestelmissd 1dmpotilan yksikké on tunnetusti Kelvin
(Iyhenne K, huom merkintd x°C, mutta yK). Nykyisin se
maédritellddn vield veden kolmoispisteen avulla, jonka lampétila
on tasan 273,16K. Kelvinin yhteys luonnollisempiin energian
yksikoihin saadaan Boltzmannin vakion kg arvosta

e kp=1.380 x 10723J/K = 1K= 1.380 x 10723J
e kp =8.617 x 107%V/K = 1K= 8.617 x 10~%eV.

Ennen kuin pééstddn termodynamiikan ensimmadiseen
padsddntdon, esitellddn vield hiukan lisdd terminologiaa.
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Tilamuuttujat, funktiot, yhtalot

Tilamuuttujat Valitut riippumattomat TD muuttujat,
maaraavat makrotilan.

Tilanfunktiot TD suureet, jotka riippuvat vain
makrotilasta (eli tilamuuttuijista)

Tilanyhtalé Tilanmuuttujien keskindinen riippuvuus,
esim. ideaalikaasu PV = Nkg T

Muuttujien valinta

e Tarkastelemme alkuvaiheessa
(E, V, N)-systeemid, eli tilamuuttujat ovat energia,
tilavuus ja hiukkasten maara.

e Muut, kuten P, T voidaan sitten ratkaista
tilanyhtal6istd. Esim 1-atomiselle ideaalikaasulle

- E=3NkgT = T = E/(3Nkg) (Joulen laki)
- P=NkgT/V

Systeemid kuvaa siis paljon erilaisia makroskooppisia eli
termodynaamisia muuttujia. Kaikki néistd eivit suinkaan ole
riippumattomia, vaan niiden vililld vallitsee tilanyhtdiloitd, jot-
ka voidaan joko laskea mikroskooppisesta kuvauksesta tai
midrittdd kokeellisesti. Muutamia esimerkkejid ideaalikaasun
lisdksi ovat:

e Van der Waals-kaasu (P + aj‘\/[—z)(V —bN) = NkpT
e Kiinted kappale V = V(1 + oT — kP)

e Viriaalikehitelmi: tilanyhtdlo tiheyden potenssisarjana:
P=kgT(p+azx(T)p*+...)

Voidaan valita, mitkd otetaan riippumattomiksi muuttujik-
si (tdassd vaiheessa kaasulle energia, tilavuus ja hiukkasten lu-
kuméérd). Muut voidaan sitten ratkaista tilanyhtélostd. Yksi-
molekyyliselle kaasulle (eli siis ei sekoitukselle) kolme muut-
tujaa riittdd kuvaamaan tilan tdydellisesti. Kaasun tapaukselle
(V,N) on luonteva valinta, koska vastaava vastaava mikros-
kooppinen teoria (kvanttimekaaninen hiukkanen laatikossa) rat-
kaistaan nimenomaan niin, ettd kiinnitetddn V' ja N. Halutaan
aloittaa yksinkertaisimasta tapauksesta eli jirjestelméstd, joka
ei vuorovaikuta ympdriston kanssa mitenkédédn. Télloin energian
tiedetddn sdilyvin, joten se kannattaa valita tunnetuksi muut-
tujaksi ja ldhted sitten laskemaan painetta, lampétilaa jne., jot-
ka eivit suoraan esiinny parametreina ~hiukkanen laatikossa”-
probleemassa.

Lisétietoa: Hysteresis

Yksi keskeinen piirre tilanmuuttujassa on, etti sen arvo riip-
puu vain jirjestelmin hetkellisestd (ulkoa asetettujen olosuhteiden
mdaaraamasta) tilasta, ei historiasta (eli siitd, kuinka tdhédn tilaan on
paddytty). Joskus tilanyhtilo ei riitd, vaan esiintyy hysteresis-ilmio
(riippuvuus historiasta). Tuttu esimerkki on esimerkiksi kestomagneet-
ti. Ideaalisella paramagneetilla (ndille rakennetaan yksinkertainen mik-
roskooppinen malli hieman my6hemmin luvussa 3.3) esimerkiksi mag-
netoituma on tilamuuttuja, ja riippuu vain ulkoisesta magneettikentisti
ja limpdtilasta. Kestomagneetilla sen sijaan esiintyy hysteresistd; it-
se asiassa sitd enemman, mitd parempi kestomagneetti aine on. Eli jos
neettikentissd, se jid magnetisoituneeksi, kun ulkoinen kenttd sammu-
tetaan. Jos taas ulkoinen kentti on poissa pdaltd jadhdytyksen aikana,



ei kestomagnetismia jdi. Loopputilassa (kylmd, ei ulkoista magneet-
tikenttid) magnetoituma siis riippuu historiasta (oliko ulkoinen kentti
voimassa jadhdytyksen aikana).

Toinen esimerkki hysteresiksesti on metallilangan venyminen.
Tissd relevantit ulkoiset muuttujat ova limpétila ja ulkoinen venyttava
voima. Pienilld venyttdvilld voimilla venyméd on verrannollinen voi-
maan (kuten harmonisella oskillaattorilla). Jos venytetidn tarpeeksi,
voi lanka “’vendhtia”, eikd endd palaa alkuperdiseen pituuteensa, vaik-
ka venyttivd voima poistetaan. Langan pituus ei siis riipu pelkéstiin
venyttivistid voimasta vaan historiasta; siitd, miten sitd on aikaisem-
min venytelty ja vanuteltu.

Seuraavaksi tarkastellaan sitd, kuinka jérjestelmd muut-
tuu. Termodynamiikka kisittelee mieluiten vain tasapainotilo-
ja, miki rajoittaa jarjestelmidn muutoksen kisittelyd. Helpointa
on kisitelld prosesseja, jotka ovat tarpeeksi hitaita, niin ettid py-
sytdan termodynaamisessa tasapainossa.

Prosessit

Reversiibeli prosessi: jarjestelma koko prosessin ajan
TDTP:ssa.

e Oltava hidas relaksaatioaikaan verrattuna
e Tilanyhtal6 voimassa koko ajan

Irreversiibeli ei reversiibeli (Esim. liian nopeasti, hystereesia
jne.)

Spontaani ilman ulkoisten olosuhteiden muutosta
(kohti tasapainoa; tasapainossa ei spontaaneja prosesseja.)

Mika pidetaan vakiona: terminologiaa
Isoterminen vakiolampétilassa
Isobaarinen vakiopaineessa
Isokoorinen vakiotilavuudessa

Adiabaattinen eli isentrooppinen: [Ampd3 ei siirry eli
entropia vakio

Myohemmin kurssilla: Entropia ja limpo

Téssd hieman ennakoidaan entropian mééritelméd, luku 2.5. Tésséd
yhteydessé entropian muutos kannattaa ajatella Iimmén johtumisena.

2.2 I paasaanto

Energian sailyminen
Systeemiin voidaan siirtaa energiaa tekemalla ty6ta tai
[Aammittdmalla. Energian on sailyttava.
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TD1, | pddsédanté: energian séilyminen
Systeemin energian infinitesimaalinen muutos on
summa systeemiin tehdysta tyosta dW ja siihen
johdetusta lammdsta dQ

dE = dW + dQ (2.3)

Huom etumerkit:

e dW > 0: ymparistd tekee ty6ta eli luovuttaa
energiaa jarjestelmalle

e dW < 0: jarjestelma luovuttaa energiaa eli tekee
ty6ta

Tiassd d:114 merkitdédn tilanmuuttujan differentiaalia, kun taas
merkintd d viittaa sellaiseen suureen infinitesimaaliseen muu-
tokseen, joka ei ole tilanmuuttuja. Seuraavassa yritetdin tarken-
taa titd eroa hieman.

Epitriviaalia tdssi ei siis ole se, ettd energia sdilyy, vaan se,
ettd myos ldmpo on energian siirtoa. Toisin sanoen 1dmpda
voidaan mitata jouleina, ja esimerkiksi kitkavoimia vastaan
tehty mekaaninen ty6 lammittdd kappaleita, jotka kitkan ko-
kevat. Nimenomaan limmon siirtoa kvantifioivat kokeet ja
lammon ja mekaniikan energian yhdistiminen olivat James
Prescott Joulen merkittdvin saavutus (1840-luvulla) ja johti-
vat sittemmin energian yksikon nimeidmiseen hinen mukaan-
sa. Joule mittasi eri keinoilla, minkd suuruinen mekaaninen
tyd (Newton-metrid) tarvitaan nostamaan annetun vesimiérin
lampotilaa (Idmpokapasiteetti kertaa lampdtilan muutos). Jos
TD1 hyvéksytiddn tunnetuksi, vastaavaa koetta nykyéddn pi-
dettiisiin veden limpdkapasiteetin mittauksena. Joulen aikaan
sen sijaan voitiin ajatella, ettd on kaksi a priori erillistd suuretta:
mekaaninen energia (yksikké newtonmetri tai vastaava) ja ve-
den ldmpdotilan muutosta vastaava 1ampo (yksikko kalori). Jou-
len tulokset osoittavat, ettd newtonmetrin ja kalorin suhde on
vakio eikd riipu mistdsin muista olosuhteista; toisin sanoen ky-
seessd on sama suure eli energia mitattuna eri yksikoissa.

Nyt on tarkennettava vield lammon kisitettd; ldmpd ei ni-
mittdin ole tilanmuuttuja samalla tavalla kuin energia. Taéméin
selkeyttdmiseksi tarkastellaan yksinkertaista koejérjestelyd,
jossa sdhkovastuksella (tunnettu jdnnite ja virta) lammitetddn
nestettd (systeemi). Huomautettakoon ensin, ettd tdssa
sdhkovastuksen kuluttama teho voitaisiin muuttaa myos
mekaaniseksi tehoksi sdhkomoottorilla, joten voidaan pitda
sdhkotehoa ja mekaanista tehoa ekvivalentteina. Verrataan
kahta hieman erilaista koejérjestelyi:

1. Sekd vastus ettd ldimmitettdvd neste ovat eristetyssd
sdiliossd, jossa niiden vélissd on ilmaa tarpeeksi lammon



johtumiseen, mutta kuitenkin niin, ettd tdmén ilman
lampokapasiteetti on mitidttomén pieni. Nyt siis tarkastel-
tavana systeemind pidetddn nestettd, ja se ldmpidd ilman
vilityksella sithen johtuvasta ldmmdstd.

2. Vastus on lammitettdvin nesteen siséllda. Nyt siis pidimme
sdhkovastusta osana tarkasteltavaa jirjestelmad, johon siis
ei johdu mistddan 1ampod. Sen sijaan jirjestelmd on nyt
sdahkoverkossa toimiva kone, joka vie sihkotehoa, eli tyotd.

Energia on tilamuuttuja
dE=dW + dQ

o Jarjestelman sisdenergia E on tilamuuttuja,
notaatio dE

e W ja Q ovat erillisid suureita energian siirossa,
mutta eivat erillisia tilamuuttujia — notaatio d W

B B
(000000

U
[
|f

AE = AQ = Ul At AE = AW = Ul At
(Myds sahkotyd on tyétd ——> sama energia voitaisiin
sahkdmoottorilla muuttaa mekaaniseksi tyoksi.)

Prosessin jalkeen jarjestelma ei "muista” kumpaa sai:

ty6ta vai lAampda.

On suhteellisen selvdd, ettd tdmédn prosessin jédlkeen
jarjestelmd on samassa tilassa; nesteen energia on kasvanut
médrilld AFE, mikd nikyy sen lampétilan nousuna. Sen sijaan
ei ole olemassa tilanmuuttujia “lAmpd” tai “tyd”, jotka olisi-
vat erikseen varastoituneet jdrjestelmiéin. On vain tilanmuuttuja
energia, joka voi muuttua 1immon tai tyon kautta.

Seuraavaksi tarkastelemme tyoté tyypillisessd termodynamii-
kan sovelluksessa eli kaasun puristamisessa. T4lld havainnollis-
tamme reversiibelin ja irreversiibelin prosessin eroa.

Reversiibeli tyo

=

Tyé reversiibelissé prosessissa

Tydnnetddn mantaa voimalla F = PA matka dx
—ty0 W = Fdx = PAdx = —PdV

daw'® _pdv (2.4)

dz

Tyo irreversiibelissa prosessissa
Systeemi ei ehdi tasapainottua, ménnén takana
ylipaine P + AP

aw'S _pdv (2.5)

Olennaista tdssd on siis se, ettd reversiibelissd prosessis-
sa kaasu on termodynaamisessa tasapainossa koko puristuksen
ajan. Yksi osa tasapainoa on se, etti paine kaikissa kaasun osissa
on sama. Irreversiibelissé tapauksessa taas samassa puristukses-
sa tehtdvi tyo on suurempi, ja kaasun energia kasvaa enemmén.
Paine-eron tasaannuttua kaasun lampétila on siis irreversiibe-
lissd tapauksessa suurempi kuin reversiibelissd. Tdmén tasapai-
nottumisen tulkintaan palataan toisen pidsdinnon yhteydessa.

2.3 Kaasu (V, P)-tasossa

Kéaytidnnon sovelluksia varten tarkastellaan hieman tarkemmin
kaasujen (reversiibeliin) puristumiseen ja laajenemiseen liitty-
vid laskuja.

Kaasun puristaminen, tyo, lampo,
sisaenergia
P 4

Reversiibeli puristus A:sta B:hen, tehty tyé

B B A
W:/ dW:—/ dVP:/ dvpP (26
A A B

(= pinta-ala kayran alla)
Tyé riippuu polusta, Wy > Ws,.

E tilanfunktio = muutos ei riipu polusta
AE, = AE, = Eg — Ex 2.7



TD1:AE=W+Q = Q=AE-W.

Wiy > Wo = Q1 < @, siirtyva Iampd riippuu tiesta, ei
tilanfunktio.

Etumerkkimuistutus

e dV < 0= W > 0. Kaasuun tehdaan tyéta
(puristetaan)

e Toiseen suuntaan:dV > 0 =— W < 0 Kaasu
tekee ty6ta (laajetessaan)

Nyt siis on muistettava, etti kun lasketaan ty6td integroimalla
painetta tilavuuden suhteen, on P tilavuuden V funktio. Yksia-
tomisen ideaalikaasun energia riippuu vain ldmpdétilasta Joulen
lain £ = %N T mukaisesti. Tehty ty6 on siis erilainen puris-
taessa esimerkiksi eristettyd kaasua (jolloin tyond kaasulle an-
nettu energia nostaa sen ldmpdtilaa) ja vakioldmpdtilassa (jol-
loin tyond annettu energia samalla poistuu kaasusta 1dmp0Ond,
jotta kaasun energia ja lampdétila voisivat pysy4d samana).

Tarkennettakoon vield, ettd dW = —PdV pitee kaikil-
le kaasuille, reversiibelissé eli tarpeeksi hitaassa prossessissa.
Paineen riippuvuus tilavuudesta ja limpotilasta P(V,T), eli
integroitava funktio, on reaalikaasuille erilainen, riippuen tila-
nyhtdlosti ja siitd, siirtyyko prosessin aikana 1ampoa.

Syklinen prosessi

P 4 B

aD)

&
\
%4
Kiertoprosessi A:sta B:hen reittid 1, takaisin reittia 2.
Tehty tyd
W = / aw (2.8)
G+G
= — [ dvP—- [ dvP (2.9)
C1 C2
A
_ / dv (P, — Py) (2.10)
B

(= pinta-ala renkaan sisélla)
Koko kierrossa AE =0 — Q = —W.

Etumerkit

e Tassa tapauksessa W >0, Q < 0, eli
jarjestelmaan tehdaan tyota ja se luovuttaa
[ampda: kone muuttaa tyéta lammoksi.

e Moottorissa sykli my6tapaivaan, jolloin kone
muuttaa 1ampd6a tyoksi.

Sykliset prosessit ovat tirkeitd sovellusten kannalta. Konet-
ta vastaa aina syklinen prosessi; termodynamiikan sovelluksissa
kone ei saa milldén tavalla "kulua”, vaan sen on jossain vaihees-
sa prosessia palattava alkutilaansa, eli myoskin samaan energi-
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aan. Syklin eri vaiheissa kone ottaa vastaan ja luovuttaa energiaa
tyond ja lampond, eli voi muuttaa ldmpdd tyoksi tai pdinvastoin;
energiaa ei kuitenkaan synny eiké katoa.

Ideaalikaasun tilanyhtdlé on sen verran yksinkertainen, etté
perusprosessit on mahdollista laskea tdysin ldpi. Tarkastellaan
tarkeimpid ideaalikaasun prosesseja. Muistetaan siis termi adia-
baattinen= eristyksissd tapahtuva, eli ei lammon johtumista.

Esimerkki: ideaalikaasun isoterminen
laajeneminen

Tyypillisia ideaalikaasun
laajenemis/kokoonpuristumisprosesseja:

e Isoterminen (dT = 0) laajeneminen /
kokoonpuristuminen

e Adiabaattinen (dQ = 0) laajeneminen /
kokoonpuristuminen

e Kaytanndssa usein [Ammdn johtuminen on
hidasta, "nopeat” prosessit ovat ~ adiabaattisia.
Esim. daniaalto: varahtelyliike, jossa ilma puristuu
ja laajenee ~ adiabaattisesti.

Isoterminen laajeneminen

. Nkg T
PV = NkgT = vakio —> P = \f @2.11)
Vi
Wo1 = — dvp(V)
Vo
i dv Vo
= NkgT | —— =NkgTIh—= (212
B /Vo Vv B nV1 (2.12)

Ideaalikaasulle energia riippuu vain hiukkasmaarasta
ja lampdtilasta (ei paineesta/tilavuudesta) eli
E=E(N,T) = isotermisessa prosessissa dE =0
jadQ=-4aw

Esimerkki: ideaalikaasun adiabaattinen
laajeneminen

Adiabaattinen laajeneminen

dQ=0 =— -Pdv=2'dE=4d (2PV>2.13)
:%(Pdv+ VdP) (2.14)
5dV  dP
S i 2.1
— T3V P 215
5V P
2 =1In— 2.1
= 3y =g (2.16)
— PV =P\ (2.17)
Ns. adiabaattinen tilanyhtélé PV>/3 =vakio
Nyt
1
NkgT = PV = PV®/3 /2?3 — T~ Vi (2.18)

e Puristettaessa (V \) adiabaattisesti P nousee
nopeammin kuin isotermisessa prosessissa.

e Syy: nyt |ampda ei johdu pois = T nousee,
mika itsessaan nostaa painetta.



Téssd “adiabaattinen” tilanyhtdlon johdossa siis kiytettiin
energian riippuvuutta ldmpétilasta £ = %N kpT, joka pitee
vksiatomiselle ideaalikaasulle, jolle kaikki energia on varastoi-
tunut kaasun atomien liike.energiaan. Yleisemmaéssa tapaukses-
sa voidaan kirjoittaa £ = a/NT', missd kaksiatomiselle kaasulle
o= % ja monimutkaisemmille molekyyleille = 3. Tarpeeksi
alhaisissa ldampotiloissa limpdenergia ei riitd pyorimisliikkeen
energiatilojen virittdmiseen, jolloin moniatomisellakin kaasulla
palataan a = %:aan. Tarpeeksi suurilla lampétiloilla taas mo-
lekyylien virdhtelyliikkeen energiatilat alkavat virittyd, ja o on
suurempi. Paineen ja tilavuuden vilisen yhteyden johtaminen

yleiselld a:lla on timén perusteella helppo harjoitustehtiva.

2.4 Responssifunktiot

Termodynamiikan yleisten lakien lisdksi tietenkin eri tutkitta-
villa aineilla on erilaiset ominaisuutensa. Niitd kuvataan ti-
lanyhtdlolld, jotka sitovat ainetta kuvaavat termodynaamiset
muuttujat toisiinsa. Kdytdnnossi ei kuitenkaan voida yhdelli ai-
noalla koejirjestelylld “mitata tilanyhtdl64”, vaan tutkitaan ker-
rallaan aineen ominaisuuksien muutosta, kun ulkoisissa olosuh-
teissa muutetaan yhtd muuttujaa kerrallaan. Téll6in ollaan mit-
taamassa systeemin vastefunktiota.

Responssifunktiot

Vastefunktio eli responssifunktio

o Kuvaa jarjestelméan vastetta ulkoisten parametrien
muutoksiin.

o Maaritellaan kaytanndssa tilanfunktion
osittaisderivaattana

¢ Riippumattomia tilanmuuttujia on monta (talla
kurssilla tyypillisesti 3) == maariteltava, mitka
tilanmuuttujat/funktiot pidetaan vakiona.

(Oletetaan koko ajan reversiibeliys ja N=vakio)

Esimerkkeja:  Huom! notaatio (%) alaindeksisuure
z
vakiona derivoitaessa.

Lampokapasiteetti vakiotilavuudessa Cy = (2—5) VN

tai vakiopaineessa Cp = (%)P N

Kokoonpuristuvuus isoterminen s+ = —4 (45), 4
tai adiabaattinen ks = —% (%)S’N (S = entropia

vakio == adiabaattinen, palataan téhan)

Lampdolaajenemiskerroin vakiopaineessa

a=v (5F)pn

Tarkastellaan nditd muutamaa esimerkkid hieman tarkem-
min. Lampokapasiteetin kisite on tuttu jo aiemmilta kursseil-
ta. Halutaan kuitenkin médritelld limpdokapasiteetti tilanmuut-
tujien avulla (koska se selvistikin riippuu vain jirjestelmin senhetkisesti
tilasta), ja lampd ei sellainen ole. Joudumme my0s olemaan
hieman tarkempia ja spesifioimaan, milld tavalla jirjestelmaa
lammitetddn. Yksinkertaisin tapaus on lammittdminen vakioti-
lavuudessa, koska tdlloin energia muuttuu vain limmon siirrol-
la.
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Lampokapasiteetti

o Totuttu: lampdkapasiteetti on
"lammitysenergia/lampétilan muutos”.

e LAampd Q ei ole tilanmuuttuja, joten tama ei riita
hyvéksi termodynaamiseksi maaritelmaksi (Q ei ole
hyvin maéritelty jarjestelman ominaisuus).

e Sen sijaan vakiotilavuudessa d Q@ *<°
maaritellaan

dE, joten

Lampokapasiteetti vakiotilavuudessa

on sisdenergian muutos (vaste) lampédtilan (ulkoinen
parametri) muuttuessa, olettaen etta jarjestelma
pidetdan vakiotilavuudessa.

syst. vaste ulk. muutos
OF G0 0 gp
Cy=|—=-—= eli dQ "= "dE=Cy dT
(2.19)

Lampokapasiteetti vakiopaineessa

Jos nyt sdhkdvastuksella I1ammitetdan huoneilmaa,
voidaanko kaytaa Cy :ta lampétilan laskemiseen?
Ei, huoneilmassa P vakio, ja kaasu laajenee
lammetessaan. (Myés kiinteat, nesteet, mutta paljon
vahemman.)

Lampdékapasiteetti vakiopaineessa
Laajeneminen vaatii energiaa (PdV')

= vakiopaineessa lampétilan nostoon vaaditaan
enemman energiaa kuin vakiotilavuudessa.
Isobaariselle prosessille maaritellaan
lAampdkapasiteetti vakiopaineessa Cp:

CpdT = dQ 9&=°

0E oV
= &= (57),, " (57),. o™

joka kertoo tarvittavan Iammaédn maaran lampétilan
nostamiseksi vakiopaineessa.

dE + PdV

Lasketaan havainnollistamisen vuoksi niami
ldmpokapasiteetit ideaalikaasulle. Tdssd siis tarvitaan kak-
si tilanyht&lod, yleisesti “tilanyhtéloksi” kutsuttu PV = NkpT'
ja energia F = «oNkpT, missd yksiatomiselle kaasulle
a = 3/2. Jos pidetddn N vakiona, on meilld siis 4 termodynaa-
mista muuttujaa: E, T, P,V ja kaksi tilanyhtdl6d, joten vain
kaksi muuttujaa on riippumattomia. Téten siis voidaan ajatella
energiaa kahden muuttujan funktioksi E(T,V) tai E(T, P)
derivoidessa lampdtilan suhteen. Ideaalikaasulle siis derivaatat
(OE/OT)n.p ja (OE/OT)N,v ovat samoja, reaalikaasulle ei
valttimitta.

Ideaalikaasun lampdoOkapasiteetti



Sisaenergia riippuu vain T:sta (ei V:sta eika P:sta).

3

EZENkBT
O OF 3
—_— = — = — Nk 2.21
(57),,= (57),, = 2 @2
V(P,T,N):N’;fT

P<8v) = Nkg (2.22)

Sijoittamalla nama maaritelmiin saadaan

Ideaalikaasun lampdokapasiteetit

Cv=>Nks Cp= (3 + 1) Nk = 2Nks  (2.23)
2 2 2
Cp 5
- = _ = 2.24
~y c "3 (2.24)

Tama on “adiabaattisessa tilanyhtaléssa” PV =vakio
esiintyva eksponentti.

Tama siis yksiatomiselle kaasulle, moniatomiselle 2:n
tilalla voi olla muu luku.

Monesti termodynamiikan kursseilla hukutaan tdydellisesti
osittaisderivaattojen suohon. Yritimme télla kurssilla vélttaa
tdtd, mutta jonkinlaista tottumista notaatiohin kuitenkin vaadi-
taan. Ehkd vaikeinta hahmottaa on se, etti samat termodynaa-
miset muuttujat ovat vililld muuttujia, joiden suhteen derivoi-
daan, vililla taas funktiota, joita derivoidaan.

Jos tarkastallaan yksikomponenttista kaasua (eli ei sekoitus-
ta), ja pidetdin hiukkasten lukumééri vakiona, on vapaita, riip-
pumattomia muuttujia kaksi (kuten ylld havaittin). Ndihin tapauksiin
voidaan soveltaa seuraavia relaatioita, joissa siis voisi olla esim.
z—V,y— P,T—zjaw— E.

Osittaisderivaattaharjoituksia

Osittaisderivaattapyéritysta
Johdetaan relaatiota esim. responssifunktioiden valille.

Esimerkkeja: oletetaan riippumattomat muuttujat x ja y,
seké z(x, y), w(x, y).

(3).- 1)) e

Perustelu: ehto z=vakio kiinnittdd kayran
x, y-tasossa, jolloin yhden muuttujan funktio y(x)
tai x(y). Samoin x(w(y)):

Ox Ox ow

(&)~ (o).(5), e
Ox Qy 0z _
(&), (%), (5),- e

Lasketaan dz(x,y) dx:nja dy:n avulla.

Viimeisimmin relaation fyysikkoperustelu pohjautuu seuraa-
vaan kuvaan:

S
?

X

Tarkastellaan kidyrdd z(x,y) = c (vakio), joka siis on yksiu-
lotteinen kidyrd x, y-tasossa. Siirrytddn taltd kdyraltd dz verran
oikealle, jolloin, samalla y:114, z:n uusi arvo (katkoviivalla) on

c+dz=c+ (az) dz (2.28)
ox y

Siirrytddn nyt dy:n verran ylospéin, ja valitaan dy siten, ettd

palataan alkuperiiselle kéyrille, eli z:n muutos on — dz. Ollaan
siis taas alkuperdiselle kdyrill4, jolla z:n arvo on

c:c—i—dz—dz:c—&—(az) dx—l—(az) dy. (2.29)
Yy xr

ox dy
Mutta koska nyt palattiin alkuperiiselle kdyrille z = ¢, on
koordinaattimuutosten dy ja dz suhde yhtilon z(z,y) = c
maédrittimén kéyrin y(z) derivaatta eli
dy _ (9y
— == . 2.30
dz (83& R (2.30)

Yhdistamalld (2.30) ja (2.29) saadaan haluttu kaava (2.27).
Niité relaatioita harjoitellaan lisdd luvussa 4 (TD potentiaa-
lit).

2.5 II paasaanto

Termodynamiikan toisen padsdidnnon voi esittdd monessa ekvi-
valentissa muodossa, joita luettelemme hetken pédstd. Nykyédin
se esitetddn yleensd “entropian kasvun” lakina. Yksi, historial-
lista hieman formaalimpi, tapa ldhestyd toista pddsddntdd on
ldhted liikkeelle entropian kisitteestd. Miksi tarvitsemme uuden
termodynaamisen suureen?

Uusi tilanmuuttuja

e TD1:ssa esiintyvista differentiaaleista dQ ja dW
esitimme reversiibeleille prosesseille tyén
tilanmuuttujien avulla: —PdV.

e Miten voisi tehda saman lammoélle? Tarvitaan uusi
TD suure S, joka

- Kuvaa atomaarisen tason "epajarjestysta” eli
lampdliiketta

— On ekstensiivinen (kuten V)

- On tilanfunktio, eli S(E, V, N)

Tama epajarjestyksen mitta S on nimeltédan
“entropia”.

e S kasvaa, kun jarjestelmaan johdetaan lampda:
dQ ~ dS. Mika on verrannollisuusikerroin?
Yritetdan arvailla.



— Liittyy 1dampdén = mukana T.
Kvanttimikrotilat:

— T pieni = melkein kaikki hiukkaset
perustilalla. Pieni lampd saa aikaan suuren
epajarjestyksen lisayksen.

- T iso = epajarjestys on valmiiksi suuri.
Lisatty lampd ei muuta paljoa.
Yksinkertaisin yritys on itse asiassa oikea:

v dQ
ds= =

(2.31)

Tama ei ollut johto
e TD:ssé entropian kasite pitkallisen prosessin tulos

o SM:ssa maaritelladn ensin S, vasta sen avulla T

Kirjallisuudessa esiintyy tidssd yhteydessd termi “integroiva
tekija”. Matemaattisten menetelmien kurssilta muistetaan (?),
ettd integroiva tekijd on funktio, jolla kerrottuna differentiaa-
liyhtdlo saadaan kirjoitettua eksaktiksi differentiaaliksi. Tdssa
yhteydessi 1/T on integroiva tekijd: silld kertominen tekee
d@:sta tilanmuuttujan differentiaalin dJS.

Entropia ensimmaisessa paasaannossa

TD1 reversiibelille prosessille
Yleisessa tapauksessa my6s hiukkasluku muuttuu, ja
ensimmainen paasaantoé esitetdan yleensa muodossa:

dE = TdS — PdV + pdN (2.32)

Irreversiibeli muutos
(Palataan taas tilanteeseen dN = 0)

dE = dW+ dQ aina, energia séailyy (2.33)
dE = TdS-— PdV aina, tilanmuuttujien
valinen relaatio ei riipu tiestda  (2.34)
aw > —PdV irreversiibeli (2.35)
Naista seuraa, etta irreversiibelissa prosessissa
d < TdS (2.36)

Kannattaa ajatella nain: reversiibelissa prosessissa
entropia muuttuu véhiten

Palataan hetkeksi kaasun irreversiibeliin puristukseen, jos-
sa siis syntyy minnin taakse ylipaine, joka johtaa siihen, ettd
dE = dW = —(P+ AP)dV > —PdV:

—>>—

dx
Samaan lopputulokseen pédstiisiin reversiibelilld puristuk-
sella siten, ettd ensin puristetaan: dW = —PdV ja sit-
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ten limmitetddn mddrd dQQ = —APdV, eli yhteensi taas-
kin dE = —(P + AP)dV. Irreversiibelissd puristukses-
sa tehty ylimédrdinen tyd saa siis aikaan saman lopputulok-
sen kuin jirjestelmin lammittdminen. Voidaan siis tulkita niin,
ettd irreversiibelissé puristuksessa puristusvaiheen jilkeinen yli-
paineen tasapainottuminen limmittdd jarjestelmdi, eli kasvat-
taa sen entropiaa. Tami yleistyy luontevasti: siirtyminen koh-
ti epdtasapainotilasta kohti tasapainoa kasvattaa entropiaa. Sa-
moin kiy lampotilaerojen tasapainottumisessa, jota tarkastelem-
me seuraavaksi.

Lammon siirtyminen, johdatusta toiseen
paasantoon

Tarkastellaan jarjestelmia: kuuma T, ja kylma T,
valilla johtuu lampoa.

e Arkikokemus: Kuuma kappale jaahtyy, kylma
lampenee.

Kaavana d @, = —dQ;

dQc =
Entropian avulla T,dS, = —4Q;

dQ >0
T.dS; = dQ

Yhteenlaskettu entropia

>0
>0

—
d5—d5+d5—<1—1>7§5>0
NTE AT T

e Vaihdetaan kuuma <= kylma: edelleen dS > 0.
e Terminen tasapaino: 7o = T, = dS =0

Havaitaan: kokonaisentropia kasvaa, paitsi
tasapainossa se ei muutu.
Muistetaan myds

Reversiibeli prosessi jarjestelméa koko ajan
tasapainossa

Irreversiibeli prosessi entropia kasvaa enemman
kuin reversiibelissa

Taas pdddyttiin samaa lopputulokseen: siirtyminen kohti ta-
sapainotilaa (ja spontaanisti tapahtuva muutos kulkee aina
kohti tasapainoa) kasvattaa entropiaa. Olemme nyt valmiit
yleistdmiin ndma havainnot toiseksi padsdinnoksi.

TD2

Termodynamiikan toinen paédsaantoé

e Jarjestelman ja ympariston kokonaisentropia ei voi
pienentyd < > 0

e Yhtasuuruus toteutuu vain reversiibelissa
prosessissa

—> Tasapainotila on suurimman entropian tila
Huom! Kokonaisentropia, jarjestelma + ymparisto.

Filosofointia

e Newtonin mekaniikan maailmankuvalle outo tulos:
mikroskooppiset lait eivat anna ajalle suuntaa.
(Newtonin mekaniikka determinististd, voidaan kaantaa
maailmankaikkeus menemaan taaksepain.)



o Mydskin kvanttimekaniikassa dynamiikka on
determinististd — mutta epatarkkuusperiaatteesta
saadaan vihje: aaltofunktiota ei voida mitata.

o Kysymys ei olekaan liikelaeista vaan tiedosta.
Entropia mittaa "epatietoisuutta” mikrotilasta.
Alussa mikrotilaa ei tunneta tarkasti; ajan kuluessa
epétietoisuus lisdantyy.

2.6 Entropia, sovelluksia

Toisen padsdannon merkitys kdytdnnon eldméssd on suuri, se
tulee vastaan tavalla tai toisella ldhes kaikessa “energian tuotan-
nossa”. Energia tietysti sdilyy, joten sitd ei voida “tuottaa,” vain
muuttaa muodosta toiseen.

Tyota lammoksi, lampoa tyoksi

e On helppoa rakentaa kone, joka muuttaa ty6ta
lAmmoksi, esim. kitkan, resistanssin tms.
valityksella

e Entropian muutos dS = 42 >0

e Voidaanko muuttaa Iamp6a suoraan tyoksi?
e dQ <0 dW >0 = ei, entropia pienenisi.

e Jossain taytyy entropian kasvaa. — On oltava
kylma lampdvarasto, jota lammitetaan.

Syklisyys

Huom! Tésséa puhutaan koko ajan koneesta, joka palaa
prosessin jalkeen alkutilaan (syklinen prosessi); el
ty6ta ei tehda konetta kuluttamalla.

(Ajatuskoe entropiaa pienentidvistid koneesta on ns. Maxwellin demoni.)

(Kysymys: mieti esimerkki epédsyklisestd koneesta)

Carnot’n kone
Ideaalinen eli tehokkain mahdollinen ldmpdvoimakone.

Kaksi lampévarastoa
e Otetaan kuumasta (7-.) 1ampé Q- = T~ AS-

e Luovutetaan kylmaan (7T.) lampd Q- = T-AS.
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e Kone tekee tyon W = Q- — Q-

Entropia kasvaa: $= — $= > 0.
(Sijoitetaan Q< = Q> - W p|en| manipulaatio).

Saadaan hyétysuhde n = W - < T>7>T<

Carnot’n ideaalikoneen hyotysuhde
Ideaalikoneessa entropia sailyy, n suurin. Tama
tunnetaan Carnot’n koneena, hyétysuhde

w T

ne=N _T>-T<
Q>

= (2.37)

Historiatietona mainittakoon ettd Carnot “johti” tdmin jo
ennen TD2:n ymmiértdmistdm, ajatellen ldmpo4 jonkinlaisena
“nesteend”. Argumentti oli huono, mutta kaava osoittautui oi-
keaksi. Nyt titd voidaan pitdd ensimmaéisend kvantitatiivisesti
oikeana esityksend TD2:sta, joskin Carnot’n tyon jilkeen kesti
pitkdén, ennen kuin kaavan merkitys alettiin ymmértad.

Toinen pddsdidntd voidaan itse asiassa esittdd monessa ekvi-
valentissa muodossa:

1. ”Kokonaisentropia kasvaa.” Tdméd on nykyinen muotoi-
lu, joka tietysti edellyttdd, ettd entropian késite on hyvin
ymmirretty. Nykyisin statistisen fysiikan avulla entropia
ymmdrretddnkin, mutta historiallisesti asia ei ollut ndin

2. "Jdrjestelméd voi viedd poispdin termodynaamisesta ta-
sapainosta (TDTP) vain muuttamalla tyotd lammoksi.”
Muistetaan, ettd spontaanisti tapahtuu ainoastaan entro-
piaa kasvattavia muutoksia kohti TDTP:t4, ja TDTP on
jarjestelmin suurimman entropian tila. Jotta jédrjestelmdn
entropia voisi pienentyd, on entropian lisddnnyttiva, eli
tyotd muutettava lammoksi, jossain muualla.

3. ”Lampd ei siirry kylmistd lampovarastosta lampiméén il-
man ulkoista ty6td.” Tatd Clausiuksen muotoilua tarkaste-
limme johdatteluna TD2:seen.

4. ”Ei voida rakentaa konetta, joka ottaa 1dampod kuumas-
ta limpdvarastosta ja muuttaa sen tydksi ilman, ettd
osa lammostd lammittdd kylmad lampovarastoa.” Tama
Kelvinin muotoilu on hyvin samankaltainen kuin edelli-
nen, ja osoittaa kiytannon insindoritieteellisten ongelmien
tarkeyden termodynamiikan yleisen teorian kehitykselle.
Kelvinin muotoilu esimerkiksi kertoo suoraan, ettd mah-
dollisimman tehokkaan hoyrykoneen suunnittelemiseksi ei
riitd kiinnittdd huomiota siihen, miten hoyry saadaan mah-
dollisimman kuumaksi, vaan myds kylmén ldmpovaraston
lampdtilaan.

5. ”Kaikista ~ kahden  kiintedin  lampdtilan  vélilla
tyoskentelevisti ldmpokoneista on Carnot’'n ideaali-
koneella korkein mahdollinen hyotysuhde.” Ylldolevat
yksinkertaiset algebralliset manipulaatiot voidaan tehdd
myo6s vastakkaisessa suunnassa, eli ldhted oletuksesta,
ettd Carnot’'n lauseke antaa suurimman mahdollisen
hyotysuhteen ldampovoimakoneelle, ja johtaa ylldolevat
TD2:n muodot.

Jaakaappi, lampopumppu
Vastaava lasku johtaa hy6tysuhteisiin jadkaapille ja
[Aampdpumpulle



e Kuumalle (T-) lampd Q- = T- AS.

o Koneeseen tehtava tydo W = Q- — Q<

wrepe e . Q Q
Sailididen entropia: 7= — 3= >0

Jaakaappi
Tarkoituksena jaahdytys, hy6tysuhde
Q< T
IR G .
7 S (238)
Lampo6pumppu
Tarkoituksena lammitys, hy6tysuhde
Q> T
< = .

Tdssd on huomattava siis, ettd ideaalikoneessa siirtyviit
tyot, lampomaarit ja lampdotilat ovat aivan samoja, kuin Car-
not’n koneelle, suunta on vain eri. Jaidkaapin ja lampopumpun
hyotysuhteiden lausekkeissa on ero vain sen mukaan, mikd on
koneen kiyttotarkoitus (jddhdytys vai limmitys).

Jotta piastiisiin edes jonkinlaiseen kisitykseen siitd, miltd
lampovoimakone kdytinnon laitteena voisi néyttdd, piirretddn
ideaalikaasulla toimivan Carnot’'n syklin kuvaajat 7', S- ja
P, V-tasoissa. Lihtokohtana on siis se, ettd kdytossd on kaksi
lampovarastoa, ja koneen tiytyy liikkua ndiden vélilld. Kuumas-
sa otetaan vastaan 1dmpod ja kylméssd luovutetaan sitd. Jotta
paistiisiin ideaaliseen tapaukseen, on lampétilasta toiseen siir-
ryttavé adiabaattisesti. Syklin kuvaaja 7', S-tasossa on siis suo-
rakulmio.

Carnot’n kone T, S-tasossa, ideaalikaasun
P, V-tasossa

S4 P 4

A — B Tuodaan energiaa isotermisesti dQ = TagAS
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B — C Jaahdytetaan (laajennetaan) adiabaattisesti
dR=0

C — D Luovutetaan energiaa isotermisesti:
adQ = TcpAS

D — A Lammitetdan (puristetaan) adiabaattisesti
aR=0

Pohdittavaa: Mik& on T.S-kuvaajassa Q-, Q< ja
hy6tysuhde? Miltd nayttaa epaideaalinen kone? Miksi
sen hydtysuhde on pienempi?

Tarkastellaan vaiheita hieman tarkemmin:

A — B Tiami on vaihe, jossa kone ottaa vastaan energiaa kuu-
masta lampovarastosta. Koko tarkastelun ldhtokohtana oli,
ettd meilld on vain kaksi ldimpovarastoa, joista limpda voi-
daan saada tai sitd luovuttaa, joten lammoén luovutuksen
on tapahduttava vakioldmpdtilassa. Ideaalikaasulle ener-
gia sdilyy vakiolampdétilassa, joten lampond vastaanotettu
energia luovutetaan saman tien tyoné ja kaasu laajenee.

B — C Halutaan pédstd luovuttamaan ldmpod kylméddn
lampovarastoon, joten jirjestelmidn on jadhdyttiva. Ide-
aaliselle prosessille ja ilman muita limpovarastoja tima
vaihe on adiabaattinen eli isentrooppinen. Kaasulle
adiabaattinen jadhtyminen on samalla laajenemista, eli
edelleen kone tekee tyota.

C — D Tissd energian luovutusvaiheessa lamp6 menee “huk-
kaan” eli lammittdd kylméa lampovarastoa. Tdmé on kui-
tenkin vélttdmitontd toisen padsddnndn toteuttamiseksi:
jossain entropian on lisddnnyttdvd, ja tidssd se tapah-
tuu kylmissd lampovarastossa. Samalla kaasu supistuu,
eli tdssd vaiheessa ympdriston eli esimerkiksi ulkoisen
ilmanpaineen, on tehtivd tyotd koneen pyorittamiseksi.
Ideaalikaasulle energia taas sdilyy tdssd vaiheessa, joten
ympiriston tekemi tyd on sama, kuin luovutettu Iampd.

D — A Lopuksi taas palataan alkupisteeseen, eli jarjestelmdin
tehdédén tyotd, puristetaan ja nostetaan limpotilaa (ei kui-
tenkaan “1ammitetd”, koska tima vaihe on adiabaattinen

Koneen vastaanottama 1impd on siis @ = | dST'. Kun kier-
retddn 7', S-tasossa vastapdiviin, kuten kuvassa, S kasvaa suu-
remmalla 7114 ja pienenee pienemmalld 7114, jolloin sykline
aikana vastaanotettu kokonaislampo on positiivinen. Toisin sa-
noen

Q= dST:/ dST—l—/ dsT
A—B—C—D—A A—B C—D
- / dsT — / AST = TapAS — TepAS  (2.40)
A—B D—C

Energian sdilymisen nojalla W + @Q = 0 =— W < 0O eli kone
luovuttaa energiaa tyond.

Kuvan piirtimistéd realistisessa koordinaatistossa haittaa se,
ettd adiabaatti PV? = vakio on hyvin ldhelld isotermii
PV = vakio.

Muistetaan yksi toisen pddsdinnon muotoiluista, jonka mu-
kaan 1dmpd voi virrata vain kuumasta kylmiin, ellei tehda
tyotd. Tarkastellaan tarkemmin entropian muutosta limmon joh-
tumisessa. Oletetaan, ettd meilld on kaksi jarjestelmdid, jot-
ka ovat termisessd kosketuksissa toisiinsa, mutta eristyksissa
ympdristostd. Oletetaan molempien lampokapasiteetit samoik-
si Cy = Cp = C ja lampotiloiksi alussa T4, Tp. Anne-
taan jdrjestelmien vilisen ldmpdtilaeron tasoittua, kunnes lo-
pussa molemmilla on yhteinen lampétila 7. Haluamme laskea,



kuinka paljon kokonaisentropia muuttuu. Nyt jérjestelmit A ja
B ovat eristettyjd muusta ympéristostd, joten ympéristdn entro-
pia ei muutu.

Entropian muutos lammon johtumisessa

e Lampodkapasiteetit C4 = Cg = C
o Alussa Ta, Tg

e Lopussa T
Energia sailyy:
T, T
CAT-TA)+Co(T-Tg) =0 = T=-A1°8
(2.41)

Lasketaan reversiibelind muutoksena

aQ aQ
AS = ASp+ AS :/—Jr/—

T T 2
ZCA/ ﬂ—I—CB/ ﬂ:CIn T
T,

T n T TaTs
2
_cnTatTe)
4TaTs

koska (Ta — Tg)? = (Ta+ Tg)> —4TaTg >0 (2.42)

Nyt on tirkedd huomata, ettd koko jérjestelmin A + B kan-
nalta prosessi ei ole reversiibeli (ldhdetddn epétasapainotilasta
ja edetddn kohti tasapainotilaa). Sen sijaan jirjestelmit A ja
B voivat olla erikseen koko ajan tasapainotilassa (jos vain
lammon johtuminen on tarpeeksi hidasta). Entropia on eksten-
siivinen suure: Sqyp = S4 + Sp, joten voimme laskea koko
jarjestelmin A+ B entropian muutoksen laskemalla yhteen A:n
ja B:n entropioiden muutokset.

Vaikka 1ammon johtuminen olisikin niin nopeaa, ettd A:n ja
B:n muutokset olisivat irreversiibeleitd, olisi entropian koko-
naismuutos prosessin aikana silti sama. Tdma johtuu siitd, ettd
entropia on tilanfunktio, jolloin entropian muutos prosessin ai-
kana on lopputilan ja alkutilan entropioiden erotus. Titen entro-
pian muutos irreversiibelissédkin prosessissa voidaan laskea re-
versiibelid tietd, jos 10ydetdin reversiibeli prosessi, joka lihtee
samasta alkutilasta ja pdityy samaan lopputilaan. Tama irrever-
siibelin prosessin korvaaminen reversiibelilld samaan lopputu-
lokseen johtavalla tulee vield selvemmin esille seuraavassa sei-
merkissd

Kaasujen sekoitusentropia

A A+ B

o Kaksiideaalikaasua A ja B, sama T, alussa
paineet P4, Pg ja tilavuudet V,, Vg: Poistetaan

valiseinad , annetaan sekoittua — mita tapahtuu
entropialle?

e Irreversiibeli (miksi?), lasku reversiibelisti.

e Eristetty — dE =0, dT = 0; luonnollisesti
dEA,B =0, dTA'B =0.
= TdS = PdV = Nkg T 9Y; erikseen Allle ja
B:lle

AS:/d5A+/dSB

Va+Vp dv Va+Vp d
= NAkB/ -+ /\/BkB/ -
Va V Vi V

V V
= Nakgln (14+ 2B ) £ NgkgIn (1+ 22 ) (2.43)
Va Vi

Tama on ns. sekoitusentropia. Esim. V, = Vp,
AS = (NA + NB)kB In2

Gibbsin paradoksi

Enté jos A ja B samaa kaasua = mitaan ei tapahdu,
AS = 0. Tulkinta? Kvanttimekaniikan ratkaisu: saman
kaasun molekyyleja ei voi identifioida.

Tarkastellaan laskun kulkua vaihe vaiheelta.

1. Kaasut oletettiin ideaalisiksi, eli vuorovaikutuksettomiksi.
Tilloin kaasun A paine, entropia jne. tilanmuuttujat eivit
mitenkddn riipu siitd, onko samassa tilavuudessa myos
kaasun B molekyylejd. Kokonaisentropia on nyt siis kaa-
sujen A ja B entropioiden summa. Tdssd kannattaa muiste-
taa kaasujen osapaineen kisite: astiassa vallitseva paine P
on kaasujen osapaineden summa lopussa P = P4 + Pp,
missd osapaineet P4 p midrdytyvit kaasujen A ja B ti-
lanyhtdloistd T:n ja V:n funktioina. Kaasujen osapaineet
laskevat niiden laajetessa erillisestid osiosta koko sdilioon.
Lopputilan kokonaispaine ei sen sijaan ole vilttimattd pie-
nempi kuin alkutilojen paineet.

2. Kiytettiin tietoa siitd, ettd kaasut ovat koko ajan samas-
sa lampotilassa d7' = 0 ja etta ideaalikaasulle sisdenegia
riippuu ainoastaan lampétilasta, eli d7' = 0 = dE = 0.
Talloin TD1:std voidaan ratkaista 7'dS = PdV ja dS =
P dV/T. Titi halutaan nyt integroida, jotta saadaan entro-
pian kokonaismuutos

3. Nyt on tirkedd muistaa, mikd muuttuu ja mikd pysyy va-
kiona. Oletamme siis kaasujen lampotilan olevan koko ajan
sama. Paine sen sijaan laskee kaasun laajetessa. Koska
meilld on valmiiksi lausuttuna dS dV:n avulla, kannat-
taa integroimismuuttujaksi valita V', varsinkin kun myds
alku- ja lopputilavuudet eli integraalin ala- ja yldrajat tie-
detddn. Taytyy siis tietdd P V:n funktiona. Tdémi saadaan
tilanyhtilostda PV = NkgT = P(V) = NkpT/V. Nyt
T supistuu pois dS:n lausekkeesta: dS = NkgdV/V

4. Lopuksi vain integroidaan ja sievennetédén tulos, jos mah-
dollista. Huomattakoon, ettd entropian yksikké on sama
kuin Boltzmannin vakion kp (lukumiird N ja logaritmi
ovat dimensiottomia). Luonnollisissa yksikoissd kg = 1 ja
entropia on dimensioton.

Kannattaa verrata titd prosessia yhden kaasun isotermiseen,
reversiibeliin laajenemiseen, vrt. s. 14. Tuolloinhan kaasu te-
kee tyotd ympdaristoonsd, eli dW = —PdV < 0 Energian



sdilymiseksi kaasu saa ympiristoltd saman energian 1ampona,
eli entropiaa dQQ = T'dS = —dW. Nyt sekoitusentropia-
laskussa vuorovaikutusta ympiriston kanssa ei ole, eikd siis
my0skadn siltd saatua limpod d@ tai sen tekemid tyota dW.
Sen sijaan tilanmuuttujien muutosten vilinen suhde 7'dS =
P dV on ihan sama.

Mydéhemmin kurssilla: Gibbsin paradoksi ja kvanttimekaniikka

Vield tarkennus Gibbsin paradoksista ja siitd, miten timi kertoo,
ettd saman kaasun hiukkasia ei voida identifioida. Yksinkertaistetaan
asettamalla Ny = Np = N. Oletetaan klassisesti, ettd kaasujen
A ja B molekyylit voitaisiin identifioida, eli liimata niihin pienet nu-
merolaput1... N, N + 1...2N. Talloin voitaisiin itse asiassa unoh-
taa kaasumolekyylin laji kokonaan. Eli ei olisi mitdédn erityistd syyti,
miksi sekoittumattoman mikrotilan {molekyylit 1... N vasemmalla,
N + 1...2N oikealla} entropia olisi erilainen kuin vaikkapa se-
koittuneen tilan {parilliset molekyylit vasemmalla, parittomat oikeal-
la}: molemmat olisivat yhti todennékdisid. Entropia on kuitenkin eri:
timaé kertoo, ettd tillainen molekyylien numerointi on vdérd tapa aja-
tella asiaa. Molekyylien 1 ja N + 1 vaihtaminen keskendidn muuttaa
Jjérjestelmén tilaa, koska ne ovat eri lajia. Sen sijaan molekyylien 1
ja 2 vaihtaminen ei muuta mitddn mikroskooppistakaan jirjestelméin
ominaisuutta. Siksi molekyylien numerointiin perustuva “parilliset va-
semmalla, parittomat oikealla” ei ole mielekds tapa kuvata jérjestelmén
mikrotilaa. Entropian yhteys mikrotilojen lukuméiriin selvidd seuraa-
vassa luvussa, ja sekoitusentropiaan palataan sivulla 31. Kvanttimeka-
niikkaan ja identtisiin hiukkasiin palataan jossain muodossa kurssin B-
osassa.

Lammon johtuminen ja sekoitusentropia,
huomioita

Pohdittavaa: lammon johtuminen prosessissa
Mik& nyt on kokonaisuuden ja osien dQ = 07?

e A+B kokonaisuutena eristetty jarjestelma.

o Mik& on reversiibelissa prosessissa dS:nja dQ:n
suhde?

e Enta irreversiibelissa? Miksi nyt prosessi ei ole
reversiibeli.

Huomioita laskutekniikasta
e Entropian ekstensiivisyys: S = S5 + Sg

e Entropia tilanmuuttuja: riittaa 10ytaa joku
tilanmuuttujien reversiibeli tie alkutilasta
lopputilaan ja laskea sita pitkin

Huomattakoon, etti kun jirjestelmi jaetaan osiin A ja B,
ndiden eri osajérjestelmien ei tarvitse vastata erillisid tilavuuk-
sia. Lammonjohtoesimerkissd A ja B olivat kaksi laatikkoa”,
sen sijaan sekoittumisessa kaksi osajdrjestelmii olivat kaasu-
jen Am ja B:n molekyylit. Sekoittuneessa lopputilassa siis
jarjestelmit A ja B tiyttivit yhtd aikaa saman tilan; koska ne
ideaalikaasuina oletettiin vuorovaikutuksettomiksi, ei A:n ent-
ropia ei riippunut siité, ettd samassa tilassa on myds kaasua B.

Klassisen termodynamiikan kdytinnon sovellukset perustu-
vat ensimmadiseen ja toiseen padsddntoon. Nollas on arkiko-
kemuksen valossa itsestddnselvyys, joka oletetaan tunnetuksi
ilman erillisti mainitaa. Formaalilla tasolla ndmé ovat vield
puutteellisia, koska olemme esitelleet uuden suureen, entro-
pian S, mutta emme ole kertoneet mitddn tapaa madrittdd it-
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se entropian arvo, vaan ainoastaan sen muutokset. Aksiomaat-
tisen jdrjestelmén tidydentdmiseksi tarvitaan siis vield kolmas
péadsaanto.

TD3

e Tahén asti on laskettu vain entropian muutoksia
dS. Misté voidaan tietdd entropian arvo? (Eli
integroimisvakio integraalissa S = fs ds’ ?)

e Oikea vastaus l6ytyy vasta SM:sta, mutta
klassisessa TD:ssa sita ei voida perustella
mistadn tdhanastisesta; entropiassa voi aina olla
joku mielivaltainen vakio.

e Kvanttisysteemillda (my6s monen hiukkasen) on
aina alin energiatila, perustila. Kun T — 0, on
jarjestelman oltava tassa tilassa. Yksi tla — ei
epdjarjestysta, entropiaa. Saadaan

TD3

Tunnetaan myds nimella "Nernstin teoreema”
lim S(T)=0 (2.44)
T—0

(Olettaen, etta jarjestelmalla on yksikasitteinen eli degeneroitumaton

energian alin taso, perustila. )

Nyt on siis huomattava, etti klassisen termodynamii-
kan laskujen kannalta kolmannella piddsdédnnolld ei ole
mitddn kdytannon merkitystd. Se ainoastaan ennakoi entro-
pian médritelméi statistisessa fysiikassa. Yksi viite kolmannen
pidsddnnon merkityksestd saadaan huomaamalla ettd klassisen
termodynamiikan kanoninen jérjestelmé, klassinen ideaalikaa-
su, on itse asiassa sen kanssa ristiriidassa.

Klassisen ideaalikaasun entropia
Pidetaan N vakiona:

dE = ;NdeT: TdS - PdV

s [ PYL3 [ MeoT
o T 2 T

T=vakio V=vakio

dv 3 dT
_NkBUv+2/T}

v 3 T
= Nkg [In — 4+ = In — 2.4
B|:nvo+2n7_0:|+50 (2.45)

Huomioita
¢ Integroimisvakiot jadvat maaraamatta Ty, Vo, So

¢ Pitaisi ottaa TD3:sta (S(T = 0) = 0), mutta ei
voida logaritmin takia! = Klassinen
ideaalikaasu ristiriitainen T — 0! Tarvitaan
kvanttimekaaninen mikroskooppinen kuvaus. Tahan
palataan kurssin B-osassa

e Klassisen TD:n laskuissa esiintyy vain entropian
muutoksia, ongelma TD3:n kanssa tulee vasta
mikroskooppisessa kuvauksessa

Vaikka klassisen termodynamiikan puitteissa kolmas



pddsddntd on tavallaan “turha”, timid ei tee siitd merki-
tyksetontd empiirisen todellisuuden kannalta. Kolmannen
péddsddnndn juuret ovat mikroskooppisessa, statistisessa,
ymmarryksessd entropian luonteesta, ja mikroskooppinen kuva
tekee konkreettisia ennusteita, joita puhtaasti makroskoop-
pisesta termodynamiikasta ei voida mistddn johtaa. Yhtend
esimerkkind on seuraava yleinen, kaikkia (vakiotilavuuden)
lampokapasiteetteja koskeva tulos:

Kolmas paasaanto ja lampokapasiteetti
Tarkastellaan entropian muutosta lammityksessa
(vakiotilavuudessa):

Th T1
5(T1)75(T0):/ ds = ‘LTQ
To

To

Ty
= dT@ — 5(T1) < o0, kun Tp — 0 (2.46)

To
Miettimalla integraalin konvergenssia paatellaan, etta
Cy(T)—0, kun T —0 (2.47)

Klassiselle ideaalikaasulle
3
Cy = > Nks (2.48)

Taas n&dhdaén, ettd klassinen ideaalikaasu on

ristiriidassa TD3:n kanssa.

Esiteltydmme hieman statistisen fysiikan koneistoa
padsemme pian laskemaan lampokapasiteetteja yksinker-
taisille spinjdrjestelmille. Kvanttikaasuihin palataan kurssin
B-osassa.
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Luku 3

Statistista mekaniikkaa

3.1 Mikrokanoninen ensemble

Nyt haluamme ryhtyid johtamaan termodynamiikkaa vastaavaa
kuvausta ldhtien mikroskopiasta. Alku kuulostaa valitettavas-
ti vaistamattd hieman abstraktilta, koska haluamme mahdolli-
simman yleisen teorian, joka pitee mihin tahansa monen va-
pausasteen jirjestelmén kvanttimekaaniseen mikroskooppiseen
kuvaukseen. Jos termit “mikrotila” ja “makrotila” eivit sano
mitddn, kannattaa kerrata ne sivulta 5.

Kurssin johdanto-osassa palautimme mieleen muutaman kes-
keisen kvanttimekaanisen tilan: hiukkanen laatikossa, harmo-
ninen oskillaattori, dipoli magneettikentiissd. Muistetaan, ettd
tarkedd ndissd oli se, ettd eri energiatilojen lukumiird on dis-
kreetti suure, energiatilat voidaan aina laskea. Titd ominaisuut-
ta tarvitsemme nyt.

Mikrotilojen laskenta

o Kvanttimekaniikka: diskreetit tilat == voidaan
laskea, numeroida

Makrotilan statistinen paino (2
on sita vastaavien mikrotilojen lukumdaara.

Kiinnitetdan nyt £, V, N
Statistisen fysiikan peruspostulaatit

1. Saman E, V, N tuottavat mikrotilat (2 kpl) yhta
todennakoisia (SMT)

2. TDTP on se makrotila, joka maksimoi 2:n (SM2)
e Karakterisoidaan jarjestelmaa muuttuijilla
E,V.N,ai,...qp

e Tassa a;=muut jarjestelmaa kuvaavat
makroskooppiset muuttujat

e Postulaatti: «; saa arvon, joka maksimoi £2:n.

Mikrokanoninen ensemble (joukko)
Téllaista eristettya systeemia kutsutaan
mikrokanoniseksi ensembleksi Ransk. "ensemble” =yhdessa,

joukko. Myés engl. "ensemble’=joukko, orkesteri.
Nyt siis tehddin ero kolmen erilaisen muuttujan valilla:

o Kiintednd pidettavit (sdilyvit) makroskooppiset muuttujat
E,V,N.

e Mikroskooppista tilaa kuvaavat muuttujat (kvanttiluvut):
jokainen (2 mikrotilasta oletetaan yhtid todennikoiseksi
(SM1).
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e Muut makroskooppiset muuttujat oy, . .. «,. Nami eivit
ole kiinteitd, vaan voivat fluktuoida ja saada eri ar-
voja sen mukaan, missd mikrotilassa jérjestelmd sat-
tuu olemaan. Ndiden muiden makroskooppisten muuttu-
jien todennikoisimmét arvot médrdytyvét tasapainoehdos-
ta (SM2). Kun jérjestelmi on tarpeeksi suuri, fluktuaatiot
tamén todenndkoisimmin arvon ympérilld ovat suhteessa
pienid, joten monissa tilanteissa nditd fluktuaatioita ei tar-
vitse kdytdnnossd huomioida mitenkéin.

Kaytannon fyysiikkokielessd termi “ensemble” tarkoittaa
lahinnd samaa kuin “laskutapa”. Voidaan sanoa: “ratkaistaan
jarjestelmid X mikrokanonisessa ensemblessd”, eli lasketaan
olettaen, ettdi X:n energia on tdsmilleen vakio. Vastakohtana
esim. laskettaessa kanonisessa ensemblesséd X:n energia voi hie-
man fluktuoida timin arvon ympdrilla. Kaytannossa useimmis-
sa tapauksissa ndmdi fluktuaatiot eivit ole havaittavia (palaam-
me tidhédn luvussa 3.4) ja lopputulos on sama.

Kun osataan laskea mikrotilat, méiritellddn entropia nyt
Boltzmannin kidyttoon ottamalla tavalla mikrotilojen lu-
kumdéridn logaritmina. Tdmin kaavan tirkeyttd ei voi liikaa
korostaa. Nyt termodynamiikassa vékisinkin hieman mystisek-
si jadnyt entropia midritelldin mekaniikan késitteiden avulla;
toisin sanoen siten, etti se voidaan maidritelmastd késin las-
kea jarjestelmille, jonka mikroskooppiset vapausasteet tunne-
taan. On huomattava, ettd Boltzmann kirjoitti lausekkeen ennen
kvanttimekaniikan 16ytdmistd. Boltzmannin tilojen lukumiéra
oli klassisen kaasun faasiavaruuden mitta, jossa kylld esiintyy
Planckin vakio A, vaikka sitd ei tuohon aikaan ymmarretty; tista
mahdollisesti lisdd kurssin B-osassa. Entropian médritelma on
kaiverrettuna Ludwig Boltzmannin hautakiveen Wienin keskus-
hautausmaalla.

Boltzmannin entropia

Boltzmannin entropia
S=kgln2 3.1)

Nyt TD2 (S max) <= SM 2. postulaatti ({2 max)

Ominaisuuksia:

e Ekstensiivinen: kahden riippumattoman
jariestelman R =% — S=5+5

e Entropia=informaation puute. Jos tunnetaan tila
tarkkaan,on 2 =1 =— S =0 = Ymma@rretaén
TD3

e TD:ssd maariteltiin ensin T, sitten S. Nyt
maaritellddn ensin S, sen avulla T.
Lopputuloksena ovat samat suureet.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/63/Zentralfriedhof_Vienna_-_Boltzmann.JPG

o Yksikét: In £2 dimensioton = entropian yksikkd
sama kuin kg:n. Luonnollisissa yksikdissa kg = 1,
jolloin S on dimensioton. (Sl-yksikéissa [S] =J/K, koska
halutaan mitata T ja E eri yksikoissa.)

Sinédnsd triviaalia on tietysti se, ettd kun tasapainotila on
se, jossa () saa maksimiarvonsa (SM2), (2:n logaritmi kasvaa
mentédessi kohti tasapainoa. Olennainen seikka on sen sijaan se,
ettd termodynamiikan entropia on todellakin tismélleen sama
suure kuin :n logaritmi eiki joku muu funktio.

Tarkastellaan seuraavaksi aineen tasapainoehtoja, eli mitd
SM2:sta itse asiassa seuraa. Tdssd konkretisoituu myds se, miti
esimerkiksi voivat olla edelld keskustellut muut makroskoop-
piset muuttujat” «;: tdssd tapauksessa ne ovat jarjestelmin osan
tilanmuuttujia.

Terminen tasapaino

Ei, Vi, My

E>, Vo, Ny

Jaetaan eristetty jarjestelma lamp6a johtavalla
valiseinalla kahteen osaan.

e E = E; + E; kiintea, E;, E; voivat muuttua
o Vi, Vo, V =V + W, kaikki kiinteita

o Ni, No, N = Ny + Ns kiinteita

e S=5+5

E1, V1, Ni muita makroskooppisia muuttujia (edelld «)
Naiden arvon maaraa tasapainoehto: S =maksimi.

o (OS(E.V,N|E, Vi, Ny)
- 0E

_ dSy(E,V,N|Eq,Vq,Np)
-\ 95

Terminen tasapainoehto

951 ) (852 >
OE. =\ 3 34
(8E1 Vi, Ny 6E2 Vou N ( )
TD: 1 ja 2 tasapainossa kun T; = T
Lampotilan méadritelmd statistisessa fysiikassa
1_(os )
T \9E),u :

Tasapainon tilastollinen luonne

o Kaikki kokonais-E, V/, N-mikrotilat yhta
todennakdisia (postulaatti 1), siis myds esim
E; = E, E; = 0. Tallaisia tiloja on kuitenkin todella
vahan.

e Eniten on mikrotiloja, jotka toteuttavat
tasapainoehdon S=max =—- ehto on tulkittava
statistisesti, se koskee tyypillistd mikrotilaa.

Tasapainoehto kertoo siis varsinaisesti, ettd jos kahden
jarjestelmén (0S/0E)y, , on sama, my6s niiden limpdtila on
sama. Tdmd ei tietysti suoraan kerro, ettd (9S/0E)y, y on juuri
1/T eikd joku muu T":n funktio. Esim. dimensioanalyysi, tai tie-
tenkin TD1:n dE = T'dS + ... tuntemus kuitenkin paljastaa,
ettd tdimd derivaatta antaa juuri 1/7":n.

Tdysin analogisella tavalla voidaan johtaa tasapainoehdot
mekaaniselle ja kemialliselle tasapainolle.

Mekaaninen tasapaino

Nyt Iampda johtava, liikkuva valiseind

B (851(E, V,N|E, Vi, N1)>+<852(E, V, N|Ey, Vi, Ny)

8E1 aEl

Tasapainoehto

(851(E, V,N|E, V1, N1)> _ <8SZ(E, V,N|E, Vq, N1)>

8E1 aEZ

(3.3)

Tassd siis kdytettiin kokonaisenergian vakioisuutta £ = Fq +
E5 =vakio vaihtamaan derivaatta 0y, = —0g,. Nyt saatiin siis
yhtdld (SM2:n mukaan midritellylle) termiselle tasapainolle , jossa
esiintyy systeemin osien 1 ja 2 tilanmuuttuja 9S/0FE. Tétd on
nyt luonnollista verrata TD:n termiseen tasapainoehtoon.

Lampotilan maaritelma

E, Vi, My

E>, Vo, Ny

e F = E; + E kiinted, E;, E, voivat muuttua

e V =V, + V, Kkiintea, Vq, V» voivat muuttua

3.2)

e Ny, Nb, N = Ny + Ns Kiinteita
e S=5+5

Tasapainoehdot:

OS(E V. NIEL Vi NN - g lampotila
OE;
OS(E, V. NE, Vi, o)\ _
ovy -
— (B () ae
V1) g w, oVa) g,
Mekaaninen tasapaino
Maaritellddn paine P=T % (3.7
oV )en

— Mekaaninen tasapainoehto P, = P;.

Mekaaninen tasapainoehto vastaa luontevaa mekaanista tasa-
painoa; kun paineet eri puolilla ovat samat, seinidin ei kohdistu
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voimaa ja se pysyy paikallaan.

Kemiallinen tasapaino

Kuvitteellinen, hiukkaset 1&péiseva véliseina
e E = F; + E; kiintea, E;, E; voivat muuttua
e V =V, + V kiinted, V4, V, voivat muuttua
e N = N; + N, kiintea, Ny, N, voivat muuttua
e S=5+5

Viela tasapainoehto

OS(E,V,N|E, Vi, M) _
aN; -

— (551> :(352) (3.8)
ONv ) g v, ON>2 J ¢,

Kemiallinen tasapaino

Maaritelladn kemiallinen potentiaali pu=-T 95
ON )\
(3.9)

= Kemiallinen tasapainoehto u; = po.

Kemiallinen potentiaali ;4 on vaikeampi hahmottaa intui-
titvisesti kuin P. Esitimme tidssd kemiallisen tasapainoehdon
taydellisyyden vuoksi, vaikka emme sitd aivan heti tarvitsekaan.
Kurssin A-osan lopulla kemialliseen potentiaaliin palataan faa-
sitransitioiden yhteydessd ja B-osassa se esiintyy muuttuvan
hiukkasluvun yhteydessi; pikku hiljaa tistd suureesta muodos-
tuu monipuolisempi kuva.

Yhteys TD1:n yleiseen muotoon
Kertaus, yhteenveto

o M@aariteltiin eristetyn E, V, N-systeemin entropia
S = kB In2

e SM peruspostulaatti: TDTP on tila, joka maksimoi
S:n

e TDTP jarjestelman eri osien valilla
— tasapainoehdot Ty = Ty, P; = Py, p1 = pa,
missa T, P, u on maaritelty:

1 /[0S [0S _ [0S
r—(aE>v,N P—T(av)E,N "= T(aN>EV

(3.10)

Yhteys TD1:n yleiseen muotoon
SM:n suureet ovat samat kuin TD:n. Samat
osittaisderivaatat TD1:sta

dE=TdS— PdV + udN
<— TdS=dE+PdV —pudN (@3.11)
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Huomattakoon, ettd koska péddtimme pitda suureet £, V, N
kiintedind koko jérjestelmille, saatiin muiden suureiden
maiiritelmét derivaattoina nimenomaan yhden niistd kolmesta
muuttujista suhteen siten, ettd kaksi muuta pidetdéin vakiona.
Voi vaikuttaa paradoksaaliselta, ettd “vakiona” pidettivin
muuttujan suhteen derivoidaan: tissd tdma siis johtui siiti, ettd
itse asiassa tarkasteltiin jdrjestelmén osaa, jolla on vaihteleva
osuus koko jdrjestelmin sdilyvistd suureista. Yleisemminkin
termodynaamisen systeemin “luonnolliset” muuttujat ovat ne,
jotka ulkoisia olosuhteita sddtelemilld pidetdin vakiona, ja
yleensd nimenomaan naméi kannattaa valita riippumattomiksi
tilanmuuttujiksi laskujen helpottamiseksi.

Myéhemmin kurssilla: Konjugoidut muuttujat

Parit {S,T},{V, P} ja{N, u} ovat ns. "konjugoitujen muutujien”
pareja. Vaihdokset parin siséllid muttujasta toiseen hyvin samanlaisia.
Palaamme tihin termodynaamisten potentiaalien yhteydessd luvussa
4.

Mikrokanoninen ensemble ei useinkaan ole helpoin tapa las-
kea fysikaalisten systeemien ominaisuuksia. Tarkastellaan kui-
tenkin statistisen fysiikan ajattelutavan hahmottamiseksi yhta
esimerkkid.

Esimerkki mikrotilojen laskennasta:
kidevirheet

Frenkelin kidevirhe kiintedssa aineessa: yksi atomi
hyppaé pois paikaltaan.

e Oletetaan kidehila, jossa N atomia ja N = gN
valisijapaikkaa.

e Oletetaan: lisdenergia ¢ valisija-atomia kohti.

Kysymys: kuinka monta kidevirhettad ldmpétilassa T ?
Laskun eteneminen mikrokanonisessa ensemblessa
on nurinkurista

e Oletetaan, ettd kayt0ssa energia E —- kiinted
maara n kidevirheita

Lasketaan tilan statistinen paino 2(n) = Q2(E/¢)
= entropia

Lasketaan lampétila 1/ T(n) = 0S(E)/OE

Ké&annetédan tulos: saadaan n(T)

Paljon vastaavia. "Schottkyn virheet” Bs, Mandl atomi
pois hilasta

Fyysikon nédppituntuma sanoo, ettd ldmpétilan ollessa kor-
keampi lampoliike sysdd helpommin atomin pois hilapaikal-
taan. Oletuksena on siis, ettd kidevirheiden médrd kasvaa
ldmpdétilan kasvaessa. Mikrokanonisen ensemblen lasku etenee
nurinkurisesti, ja vastaavaan ennakko-odotukseen péadseminen
ilman laskua ei ole aivan yksinkertaista. Lasku sen sijaan on
suoraviivainen.



Kidevirheet: lasku

e Energia oikealla paikalla 0, valisijalla e (valittiin
energian nollakohta Eyg = 0.)

e Valitaan N atomista n hyppaamaén, N = gN
paikasta n = statistinen paino

Qn) = ( N ) ( ’5’ ) (3.12)

e Entropia S(E) = kgIn2;yleensd 1 < n < N ~ N
= Stirling.

S(E)=kgIn2(n=E/¢)
~ kg{[NInN — N] —[(N — n)In(N — n) — (N — n])
+[NInN = N]—[(N = n)In(N — n) — (N — n)]
—2[nlnn—n]} (3.13)

1 OS(E) _ 19S(E = ne)

T OE € on

k N — n)(N — kg NN
_ ke (NN ) ke (NN g
g n E n

n 3

Lampétilariippuvuuden funktionaalinen muoto kannattaa
painaa mieleen, tihén palaamme my6hemmin.

3.2 Lampokylpy

Eristetty jirjestelmé on arkieldmissd harvinainen, yleisemmin
se on termisessd tasapainossa ympdriston kanssa. Toisin sanoen,
yleensd tunnemme lampétilan ja olemme kiinnostuneita laske-
maan jarjestelmdn muita ominaisuuksia. Télloin mikrokanoni-
nen ensemble on epdkdytidnnollinen ja tarvitaan koneisto tie-
tyssd lampotilassa olevan, ei eristetyn, jarjestelmin késittelyyn.

Lampokylpy
Useimmiten ei eristetty, vaan T tunnetaan: ymparistd
1dmpOoKkylpy (heat bath).

G

o Jarjestelmalld energia E, kylvylla E,
e £ =E, + E, vakio
o Statistiset painot 2(E;) ja 25(Ep)

— Statistinen paino maailmankaikkeudelle (MK=
jarjestelma + ympéristd)
Q(E, E,) = Q4(E)2(E — E5) = Qu(E)e> E-E)/ke
(3.16)
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Jarjestelma on paljon pienempi kuin ympéaristo:
E; < E,ja

=17 O(E2/(EksT))
9Sy(E 1 92Sy(E
Sy(E — E) ~ Sp(E) — o(E) L O5u(E) g,

OE "2 9E2 v
(3.17)

Teknisid huomioita:

e Tassd oletettettiin, ettd jérjestelmd on vain heikos-
ti kytkeytynyt ympiristoon, ja jéarjestelmdn mikroti-
la riippuu ympéristostd vain TD suureiden kautta.
Tamd nikyy siind ettd MK:n statistinen paino oletet-
tiin jirjestelmén ja ympériston painojen tuloksi, joka ker-
too jérjestelmin ja ympdariston olevan riippumattomia (to-
dennikoisyyslaskennan mielessd). Ainoa vuorovaikutus
tulee energian sdilymisestd: kokonaisenergian jakautumi-
nen jdrjestelmin ja ympiriston vililld vaihtelee, ja molem-
pien statistiset painot riippuvat E,:sti.

o Askel Oy (E — E,) = % (F=F:)/ks saadaan kidntimalld
ympiriston Boltzmannin entropian lauseke (3.1).

e Taylorin kehitelmén toinen termi on pieni ensimmdiiseen
verrattuna. Tdmid seuraa siitd, ettd S, ja E =~ FE
ovat verrannollisia ympdriston kokoon, jolloin azg ]’;(QE)

on kédntden verrannolinen ympériston kokoon. Loput

suuruusluokka-arviosta O (E2/(EkpT)) seuraa dimen-

sioanalyysisti.

e T on kylvyn lampdtila; kylvyn oletetaan koko ajan ole-
van tasapainossa ja niin suuri, ettd jarjestelmin muutokset
eivit muuta sen limpétilaa. Jarjestelmdn mikrokanonisesti
médritelty 1dmpotila ei tissd kohdassa esiinny.

Lampokylpy jatkoa
Saatiin statistinen paino MK:lle (=jarjestelma +
ymparistd)

Q(E,E,) = 2(E,) -exp {— kEST [1 +0 <’2>} } - 2u(E)
(3.18)

e Tama antaa todennakdisyyden, jolla jarjestelméan
energia on E,

E,
p(Es) ~ Q(E, E5) ~ (Es) - exp {— kBT} (3.19)

e Jérjestelmén energian E, todenndkdisyys kahden
termin tulo, tulkinnat

- .(E;), energiaa E; vastaavien tilojen
lukum@ara. Merkitdén 2,(Es) = g(Es) =
degeneraatio, tilatineys. Kasvaa, kun E;
kasvaa.

- exp {_k% } riippuu ympadristén kaytéssa

olevien tilojen lukumaarasté. Kun E, kasvaa,
E, = E — E; pienenee — is0 E;
harvinainen.

e Ympariston tilasummaa 2,(E) ei tarvitse osata
laskea, koska voidaan kayttaa todennakdisyyden
normitusta. Talléin saadaan Boltzmann-jakauma
energiatilojen todennakaisyyksille.



Lampokylvyn kanssa termisessd tasapainossa olevan
jarjestelmin energia ei siis ole vakio, vaan vaihtelee. Kovin
pienid Eg:n arvoja esiintyy harvoin, koska jérjestelmilld on
(yleensd) védhin tdllaisia mikrotiloja, eli degeneraatio on kasvava
energian funktio. Kovin suuria F:n arvoja taas rajoittaa ekspo-
nenttitekijd, joka johtuu siiti, ettd jdrjestelmén viedessa liikaa
energiaa jad ympdristolle vihemmén, miki rajoittaa ympériston
kidytettivissd olevein mikrotilojen méaérda.

Saatiin siis todennidkdisyys, etti jirjestelmédn energia
on FE. Normittamalla tidmid todennidkdisyysjakauma saa-
daan Boltzmann-jakauma jarjestelmidn energiatilojen to-
dennikdisyyksille.

Boltzmann-jakauma
Boltzmann-jakauma energian todennakoisyydelle

ye®en {5
Zg(E)exp{—th} 3.21)

p(E) = (3.20)

4 =

Voidaan kirjoittaa myds tilojen, ei energian arvojen
avulla. Olkoon v mikrotila, jota vastaa energia E, .
Degeneraatio on

gE)=> der, = > gE)=>. (322
v E v
Boltzmann-jakauma mikrotilojen v
todennéakdisyydelle
1 E,
p(v) = > exp {— T } (3.23)
Z = ) expq- E, (3.24)
A = '

Pohdittavaa: Mista tuli jakauman eksponentiaalisuus?

Jos pitdisi valita taltd kurssilta yksi ainoa muistettava
asia, se on tdma eksponentiaalinen riippuvuus energiatilan to-
dennikoisyyden, tilan energian ja ldmpdétilan vililla. Vertaa
funktionaalista muotoa mikrokanonisessa esimerkissid johdet-
tuun kaavaan (3.15).

Kerrataan eksponentiaaliseen funktionaaliseen muotoon joh-
taneet keskeisimmat askeleet.

e Oletettiin ympdriston ja jirjestelméin mikrotilojen méaarit
toisistaan riippumattomiksi, jolloin 2115 = Q19

e Entropian on oltava ekstensiivinen, miki toteutuu kun se
on statistisen painon logaritmi: otetaan S = kp In (2, mistd
seuraa S' = S + Ss.

e Jakauman eksponentiaalinen muoto tulee ympéristdn sta-
tistisesta painosta €, = eS+/k5

Sama argumentti voidaan kédydid ldpi myoOs kiddnteisessd
jarjestyksessi.

e Oletetaan, ettd jirjestelmdt A ja B ovat riippumattomia.
Talloin yhdistetyn mikrotilan todennikdisyys on A:n ja
B:n mikrotilojen todennékdisyyksien tulo pa+p = papp

e Jos todennidkdisyysjakauma riippuu eksponentiaalisesti ti-
lan energiasta: py ~ e PFa pp ~ e7FFE onpyip ~
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e PEatEB) — eksponentiaalisessa jakaumassa koko-
naistodennékdisyys riippuu vain kokonaisenergiasta.

Usein diskreettejd energiatiloja approksimoidaan jatkuvalla
energialla. Tdma on hyodyllistd ison kvanttimekaanisen systee-
min energiatiloille, koska integraali on yleensd helpompi laskea
kuin summa. Téll6in tarvitaan degeneraation yleistys jatkuville
energioille eli filatiheys:

p(E)dE = % FE)ePE f(B) =3 6(E - Eay).

tilat
(3.25)

3.3 Paramagneettinen kide

Jo peruskursseilta tiedetéén, ettd aineen magnetismi johtuu ato-
maarisen tason magneettisten momenttien (spinien) vuorovai-
kutuksista toistensa ja ulkoisen magneettikentin kanssa. Eri ai-
neilla on hyvin monenlaisia magneettisia ominaisuuksia, joi-
den on lisdksi havaittu riippuvan lampotilasta. Kiintedn aineen
sadnnollisessid kidehilassa oleville spineille on suhteellisen yk-
sinkertaista raketaa mikroskooppisia malleja, joten magnetis-
min ymmértdminen on statistisen fysiikan klassinen kohde.
Peruskursseilta muistetaan magnetismin lajit:

Paramagnetismi, jossa aine vahvistaa ulkoista magneetti-
kenttdd atomien spinien kédintyessd sen suuntaiseksi.

Diamagnetismi, jossa aine heikentii ulkoista kenttdd. [lmion
selitys piilee elektronien liikkeen (aineen sisdisten virto-
jen) ja ulkoisen kentidn vuorovaikutuksessa ja on huomat-
tavasti monimutkaisempi kuin paramagnetismin.

Ferromagnetismi, jossa aineella voi olla magneettinen
momentti myos ilman ulkoista magneettikenttdd. Tatd
kisitelldadn talld kurssilla faasitransitioiden yhteydessi

Rakennetaan nyt yksinkertainen matemaattinen malli pa-
ramagneetille ulkoisessa magneettikentdssd ja annetussa
lampotilassa T'. Ilmidn suunta on helppo ymmartid, kun kvant-
timekaniikasta muistetaan, ettd spinin energia on alhaisempi
sen ollessa samansuuntainen magneettikentdn kanssa. Mutta
mik# on magnetoituman lampétilariippuvuus?

Yksinkertainen malli paramagneettiselle
materialle

1111111
RRARNR
LT

TTLLTTT
B

N kvanttimekaanista spinia

Ulkoinen magneettikentta B

Tilat |, T, energiat e 1 = £uB

Lampokylpy lampétilassa T



e Oletetaan, etta ei tarvitse valittaa
vuorovaikutuksista spinien kesken, tai spinien ja
ymparistdn valilla

(Muistetaan notaatiot 8 = ks% jaz=y, e Pt

Yksi dipoli

Lo-per — L oous Leper — L o-sus

Pm=ze =7 PL=7zZe
(3.26)
[P
Py
1/2
P
0 > BuB
Z = e PrB 1 BB — 2 cosh BuB
= Py, = (3.27)

1+ eF26uB

(T kasvaa == kohti symmetrista, suuren entropian tilaa. )

Vaikka emme ottaneet huomioon vuorovaikutuksia spinien
vililla tai niiden ja ympériston vililld, on kuitenkin téllaisiakin
oltava, koska muuten spinit eivit ole termodynaamisessa tasa-
painossa lampokylvyn kanssa. Olettamalla ndiden vuorovaiku-
tusten vain saavan aikaan ldmpdétilan 7' teemme minimaalisen
oletuksen nédiden vuorovaikutusten luonteesta; statistisen fysii-
kan kauneus on siind, kuinka paljon voimme laskea tietdmatta
ndistd vuorovaikutuksista timédn enempai.

Koska emme huomioi vuorovaikutuksia spinien vililld, on
jokaisella /V:std dipolista erikseen samat todennékdisyydet ol-
la yl6s- tai alaspiin. Niistd todennédkdisyyksistd voidaan laskea
fysikaalisten suureiden odotusarvoja.

Magnetoituma

e Todennakoisyydet p;| = e*P#B /(2 cosh BuB)

o Keskimaarainen magnetoituma
(1) = +ppy — pp) = ptanh fuB

e Keskimaarainen energia
(e) = —uBpy + uBp, = —B{w)

N:lle spinille magnetoituma
M= N{u) E=N{(e)=—-BM,

Tilanyhtalo

Tilavuutta kohti M = M = ﬂu tanh 1B

%4 vV

Tama on ideaalisen paramagneetin tilanyhtéld;
johdettuna mikroskooppisesta mallista.

(3.28)
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M 4

Nu/V

> BuB
Rajat

=
o
©

e fuBK1 — M=

kg

<z <=
s'

o JuB>1 — M~ Su

Miksi nimitdamme tdtd “tilanyhtédloksi”? Tdssda B ja M ovat
tilanmuuttujat, jotka vastaavat tilavuutta tai tiheyttd ja painetta.
B on ulkoinen voima, joka siitelee magnetoitumaa, kuten kaa-
suun ulkopuolisella puristuksella aikaansaatu paine sditelee sen
tiheytti.

Yl1l4 olevaa kuvaajaa kannattaa miettid erikseen B:n ja T'n
funktiona.

Suskeptiivisuus

e Responssifunktio: jarjestelmén vaste ulkoiseen
muutokseen.

e Kaytannodssa tilanfunktion osittaisderivaatta, esim.
— 1 (0V
kT ="v (W)T,N
¢ Nyt paine — magneettikentta B; tilavuus
— magnetoituma M.

Magneettinen suskeptiivisuus vakiolampétilassa
Magnetoitumistilannetta kuvaava responssifunktio

permitt.
kenttavoim. 1 vuontih.
dM=xr dH ~y — dB
Ho

oM oM
= wr=(Gn), = (58), 02

Curien laki

T—>oo]-
XTr -~ 7

saadaan suoraan tilanyhtaldsta (3.28) kun
BuB < 1«<= T > uB/ks (3.30)

Patee kokeellisesti monille materiaaleille.

Kaytannon koejérjestelyssd tarkkaan tunnettu magneetti-
kenttd saadaan aikaan aineen ulkopuolelta sihkomagneetilla,
jonka virta ja geometria tunnetaan. Palautetaan selkeyden vuok-
si mieleen relevantit kenttisuureet

Kenttdvoimakkuus H miiriytyy pelkistiin ulkoisis-
ta virroista: tdmid on siis se ulkoinen kenttd, joka
kdytdnnossd middritddn koejdrjestelylld. Siksi suskeptii-
visuus mdidritellddn nimenomaan vasteena timin kentdn
muutokselle.

Magnetoituma M/ taas aiheutuu aineen sisidisten magneettis-
ten dipolien kentisti.



Magneettivuon tiheys B aiheutuu sekid ulkopuolisista vir-
roista ettd aineen magnetoitumasta B = po(H + M) =
o ptoH, missid g = 47 - 107"N/A? ja suhteellinen per-
meabiliteetti 11, = 1 + M /H on kullekin aineelle tyypilli-
nen vakio; paramagneetille z,. > 1.

Onnettomasti sekd yhden hiukkasen magneettista moment-
tia ettd aineen permeabiliteettid p..po merkitddn tavanomai-
sesti kirjaimella p; tdstd syystd pyrimme tdssd ilmaisemaan
jalkimmaisen suhteellisen permeabiliteetin w,. avulla.

Ylld oletettiin, ettd M on hyvin pieni ulkoiseen kenttddn H
verrattuna, ja approksimoitiin B ~ poH eli ettd p, =~ 1. Tyypil-
lisille paramagneettisille materiaaleille tima pétee hyvin, usein
- ~ 1+0O(1075). Toisin sanoen approksimoidaan, etté aineen
magnetoitumisesta huolimatta suurin osa aineen sisilld vallitse-
vasta vuontiheydestd B seuraa kuitenkin ulkoisesta kentéstd H.

3.4 Partitiofunktio

Boltzmann-jakauman normitustekijdid Z kutsutaan partitiofunk-
tioksi. Sen logaritmi on In Z on erdénlainen todennikdisyyksien
generoiva funktio (vrt. laskuharjoitus 1), joskin generoivaksi
funktioksi se on médritelty hieman erikoisella tavalla.

Partitiofunktio
Usein notaatio _ 1
~ keT
1
== p(v) = feXP{—ﬂEu} (3.31)

Termodynaamiset suureet voidaan johtaa
partitiofunktiosta Z:

Z(T,V,N) =) exp{-BE,(V,N)} B= kBLT (3.32)

o Partitiofunktion luonnolliset muuttujat Z(T, V, N).

e Huom!Nyt E ei ole kiinted, vaan fluktuoi, koska
jarjestema voi vaihtaa energiaa lampokylvyn
kanssa. Tasta tilojen todennakoisyysjakaumasta
kaytetddn termid kanoninen ensemble

e Energian odotusarvo

(E) = % > E, exp{-BE,}

10

olnZ
= *?%;@(P{*BEV} ==

op

(3.33)

Kanonisessa ensemblessi siis jirjestelmén energialla on tiet-
ty todennikdisyysjakauma, jonka madrdd kiintedksi oletetty
lampdotila. Tétd on verrattava mikrokanoniseen ensembleen, jos-
sa energia on vakio. Luonnollinen muuttuja (eli ulkoisten olo-
suhteiden vakioksi kiinnittdma makroskooppinen suure!) on nyt
T, kun se mikrokanonisessa ensemblessi oli F.

Boltzmann-jakauma antaa termodynaamisten suureiden koko
mikrotilojen todennékoisyysjakauman. Téten siitd voidaan las-
kea odotusarvojen lisidksi my0os fluktuaatioita ndiden odotusar-
vojen ympdrilld. Aiemmin jo totesimme, ettd useimmiten nima
fluktuaatiot ovat pienid. Nyt osoitamme tdmin viitteen todeksi
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makroskooppisen suurelle systeemille. Laskeetaan ensin ener-
gian keskihajonta, kiyttden tulosta (3.33).

Energian fluktuaatiot

2\ _ l 2 _ _ 1872
(E?) = ZZ(EV) exp{—BE,} = Zaﬂzz (3.34)

Ja taman avulla energian fluktuaatiot

82 05
2
az
10%Z a8
~Zom ) o - coer 039

Verrataan lampokapasiteetiin

C_OE) _080E) 1 & (AEP
VEOT ToT 98 k20 T keT?
(3.36)

(E) ~ N ja Cy ~ N; molemmat ekstensiivisia
AE
> z vk
Tyypillisesti N ~ 102 = 45 ~ 1010
= Energia fluktuoi, mutta kdytdnndssa hyvin vdhan.
— Voidaan identifioida Etp = (E)gm

Tama on siis perustelu sille, miksi esimerkiksi valinnan vaik-
kapa mikrokanonisen ja kanonisen ensemblen vililld sanelee
yleensd enemmaénkin laskutekninen kiytdnnollisyys kuin tar-
kasteltava fysikaalinen tilanne. Vaikka kyseessd olisi oikeas-
ti eristetty makroskooppinen N ~ 1020 hiukkasen systeemi,
teehdddn siis vain mitdttdméin pienen virheen, jos lasketaan
olettaen, ettd se vuorovaikuttaakin lampokylvyn kanssa. Tdmén
“keinotekoisen” lampokylvyn lampdétila tiytyy tietenkin valita
siten, ettd kanoninen energian odotusarvo on sama kuin systee-
min oikea sdilyva energia. Huom! Tdmdn kurssin laskuharjoi-
tuksissa ja kokeessa on eristetyksi sanottu jdrjestelmd kuitenkin
kdsiteltdvd mikrokanonisessa ja tunnetussa ldmpotilassa T ole-
va kanonisessa ensemblessd!

Tulos, jonka mukaan suurelle systeemille suhteelliset fluk-
tuaatiot ovat pienid, on hyvin yleinen ja tunnetaan ”suur-
ten lukujen lakina”. Tarkemmin suurten lukujen laki mate-
maattisena teoreemana sanoo, ettid jos satunnaismuuttuja x on
N:n riippumattoman satunnaismuuttujan summa, niin suuril-
la N suhteellinen hajonta Az/(z) ~ 1/+/N on pieni, eli
zn todennikdisyysjakauma on hyvin piikittynyt keskiarvonsa
ympirille.

Liséitietoa: Fluktuaatio-dissipaatioteoreema

Ylld oleva on erds esimerkki statistisessa fysiikassa yleisestd
fluktuaatio-dissipaatioteoreemasta, jossa jédrjestelmén vaste ulkoiseen
muutokseen liittyy sisdisten vapausasteiden fluktuaatioihin. Tédssid ul-
koinen muutos on lampdtila ja vaste siihen energian muutos limpétilan
muuttuessa eli ldampokapasiteetti. Toisena esimerkkind mainittakoon
hydrodynamiikassa tarvittava aineen juoksevuutta kuvaava kerroin
“viskositeetti”. Se kuvaa sitd, kuinka aineen liike yhdessé pisteessa vas-
taa liikuttavaan voimaan toisessa pisteessi: esimerkiksi kuinka nopeas-
ti vesi virtaa lasin pohjalla, kun pintaa sekoitetaan lusikalla. Tédssd yh-
teydessd "Kubon kaavana” tunnetun fluktuaatio-dissipaatioteoreeman
avulla viskositeetti voidaan laskea erédstd odotusarvona kvanttimekaa-
nisesta operaattorista, joka olennaisesti kuvaa energia-impulssitensorin
fluktuaatioita.

Tahdn asti statistisen fysiikan entropia oli maédritelty



Boltmannin kaavan (3.1) avulla vain eristetylle E,V,N-
jarjestelmille. Nyt meilld on kuitenkin Boltzmannin to-
denndkdisyysjakauma ldmpokylvyssd olevan jirjestelmén ener-
giatiloille, ja halutaan entropian lauseke, joka pitee myos tille
jarjestelmille. Saatava tulos tunnetaan “Gibbsin entropian” ni-
melld.

Gibbsin entropia

1
Tarkastellaan M identtista jarjestelmaa, M — ~

o Kullakin mahdolliset energiatilat i =1,..., N
e Olkoon n; jarjestelmaa tilassa i, YN, nj = M

o Kokoelman statistinen paino

M|
2{n}) = PR (3.37)
Entropia jarjestelmaa kohti on
1 Stirling 1
S= M/<B|nr2 N = MkB <MInM—Zn,~Inn,~>

—Pi —Pi

n; n;
= —kBZ M In M (3.38)

Gibbsin entropia

S=—ks» pilnp (3.39)

Huomioita laskusta:

e Kaava (3.37) on : yleistys ja pédteltdvissd samal-

la tavalla. Tamai siis kertoo, kuinka monella tavalla M
jarjestelmistd voidaan valitan; olemaan tilassa 1, ...jany
olemaan tilassa V.

e Kiytettiin ns. replikatemppua: ollaan kiinnostuneita vain
yhdestd jérjestelméstd, mutta otetaan siitd M kopiota,
M — oo

e Laskussa oletettiin, ettd jokainen jirjestelmd on
tasan yhdessd mikrotilassa (ei mikrotilojen to-
dennikoisyysjakaumaa yhdelle jarjestelmalle),

e Sen sijaan eri tilojen todennékoisyysjakauma palautettiin
takaisin tarkastelemalla replikoiden joukkoa.

Saatu entropialle lauseke itse asiassa pitee Boltzmannin ja-
kauman lisdksi mille tahansa todennikoisyysjakaumalle, jol-
la jéarjestelmi voi eri tilojen vélilld fluktuoida. Erityisesti voi-
daan tarkistaa, ettd mikrokanoniselle jakaumalle saadaan takai-
sin Boltzmannin entropia: mikrokanonisessa tapauksessa jokai-
nen () tilasta on yhtd todenndkdinen, joten tilan todennidkoisyys
on p; = 1/9 kaikille ¢. Sijoittamalla timi Gibbsin lausekkee-
seen (3.39) saadaan S = —kpInl/Q(> ,p;) = kplnQ, eli
palaudutaan Boltzmannin kaavaan (3.1).

Tamai entropian lauseke voitaisiin myds ottaa ldhtokohdaksi
lampokylpyd midritellessd ja ldhted kaavasta (3.39) késin joh-
tamaan eksponentiaalista todennédkdisyysjakaumaa. Tarkastel-
laan vield Gibbsin entropian lausekkeen yhteyttd termodyna-
miikkaan.

Yhteys termodynamiikkaan

Ergodisuushypoteesi

TD:n ja SM:n yhteys vaatii tarkkaan ottaen viel, ettéa
jarjestelma on ergodinen, eli ettd ajan kuluessa
jarjestelma kay 1api (Iahes) kaikki kyseista makrotilaa
vastaavat mikrotilat.

Olennaisesti ergodisuus: aikakeskiarvo =
mikrotilakeskiarvo.

Voidaanko johtaa Gibbsin entropiasta TD1 ?
e TD1: dE = TdS — PdV (Laitetaan nyt dN = 0)

o Mikrokanonisessa mdaadriteltiin T, P niin, ettd TD1
patee

e Kanoninen (lampdkylpy) johdettiin
mikrokanonisesta —- toki TD1 péatee edelleen

e Varmistetaan kuitenkin miten se toimii

E=YEp  p=ge  (40)
dE =Y E,dp,+ Y _ dEp, (3.41)

Verrataan naita termeja T dS:4an ja —PdV:hen.

TD1 kanonisessa ensemblessa, jatkoa

(1) ()
dE = Z E.dp, + Z dE,p,

TdS = —kgTd <Z pvIn pl’) =d>, p :(gii%)
v /_U/\—

= —kgT <Z Inp, dpu) —ksT <Z ngpy Pu)
= =) Edp, =(1) 343)

Ehrenfestin periaate: ulkoisen parametrin (V)
muuttuessa hitaasti (reversiibeli muutos, dS = 0!)
jarjestelma pysyy samassa tilassa; ainoastaan tilan
energia muuttuu:

op. rev. 0 rev. OE, _ E _
=0 GvE = V"”av‘<dv>_ P

oV oV
= (2)=-PdV (3.44)



3.5 Sovelluksia

Tavallisessa jadkaapissa laajeneva kaasu ottaa lampdd viilen-
nettidvasti sisitilasta. Puristettaessa kaasu taas luovuttaa lampoa
jadkaapin ulkopuolelle. Téssd kiytetddn hyviksi kaasun tila-
nyhtédlon ominaisuutta, etti pienentimilld painetta isotermisesti
voidaan entropiaa kasvattaa, ja piinvastoin. Paramagneettisessi
jéarjestelmissd paineen korvaa ulkoinen magneettikenttd: sitd
kasvattamalla voidaan spinejd jdrjestidd eli entropiaa pienentid.
Tatd ilmiotd, nimeltddn adiabaattinen demagnetointi, voidaan
kiyttdd laboratorio-olosuhteissa jdihdytykseen alle Kelvinin
limpétiloissa (*He-kompressorilla ei ilmeisesti pi#sti timin al-
le).

Adiabaattinen demagnetointi
Tarkastellaan taas spin-jarjestelmaa; halutaan kayttaa
spinejé jaahdytykseen.

e Muistetaan TD3 = lim1_,S(T) =0

e Halutaan siis pieni entropia, jarjestelma kohti
perustilaa.

TTT/ AANAN 4 /\/\/\/\/\/\T
TT\L ANANAAN AANAAN /\/\/I\
b W
\l/\l/\l//\/\/\/\/\ /\/\/\/\/\/\/\T

T /]\ l ANANAAN AN | AANAAAN
2 W

Sa

Kohti pienta entropiaa paastaan myods
kasvattamalla magneettikenttaa.

Lampokylvyssa kasvatetaan B:td — spinit
kaantyvat, S pienenee

Todennakdisyydet p; | = 1/(1 + eT2518)

= S riippuu vain uB/(kg T):sta.

Eristetyssa jarjestelmassa dS =0

= B:n pienentyessa adiabaattisesti T laskee.

Kiytinnossd menetelmiddn perustuva kone toimii tuttujen
ideaalikaasukoneiden tapaan syklissa.

Adiabaattinen demagnetointi 7, S-tasossa

Absoluuttinen nollapisteen saavuttamattomuus
Kuvasta: ei voida aarellisella maaralld toistoja paasta

T = 0:aan.
Eras TD3:n muoto: mikdan syklinen prosessi ei voi
paasta T = 0:aan.

Kéytannéssé jddhdytetdan kappaletta ja Idmmitetdan
ympéristéd
S,

A Kasvatetaan kenttaa eristyksissa
B Luovutetaan lampda kylpyyn
C Pienennetaan kenttaa eristyksissa

D Otetaan lampda jadhdytettavasta aineesta

Pohdittavaa: Milloin tehdaan ty6ta?
HT: laske/arvioi hyétysuhde

Seuraavaksi johdetaan uudestaan kaasujen sekoitusentropian
lauseke tarkaselemalla hilalla olevaa kaasumallia, jossa kaasu-
molekyyleilld on diskreetit mahdolliset paikat.

Sekoitusentropia

()
() 10
[ )

O (@)
° o
o @ @ [0

e N, + Ng = N hilapaikkaa, ny + ng = n
kaasumolekyylia

e Alussa erotettu valiseinalla, sitten annetaan liikkua
vapaasti.

e Statistiset painot

N N
—Qennen = —QA-QB = ( A ) ( nBB )(3~45)

na

Quteen = ( ,’,‘i ) ( ,ﬁ‘; ) (3.46)

Entropian muutos

AS = kg(In Qjéilkeen) — In(£2ennen) = Stirling, N>n —

k nlnﬂ—i—nlnﬂ
B | Na N B P

N, N
= kgnaln (14 -2 ) + kgngin (1+-2) (347
Na Ng

Tasmalleen sama tulos kuin aikaisemmin, korvattu vain
Vag — Nag



Tilanyhtalon johtaminen energiasta

Johdantona seuraavaan lukuun palautetaan mieleen paramag-
neettisen kiteen malli luvusta 3.3 ja kuinka laskimme tila-
nyhtdlon M(B). Laskimme siis Boltzmannin jakaumasta tilo-
jen T ja | todenndkoisyydet, ja tastd todennédkdisyysjakaumasta
odotusarvona magnetoituman M (B).

Voisiko M (B):n laskea ldhtien liikeelle kokonaisenergiasta
FE ja termodynamiikan 1. pddsadnnostd?

1. Tarvitsisimme ensin termodynamiikan ensimmiisen
padsddnnon magneettiselle jarjestelmille (katso tarkem-
min s. 36):

dE=TdS — MdB. (3.48)

Tami kaava siis vastaa kaasujen kaavaa dE = T'dS —
Pdv.

2. Saadaksemme magnetoituman meidén pitdisi nyt derivoida

oF
M=— <OB>S (3.49)

tai Py
M=T <BB)E (3.50)

3. Tatd varten pitdisi laskea entropia, jonka toki saisimme
Gibbsin kaavasta S = —kg Y p, Inp,.

Kokonaisuutena ylldoleva tapa on kovin hankala, koska S:n
lauseke on monimutkainen. Perusongelma on siind, ettd ener-
gian F luonnolliset muuttujat ovat S ja B, mutta limpokylvyssi
se on helpompi laskea 7":n kuin S:n funktiona. Koska energian
E luonnollinen muuttuja on S, se soveltuu parhaiten eristet-
tyjen jarjestelmien ymmairtamiseen. Ladmpokylvyn tapauksessa
haluaisimme energian sijalle toisen termodynaamisen potenti-
aalin, jonka luonnollinen muuttuja olisi 7. Téllainen on vapaa
energia F = E'—T'S, johon siirtymisté kisitellddn kurssin seu-
raavassa osassa.
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Luku 4

Termodynaamiset potentiaalit

4.1 Johdantoa

Klassisessa mekaniikassa on totuttu siihen, ettd kun tunnetaan
Hamiltonin funktio (energia) jirjestelmdd kuvaavien muuttu-
jien funktiona, voidaan siitd suoraviivaisesti johtaa ja ratkais-
ta litkeyhtdlot. Samoin kvanttimekaniikassa ldhdetéén liikkeel-
le Hamiltonin operaattorista, jonka ominastilojen l0ytiminen
on yleensd avain fysikaalisen tilanteen ymmaértamiseen. Tyy-
pillisesti halutaan 16ytdd jédrjestelmin perustila eli matalimman
energian tila. Klassisen mekaniikan liikeyhtélotkin voidaan (La-
grangen formalismissa) johtaa minimoimalla vaikutusta (aktio-
ta). Sekd laskuteknisesti ettd kisitteellisesti on fysiikassa usein
hyodyllistd muotoilla ongelma jonkun suureen tai funktion mi-
nimointina tai maksimointina.

Télla kurssilla on kylld laskettu energian odotusarvoja, mut-
ta emme ole missddn yhteydessi yrittineet “minimoida” ener-
giaa. Sen sijaan olemme ldhteneet liikkeelld (mikrokanonises-
ta) eristetysti jarjestelmistd, jonka energia on kiinted, ja toden-
neet termodynaamisen tasapainon vastaavan entropian maksi-
mitilaa. Limpokylvyssd olevan (kanonisen) jdrjestelmin koh-
dalla taas emme ole vield l0ytdneet mitdin suuretta, jonka mini-
mii tai maksimia termodynaaminen tasapaino vastaisi.

Tasapainotila

Mikrokanoninen ensemble
Eristetty jarjestelma

e Lampda ei johdu

e dQ=TdS

e “Luonnollinen muuttuja” S
Tasapainoehdot:

e Mikroskooppinen: 2 = max

e Termodynaaminen: S = max

Kanoninen ensemble
Jarjestelma lampoékylvyssa

e LAdmmaonvaihto kylvyn kanssa

e Kylpy "iso”: T vakio

e T luonnollinen muuttuja
Tasapainossa:

e Mikroskooppinen: Boltzmann p,

e Termodynaaminen: ??7?

Maksimoiko/minimoiko Iampdkylvyssa oleva
jarjestelma jonkin "potentiaalin”?
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Vastaus ylld olevaan kysymykseen on myonteinen;
lampokylvyssd olevan jarjestelmidn termodynaaminen ta-
sapaino vastaa ns. vapaan energian minimid. Ennen titd
kuitenkin kannattaa esitelli hieman (suhteellisen triviaalia)
matemaattista terminologiaa.

Legendren muunnos
Oletetaan kahden muuttujan funktio F(x, y):

OF OF
dF = <6x>y dx + ((%/)X dy

u(x,y)dx + v(x,y)dy

“.1)

4.2)

Konjugaattimuuttujat
Parit (x, u) ja (v, v) ovat konjugaattimuuttujien pareja

Halutaan ottaa x:n sijasta u uudeksi muuttujaksi, jonka
suhteen derivoidaan.
Tata varten maaritellaan uusi funktio

G(u(x,y),y) = F(x,y) — u(x, y)x

. dG= [g(x,y)dx (o y) dy]

_ {y_(x,y-)d')% + xdu(X:Y)]

=v(x,y)dy — xdu(x,y) (4.3)

Tissi siis annoimme uudet nimet u ja v alkuperdisen kahden
muuttujan funktiomme F' osittaisderivaatoille. Sen jdlkeen huo-
masimme, ettd yhdistelmin F' — ux differentiaali onkin luon-
tevampaa kirjoittaa u:n kuin z:n differentiaalin avulla. Nyt kun
on hieman harjoiteltu, lyhennetiin notaatiota ja jitetdiin funk-
tioiden argumentit merkitsemétta.

Legendre jatkuu
Oli siis

dF = udx+vdy, G=F —ux

— dG =vdy —xdu 44
Toisin sanoen oc
u y
G:n luonnollinen muuttuja on vu; entinen x on u:n
funktio:
u(x,y) — x(u, y). (4.6)

Legendren muunnos



Legendren muunnoksessa vaihdetaan seka
riippumatonta muuttujaa ettd tutkittavaa funktiota:

F(x,y) = G(u,y)—F—ux—F—x(Z’:) 4.7)
y

Termodynamiikka on tdynnd konjugaattimuutujien pareja.
Muistetaan TD1:

dEE=TdS — PdV + udN (4.8)

Tistd ndemme, ettd konjugoitujen muuttujien parit kaasusystee-
mille ovat (T, S), (P, V) ja (u, N). Voidaan huomata, etti kon-
jugoiduista muuttujista aina toinen (S, V', V) on ekstensiivinen
jatoinen (7', P, 1) intensiivinen.

Harmillinen “ongelma” energian E kéytossd lampokylvyn
yhteydessi oli siis se, ettd energian luonnollinen muuttuja on
entropia S. Lampokylvyssé sen sijaan laskemme Boltzmannin
jakaumasta kaiken 7':n funktiona, joten kannattaa tehdid Le-
gendren muunnos, jossa 71" otetaan S':n sijaan uudeksi muuttu-
jaksi.

4.2 Vapaa energia

Helmholtzin vapaa energia

e Boltzmannin jakaumasta saadaan esim (E), S jne.
T:n funktiona.

e On helppo derivoida niitd T:n suhteen, mutta TD1
sanoo:
dE=TdS—PdV + udN

= tulee vain derivaattoja S:n suhteen.

4.9)

Tehdaan siis Legendren muunnos S — T ja
maaritellddn uusi termodynaaminen potentiaali

Helmholtzin vapaa energia F
F=E-TS — dF=-SdT—-PdV+udN (4.10)

Tarkemmin Kkirjoitettuna voisimme siis esittdd ylldolevan
muodossa
F(T,V,N)=E(S,V,N)—-T(S,V,N)S, 4.11)

misti seuraa

dF = dE—d(TS) = [T dS—P dV+udN]—[T dS+SdT]
= —SdT — PdV + pdN  (4.12)

Osoitetaan nyt, ettd termodynaaminen tasapaino vastaa va-
paan energian minimié.

Tasapainoehto lampokylvyssa
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Pidetaan jarjestelman V, N vakiona

Oletetaan: jarjestelmaan siirtyy kylvysta
dQ = dE;

Jarjestelman entropian muutos dsS;

Ympéristdn entropian muutos dS, = —dE;/T

TD2: entropian kokonaismuutos > 0:

dS, + dS, = dS; — dE,/T >0
— dE,—TdS,=dF, <0 (4.13)

Tasapainoehto: vapaa energia minimoituu

F pienenee irreversiibelissa, pysyy samana
reversiibelissa prosessissa.

TDTP lampdkylvyssa: jarjestelman vapaan energian
minimi.

Tulkinta: F = E — TS.
E pyrkii alaspéin: suosii perustilaa, jarjestysta. S pyrkii
yléspain, kohti epdjarjestysta. T maaraa, kumpi voittaa.

Alaindeksit ovat lyhenteitd sanoista s=system, b=bath.

Tissd siis oletettiin, ettd ympdristo (1ampokylpy) pysyy ko-
ko ajan tasapainossa, joten silld on hyvin méiritelty lampdtila
T'. (T on siis tissi koko ajan kylvyn limpétila. Jos jirjestelmi ei ole termo-
dynaamisessa tasapainossa, silld ei vélttiméttd ole hyvinmédriteltyd lampatilaa.
Jos se taas on tasapainossa ympariston kanssa, on sen lampotila médritelmén
mukaan sama T'.) Jdrjestelmdn osalta taas prosessi on irreversiibe-
li, eli kohti tasapainoa etenevi. Tdma jarjestelmidn muutos koh-
ti tasapainoa toisaalta "haluaa” kasvattaa jarjestelmin entropiaa
dS,; toisaalta taas pienentdd jarjestelmin energiaa dE; (kos-
ka timé kasvattaa 1impokylvyn entropiaa). Tasapaino 16ydetédin
siind kohdassa, jossa vapaa energia minimoituu.

Nyt on huomattava, ettd ylld oleva tarkastelu koskee nime-
nomaan spontaaneja eli kohti tasapainoa vievid makroskoop-
pisia muutoksia. Toisin sanoen vapaata energiaa minimoidaan
nimenomaan “muiden makroskooppisten muuttujien” (kuten
o, statistisen mekaniikan peruspostulaateissa luvussa 3.1) suh-
teen. Eli 7', V, N ovat kiinteitd, ja termodynaaminen tasapai-
notila 1ampokylvyssi olevalle jérjestelmélle on vapaan ener-
gian Fs(T,V,N;aq,...«,) minimi {«;}:den suhteen. Kun
ollaan tasapainossa, {«;}:den arvot miériytyvit tasapainoeh-
dosta F' = Fiun, jolloin vapaa energia on kolmen muuttujan
T,V , N funktio.

Olemme korostaneet sitd, ettd vapaa energia on
kdytdnnollinen, koska 7' on sen luonnollinen muuttuja”.
Taméd ndkyy siind, ettd jos jérjestelmidn energiatilat osataan
laskea, on kaiken muun termodynamiikan, siis erityisesti
tilanyhtdloiden, laskeminen mekaaninen, suoraviivainen toi-
menpide, joka etenee vapaan energian kautta. Tétd on verrattava
mikrokanoniseen laskuun (esim. kidevirheet sivulla 25), jossa
jouduttiin ensin laskemaan lampétila ja sitten yritettiin kdantaa
tama yhtélo jotta saataisiin haluttu suure lampétilan funktiona.
Varsinainen ongelma on tietysti energiatilojen tunteminen, joka
on vuorovaikuttaville jarjestelmille vaikeaa.

Seuraavassa esitetdfin tdmd suoraviivainen algoritmi
jarjestelmille, jonka energiatilat tunnetaan ja partitiofunktio
osataan laskea. Lihtokohtina ovat siis Boltzmannin jakau-
ma (3.1) ja Gibbsin entropiakaava (3.39).



Vapaa energia ja partitiofunktio

1
= — —BE,
Py Ze

—kg Zujpu Inp, = —kg Zy:pu In (;e‘ﬁE")

=1

—
= kg(lnZ) (Z p,,> —ke Y _ pu(~BE))

kglnZ+E/T
— —kgThZ=E—TS=F.

(4.14)

(4.15)
(4.16)

Vapaa energia partitiofunktiostal F = —kgTInZ
Johtaa perusalgoritmiin:

e Lasketaan energiatilat £, ja partitiofunktio
Z=5 e Pt

o F=—kgTInZ

e Muut suureet derivoimalla:

oOF OF
= — —_— P - — i, =
> (aT)mN <BV)rN g

e Derivoida osataan aina — jos vain tunnetaan
E,, loppu on mekaanista.

4.17)

Palautetaan mieleen paramagneettisen kiteen malli. Laskem-
me tille nyt vapaan energian ja tdmén derivaattoina johdamme
tilanyhtdlon, suoraviivaisena sovelluksena ylld esitetystd algo-
ritmista.

Paramagneetti uudelleen

T
TTLLLTT
LT

TTLLLTTT
B

Tilat 1, |, energiat e| 1 = +uB

Lampokylpy lampdtilassa T

Yhden spinin partitiofunktio Z; = 2 cosh SuB

Kokonaismagnetoituma M = Ny tanh GuB

Energia E = —BM

(&%),

v
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Zy=> Y exp{—ﬁZ(—snuB)} =

s1==+1 sy==+1

Z exp {BsiuB}--- Z exp {BsyuB} = Z  (4.18)

si==+1 sy=T,l

Vapaa energia F = —kgTInZ = —NkgT In(2cosh SuB)
(4.19)
Riippumattomat vapausasteet Zy = Z)' = Fy = NF

Energia on summa toisistaan riippumattomista yhden spi-
nin energioista. Tdmén seurauksena partitiofunktio faktorisoi-
tuu toisistaan riippumattomien yhden spinin partitiofunktioden
tuloksi. T4lloin partitiofunktion logaritmi ja vapaa energia ovat
luontevasti ekstensiivisid, eli /N:n spinin vapaa energia on Fiy =
N F}, missd F} on yhden spinin vapaa energia.

Paramagneetti uudestaan, F potentiaalina

Edella laskettiin
Fy =—kgTInZy = —NkgTIn(2cosh fuB)  (4.20)
Tarvitaan magneetin TD1: dF = —-SdT-MdB (4.21)

Tama voidaan perustella suoraan spinien
todennakdisyysjakauman avulla

esﬂuB
Ps=+1 = 7

= (W)= ) sppe—i1
s=%+1

_ 8|nZl _ %
kBT< °B >T <8B>T (4.22)

Muut suureet suoraan F:n derivaattoina

OF
S = - = 4.23
(57, o
NuB
= NkgIn(2cosh GuB) — tanh SuB

E = F+TS5=-NuBtanhpuB (4.24)

oF E
M — (83) . =-5= Nutanh BuB  (4.25)

Algoritmi on samalla tavalla suoraviivainen aina, kun fun-
netaan joku termodynaaminen potentiaali luonnollisten muut-
tujiensa funktiona. Esimerkiksi vapaan energian luonnolliset
muuttujat ovat 7" ja B, ja koska paramagneettisen kiteen mal-
listamme osataan laskea vapaa energia nimenomaan 7":n ja B:n
funktiona, saadaan tilanyhtlo suoraviivaisesti. Samasta mallis-
ta saadaan toki myds energia 7:n ja B:n funktiona, mutta kos-
ka energian luonnollinen muuttuja on S eikd 7T, ei téllaisesta
E = f(T, B)-lausekkeesta voida suoraan derivoimalla laskea
vaikkapa entropiaa. Samoin esimerkiksi klassisen ideaalikaasun
energian yksinkertainen lauseke, Joulen laki £ = (3/2)NkpT,
on toki hyvin hyodyllinen, mutta pelkistdin siitd ei voida joh-
taa ideaalikaasun tilanyhtdlod. Tatd varten pitiisi tietdd esim.
E(S,V,N)tai F(T,V,N); ndmi selvisti monimutkaisemmat
funktiot on johdettava Joulen laista ja tilanyhtdlostd. Eksplisiit-



tiset lausekkkeet ks. (Arponen & Honkonen).
Muutamia huomioita ndin saaduista termodynaamisista suu-
reista:

e Lausekkeiden manipulointia helpottaa seuraava kaava:

Merkitddn « = tanhfuB, nyt M = Ny« ja
2

In(2 cosh fuB) = In AR

e Voidaan tarkistaa, ettd kun yll4 olevista kaavoista ratkais-
taan « magnetoituman funktiona ja sijoitetaan entropian
lausekkeeseen, saatu S(M) on sama kuin mikrokanonises-
sa laskussa (HT).

e Samoin voidaan S(M):n lausekkeen avulla tarkistaa, ettd
ylld olevat arvot vastaavat vapaan energian minimii mag-
netoituman M funktiona (HT). Téssd siis magnetoituma
M on “muu makroskooppinen muuttuja”, jonka arvo voi-
daan madrittdd tasapainoehdosta eli vaatimuksesta, ettd
F(M):n minimoituu.

e Kannattaa tarkistaa, miti tapahtuu rajoilla « — 0 ja o —
+1

e Nyt, toisin kuin mikrokanonisessa laskussa, on aina F <
0: kannattaa miettid miksi.

e Suoraan nihdiin, ettd M:n etumerkki on aina sama kuin
B:n, eli enemmistd spineistd on ulkoisen kentén suuntaisia.

Liséitietoa: Huomautuksia magneettisen systeemin energiasta
Oppikirjoissa esiintyy erilaisia konventioita magneettisysteemin
energialle riippuen siitd, mitkd vapausasteen itse asiassa lasketaan
osaksi systeemid. Y14 esitetty ensimmdisen pédidsddnnon muoto dF =
—SdT — M dB riippuu tésti konventiosta. Kirjallisuusvertailun hel-
pottamiseksi yritetdin tdssa hieman selkeyttia eri konventioiden eroja.
Tarkastelun kohteena on nyt siis jirjestelmd, jonka magnetoituma
on M = V M; oletamme tilavuuden vakioksi dV = 0. Ldhtokohtana
on perusrelaatio magnetoitumalle, kentinvoimakkuudelle ja magneetti-
vuon tiheydelle B = po(H+ M ). Niisti siis H riippuu vain ulkoisesta
magneetista, M ja B aineesta.
2B’
e Sihkoopista tutusta Poyntingin vektorista voidaan péételld mag-
neettikentdn muuttuessa siirtyvan energian maérd eli magneetti-
nen tys AW = VHdB = J=BdB — MdB

e Tilla kurssilla magneettikentin energia ei ole osa jirjestelmad,
eli jirjestelmin energia on E; = E — Ey,g, jolloin jérjestelmén
energian muutos on dE; = AW — dEn,, = —MdB. Ks. BS
(5.10.7).

e Magneettikentin energia on Ey, =

— Niin madritellylle jirjestelmélle B on energian luonnolli-
nen muuttuja.

— Energia on siis E(S,V,B) ja TDI saa muodon dE =
TdS — MdB.

— Legendren muunnoksella voidaan vaihtaa Iluonnollista
muuttujaa ja esitelld magneettinen entalpia H = E+ MB,
jolle dH =TdS + BdM.

e Jos sen sijaan vidhennetdin jirjestelmén energiasta vastaavan ul-
koisen kestomagneetin tai sdkovirtojen tyhjioon aikaansaaman
kentéin energia “3Y-"H>, saadaan dE? = aw — dloH? =
poH d M. (Arponen, Honkonen)

— Niin médritellylle jérjestelmélle M on energian Iuonnolli-
nen muuttuja.

— Energia on siis E(S,V, M) ja dE =T dS + poH dM.

— Taaskin voidaan Legendren muunnoksella esitelli mag-

neettinen entalpia H = E — poMH, jonka differentiaali
ondH =T7dS — MdH
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e Mandl (1.45) vihentid kokonaisenergiasta “—207—12 + HM.

Ehké varmempi tapa pysyé néissé kérryilld on kuitenkin tarkistaa suo-
raan suoraan spinien todennikéisyyksisti py, |, etti M = (OF /OB)r.

4.3 Entalpia, Gibbsin vapaa energia

Y114 siis tehtiin Legendren muunnos S — T, joka soveltui hy-
vin ldmpdokylvyssid olevan jérjestelmin kisittelyyn. Vastaavalla
tavalla voidaan tehdd munnokset my&s muille konjugaattimuut-
tujapareille.

Entalpia
Ey, P

@)

Jarjestelman seina liilkkuva, mutta eristetty

Lampoda ei johdu == S luonnollinen muuttuja

Ymparistd on "painekylpy”; P vakio, V ei

Halutaan tehda Legendren muunnos V <— P

dE = TdS — PAV + udN (4.26)

Entalpia H
H=E+PV — dH=TdS+VdP+ udN (4.27)

e Tasapainoehto edelleen S=max

e Lampodkapasiteetti vakiopaineessa

(7)., 7r), (),

OE oV
o= p(2L) = 42
(aT)P,J (6T>p,N Cr 429

o Kaytetdan usein kemiassa

e Magneetismissa vastaava M < B;
"magneettinen entalpia”

Tyypillinen kemiallinen reaktio seké luonnossa ettd useimmi-
ten laboratoriossa tapahtuu vakiopaineessa. Talloin reaktiossa
vapautuvasta limmosti osa kuluu laajenemiseen eiké jda loppu-
tuotteiden energiaksi. Kemiallisten reaktioiden energiatasapai-
no ilmoitetaan tdmin takia entalpian muutoksena (moolia tms.
kohden).

Tekemilld Legendren muunnokset sekd parin (S,7T) ettd
(V, P) suhteen saadaan myds hyddyllinen termodynaaminen
potentiaali Gibbsin vapaa energia eli Gibbsin funktio.

Gibbsin vapaa energia



e Liikkuva, 1ampd4 johtava seina

e Lampo- ja painekylpy = luonnolliset muuttujat
T, P

e Halutaan tehda Legendren muunnokset V < P
jaT<S

dE = TdS — PdV + pudN (4.29)

Gibbsin vapaa energia G
G=E+PV-TS — dG=-SdT+VdP+ udN
(4.30)

e Tasapainoehto G=min

Ekstensiivisyysargumentti, G = Ny
G ekstensiivinen, kuten kaikki TD potentiaalit:
G=g(P, T)N

Differentiaalista (4.30) (gﬁ) =pu=g(T,P)
P, T

= G(T,P,N)=pu(T,P)N (4.31)

Tamén tuloksen perusteella usein puhutaan Gibbsin vapaan
energian sijasta vain kemiallisesta potentiaalista. Jos hiukkasten
lukumiérd sdilyy, kyseessd on olennaisesti samasta suureesta.
Palauttamalla takaisin tehdyt Legendren muunnokset saadaan
muille termodynaamisille potentiaaleille relaatiot

E = TS—PV+uN (4.32)
F = —PV+uN (4.33)
H = TS+ uN. (4.34)

Ndistd on paljon vihemmin hyotyd kdytdnnon laskuissa kuin
voisi dkkiseltddn luulla, vaikka fysikaalista tulkintaa on tietysti
kiva mietiskella.

Hieman lisdd fysikaalista intuitiota termodynaamisiin poten-
tiaaleihin saamme toivottavasti tarkastelemalla “maksimaalisen
tyon” kisitettd.

Maksimaalinen tyo
Tarkastellaan irreversiibelid konetta:

F

+

Pb7Tb

AQ

37

e Oletetaan lampo- ja painekylpy Py, Tp
e Jarjestelma luovuttaa Iammoén Q ja tekee tyota

- Painetta P, vastaan
— "Hyddyllistd” voimalla F

Entropian muutokset:

e Jarjestelma AS

 Kylpy Q/T5

e TD2: AS+Q/T»,>0
Jarjestelma tekee ty6n

o Painetta vastaan P,AV

e Hyddyllista tyéta FAx = W
Jarjestelman luovuttama energia

— AE = PLAV + W + Q > PLAV + W — T,AS
— W< -A(E-T,S+P,V) (435)

Lampo- ja painekylvyssd T; ja P, ovat vakioita, siksi
TyAS = A(T,S)

Maksimaalinen tyo, jatkoa

Saatiin suurin mahdollinen jarjestelman tekema ty6
Wiax = —A(E — TpS + P,V) = —AA (4.36)

E — TpS + P,V = A ="availability,” erdénlainen

"*hyddyllinen” energia.

Reversiibelille prosessille T = T, ja P = P,

e A= —G Gibbsin vapaa energia antaa suurimman
mahdollisen tydn

e Selittda termin "vapaa energia”

e Irreversiibelissa prosessissa maksimaalinen ty6 on
pienempi.

Mahdollista tulkintaa:
e £ kokonaisenergia
e Vahennetaan T,S "hyddytontd” lampdenergiaa

e PV, tulkinta? Osa T S:std voidaan itse asiassa
kaytaa laajenemiseen, eli vahennettiin vahan
likaa.

Huom. etumerkit kaavassa Wh.x = —AA: jarjestelmén te-
kemd tyo W > 0 pienentédd A:taeli AA < 0. Potentiaali A siis
mittaa jirjestelméin jiljelle jadvid hyodyllistd, tyon tekemiseen
kiytettdvissid (“availability”) energiaa.

Tapauksessa, jossa jdrjestelmén tilavuus ei muutu, vaan tyo
tehdddn jollain muulla tavalla, kuten sdhkotyond, ei Helm-
holtzin ja Gibbsin vapailla energioilla ole mitdin olennaista
eroa. Télloin siis ndiden vilisen Legendren muunnoksen PV
on vain vakio, joten Helmholtzin vapaata energiaa voidaan pitdi
maksimaalisena tyona siind missd Gibbsinkin.

Lisitietoa: Energian nollakohdasta
Huomattakoon, ettd sekd energian kuin muidenkin termodynaamis-



ten potentiaalinen nollakohdan valinta on mielivaltainen. Jos tétid nol-
lakohtaa ei ole kiinnitetty tarkasteltavan jérjestelmin kannalta mie-
lekkdiilli tavalla, ei kohta A = 0 ole mitenkiin erikoisasemassa eikéi
tarkoita, ettd jarjestelméin tekemd hyodyllinen ty6 olisi juuri silloin
“kdytetty loppuun”. Mielekisti on tilléin vain laskea A:n muutoksia
esimerkiksi syklissd toimivan koneen kahden eri vaiheen vélilla.

4.4 Sovelluksia

Derivoimalla termodynaamisia potentiaaleja “ristiin” kaksi ker-
taa voidaan johtaa relaatioita termodynaamisten suureiden deri-
vaattojen vililla. Responssifunktiot ovat juuri téllaisia osittais-
derivaattoja, joten ndin voidaan johtaa yhteyksié niiden vilille.

Maxwellin relaatiot

dE(S,V) = TdS-—PdV (4.37)
dF(T,V) = —SdT-—PdV (4.38)
dH(S,P) = TdS+ VvdpP (4.39)
dG(T,P) = —SdT+VdP (4.40)

Derivaatat kommutoivat:

o 0 0 0

Saadaan Maxwellin relaatiot derivaattojen valille. Esim
oT o 0 oP

(av)s = asavf‘(as>v (“4-42)
oS o 0 oV

(ap)T = aTaPG_<aT)P (443)

o Hyddyllisia responssifunktioiden analysoinnissa.

e Muista dE. Tastad dF, dH, dG ja Maxwellit on
helppo johtaa.

o Etumerkkien tulkinta voi kertoa jotain
Yhtend esimerkkind Maxwellin relaatioiden kéytostd johde-

taan yhtidlo adiabaattisen ja isotermisen kokoonpuristuvuuden
ja lampokapasiteettien vilille.

Kokoonpuristuvuus ja lampokapasiteetti

oS aS
Cv=T (87’) . Cp=T (N)P (4.44)

1 /oV 1 /oV
=y (), m=v(m), @

e Ei suoraan Maxwelleja konj. suureiden valisille
derivaatoille.

e Ajatellaan S(T, V(P, T))

Co_ (95 _(0S\ , (95\ (v
T \oT), \oT), \ov),\oT/,

h 2
_ G, 1 (dV) (446
P

T Ve \oT

Missa 95 _ (9P
ov); \oT),

e Samoin V(P, T(P,S))

ks = (VY _(OVY (9V) (9T
s=\or),~\or),.\oT ), \0P ),

T /oV\?
_—vK;T+CP(8T>P (4.48)

ap), \os ), \at ), \as),

(4.49)

(), (37),

(4.47)

Lopulta &V — S (4.50)
C,D RT

Tatd kaavaa kannattaa miettid hetken aikaa. Téssd siis
on loydetty yhteys lammittimiseen ja kokoonpuristamiseen
(péillisin puolin tdysin toisiinsa liittymittdmiin prosesseihin)
liittyvien suureiden vélilla. Taméa on tyypillistd Maxwellin re-
laatioiden avulla johdettaville yhteyksille. Kdytdnnon tilantees-
sa voidaan tdtd soveltaa vaikeimmin laskettavan tai mitattavan
responssifunktion ilmaisemiseen helpompien avulla. Seuraavas-
sa esimerkissd kdytdmme titd saadaksemme arvion ddnen no-
peudelle kaasussa.

Aanen nopeus kaasussa
Aani on (pitkittainen) paineaalto.

e Adnen nopeuden riippuvuus kaasun
ominaisuuksista voidaan johtaa
hydrodynamiikassa.

e Tassa kdytamme vain dimensioanalyysia

e Taajuus > lammaon johtumisnopeus
— adiabaattisia paineen/tilavuuden muutoksia
—> mukana ks = — % (g—g)s,
[ks] = 1/Pa = s?m/kg

e Toinen relevantti suure massatiheys p = mN/V,
[p] = kg/m?3. m=molekyylin massa

¢ Nopeuden dimensioinen kombinaatio
[1/(rsp)] = (m/s)?

e Veikkaus cZ = 1/(ksp) = tdmd on itse asiassa
oikea tulos kerrointa myéten

Kaasulle ks on hieman hankalampi laskettava.
Kaytetaan
Cv _ ks 2

ol =2 (4.51)

Kiintedlla P, T ndma saadaan ideaalikaasulle helposti.

Tarkastellaan seuraavaksi toisena sovelluksena Joule-
Thomson-ilmiotd. Téssd siis kaasu virtaa eristetyn venttiilin
lapi korkeasta paineesta matalaan, ja ollaan kiinnostuneita sen
ldmpdétilan muutoksesta. Kiytdnnon esimerkkitilanne voisi
esimerkiksi olla, ettd avaat auton renkaasta venttiilin ja annat



ilman virrata ulos: jadghtyyko ilma vai lampeneeko? Tilanteen
tarkastelu lidhtee siitd, ettd identifioidaan keskeiset muuttujat:
mikd tiedetdidn, miki sdilyy ja mikd halutaan laskea.

Tissd tapauksessa tiedetéén siis

e Kaasun paine alussa ja lopussa

e Jirjestelmi on eristetty, eli entropiaa ei siirry ymparistosti
(entropia voi tietysti muuttua jirjestelmén sisdlld)

Kyseessd on siis reaalikaasu, jolle tilavuus ja limpétila voi-
taisiin periaatteessa johtaa tilanyhtéloistd entropian ja paineen
avulla, mutta on parempi kdyttid suoraan niitd ulkopuolelta
asetettuja suureita muuttujina. Olemme siis kiinnostuneita siis
lampétilan muutoksesta paineen muuttuessa. Arkikokemukseen
vedoten voidaan olettaa, ettd vaikkapa autonrengas-tapauksessa
muutos on suhteellisen pieni, joten tarkastellaan aluksi diffe-
rentiaalista muutosta, jolloin laskettava suure voidaan muotoilla
responssifunktiona 0T /OP. Tdmi derivaatta ei tietenkéin ole
vield hyvin maédritelty ennen kuin kerrotaan, mikd pysyy deri-
voitaessa vakiona.

Seuraavaksi kysytddn: mikd termodynaamisen potentiaalin
luonnolliset muuttujat ovat paine ja entropia? Differentiaalises-
ta relaatiosta dH = T'dS + V dP nihdiin, ettid vastaus on en-
talpia. Kannattaa siis tarkastella entalpian muutosta. Entalpian
ja sisdenergian ero on, ettd kun kaasun laajenemiseen tai pu-
ristumiseen liittyvd tyd muuttaa sen energiaa, niin se ei muuta
entalpiaa. Eristetyssd puristumisessa siis entalpia on vakio. Pe-
rustellaan tdmi sama tulos vield hieman toisella tavalla.

Joule-Thomson-ilmio

Kaasu virtaa eristetyn venttiilin 1api korkeasta
paineesta P, matalaan P,. Mita tapahtuu lampdtilalle?
(Kuvitellaan ménta tyéntamaan ulkoisella voimalla; vaikka
kaytannoéssa jatkuva virtaus.)

Tarkastellaan kiinteda N kaasua ja lasketaan
reversiibelisti (muutos=lopputila-alkutila).

e Eristetty: AS =0
e Alussa Vi, koko maara tyénnetdan lapi: tyd +P1 V4

e Lopussa V,, joka joutuu tydntdmaan mantaa: tyé
Az

e Sisdenergia £, = E; + P V] — P,Vl, = Entalpia
H = E + PV vakio!

Ajatellaan nyt siis H(T, P), halutaan saada T(P)
ehdosta H =vakio eli:

OH oH
=dH= | — T+ | =— P
0 d <3T)Pd (fP)Td

o1 (57)
— ) =- (4.52)
),

Tdssd kaytettiin aiemmin johdettua kaavaa (2.27) eli
(55). (39), (55), = 1.
Y/ z z/x x/y

= aJTE(

39

Nyt siis fysikaalinen ongelma on saatu redusoitua muutaman
osittaisderivaatan laskuun. Voimme tietysti ajatella, ettd ayr on
responssifunktio, joka on jokaiselle kaasulle erikseen mitatta-
va. Pienelld manipulaatiolla se voidaan kuitenkin ilmaista ta-
vallisempien responssifunktioiden avulla. Tdma helpottamisek-
si kerroin lausuttiin ylld entalpian derivaattojen avulla.

Joule-Thomson jatkuu
Halutaan ayr = (375),, = L

apP
(6

O
Ry

):
)e

) -6
P

| Q)
| ol

I3

Alakerta: (4.53)

S
\'

dH=VdP+ TdS

N . (OH _ oS
= Ylakerta: (8.‘3) . =V4+T <8P> .

Maxwell \, _ T (8‘/> (4.54)
P

aT
Saadaan
1 ov %
= —(V-T|(== =—((1-T 4.55
ayt CP( <8T>P> CP( ap) (4.55)
‘i‘____ Inversion curve
| kT
o ~.___ T Isenthalpic
i e
50 "mgurwes
< M ; ™~ Inversion

D . T
o 5
»>
FI-

o |deaalikaasulle ayr =0
o Todellisille kaasuille kokeellisesti

— T suuri: ayr < 0 = kaasu lampenee

— T pieni: gt > 0 = kaasu jaahtyy
— kaytannoén sovellus kaasun
nesteyttamisessa

e «a;p(T;) = 0 maarittelee inversioldmpdtilan T;.

Tatd ilmiotd siis voidaan kiyttdd ja kiytetddnkin kaasujen
jadhdyttimiseen.

Liséitietoa: Termodynamiikan rekonstruointi mittaamalla

Vaikuttava esimerkki perusteellisesta kokeellisesta tutkimuksesta,
Jjossa médritetddn kylmén heliumin “kaikki termodynaamiset ominai-
suudet”, muiden muassa parametrisaatio inversiokdyrélle, on artikke-
lissa Hill & Lounasmaa Phil. Trans. R. Soc. Lond. A, vol. 252 no. 1013
p- 357-395. Artikkelin pdf-version pitdisi nikyé yliopiston verkosta.


http://dx.doi.org/10.1098/rsta.1960.0009
http://dx.doi.org/10.1098/rsta.1960.0009

4.5 Laboratoriotyo

Tidysin vastaavasta ilmiostd, tosin kiintedlle aineelle, on kysy-
mys yhdessi kurssin laboratoriotdistd. Tédssd venytetddn metal-
lilankaa (venyttdvin voiman muutos vastaa paineen muutosta)
ja mitataan lampdétilan muutosta.

Langan adiabaattinen venytys
Ty 1

1. Venytetdan lankaa nopeasti. == adiabaattisesti

(L&mmon johtuminen hidasta)

2. Annetaan lampdtilan tasoittua.

Mika on lampétila Ty ? Onko Ty > To vai Ty < T?
Energiaperiaate: ulkoinen voima tekee tyéta: £; > Eo.
Lampétila?

Ryhdytaan laskemaan: dV = AdL P=—-f/A —
(07) - L(2) -
of s ANOP)s  A(5%). (5),
I S 1))
AlGv)e(57)p  CP/T
__LTer o 1 @s6)
Cp

(ap pituuden lampdlaajenemiskerroin, ap ja Cp tiedetdaén

positiivisiksi)

Lanka siis jaéhtyy, vaikka sen energia kasvaa!

(dE=TdS+fdL)

Huomautus kuvasta: koska langalla on nollasta poikkeava pi-
tuuden ldmpolaajenemiskerroin, se oikeasti venyy hieman lisaa
lammetessddn takaisin ympdariston ldmpoétilaan 7, venyttdvin
voiman f ollessa vakio. Kuva on siis viérin téltd osin.

Tissd siis kdytettiin osittaisderivaattakaavoja ja Maxwellin
relaatiota

o, = (or), =~ (o), =,

(4.57)

Metallin mikroskooppista rakennetta voi miettid esimerkiksi
palauttamalla mieleen mikrokanonisen limpdtilan mééritelmén
ja hahmottelemalla eri vakiopituutta vastaavia kdyrid F,S-
tasoon. Tieddmme siis seuraaavat asiat:

1. Lankaa venytetdén, eli pituus kasvaa . — L + AL.

2. Prosessi on adiabaattinen, eli S on vakio
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3. Lampdétila pienenee, eli venytyksen jilkeen kidyridn S(FE)
derivaatta on suurempi kuin ennen venytyst.

4. Approksimoidaan vakiovoimassa f tapahtuvaa ve-
nyttdmisen jélkeistd ldmpenemistd vakiopituudessa
tapahtuvalla. Nyt tiedetdén, ettd pituuden L + AL kdyraltd
suuremmalta S:n ja E:n arvolta on 16ydyttdvia kohta, jossa
1/T eli S(E):m derivaatta on sama kuin ennen venytysti.
Kiyrit S(E) siis kaartuvat alaspéin (toinen derivaatta on
negatiivinen).

Titd voi verrata laskuharjoituksissa 3 esiintyneeseen kumi-
nauhatehtdviin, jossa kuminauha ldmpeni adiabaattisessa ve-
nytyksessd. Myos silloin entropia pieneni pituuden kasvaessa,
mutta lampotilan kéytos oli eri. Tulokseen (4.56) johtava termo-
dynaaminen tarkastelu on tdysin yleinen ja pitee edelleen, mut-
ta yhdelld siini esiintyvistd responssifunktiosta on kuminauhan
tapauksessa eri etumerkki, milld?

Langan venytys, tulkintaa

e Vrt. kaasun adiabaattinen laajeneminen: myés
kaasu jaahtyy

e Termodynaamisesti lasku menee ihan samalla
tavalla.

e Langan venytysvoiman paine alkutilassa P = 07,
lopputilassa "P < 0” (Kaasulla negatiivisia paineita ei voi
esiintya)

S 4

L+ AL

Entropia ja Iampétila: muistetaan

1_(9
T \0E),

Venytys L — L+ AL

(4.58)

T pienenee, 1/T eli (52), kasvaa

Venytys adiabaattinen: S sama

Kéyra L + AL alempana, mutta jyrkempi

Edelleen toki vakiopituudessa tai -venyttivissd voimassa lan-
gan ldmpotilan nousu kasvattaa sen energiaa. Jos siis pituus pi-
detéddn vakiona ja lampdtilaa kasvatetaan, kasvavat myos ener-
gia ja entropia siirtyvédn lammon ansiosta. Ndin siis tapahtuu,
kun palataan takaisin alkuperdiseen limpdétilaan. Tehtdavissa ko-
keessa timéd uudelleen lampeneminen siis tapahtuu vetdvén voi-
man, eikd langan pituuden, pysyessd vakiona. Tilldin lanka
lampolaajenemisen takia pitenee entisestdadn. Siksi ylldolevaan
kuvaan piirretty loppupiste 7j on hieman kdyrin L+ AL oikeal-
la puolella. Vakiopituudessa tapahtuva limmitys vaatisi vetdvan
voiman pienentdmisti limpolaajenemisen vastapainoksi.



Luku 5

Faasitransitiot

5.1 Faasitasapaino

Olomuodonmuutokset eli faasitransitiot

Arkinen maaritelma terava muutos
makroskooppisissa ominaisuuksissa TD muuttujan
muuttuessa: sulaminen ...

TD maaritelma Epéajatkuvuuskohta TD suureessa.
Esim. hdyrystymisessa
V(T,P,N)=(0G(T,P,N)/OP)r n epajatkuva
T:n funktiona

Esimerkkeja

2.17K *He suprajuoksevaksi

o 7K lyijy suprajohteeksi

e 90K happi nesteytyy

e 273K jad sulaa

e 373K vesi hdyrystyy

e 710K happikalvo W(110)-pinnalla epajarjestyy

¢ 1043K raudan ferromagnetismi katoaa

e 1808K rauta sulaa
e 3023K rauta héyrystyy
e ~10eV/kg ~ 10*K vety ionisoituu

o ~200MeV/kg ~ 2 - 102K QCD-transitio (protonit,
neutronit sulavat kvarkeiksi ja gluoneiksi)

o ~100GeV/kg ~ 2 - 10'°K: sdhkdheikko transitio
(alkeishidut menettavat massansa)

Faasitransitiossa aine siis esiintyy samoissa ulkoisissa olo-
suhteissa (tyypillisesti P, T") makroskooppisilta ominaisuuksil-
taan erilaisissa muodoissa. Ndmad erilaiset ominaisuudet voidaan
tyypillisesti ilmaista responssifunktioina, jotka taas ovat termo-
dynaamisten potentiaalien derivaattoja. Vaikka asianmukainen
termodynaaminen potentiaali (yleensd Gibbsin funktio, kuten
tullaan ndkemiin) olisi jatkuva faasitransitiossa, ovat siis aina-
kin jotkut sen derivaatat epdjatkuvia.

Liséitietoa: Crossover-transitio

Y1l listatuista vedyn ionisoituminen ei itse asiassa ole tarkkaan ot-
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taen faasitransitio, vaan suhteellisen nopea, mutta ei epdjatkuva muu-
tos, englanniksi “crossover”. Sama pitee tdménhetkisen késityksen
mukaan QCD-faasitransitioon fysikaalisilla kvarkkien massoilla. Pel-
kistd gluoneista muodostuvassa jirjestelmissd sen sijaan tapahtuu
oikea faasitransitio. Samoin standardimallin faasitransitio olisi oi-
kea epdjatkuva transitio, jos Higgsin hiukkasen massa olisi My <
80GeV/c?, minki osoittivat Kajantie, Laine, Rummukainen ja Shapos-
nikov Phys. Rev. Lett. 77 (1996) 2887. Nyt Higgsin hiukkasen mas-
saksi tiedetiin kuitenkin My = 125GeV/c?, joten standardimallissa
kyseessid on jatkuva muutos. Hiukkasfysiikan standardimallille vaih-
toehtoisissa teorioissa kyseesséa voi kuitenkin olla epéjatkuva transitio.

Veden faasidiagrammi, terminologiaa

critical

218 | MM BRSNS RS " Point

P Ice
1 ...............................................
atm
0.006 - Wate r The large draing
is not too scale.
vapor e s
/ \ o 100 374
% o1 T°C

(Oikeasti jaasta monia eri muotoja.)

e Eri faasit: kiinted, neste, hoyry

e Rajana | koeksistenssikdyra (cx),ljolla eri
olomuodot voivat olla TD tasapainossa kesken&an.

e Kolmoispiste: kolme faasia tasapainossa
e Kiriittinen piste: cx-kayran loppu. (Héyrysta nesteeksi

voi mennd ilman epajatkuvuutta kiertamalla.)

Jarjestysparametri
Epajatkuvaa suuretta voidaan kutsua nimelld
Jarjestysparamettri.
o Neste — hdyry: jarjestysparametri tiheys (tai
tilavuus, N kiinted)
e Ferromagneetti: jarjestysparametri magnetoituma

¢ lonisoituminen: jarjestysparametri esim.
sahkodnjohtavuus

Jarjestysparametri ei yksikasitteinen: moni asia voi
muuttua


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.77.2887

Suuren lampoétilan faasi vastaa korkeampaa entropiaa ja
pienen matalampaa. Nimitys “jdrjestysparametri” viittaa sii-
hen, ettd sen eri arvot ovat jossain yhteydessd faasin
(epd)jdrjestykseen eli entropiaan. Selvimmin tdmi tulee esille
magneettisissa jarjestelmissd, jossa “jirjestyneessi” eli matalan
lampdatilan faasissa alkeisspinit osoittavat samaan suuntaan.

Tyypillisessd haihtumis- tai kichumistilanteessa esimerkiksi
nestemiinen vesi ja ilman vesihdyry ovat termodynaamisessa
tasapainossa keskendén. Tédssd tapauksessa tdytyy tosin olla hie-
man tarkkana, koska tilldin ilman seassa olevan vesihdyryn pai-
ne on eri kuin nestemdisen veden. Tdhdn esimerkkiin palataan
hieman myohemmin.

Johdetaan seuraavaksi ehto sille, milld edellytyksilld kaksi
faasia voi olla keskendin tasapainossa. Tarkastellaan eristettyé,
suljettua jarjestelmdid, jossa on tasapainossa aineen kahta eri
olomuotoa. Tille jéirjestelmille pitevit mikrokanonisessa en-
semblessd johdetut statistisen mekaniikan yleiset tasapainoeh-
dot (ks. luku 3.1), jotka takaavat, etteivit lamp0dd, mekaanista
tyotd tai hiukkasia siirry olomuodosta toiseen.

Tasapainoehdot
Saman aineen kaksi faasia tasapainossa

e E = F; + E; kiintea, E;, E, voivat muuttua
o V =V, + V kiinted, V4, V» voivat muuttua
o N = N; + N, kiintea, Ny, N, voivat muuttua
e 5=5+5

=—> Tasapainoehdot

Ti=Ty PL=P pi=pup (5.1)

P, T vakiot: luonteva TD potentiaali on Gibbsin vapaa
energia G

dG = VdP — SdT + udN (5.2)

o Ekstensiivisyys: G; = N;g;(T, P) (g siis hiukkasta
kohti, ei riipu enda N:ista)

o 1j = (0G;/ON;) = gi(T, P) = tasapainoehto
g(T,P)=g(T,P)

e Muistetaang =(E—- TS+ PV)/N=pu

Faasitasapainon laskeminen mikroskooppisesta teoriasta pa-
lautuu siis siihen, ettid olisi selvitettivd eri faasien kemialli-
set potentiaalit y eli Gibbsin vapaat energiat hiukkasta koh-
ti g luonnollisten muuttujiensa 7', P funktiona. Tdma ei tie-
tysti useinkaan ole kovin helppoa, mutta antaa evditd ajatel-
la asiaa yleiselld tasolla tarkastelemalla kemiallista potentiaalia
jérjestysparametrin funktiona.

Muistetaan luvusta 4.3, ettd termodynaaminen tasapainoeh-
to vakiopaineessa ja -lampotilassa on, ettdi “muut makros-
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kooppiset muuttujat” saavat arvon, joka minimoi Gibbsin va-
paan energian. Téssd tapauksessa jdrjestysparametri on nimeno-
maan téllainen “muu makroskooppinen muuttuja”, jonka suh-
teen G:td minimoidaan. Tarkastellaan tdssd konkreettisuuden
vuoksi hoyrystymistransitiota, jossa jirjestysparametri on p;
mutta timi analyysi pitee aivan yleisestikin.

Faasidiagrammi, Gibbsin vapaan energian
minimit

T 4
kaasu

CX
Ap

neste

Esim hdyrystyminen:
e Jarjestysparametri tiheys muuttuu epéajatkuvasti.
e TDTP: G:n minimi

o kaksi faasia = G(p):ll& kaksi minimia eri
tiheyksilla

e Metastabiilius: nopealla T:n/P:n muutoksella
jarjestelma "unohtuu vaaraan minimiin.”

kaasu neste ;

P
cx: molemmat faasit mahdollisia samalla 7, P

T /tai P\,

Vaikka 7T ja P wvalittaisiinkin siten, ettd vain toinen faaseista
on aito termodynaaminen tasapainotila, on toinen metastabiili
faasi transition ldhelld edelleenkin olemassa Gibbsin funktion
lokaalina (ei globaalina) minimind, T#lloin voidaan seurata, mi-
ten sen ominaisuuden kehittyisivit koeksistenssiviivan ”viérille
puolelle”.

Faasien Gibbsin funktiot erikseen
Seurataan kahden minimin g;( T, P):t4 erikseen. Huom:

oG 1 oG
— =V~-—>0 - =-5<0
(8P>T,N P <8T)P,N

(5.3)



s neste
2asu ————
P P
S
QQ
> I NN EE—
6';\
kaasu . —— - mw .
T T

Ylld olevassa kuvaajassa siis yhtendinen viiva on stabiili, fy-
sikaalinen tasapainotila. Katkoviivat taas esittdvit metastabiilin
epatasapainotilan suureita. Huomataan, ettd tiheyden liséksi ent-
ropia muuttuu hoyrystymistransitiossa epdjatkuvasti. Vaikkapa
sulamisen yhteydessd timé on helppo ymmartii intuitiivisesti;
kiintedn aineen molekyylit pysyvit hilassa paikallaan, kun taas
nesteessd ne voivat liikkua ja tutkia vapaasti suurempaa madrad
mikrotiloja.

Huomioita

e Hoyrystymistransitiossa Gibbsin potentiaalin 1.
derivaatat epajatkuvia, kuten

0G 1 9G
— =V~ - — =-S5 (54
<8'D>T,N P <8T>P,N CH

— Tallaista nimitetaan 1. kertaluvun
transitioksi”

— Faasista toiseen aarellinen AS kiintealla T
— latentti lamp0.

e Ensimmaisen kertaluvun transitiossa mahdollista
"koeksistenssi”: kaksi faasia TDTP:ssa
keskendan. Hiukkasen siirtyminen faasista toiseen
ei muuta Gibbsin potentiaalia, koska g on
molemmissa faaseissa sama.

o Kemiallinen reaktio erdanlainen faasitransitio.
Tasapaino p; = uo!

— Hoyry ja vesi tasapainossa <—-
reaktioyhtalén eri puolet tasapainossa.

e On tapauksia, joissa vasta 2. tai korkeampi
derivaatta on epdjatkuva = "2. kertaluvun
transitio”. Tall6in esim:

- Ei latenttia [ampd43, S jatkuva

— Voi olla esim (95/0T)p (lampdkapasiteetti)
epdjatkuva

Ensimmdisen kertaluvun transitiossa aineen vieminen
matalan ldmpdétilan faasista korkean ldmpétilan faasiin
lammittdmallad vaatii energiaa. Tami IAmpo ei nosta ldmpdétilaa,
vaan energia kuluu sulamiseen/hdyrystymiseen tms. eli kaasun
suurempaan energiaan. Télldin siis energia E on epédjatkuva
paineen ja lampdtilan P, T funktiona. Tdma epidjatkuvuus ei
kuitenkaan “haittaa” differentiaalilaskentaa, silli ndméi eivit
ole energian luonnolliset muuttujat: energia on jatkuva (joskaan
ei vilttimattd jatkuvasti derivoituva) luonnollisten muuttu-
jiensa S ja V' funktio, samoin kuin Gibbsin potentiaali omien
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muuttujiensa P:n ja T':n.

Koeksistenssin olemassaolo voidaan todistaa hiukan formaa-
limmin seuraavasti. Olkoon meilli ainetta N = N7 + N5 mole-
kyylié faaseissa 1 ja 2. Valitaan lampétila ja paine Tj, Py koek-
sistenssikéyriltd, jolloin yhteenlaskettu Gibbsin funktio on G =
N1g1(Ty, Po) + Naga(To, Py). Koska tasapainoehdosta saatiin
g1(To, Po) = g2(To, Po), miké tahansa jako Np, No antaa sa-
man G:n, eli on mahdollista tdlld lampatilalla ja paineella. Sen
sijaan (1. kertaluvun transitiossa) eri kombinaatioilla N7, Ny
on eri sisdenergia F, joten kéytettdvissd oleva energia mairaa
Ny, No:n. Téten esimerkiksi tdysilla kiehuvassa vesikattilassa
vesi ja hoyry ovat koko ajan tasapainossa. Nesteend ja hoyryni
olevien molekyylien méddrd muuttuu sen mukaan, kuinka pal-
jon hellasta on saatu energiaa. Toisen kertaluvun transitiossa ei
kahden faasin koeksistenssi ole mahdollinen, vaan lampétilan
(tai energian) muuttuessa jarjestelmi siirtyy kerralla kokonai-
suudessaan toiseen faasiin. Tétd on verrattava ensimmaéisen ker-
taluvun transitioon, jossa muutos tapahtuu “kuplimalla.”

Transition kertaluvun maédrittdd siis nimenomaan Se,
minkilaiset Gibbsin funktion derivaatat ovat epdjatkuvia: 1.
kertaluvussa jo ensimmaiset, 2. kertaluvussa korkeammat.

Liséitietoa: Korrelaatiopituus

Se, ettd toisen kertaluvun transitiossa ei muodostu minkééin kokoi-
sia kuplia, kertoo, etti tilloin aineen korrelaatiopituus £ — oo tran-
sitiossa. Kvanttikenttiteorian kielelld timi kertoo, etti ainetta kuvaa-
va kenttiteoria muuttuu massattomaksi transitiolimpdétilassa. Vastaa-
va klassinen kenttiteoria on talloin konformi-invariantti. Konformi-
invarianssi rajoittaa huomattavasti teorian rakennetta ja on matemaatti-
selta kannalta kiinnostava. Vastaavasti divergoiva korrelaatiopituus te-
kee teorian numeerisesta simuloinnista vaikeaa.

5.2 Ferromagneetti, Ising

Arkielamasta tuttu esimerkki vesi on itse asiassa mikroskoop-
piselta rakenteeltaan kovin monimutkainen. Havainnollistamme
siksi jdrjestysparametrin kisitettd hieman lisdd tarkastelemalla
magneettisia systeemejd, joille on helpompi rakentaa mikros-
kooppisia malleja.

Magneettijarjestelma, Isingin malli

TTRTTTTT
THLLLTTT
LIWETTTTT
TTLLLTTT

B

e Paramagneetille oletettiin vain

N
Eg=—> spB s==1 (5.5)
i=1

= ei vuorovaikutuksia spinien valilla.

e Myds spin luo magneettikentén, jonka naapurit
tuntevat. Lisatdan vuorovaikutus.

e Lasketaan ldhinaapuriparit (i, j) ja lisdtdan termi,
jossa samansuuntaiset spinit alentavat energiaa



- —J,jos11tai || elisis;=1
- J,jos T/ tai |1 elis;sj = —1

N
E = —JZS,‘SJ' — ZS,’,LLB
(i) i=1

e Jos B=0ja T =0, on jarjestelmalla uusi
perustila, jossa kaikki spinit 1 tai kaikki |, energia
—JNparela == ferromagneetti (kestomagneetti)

(5.6)

Nyt meilld on siis olemassa mikroskooppinen malli, jonka
yksinkertaisen perustilatarkastelun mukaan pitéisi johtaa ferro-
magnetismiin. Partitiofunktion laskeminen tille jarjestelmille ei
ole aivan yksinkertaista, koska eri spinit eivit ole riippumatto-
mia, eikd partitiofunktio titen faktorisoidu riippumattomien yh-
den spinin partitiofunktioiden tuloksi kuten aikaisemmin. Joi-
tain jirjestelmaltd vaadittavia ominaisuuksia voidaan kuitenkin
arvata tai ennakoida.

Faasidiagrammi B, T-tasossa
Mita tiedetdan/odotetaan

e Pienelld T < T, kestomagneetti, M # 0, vaikka
B=0

e Suurella T > T, entropia voittaa, epajarjestynyt
M=0,kun B=0

e Kun B # 0, enemman spineja B:n suuntaan
= M #0.

TD potentiaali on nyt vapaa energia, luonnolliset
muuttujat T ja B

dF = -5dT7 — MdB 5.7

T M>0

~

Il M<o  Te

e M on jarjestysparametri

e T < T.: M epajatkuva, kun B kulkee nollan
kautta.

o T < T.:1. kertaluvun transitio

e Tasmalleen T = T.: 2. kertaluvun transitio

Tasmaélleen lampotilan 7, ympdrilld transitio on toista ker-
talukua, koska esim. M(T)p—o (joka on F:n ensimmiinen
derivaatta) on jatkuva, mutta esimerkiksi (OM(B)/0B)r-r,
epdjatkuva.

Tamén kurssin konventioilla siis magneettisen jarjestelmén
termodynaamiset potentiaalit madritelldan siten (ks. s. 36), ettd

dEE=TdS - MdB (5.8)
ja vapaa energia I’ on luonnollinen potentiaali kiinteélld ulkoi-
sella magneettikentilld ja ldmpétilalla B, T'.

dFf = -5dT — M dB. 5.9
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Tarkasteltaessa vapaata energiaa siis magnetoituma M on "muu
makroskooppinen muutuja”, joka termodynaamisessa tasapai-
nossa asettuu B, T":n méirddmadn arvoon. Tdssd tasapainotilas-
sa, mutta vain siind, magnetoituma on siis tilanfunktio; mutta
voimme tarkastella jarjestelmédd my0s tasapainon ulkopuolella
muilla magnetoituman arvoilla.

Vapaa energia
Tarkastellaan funktiota F(B, T; M):

e B, T ovat tilanmuuttujia, maaratty ulkoisesti

e Jarjestysparametri M "muu” makroskooppinen
muuttuja,

e TDTP:n maaraa ehto: M on se, joka minimoi F:n

Arvataan vapaan energian muodoksi:

F(B, T; M) = ap+ax(T — T )M?*+a,M*—BM (5.10)

e B = 0: symmetria
F(B=0,T,M)=F(B=0T,-M)

e Lisatdan dipolien energia ulkoisessa kentasséa
—BM

e a,(T — T.), jotta saadaan aikaan
faasidiagrammaa vastaava kaytds

e Symmetrioihin perustuva sarjakehitelma:
”Landaun teoria”

Jos oletetaan, ettid vapaa energia on magnetoituman analyyt-
tinen funktio, voidaan se aina kehittdd Taylorin sarjaksi kohdan
M = 0 ympiarilld. Magneettisten dipolien energiaksi ulkoisessa
kentdssi tiedetddn M DB, ja muita parittomia M:n potenssia ei
voi olla, koska vapaan energian on oltava symmetrinen muun-
noksessa M — —M. Mikiin ei tdssd vaiheessa estdisi otta-
masta mukaan korkeampiakin M:in potensseja, ja varsinainen
perustelu niiden poisjédttdmiseksi on huomattavasti tdmin kurs-
sin ulkopuolista asiaa. (Ns. renormalisaatioryhmn avulla voidaan osoit-
taa, ettd korkeammat termit ovat ns. irrelevantteja operaattoreita, jotka eivit vai-
kuta teorian matalan energian, eli pitkien etiisyyksien, eli makroskooppiseen,
kiytokseen, josta tissi ollaan kiinnostuneita.) Vakio ag voidaan aivan hy-
vin valita nollaksi.

Johdetaan seuraavaksi, milld tavalla Landaun mallin yri-
te (5.10) vapaalle energialle johtaa magnetoitumistransitioon.
Tarkastellaan vapaan energian lauseketta eri magneettikentén ja
M?2-termin etumerkin arvoilla.

Vapaa energia Landaun mallissa

Arvattiin
F(M) = ag + ax(T — T )M? + aaM* — BM  (5.11)
T>T.:
Ei transitiota.
B < Bro >0
M M M



T < T.:
Transitio

>0

A S

— Koeksistenssi
B = 0: ] Transitio T:n muuttuessa

Havaittiin siis, ettd kun 7' > T, edetdédn ulkoista magneetti-
kenttdd muuttamalla jatkuvasti faasista M > 0 faasiin M < 0.
Télloin siis ei tapahdu faasitransitiota. Kun taas 7' < T, hyppéa
jérjestysparametri M epdjatkuvasti ulkoisen kentdn kulkiessa
nollan kautta. Kun 7" = T, on minimi kohdassa M ~ B/3,
jolloin M on jatkuva B:n funktio, mutta (OM/IB)r—r, ei,
kuten ei myoskéidn (OM/OT) p—o; kyseessi on siis toisen ker-
taluvun transitio. Samanlainen faasitransitio tapahtuisi aina, kun
M?-termin kerroin vaihtaa etumerkkii kohdassa T' = T, joten
muoto as (T — T,) tiytyy péitelld jotenkin muuten.

Seurauksia Landaun mallista (HT)

F(M) =ap+ ax(T — TO)M? + auM* — BM  (5.12)

Magnetoituma nollakentdsséa
Asetetaan B = 0 ja lasketaan | M| ehdosta F=minimi

—
M ~ JT.-T, T<T, (5.13)
-0 T>T. (5.14)
M~ T, — T

[ on Kriittinen eksponentti (kriittisen pisteen T, ominaisuus).
Muita kriittisia eksponentteja:

Lampokapasiteetti C,, ~ |T — T,|7“
Suskeptibiliteetti x ~ |T — T.|77.

Suskeptibiliteetti
Suurella T > T. unohdetaan M*-termi —> saadaan
B . .
M ~ 7 = Curien laki (5.15)

Kiriittiset eksponentit kuvaavat vastefunktioiden (divergent-
tid) kaytostd kriittisen pisteen ldhistolld; ne mainitaan tdssi
lahinnd siksi, ettd termi tulisi tutuksi. Kriittisten ekspo-
nenttien laskeminen on faasitransitioiden mikroskooppisen
ymmirtdmisen kannalta keskeisti, ja klassinen statistisen fysii-
kan jatkokurssien asia.

Saatu Curien laki osoittaa jdlkikédteen,
lampétilalla oli oikeutettua:

ettd suurella

1. Olettaa as(T —T,) eiki esimerkiksi as (T —T.)? tai muuta
vastaavaa, koska suskeptibiliteetin ldampétilariippuvuus on
oikea.

2. Unohtaa M*-termi, koska suurella lampdatilalla M~
1/T.

Curien lakikaan ei tietysti kiinnitd yksikésitteisesti funktio-
naalista muotoa 1" — T, samalla tavalla kelpaisi miké tahansa
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T':n funktio, joka (a) vaihtaa etumerkkid kohdassa T' = T, ja
(b) on suurella limpétilalla lineaarinen 7':n funktio; as (T —T¢.)
on vain yksinkertaisin ndmi ehdot toteuttava. Yleensd ollaan
kriittisten ilmididen teoriassa kiinnostuneita siitd mitd tapah-
tuu kriittisen pisteen 7' = 7T, ldhelld, jolloin voidaan ajatel-
la, ettii on kehitetty M?>-termin kerroin Taylorin sarjaksi timin
pisteen ympdrilld ja pidetty vain johtava termi. Magnetoitu-
ma lampotilan funktiona johdetaan tarkemmin laskuharjoitus-
tehtdvéni.

Y1l esitettiin Landaun malli siis kisid heilutellen ja symmet-
rioihin vedoten makroskooppisena efektiivisend teoriana, jon-
ka voidaan toivoa kuvaavan samaa fysikaalista tilannetta kuin
mikroskooppinen Isingin malli. Jotta voidaan tarkistaa, onko oi-
keasti néin, tdytyy pystyé jollain tavalla ratkaisemaan my0s var-
sinainen Isingin malli. Ndin tehddén kurssin numeerisessa labo-
ratorioty6ssa.

Isingin malli
Ylla maariteltiin ns. Isingin malli ferromagneetille

N
E({sitiz1.n)=—J ) sisj— Z siuB
() i—1

(i,j) = parit i, j naapureita (5.16)

e 1d:ssa (spinketju) analyyttinen ratkaisu
oppikirjoissa

e 2d:ssa J kuuluisa analyyttinen ratkaisu,
magnetoitusmistransitio

e 3d...ei analyyttista ratkaisua — ratkaistaan
numeerisesti

Tietokonesimulaation idea:

¢ Halutaan Boltzmannin jakauma

p({si}i—1..n) = T exp {—BE({si}i=1..n)}

e Jos tiedetdan spinit {s;},=1..n, On energia
E({si}i=1..n) helppo laskea

o Isolle jarjestelmélle kaikki 2V konfiguraatiota
mahdotonta kayda 1api

e Monte Carlo-metodi: arvotaan spinit {s;},—1. v ja
muutellaan niité oikealla tavalla satunnaisesti
— oikea jakauma.

Lisitietoa: Isingin malli eri dimensioissa

Kaksiulotteisen Isingin mallin (ilman ulkoista magneettikenttii) rat-
kaisi ensimméisend Lars Onsager (kemian nobelisti 1968, joskaan ei
tastd tyosta) kuuluisassa paperissa (Phys. Rev. 65, 117-149 (1944).).

Renormalisaatioryhmén avulla voidaan osoittaa, ettd kun avaruudes-
sa on 4 tai enemméin ulottuvuuksia (d > 4), antaa Landaun teoria oi-
keat kriittiset eksponentit. Kun avaruuden ulottuvuuksien miéréd on pie-
nempi, voidaan eksponentteja laskea ns. e-ekspansiona laskemalla ne
4 — e-ulotteisessa avaruudessa ja kehittimélla potenssisarjaksie = 0:n
ympirilld. Renormalisaatiota késitelldéin kunnolla kvanttikenttiteorian
Jjatkokurssilla sekd statistisen fysiikan yhteydessa jatkokurssi MoKa:lla
(monen kappaleen ilmiét).

Ensinnékin lienee paikallaan huomauttaa, ettd ddrellisessa
jarjestelmisséd ei itse asiassa koskaan tapahdu faasitransitio-
ta. Tdméd on helppo nidhdd siitd, ettd jos partitiofunktio on
adrellisen monen konfiguraation summa, se on muuttujiensa
(T',V, N tai magneettijirjestelmélle 7', B) analyyttinen funk-
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tio. Talloin sekd Z ettd kaikki termodynaamiset suureet, jotka
saadaan sen derivaattoina, ovat jatkuvia. Faasitransitiolle vaa-
dittava epdjatkuvuus voidaan siis saada aikaan ainoastaan “’ter-
modynaamisella rajalla” N — oo, jota ei tietysti suoraan voida
adrelliselld tietokoneella ratkaista. Kédytdnnossi siis joudutaan
simuloimaan mahdollisimman suurta jarjestelmii, jossa termo-
dynaaminen suure (tdssd magnetoituma) muuttuu dkillisesti ti-
lanmuuttujan (tdsséd lampatila tai ulkoinen kenttd) funktiona. Jos
halutaan olla huolellisia, on simulaatiot tehtdvi eri kokoisille sa-
malla mallilla kuvattaville jarjestelmille ja ekstrapoloitava, mita
tapahtuu jarjestelmin koon kasvaessa.

Koska siis halutaan simuloida mahdollisimman monen (V)
spinin jirjestelmdi, on mahdotonta kdyda 1dpi kaikki (tdssi ta-
pauksessa 27V) tilaa, joissa spinit voivat olla. Timi seuraa to-
ki jo siitd, ettd tiloja on liian monta. Tdrked huomioon otetta-
va seikka on my®s se, etti Boltzmannin tekiji e~ on useim-
mille tiloille erittdin pieni, ja partitiofunktion arvon madraavat
lahes kokonaan ne suhteellisen harvinaiset matalan energian ti-
lat, joissa spinit ovat jdrjestyneet suurehkoiksi samaan suuntaan
osoittaviksi alueiksi. Laskettaessa erittdin pieniéd lukuja yhteen
suurempien kanssa numeeriset virheet kasvavat suuriksi, ja suu-
rin osa ajasta hukataan tiloihin, joiden osuus partitiofunktion ar-
vosta on pieni.

Tarkoituksena on siis luoda tietokoneen satunnaisgeneraatto-
ria hyviksi kdyttden tapeeksi suuri joukko N:n spinin tiloja si-
ten, ettd ndiden tilojen todennikoisyydet vastaavat Boltzmannin
jakaumaa. Toisin sanoen halutaan, ettd luotavassa tilojen jou-
kossa esiintyy paljon (usein) matalan energian tiloja ja harvem-
min korkean energian tiloja. Halutaan mydskin, ettd jokainen
mahdollinen N:n spinin tila voi esiintyéd luotavassa joukossa,
toiset enemmén ja toiset vihemmin todennékdisesti. Jos tdssa
onnistutaan, riittdd laskea fysikaalisten suureiden odotusarvot
keskiarvoistamalla ne niin tuotettujen tilojen, eikd kaikkien
2V mahdollisen, yli. Uusien algoritmien kehittiminen mikro-
tilojen luomiseksi tunnetun todenndkdisyysjakauman mukai-
sesti on aktiivinen tutkimusongelma monilla fysiikan aloilla;
tdssd kéytetddn erdstd mahdollista algoritmia eli Metropolista.
Tidssd yhteydessd ei suoranaisesti suoranaisesti todisteta, ettd
tami menetelmi tuottaa mikrotiloja, joiden energiat noudattavat
Boltzmannin jakaumaa. Toivottavasti seuraava perustelu kuiten-
kin tekee tésté viitteestd ainakin jossain méérin uskottavan.

Metropolis-algoritmi

1. Arvotaan alkutilan spinit {s;};=1.. n ja lasketaan
energia Ey

2. Kokeillaan muuttaa yhta spinia: lasketaan
energian muutos AE

3. Hyvaksytaan muutos todennakdisyydelld
min(1, exp{—GAE})

e Energiaa alentava muutos hyvaksytaan aina

¢ Energiaa kasvattava muutos hyvaksytaan
todennékdisyydelld exp{—GAE}

4. Palataan kohtaan 2.

o Keskiarvo simulaatioajan yli = keskiarvo
Boltzmann-jakauman yli

e Miksi tasta tulee Boltzmann? Keskeinen perustelu:
toteutetaan detaljibalanssiehto (detailed balance).

e p,=tilan v todenndkdisyys. Merk,
W, _, ,=siirtyméatodennakadisyys tilaan .

e Nyt yhdella aika-askeleella p, voi

— pienentya, siirrytaan tilaan p:
Apl/ = —Pv ZN Wu—m

— kasvaa, siirrytaan tilasta p:
Ap, = EIJ« Pu WH—H/

e p, €i muutu, jos siirtymatodennakdisyydet

toteuttavat
w,_, .. .
w_ Pu detaljibalanssi (5.17)
Wp—n/ pV

Nyt siis muutetaan (tai ainakin kokeillaan muuttaa) yhti spi-
nid kerrallaan. Nédin muodostuu N spinin tilojen ketju, jossa
peridkkiiset tilat ovat hyvin ldhelld toisiaan. Yksittéistd askel-
ta nimitetdin joskus askeleeksi “simulaatioajassa”. Till4 ei tar-
vitse olla mitdin tekemistd fysikaalisen spinjirjestelmén oikean
aikakehityksen kanssa. Sen sijaan luvussa 3.4 mainittu ergodi-
suushypoteesi on téssikin keskeinen: on tirkedi, ettd simulaa-
tioajan lahestyessd ddretontd systeemi kdy ldpi kaikki mahdol-
liset mikrotilat. Metropolis-algoritmi on selvésti ergodinen: jo-
kaista spinid kokeillaan muuttaa (joko sdadnnollisessd tai satun-
naisessa jarjestyksessd) vuorollaan, ja spinid kdfinnetdiin aina
nollaa suuremmalla todennékoisyydella.

Yritetddn vield perustella detaljibalanssiechdon toimivuutta
hieman tarkemmin. Oletetaan, ettd on lihdetty satunnaisesta al-
kutilasta ja tehty jo suurehko joukko ylla mééritellylld tavalla sa-
tunnaisia pdivityksid spineihin. Nyt n simulaatio-aika-askeleen
jélkeen systeemi on siis jollain todennékoisyysdelld p’ tilassa
v. Jos jakauma p], on sama kuin Boltzmann-jakauma p,, takaa
detaljibalanssiehto sen, ettd myos seuraavan simulaatioaskeleen
jélkeisten tilojen todennékoisyysjakauma on edelleen sama.
Tarkastellaan sitten tapausta, jossa tilan v todennédkdisyys simu-
laation tdssd vaiheessa on pienempi kuin Boltzmann-jakauman
mukaan pitdisi, eli p!) < p,. Todennikoisyyksien summan on
oltava yksi, joten systeemi on nyt jossain muussa tilassa p suu-
remmalla todennikoisyydelld, kuin sen Boltzmannin jakauman
mukaan pitdisi, eli pj; > p,,.. Unohdetaan nyt yksinkertaisuuden
vuoksi siirtymit muihin tiloihin. Tehddidn nyt yksi simulaatio-
askel. Uusi todennékdisyys olla tilassa v on p" T, joka voidaan
laskea seuraavasti:

e Voidaan siirtyi pois tilasta v, todennékdisyys tdmin tapah-
tumiselle on todennékoisyys sille, ettd oltiin tilassa v ja ettéd
siirrytiddn muualle, eli p ™! = —p2W,,_,,

e Voidaan siirtyd muualta tilaan v, todennédkdisyys tdmén ta-
pahtumiselle on todennékdisyys sille, etti oltiin muussa ti-

lassa p ja etti siirrytiin tilaan v, eli pn+! = PuWi—v

Nyt tilan v todennékoisyyden muutos on
:/H_l_pz = pzwuéu_pﬁwuﬁu > quu—n/_quV—ul =0,
(5.18)
missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd siir-
tymitodennédkoisyydet T ja halutun Boltzmannin jakau-
man todennédkdisyydet p, toteuttavat detaljibalanssiechdon
(5.17). Toisin sanoen, jos n simulaatioaskelman jilkeen to-
dennikoisyys olla tilassa v on pienempi, kuin Boltzmannin
jakauman mukaan pitdisi, niin seuraavan aika-askeleen tekemi-
nen kasvattaa titd todenndkoisyyttd. Samanlainen argumentti



kertoo, ettd jos p > p,, niin p?Tt — p? < 0. Algoritmi siis

konvergoi askel askeleelta kohto Boltzmannin jakaumaa.
Yksi tarkistus télle todenndkdisyyksien muutoksien lasken-
nalle on, ettid todennikoisyyksien summa séilyy ykkoseni:

0=Al=A (Zpy> => Ap,
= Z <_py Z Wu—>u + Zpuwu—w>
v 1 1

= Z (7pl/Wu~,u + quu—m) =0,

sV

(5.19)

misséd viimeisen yhtdsuuruuden nékee siitd, ettd koska nyt mo-
lempien tilojen p ja v yli summataa, voidaan toisesssa termeisti
vaihtaa indeksin nimed p < v.

Metropolis-algoritmi toteuttaa selvdsti detaljibalanssieh-
don. Tdmd ndhdddn suoraan kirjoittamalla auki tilojen to-
dennikoisyydet ja siirtymitodenndkdysyydet. Jos esimerkiksi
E,=FE,—e<E,on

1
p, = EefﬁEv (5.20)

1
Py = Ee*mEv*f) (5.21)
W,y = e (5.22)
Wyow = L (5.23)

Lisitietoa: Kriittinen hidastuminen

Metropolis-algoritmi on yksikertainen, mutta faasitransition lihelld
hyvin altis kriittiselle hidastumiselle. Tami tarkoittaa sitd, ettd simu-
laation kuluessa tilalla on taipumus jddded ’’junnaamaan” ldhelle sa-
maa tilaa. Algoritmilta kestdd pitkd aika siirtyd toiseen tilaan jonka
energia on yhtd matala, mutta joka vaatisi monen spinin kadntamista.
Tilloin Metropolis-algoritmissa joudutaan eteneméiidn monen Kkor-
keamman energian tilan kautta, mikd on vaikeaa, koska joudutaan
hyviksyméiin monta energiaa kasvattavaa spinin muutosta ykkosté pie-
nemmillé todennikdisyydelld. Nopeammin eri matalan energian tiloja
pédstdan tutkimaan nykyaikaisemmilla klusterialgoritmeilla, jossa sa-
malla péivitysaskeleella kaddnnetddn suurempi joukko spinejd kerral-
laan. Talloin siis simulaatio kdy ldpi suuremman méérdn mikrotilojan
nopeammin. Kriittiselld hidastumisella on selvéd yhteys sivulla 43 mai-
nittuun korrelaatiopituuden kasvuun. Suuri korrelaatiopituus transition
ldheisyydessi kertoo, ettd spinit muodostavat suuria samaan suuntaan
osoittavia alueita. Siirtyminen yhdesti matalan energian tilasta toiseen
vaatisi kokonaisen tillaisen alueen spinien kadntamistd kerralla.

5.3 Clausius-Clapeyron

Tarkastellaan seuraavaksi hieman tarkemmin termodynaamis-
ten muuttujien muutosta, kun yksi molekyyli siirtyy faasista
toiseen. Télloin saadaan myds johdettua yhtdlo koeksistens-
sikdyrille, eli transitioldmpdtilan paineriippuvuudelle.

Latentti lampo
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Tarkastellaan kahta faasia tasapainossa
Merk. Vi = V,/N,, Si = 5,//\/,, Ei = E,'/N,' jne.
Kaikki T, P:n funktioita

Tiedetaan

(5.24)
(5.25)

gl(T,P) =
e1—Tsit+Pvi =

&(T,P)
g — TS+ Pw

Siirretaan yksi molekyyli faasista 1 faasiin 2.

e Sisdenergia muuttuu e, — e; — tuotava ulkoa
energiaa

e Tilavuus muuttuu v» — vy = tuotava ulkoa
energiaa tydbhoén P(v, — v)

e Yhteensa: b1 =€p—e1+ P(V2 — V1) = T(52 — 51)
(cx-ehdosta)

Latentti Idmpo
Faasien eri entropioista johtuva energiaero (tuodaan
yleensa lampona)

“latentti [Ampd” Ly, = T AS = AH (5.26)

e Esim héyrystymislampd, sulamislampd

Yhtdlo (5.25) saadaan suoraviivaisesti Gibbsin funktion
médritelmésta G = E + PV — TS = gN jakamalla se puo-
littain hiukkasten lukumaaralla.

Nyt siis tarkastellaan koko ajan tasapainossa olevaa kahta faa-
sia, eli lampotila ja paine ovat jossain 7', P-tason koeksistens-
sikdyralld. Muistamme luvusta 4.3 ettd paineen ollessa vakio
T dS on nimenomaan entalpian H muutos. Téssd siis energi-
aa tuodaan ulkoa ldmpond (siksi termi on nimenomaan latent-
ti ldampo) ja tdmi [Ampo kasvattaa jirjestelmén entropiaa. Tassd
vain entropian kasvu ei ndy lampétilan kasvuna vaan aineen olo-
muodon muuttumisena.

Ennen jatkamista tarkastellaan palautetaan mieleen esi-
merkkifaasidiagramma ja tarkastellaan sitd hieman tarkemmin.
Yleensd aineen matalan 1dmpétilan faasi on sama kuin suuren
paineen faasi, eli koeksistenssikdyrd on nouseva kdyrd 7', P-
tasossa. Tama patee esimerkiksi veden ja vesihOyryn koeksis-
tenssikdyrille. Sen sijaan veden ja jadn koeksistenssikdyrd on
erilainen.

Vesi, arkielamasta tuttua

critical

218 b N R W0 Pofnt

P ice
1 ...............................................
atm
0.006 [=-rere e Wate r The large dra/wing
is not too scale.
vapor e o
7\ R 1700 374
0 o1 T°C

Sulamiskayra ja hdyrystymiskayra eri suuntaan: miksi?



o Miksi tavallinen transitiolampédtila kasvaa paineen
kasvaessa?

o Mita erikoista on jaassa?
o Miksi se nékyy paineriippuvuudessa?

AP
tavallinen

neste

S
?

T

Tamédn kysymyksen kvantifioimiseksi voimme johtaa
yhtdlon, joka méardd koeksistenssikdyrdan. Tamé tehdédédn tar-
kastelemalla Gibbsin funktion muutosta, kun edetddn kdyrad
pitkin, infinitesimaalisen verran sen jommalla kummalla puo-
lella. Muistetaan, ettd faasien Gibbsin funktiot ovat keskenéin
yhti suuria kdyrén eri puolilla: g1 (T, Pex(T')) = 92(T, Pex(T)),
mutta muuttuvat kylld kédyrdd pitkin edettidessd perusdifferen-

tiaalin dG = —SdT + V dP + pdN mukaisesti (missd nyt
dN = 0).

Clausius-Clapeyron-yhtalo

AP
kiintea (1) neste (2)
-
Edetaan pitkin cx-kayraa
g(T.P) = &(T.,P) (5.27)
dgl(T, P) = de(T, P) (528)
dg = —sdT +vdP (5.29)
—5:dT +vidP = —s5dT +wdP (5.30)
oP S — 5
| — = = -
0T ] & V2 — Vi
Ui
= — 5.31
T(V2 — Vl) ( )
Clausius-Clapeyron-yhtalo
Latenttilampd ja tilavuuden muutos maaraavat
faasirajan kayran:
oP Lo
(m)cx T TAV (5-32)
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Yhtilossid esiintyvit suureet siis ovat

Lq_,o Faasimuunnoksen latentti 1dmp6 (esim. sulamis- tai
hoyrystymislampd). Tamé on aina positiivinen, kun siir-
rytddan matalan limpdétilan faasista korkean lampétilan faa-
siin.

AV Tilavauden muutos, esimerkiksi vesikilogramman ja
hoyrykilogramman tai vesimoolin ja vesihdyrymoolin ti-
lavuuksien erotus. Tdmid on aina positiivinen kun siir-
rytddn matalamman paineen faasiin. Yleensd matalamman
paineen faasi on myos korkeamman lampétilan faasi, ja
AV > 0 kun Li_s > 0. Veden ja jdén tapauksessa

Li_5 > 0ja AV < 0, joten koeksistenssikdyréd on las-
keva funktio.

Siirtyessd yhtélostd (5.31) muotoon (5.32) lavennettiin mur-
tolauseke hiukkasten lukuméaérilld, jolloin siirrtyttiin tilavuu-
desta ja latenttilimmostd hiukkasta kohti (v ja ¢) koko
jérjestelmin tilavuuteen ja latenttilimpoon V = Nvja L = N/.
Kiytdinnon laskuissa voidaan valita kumpi muoto tahansa; tar-
vitsee vain tuntea latentti ldmpd ja tilavauden muutos samalle
ainemdarille, oli se sitten yksi hiukkanen, yksi mooli tai vaikka
yksi kilogramma. Latentti lampd L ja tilavuuden muutos ovat
ekstensiivisid ja niiden suhde intensiivinen, kuten myos 7" ja P.

CCY, huomioita

o Ajateltava differentiaaliyhtaldksi, joka maaraa
koeksistenssikayran P (T) T, P-tasossa.

e DY:n ratkeaminen riippuu L:n ja AV:n
lampétilariippuvuudesta.

e Latentti lampd L;_.; ja tilavuuden muutos AV
mitattavia suureita

e Yleensa L; ., >0 — AV > 0 (suuremman
entropian faasi 2 on harvempi) = cx-kayra on
nouseva T, P-tasossa

¢ Vedelle toisin pain, koska kiinted on harvempaa
kuin neste.

Lasketaan yksinkertaisena sovelluksena arvio veden kie-
humispisteelle matalammassa ilmanpaineessa eli koeksistens-
silimpétila Tex (P). Léhtokohtana on normaalipaineessa tunnet-
tu kiehumispiste 100°C. Kiytetddn Clausius-Clapeyron-yhtiloa
yksinkertaisimmassa mahdollisessa approksimaatiossa, eli ap-
proksimoidaan koeksistenssikdyrid suoralla T', P-tasossa. Suo-

ran kulmakerroin saadaan CCY:n antamasta derivaatasta nor-
maalipaineessa.

CCY, esimerkkisovellus

(gi) - ;153((;))

Kiehumisen paineriippuvuus

(5.33)

e Meren pinnan tasolla P =~ 101kPa, kiehumispiste
T, =373.15K

e Mt. Everestilla P ~ 36kPa. Mika on T,?



e Tarvitaan
- AV/m = Viaasu/m ~ 1.7m3 /kg
- L/m=~23J/kg.

Saadaan

dapP 2.3J/kg
dT  373.15-1.7m3/kg

~ 3.6kPa/K

(5.34)

Jos paine muuttuu AP ~ —65kPa, niin
AT, ~ —65/3.6K~ —18 K.

Mt. Everestilla vesi siis kiehuu noin 82° C:ssa.

Tehtiin linearisoitu approksimaatio, oletettiin
cx-kayra suoraksi (dP/dT =vakio).

Hieman sofistikoituneemmalla tavalla CCY:td ratkaistaan
kurssin laboratoriotydssd, jossa mitataan erikseen latenttia
lampodd ja kiehumispistettd. Nyt latenttia [ampoa ei oleteta va-
kioksi, vaan sen lampdtilariippuvuutta approksimoidaan line-
aarisesti. Liséksi ei approksimoida koeksistenssikdyrdd suora-
na kuten ylld, vaan ihan oikeasti ratkaistaan CCY differentiaa-
liyhtdlond, joka ei tdssd tapauksessa ole erityisen vaikea ratkais-
tava.

Laboratoriotyd: hoyrystymislampo
OP\  Li_o(T)
<8T>CX TAV

Laboratoriotydn idea: testataan yhtaléa mittaamalla
erikseen:

(5.35)

latentti lampo L; > (normaalipaineessa)

héyrynpainekayra mitattava P(T) tai itse asiassa
T(P) useassa kohdassa cx-kayraa, jotta saadaan
arvio derivaatalle

e Sekd L; ., ettd AV riippuvat T:std/ P:sta

o Laboratoriotydssa oletetaan riippuvuus
L]_HQ(T) = NkB(a + 57-)

e Oletetaan kaasu harvaksi ja ideaaliseksi
== AV ~ V, = NkgT/P

dP\ _ Nkg(a+ ST)
(57 ).~ T o1

— T2
—~ - (F) e le (1)

(5.36)

Kannattaa huomata, ettd kun liikutaan vain koeksistekéyralla
P (T) tai Tex(P), voidaan kumpi tahansa niistd valita riippu-
mattomaksi muuttujaksi. Erityisesti siis latentilla 1ammolld ei
ole erikseen ldmpdtila- ja paineriippuvuutta, vaan se voidaan
ajatella pelkistddn lampotilan funktioksi.

daP [ « 8
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5.4 Lisaa faasimuunnoksista

Koeksistenssin ja ensimmdisen kertaluvun transition olemuk-
seen voi saada hieman lisdvalaistusta tarkastelemalla samaa faa-
sidiagrammaa yhtd aikaa 7', P- sekd V', P-tasoissa.

Kiintea-neste-kaasu faasidiagramma
uudelleen, PV-tasossa

P

kuntea

neste

kylldmen hiyry

kaasu

Tyypillinen aine: kiinted tihedmpi kuin neste.

Tilavuus V epdjatkuva = kielletty” alue

P, V-tasossa. lise asiassa taalla on sekoitus kahta
faasia.

P, V-tasossa:

Ii'|‘

kuntei

e Kriittinen piste C: 1. kertaluvun
alue/koeksistenssialue loppuu

e Kolmoispiste K: pienemmalla paineella ei enda
nestetta.

Tisséd yhteydessd voi palauttaa mieleen, mité sivulla 43 mai-
littiin siitd, miten koeksistenssikdyrdlld kiytettdvissd oleva ener-
gia madrdd sen, kuinka suuri osa aineesta on missikin faasis-
sa. Ylldolevassa faasidiagrammassa tille “’kielletylle alueelle”
padstidn siis ottamalla sekoitus nestettd ja kaasua, samassa pai-
nessa mutta eri tilavuudessa (moolia kohti).

Oikea veden faasidiagrammi Kuvassa 5.1 on esi-
tetty realistisempi veden faasidiagrammi. Kolmoispisteen ala-
puolella kiinted jaid voi suoraan muuttua kaasuksi, ilmién nimi
on sublimaatio. Vastakkainen prosessi eli hdyryn muuttuminen
kiintedksi on hédrmistyminen. Jaalld on oikeasti paljon eri faase-
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1Pa T T T r T T T T T T 10 pbar
250°C 200°C 150°C 100°C SO°C 0°C 50°C 100°C 150°C 200°C 250°C 300°C 350°C
Kuva 5.1: Oikea veden faasidiagrami.
ja, joita erottavat erilaiset kiderakenteet. .
12 Tasapainoehto puw(Pw, T) = (P, T) (5.37)
Tarkastellaan lopuksi luennoitsijaa askarruttanutta kiytannon Nollakohta yuw(Pex, T) = = ‘C’ (Pex, T; (5-38)
esimerkkid. Y114 on koko ajan oletettu, ettd keskendin tasapai- Gibbs-Duhem du(P, T) = . dp — 5 dT (5.39)

nossa olevat faasit ovat puhtaasti samaa ainetta, eivitké sekoi-
tuksia. Tasapainoehdot (mekaaninen tasapaino: paineet samat ja kemialli-
nen tasapaino: kemialliset potentiaalit samat) ovat kuitenkin hyvin yleisid
periaatteita ja sovellettavissa myos eri aineiden sekoitukseen.
Emme ryhdy téssé kehittdmad yleisté teoriaa téllaisille sekoituk-
sille vaan ldhestymme asiaa kidytdnnon esimerkin kautta, jossa
nestemdinen vesi on tasapainossa ilman ja vesihdyryn seoksen
kanssa.

Kaytannon esimerkki: vesilasi
huoneilmassa

Lasissa vetta (w), paalla ilmaa (a) ja vesihdyrya (v).
Kysymys: Mika on hdyryn konsentraatio?

o 1. approksimaatio: osapaine P, = Pe(T)

e Mutta nyt P, # P, = ei olla cx-kayralla

Lahtokohdat
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Approksimaatioita:

e Hoyry ideaalikaasua:
(Po, T) = ke TIn £ + u(Pex, T)

¢ Neste kokoonpuristumaton:
tow(Pw, T) = §:(Pw — Pex) + p1(Pex, T)

Korjaus normaalioloissa pieni, koska nesteen kg TN/V
suuri. Loppu (HT)

Tissd yhteydessa siis koeksistenssikidyrd edellytetddn tunne-
tuksi funktioksi; vedelle se on hyvin mitattu ja taulukoitu. Koek-
sistenssikdyrélld veden ja hoyryn kemialliset potentiaalit ovat
samat (tdmd maidrittelee koeksistenssikdyrin), joten se on hyvi
lahtokohta laskettaessa niiden kemiallisia potentiaaleja eri pai-
neilla Gibbs-Duhem-yhtélod kiyttden. Tunnetaan ldmpétila ja
kokonaispaine P, ja halutaan laskea hoyryn osapaine P,.

Nyt siis oletetaan ilma passiiviseksi ulkoiseksi tekijaksi, jon-
ka paine valitaan siten, ettd saadaan jirjestelméén haluttu ko-
konaispaine. Tarkempi koejirjestely voitaisiin tehdd esimerkik-
si niin, ettd kuvan astian péélle asetetaan liikkuva méntd, jonka
avulla ilman ja vesihOyryn seoksen kokonaispaine asetetaan ha-
lutuksi. llma ei siis ole osa tarkasteltavaa jirjestelmdid, joten
haluttu Gibbsin funktio on

G = Nypiy(Py, T) + Nyjing (P, T) (5.40)



Tasapainoehto faasitransition suhteen saadaan etsimélli ne
hodyry- ja nestemolekyylien lukuméiirit, jotka minimoivat timin
funktion. Koska N = N, + N, on vakio, on dN, = —dN,, ja
tasapainotila miirdytyy ehdosta

(o)

an P, T,N

_ O(Nypy (P, T')) _ O(Nwpiw (P, T))
ONy P dN,, PoT

= (P, T) — pw(Py, T) = 0. (541

Sen sijaan ilma vaikuttaa mekaaniseen tasapainoon, joka kos-
kee nimenomaan kokonaispainetta. Ilman ja vesihoyryn yhteen-
lasketun paineen on siis oltava sama kuin nesteen paineen.
Tilldin vesihOyryn ja nestemdisen veden paineet ovat eri suu-
ruiset. Joudumme siis vertaamaan nesteen ja hdyryn kemiallisia
potentiaaleja eri paineissa ja etsimidin sen kaasun paineen ar-
von, jolla ne ovat yhté suuret.

Titd varten tarvitsee tietdd, miten kemiallinen potentiaali riip-
puu paineesta (lampdétilan ollessa vakio). Titd voidaan helpoiten
arvioida Gibbs-Duhem-yhtilostd (5.39), joka on helppo johtaa
perusdifferentiaalista

dG = —SdT + VdP + pdN (5.42)

ja Gibbsin funktion ja kemiallisen potentiaalin vilisestd yhtey-
destd

G=Npy = dG=Ndu+ pudN. (5.43)

Gibbs-Duhem-yhtilostd voidaan sitten jonkinlaista approksima-
tiivista tilanyhtdlod kéyttiden ldhted integroimalla etsimiin ke-
miallista potentiaalia. Kemiallisen potentiaalin paineriippuvuu-
den (vakiolampdétilassa) loytamikseksi tarvitsee siis integroi-
da Gibbs-Duhem-yhtél6d paineen suhteen lampdtilan pysyessa
vakiona. Télléin on tiedettéivd V/N paineen funktiona kiin-
tedlld lampdotilalla. Ideaalikaasulle tdmd on V/N = kgT/P.
Neste taas oletettiin tdssd kokoonpuristumattomaksi, eli ettd
V/N ei riipu P:std vakiolampétilassa. Kemiallisen potentiaa-
linen 16ytdminen Gibbs-Duhem-yhtil64 integroimalla tapahtuu
samoin kuin ideaalikaasun entropian integroiminen TD1:sti si-
vulla 21.
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Luku 6

Yhteenveto

6.1 Yhteenvetoa kurssista

Sisallysluettelo
BS = Bowley, Sanchez

1. Johdanto (BS 1,2)
o Historiaa: termodynamiikka ja statistinen
fysiikka
e Terminologiaa: mikro ja makro
e Todennakodisyyslaskennan kertausta

2. Termodynamiikan perusteet (BS 1,2)

e Tasapainon lajit

Termodynaamiset muuttujat
Vastefunktiot

1. padasaantd: energian sailyminen

2. paasaanto: entropia

e Sovelluksia: klassinen ideaalikaasu —

Carnot’n kone — entropian muutos —
kaasujen sekoittuminen

3. Statistinen mekaniikka (BS 3,4,5)

e Mikrokanoninen ensemble
e Kanoninen ensemble (Iampokylpy)

e Sovelluksia: kidevirheet — paramagneettinen
kide — adiabaattinen jaahdytys — kaasujen
sekoittuminen

4. Termodynaamiset potentiaalit (BS 5)

e Legendren muunnos

e Sisdenergia, entalpia, vapaa energia, Gibbsin
potentiaali

o Maxwellin relaatiot

e Sovelluksia: maksimaalinen ty6 —
paramagneetti — kokoonpuristuvuus ja
lAmpdkapasiteetti

e Laboratorioty6: termodynaaminen tutkimus
5. Faasitransitiot (BS 11)

Faasidiagrammi

Tasapainoehdot
Clausius-Clapeyron-yhtald
Sovelluksia: vesi — ferromagneetti
Laboratoriotyd: hdyry — Isingin malli
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Keskeisia kasitteita
(L=kasitelty luennolla, H= esiintynyt harjoituksissa)

Energia TD1, siirtyminen lampdéna ja tydna. Laskuja
e Kaasun kierrot PV-tasossa, ideaalikaasu

Entropia TD2, maaritelm& mikrotilojen avulla
(Boltzmann). Laskuja

e Entropian muutokset: sekoitusentropia,
kaasuprosessit

e Mikrokanoninen lasku: E — S — T
(kidevirheet L, paramagneetti H)

Lampokylpy Eristetysta kylpyyn; luonnollinen
muuttuja S — T.

o Kasitteet: Boltzmannin
todennakdisyysjakauma, partitiofunktio,
Gibbsin entropia

e Lasku: paramagneettinen kide (L),
harmoninen oskillaattori (H)

TD potentiaalit Legendren muunnos.

o Potentiaali fysikaalisen tilanteen mukaan:
E,F.H G

o Maxwellin relaatiot, osittaisderivaattojen
pyorittelyd (JT- ja
lampokapasiteeti/kokoonpuristuvuusesimerkkeja ei
tarvitse muistaa ulkoa, kylldkin ymmartaa!)

Faasitransitiot Jarjestysparametri 'muuna
makroskooppisena muuttujana”, tasapainoehto
Gibbsin funktion/kemiallisen potentiaalin
yhtasuuruutena.

e Landaun ja Isingin mallit ferromagneetille

o Latentti lamp®, entropian muutos transitiossa

e Hoyrynpainekayran yhtaloé (CCY),
soveltaminen
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