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3. Statistista mekaniikkaa



Mikrokanoninen ensemble
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Mikrotilojen laskenta

Muistelua johdanto-osasta:
» Kvanttimekaniikassa jarjestelmalla diskreetit tilat = voidaan laskea,
numeroida

Makrotilan statistinen paino Q

on sitd vastaavien mikrotilojen lukumaara.

Kiinnitetdan nyt E, V, N

Statistisen fysiikan peruspostulaatit

1. Kaikki saman makrotilan tuottavat mikrotilat (2 kpl) yhta todennakadisia
2. TDTP on se tila, joka maksimoi Q:n

» Karakterisoidaan jarjestelmaa muuttujilla E, V, N, a1, ... an
> Tassa aj=muut jarjestelmaa kuvaavat makroskooppiset muuttujat
> Postulaatti: «; saa arvon, joka maksimoi Q:n.

Mikrokanoninen ensemble (joukko)
Téllaista eristettya systeemia kutsutaan mikrokanoniseksi ensembleksi

Ransk. "ensemble” =yhdessa, joukko. Myés engl. "ensemble’=joukko, orkesteri.
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Boltzmannin entropia

Kun osataan laskea mikrotilat, maaritellaan
Boltzmannin entropia

S=kgInQ
Nyt TD2 (S maksimi) <= SM 2. postulaatti (2 maksimi)

Ominaisuuksia:

» Ekstensiivinen: kahden riippumattoman jarjestelmén Q = Q1Q,
= S=5+5

» Entropia=informaation puute. Jos tunnetaan tila tarkkaan, on Q = 1
= S =0 = Ymmarretdan TD3

» TD:ssa maariteltiin ensin T, sitten S. Nyt maaritellaan ensin S, sen
avulla T. Lopputuloksena ovat samat suureet.

» Yksikot: In Q2 dimensioton = nahdaan, etta luonnollinen
yksikkojarjestelma on kg = 1, jolloin S on dimensioton.
(Sl-yksikoissa [S] =J/K, koska halutaan mitata T ja E eri yksikdissa.)
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Terminen tasapaino

Jaetaan eristetty jarjestelma lampoa johtavalla
véliseinalla kahteen osaan.
» E = E; + E; kiinted, Ey, E» voivat muuttua

» Vi, Vo, V = Vi + Vs kaikki kiinteita
> No, No, N = Ny + Ns Kiinteita
» S=5+S5

Koko jarjestelmalle E, V| N ovat tilanmuuttujia, E1, V4, Ny taas muita muuttujia
(edelld «) joiden arvon maaraa tasapainoehto: S =maksimi.

E1a V15N1 E2’ V27N2

0 (aS(E, V,N|E, V1,N1))
OE;

B (681(E, V,N|E;, \/1,N1)> N (882(E, V,N|E, V1,N1))
OE; OE;

_ [ 9S(E,V,N|E{,Vy,Ny)
= (TR

Tasapainoehto

0Si(E, V,N|Er, Vi, N\)\ _ [ 0Ss(E, V,N|Ei, Vi, Ny)
OE; - 9E>
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Lampotilan maaritelma

Terminen tasapainoehto

05\ _ (0%
Ey, Vi,Ny |Ez, Vo, N> OE; \/1,N17 9E2 )y, n,

Muistetaan: TD:ssa terminen tasapaino =
sama lampédtila

Lampotilan maaritelma statistisessa fysiikassa

1_(98
T~ \9E),,

Pohdiskelua, tasapainon tilastollinen luonne

» Kaikki kokonais-E, V, N-mikrotilat yhta todennakéisia (postulaatti 1), siis

my6s esim E; = E, E; = 0. Téllaisia tiloja on kuitenkin todella vahan.

» Eniten on mikrotiloja, jotka toteuttavat tasapainoehdon S=max = ehto

on tulkittava statistisesti, se koskee tyypillista mikrotilaa.
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Mekaaninen tasapaino

Nyt I1ampda johtava, liikkuva valiseina
» E = E; + E; kiintea, Eq, E> voivat muuttua

» V = Vi + Vs Kiintea, V4, V» voivat muuttua
> N s Nz, N = N; + N: Kiinteita
» S=5+5

Tasapainoehdot:
(33(57 V,N|E, V1,N1)>

oE, 0 = lampdtila

9S(E, V,N|E1,V1,N1)> (a&) (asg>
( av; Vi) e \OVe) g,

Mekaaninen tasapaino

Maéritelladn paine P =T (23
v ).,

= Mekaaninen tasapainoehto Py = P».
Luontevaa, seinaan ei kohdistu voimaa.
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Kemiallinen tasapaino

Kuvitteellinen, hiukkaset lapaiseva valiseina
» E = E; + E; kiinted, Ey, E, voivat muuttua

» V = Vi + Vs kiinted, V4, V2 voivat muuttua
Ez, V2, N2

» N = N; + N kiinted, Ny, N> voivat muuttua

» S=5+S

Vield tasapainoehto

9S(E, V, N|E:, V17N1)) (a&) (asg>
= 0 — _— — -
( ON; Ny Ey, V4 N2 Ep, Vo

Kemiallinen tasapaino

Maaritelladn kemiallinen potentiaali p©=-T o
ON /.,

—> Kemiallinen tasapainoehto p1 = po.
w vaikeampi hahmottaa intuitiivisesti kuin P.
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Yhteys TD1:n yleiseen muotoon

Kertaus, yhteenveto
» Maariteltiin eristetyn E, V, N-systeemin entropia S = kg InQ
» SM peruspostulaatti: TDTP on tila, joka maksimoi S:n

» TDTP jarjestelman eri osien vélilla = tasapainoehdot Ty = T,
Py = P>, uy = pp, missa T, P, u on maaritelty

1_ (08 _ (oS _ _(8s
T‘(aE>v,N P‘T(aV>E,N W= T(@N)E,v

Yhteys TD1:n yleiseen muotoon
SM:n suureet ovat samat kuin TD:n. Samat osittaisderivaatat TD1:sta

dE=TdS—-PdV+pudN <= TdS=dE+PdV —pdN

({S, T}, {V, P}ja {N, n} "konjugoitujen muutujien” pareja. Vaihdokset parin sisélla muttujasta
toiseen hyvin samanlaisia. Palaamme tahan termodynaamisten potentiaalien yhteydessa.)



Mikrokanoninen ensemble
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Esimerkki mikrotilojen laskennasta: kidevirheet

Frankelin kidevirhe kiintedssé aineessa: yksi atomi hyppaa pois paikaltaan.

» Oletetaan kidNehiIa, jossa
N atomiaja N = gN
valisijapaikkaa.

» Oletetaan: lisdenergia ¢
vélisija-atomia kohti.

Kysymys: kuinka monta kidevirhetta lampétilassa T7?

Laskun eteneminen mikrokanonisessa ensemblessa on nurinkurista

>

>

>

Oletetaan, etta kaytdssa energia E = kiinted maara n kidevirheita
Lasketaan tilan statistinen paino Q(n) = Q(E/e) = entropia
Lasketaan lampétila 1/T(n) = 0S(E)/0E

Kaannetaan tulos: saadaan n(T)

» Paljon vastaavia. "Schottkyn virheet” Bs, Mandi atomi pois hilasta
» Enemman tapoja muodostaa virhe = isompi S, virhe

todennékéisempi = pienempi T, sama maara virheita jo alemmalla T

9
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Kidevirheet: lasku

» Energia oikealla paikalla 0, vélisijalla & (valitiiin energian nollakohta Eo = 0.)
» Valitaan N atomista n hyppaamaan, N =gN paikasta n = statistinen

paino
w=(7)(7)

» Entropia S(E) = ksInQ; yleensd 1 < n< N ~ N = Stirling.

S(E)=kginQ(n=E/e) = kg[NInN — N] — [(N — n)In(N — n) — (N — n])
+[NInN—=N] = [(N=n)In(N=n)— (N —=n)]—2[ninn—n]

1 OS(E) ks 9S(E =ne) ks, (N —n)(N - n) _ ke NN

T 9E) ¢ a(n) T T e n? € n?

. W __&
Lopputulos: N_\/aexp{ 2kBT} J )
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ninen ensemble Lampokylpy Paramagneettinen kide Partitiofunktio Sovelluksia

Lampokylpy

Eristetty jarjestelma on arkielamassa harvinainen.
Yleisemmin jarjestelma on termisessa tasapainossa ympariston kanssa
= ymparist6 toimii lAmpokylpyna (heat bath) .

» Jarjestelmalla energia Es, kylvylla Ep,
E = Es + E, vakio
» Statistiset painot Qs(Es) ja Qb(Ebp)
‘ » Oletetaan: jarjestelma heikosti kytkeytynyt
ymparistoon (jarjestelman mikrotila riippuu
ympériststa vain TD suureiden kautta)
— Statistinen paino maailmankaikkeudelle (MK= jarjestelma + ymparisto)

Eb

Q(E, Es) = Qs(Es)Q(E — Es) = Qs(Es)e®E-F)/ke

Jarjestelma on paljon pienempi kuin ymparisté: Es < E, ja

=1/T O(EZ/(ET))
0Sy(E 1 02S,(E
So(E — Es) ~ Sp(E) — b )Es+f b )ESZJFW

OE 2 OF?



Lampokylpy
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Lampokylpy jatkoa

Saatiin statistinen paino MK:lle (=jarjestelma + ymparist6)

Q(E, Es) = Qq(Es) - exp {fki} {1 +0 <%)} } - Qp(E)

» Tama antaa todennakdisyyden, jolla jarjestelman energia on Es,

E,
P(Es) ~ Q(E, Es) ~ Qs(Es) - exp {_k ST}
B
» Jarjestelman energian Es todennakdisyys kahden termin tulo, tulkinnat
> Qs(Es), energiaa Es vastaavien tilojen lukumaaré. Merkitaan
Qs(Es) = g(Es), degeneraatio, tilatineys. Kasvaa, kun Es kasvaa (yleensd) .
> exp {—ki—sr}, riippuu ympariston kaytdssa olevien tilojen lukumaarasta.
Kun Es kasvaa, Ep, = E — E;s pienenee = iso Es harvinainen.
» Ymparistdn tilasummaa ,(E) ei tarvitse osata laskea, koska voidaan
kayttaa todennakodisyyden normistusta.
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Boltzmann-jakauma

Mikrotilojen todennaldisyydet lampdkylvyssa

Saatiin todennakoisyys, etta jarjestelman energia on E
p(E) ~ g(E) -exp{—E/(ksT)},  normitetaan

Boltzmann-jakauma energian todennakdisyydelle

p(E) = Jo(E)ew (~E/(ksT))  Z=3 g(E)exp(~E/(ksT))
E

Voidaan kirjoittaa my®és tilojen, ei energian arvojen avulla.
Olkoon v mikrotila, jota vastaa energia E, . Degeneraatio on

9E)=D dee, = Y gE)=)

Boltzmann-jakauma mikrotilojen v todennéakoisyydelle

W)= yexp{~E/(ksT)}  Z=Y exp{~E/(ksT)}




Lampokylpy
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Boltzmann-jakauma, jatkoa

. . 1 _ 1
Usein notaatio =T = p(v) = > exp{—BE.}

Jos energiatilat jatkuvia, tarvitaan tilatiheys

p(E)dE = ?f(E)e’BE f(E)="> 6(E — Eua)

tilat

Mista tulee eksponentiaali?

Miksi funktionaalinen muoto juuri ~ e~ /7?2 Alkupera

|

v

v

v

v

Riippumattomat todennakéisyydet Q1,2 = Q212

Entropian oltava ekstensiivinen, otetaan S = kgInQ

Jakauman muoto ympdriston statistisesta painosta Q, = e%/s.
Kaantaen, jos A ja B riippumattomat jarjestelmat: pa.s = paps

JOS pA P~ e*BEA’pB A e*ﬁEB, on pA+B A e*ﬁ(EA*’EB)
— eksponentiaalisessa jakaumassa kokonaistodennakadisyys riippuu
vain kokonaisenergiasta.




Paramagneettinen kide
@000

Yksinkertainen malli paramagneettiselle materialle

» N kvanttimekaanista spinia

\TTTTTTTT » Ulkoinen magneettikentta B
TTLTTT > Tilat 1, |, energiat e, = 4B

» Lampokylpy lampdtilassa T
lli T T T T T » Oletetaan, etta ei tarvitse valittda
TTl l l T T T vuorovaikutuksista spinien kesken, tai spinien ja
B ymparistdn valilla

(Kuitenkin jotain vuorovaikutuksia oltava, ettd on TDTP)
Yksi dipoli (Muistetaan notaatiot 5 = % jaz=3, e ")

_ Ve _ 1 puB _ Ve _ 1 puB
pr = e = e pL=e = e
1P

Z=e "8 4 8 — 2coshBuB

Pt
1
1/2 = P11 = 11 et20uB

Py

(T kasvaa == kohti symmetrist&, suuren entropian tilaa. )

0 BuB



Paramagneettinen kide
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Magnetoituma

» Todennakdisyydet p;; = e*#8/(2cosh 3uB)
» Keskiméaarainen magnetoituma (u) = +upy — up, = ptanh guB
» Keskiméarainen energia (¢) = —uBp; + uBp; = —B{u)
N:lle spinille tilavuudessa V magnetoituma M = N{u) E = N{(e) = —BM,

Tilanyhtald

Tilavuutta kohti M = ol _ c tanh 2=

74 ksT
Tama on ideaalisen paramagneetin tilanyhtald; johdettuna
mikroskooppisesta mallista.
(Miksi "tilanyhtél6?” Tassa B ja M vastaavat tilavuutta/tineytta . ja painetta B on ulkoinen voima,
joka saatelee magnetoitumaa, kuten tilavuus ja paine.)

M Rajat

Nup/V

=
N
@

» fuB<1 = M=~

<lz <Iz
=g
-

>» BuB>1 = M=~




Paramagneettinen kide
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Suskeptiivisuus

» Responssifunktio: jarjestelmén vaste ulkoiseen muutokseen.

» Kaytannossa tilanfunktion osittaisderivaatta, esim. k7 = -4, (25),

» Nyt paine = magneettikenttd B; tilavuus = magnetoituma M.

Magneettinen suskeptiivisuus vakiolampétilassa
Magnetoitumistilannetta kuvaava responssifunktio
— permitt. ih by oM
enttavoim. 1 vuontih. o
dMm = d =x — dB = =(=— | = —
xt dH X e XT <8H)T “O(aB>T

(Oletetaan M pieni, jotta B = po(H + M) ~ poH)

Curien laki

T—oo 1

XTN7

Patee kokeellisesti monille materiaaleille.

suoraan tilanyhtalésta kun  SuB <1 <= T > uB/kg




Paramagneettinen kide
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Magnetismi

» Klassinen statistisen fysiikan kohde.

» Mikroskooppiset magneetit (spin) ymmarretédan, niiden
vuorovaikutuksiakin jonkin verran

Magnetismin lajeja

Paramagnetismi aine vahvistaa kenttda

Diamagnetismi Lenzin laki, sdhkdopinkin asiaa
Ferromagnetismi puhutaan lis&a faasitransitioiden yhteydessa
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Partitiofunktio

Termodynaamiset suureet voidaan johtaa partitiofunktiosta Z.

Z(T,V,N) =S " exp{—BE,(V,N)} A= ﬁ

» Partitiofunktion luonnolliset muuttujat Z(T, V, N).

» Huom! Nyt E ei ole kiinted, vaan fluktuoi, koska jarjestema voi vaihtaa
energiaa lampokylvyn kanssa. Tést4 tilojen todennakéisyysjakaumasta
kéytetédan termia kanoninen ensemble

» Energian odotusarvo

1 dlnZ
—?;Euexp{—ﬁEu} ZaﬁZeXp{ BE,} = — 3

» Vrt. laskuharjoitus 1: In Z on eraanlainen todennakdisyyksien generoiva
funktio. (Matemaattisesti epatavallisesti méritelty, tosin.)
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Energian fluktuaatiot

_ 9InZz o 1 2 18
2
oz
ba 05 1072 (%)_ » - »
8752“12—%7—?8762_ 72 —<E>_<E> _(AE)
Lampdkapasiteetti
c, - OE) _0B0E) 1 5 _ (BEY
V=TT T OT 03~ KkeT2 9B T kgT?

(Eras esimerkki fluktuaatio-dissipaatioteoreemasta: Jarjestelman vaste ulkoiseen muutokseen
(lampétila) liittyy sisaisten vapausasteiden fluktuaatioihin.)

(E) ~ Nja Cy ~ N; molemmat ektensiivisia = 45 ~ ﬁ
(Yleinen tulos, "suurten lukujen laki”)

Tyypillisesti N ~ 10 = £E ~ 107"°. Energia fluktuoi, mutta kdytannéssa

hyvin véhan. Voidaan identifioida Erp = (E)sm
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Partitiofunktio ja Gibbsin entropia

Tarkastellaan M identtista jarjestelméaa, M — oo
» Kullakin mahdolliset energiatilat i =1,... N
':H » Olkoon n; jarjestelmaé tilassa i, SN , nj = M
o » Kokoelman statistinen paino
M
Q i =
) = o

Vastaava entropia
Stirling
Su=hkslnQ =" - = kg (MInM—Zn,-Inn,-) =—ks Y _niinn/M
i i

Entropia jarjestelmaa kohti

Swm n; nj
S:V:—kBZ—In—

Mutta nyt

% — p kun M — oo (kaikilla sama jakauma)



Partitiofunktio
000e00

Entropia Boltzmannin jakaumassa

Gibbsin entropia

S= —kBZp,-Inpf

» Voitaisiin ottaa lahtdkohdaksi lampdkylpya maaritellessa

» Mikrokanoninen tapaus: p; = 1/Q kaikille i
= S=—kgIn1/Q(>,p)) = ksInQ

Huomioita
» Kaytettiin ns. replikatemppua: ollaan kiinnostuneita vain yhdesta
jarjestelmasta, mutta otetaan siitd M kopiota, M — o

» Laskussa oletettiin, etta jokainen jarjestelma on tasan yhdessa
mikrotilassa (ei mikrotilojen tod. nék. jakaumaa yhdelle jarjestelmalle),

» Sen sijaan eri tilojen tod. nak. jakauma palautettiin takaisin
tarkastelemalla replikoiden joukkoa.
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Yhteys termodynamiikkaan

Ergodisuushypoteesi

TD:n ja SM:n yhteys vaatii tarkkaan ottaen vield, etta jarjestelma on
ergodinen, eli ettd ajan kuluessa jarjestelma kay lapi (Iahes) kaikki kyseista
makrotilaa vastaavat mikrotilat.

Olennaisesti ergodisuus: aikakeskiarvo = mikrotilakeskiarvo.

Voidaanko johtaa Gibbsin entropiasta TD1 ?
» TD1: dE = TdS — PdV (Laitetaan nyt dN = 0)
Mikrokanonisessa madriteltiin T, P niin, ettd TD1 péatee

Kanoninen (Iampdkylpy) johdettiin mikrokanonisesta = toki TD1
patee edelleen

Varmistetaan kuitenkin miten se toimii

v

v

v

E=YEp p=ge’™ dE=Y Edp +> dEp

Verrataan naita termeja T dS:4én ja —PdV:hen.
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TD1 kanonisessa ensembless3, jatkoa

(1) (2
dE=) E.dp,+) dEp,

TdS = —kgTd <Zpy|ﬂpu> =d3, py=d1=0
v ’_V/;

—ksT (Zlnpy dp,,) —ksT (Z i')p” p,,) =Y E.dp, = (1)

v

Ehrenfestin periaate: ulkoisen parametrin (V) muuttuessa hitaasti (reversiibeli
muutos, dS = 0!) jarjestelma pysyy samassa tilassa; ainoastaan tilan
energia muuttuu:

0Py v D e 0E, /dE\ -
av 0 avE ™ Vp”av_<dv>_ P = (2)=-Pdv



Sovelluksia
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Adiabaattinen demagnetointi

Tarkastellaan taas spin-jarjestelmaa; halutaan kayttada spineja jaahdytykseen.
» Muistetaan TD3 = lim7_, S(T) =0
» Halutaan siis pieni entropia, jarjestelma kohti perustilaa.

T [RRRRRNAI
TTLLTTT T
LLTTTIT T

| AERRA R A R AR RA
B B

» Kohti pienta entropiaa paastaan myoés kasvattamalla magneettikenttaa.
» Lampokylvyssé kasvatetaan B:td = spinit kdantyvat, S pienenee

» Todennakdisyydet p;., = 1/(1 + eT201B)
== Sriippuu vain uB/(kgT):sta.

S

» Eristetyssa jarjestelmassa dS =0
= B:n pienentyessa adiabaattisesti T laskee. 2



Sovelluksia
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Adiabaattinen demagnetointi T, S-tasossa

Absoluuttinen nollapisteen
saavuttamattomuus

Kuvasta: ei voida aarellisella maaralla
toistoja paasta T = 0:aan.

Eras TD3:n muoto: mikédan syklinen
prosessi ei voi paasta T = 0:aan.

A Kasvatetaan kenttaa eristyksissa
B Luovutetaan lampda kylpyyn
C Pienennetaan kenttaa eristyksissa

D Otetaan lamp6a jadhdytettavasta
aineesta




Sovelluksia
[e]e] o)

Magneettinen jarjestelma ja kaasu, tilanmuuttujat

Analogia (E, V) vs. (E, B) (N vakio)

v

v

v

(E, V)-systeemissa dE = TdS — PdV

Nyt (E, B)-systeemi, jossa dE = T dS — M dB; oikeastaan

dE = TdS — poMdH

Kuten (P, V), myés (M, B) on konjugoitujen muuttujien pari

Tassa E:ssa ei mukana dipolen magneettikentén aiheuttama muutos
magneettikentén energiaan. Ks. Mandl 1.4, appendix C.

Mika olisi termodynaaminen” tapa laskea M(B) ?

>

>

>

Todennakdisyysjakaumasta p;,; voidaan suoraan laskea M(B)
Suoraan saadaan my6s entropia Gibbsin kaavasta S = —kg > p. Inp,
Periaatteessa lasketaan M = — (35), tai M =T(%3),
Kaytanndssa S:n lauseke monimutkainen, ja nama ovat hyvin hankalia.

On olemassa helpompi tapa laskea, otetaan muuttujaksi E:n sijasta
vapaa energia F = E — TS. Tehdaén kurssin seuraavassa osassa.




Sovelluksia
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Sekoitusentropia

Kaasujen sekoitusentropia: mikroskooppinen tulkinta

o | » Ny + Ng = N hilapaikkaa, na + ng =n
0O kaasumolekyylia
_Q |_ » Alussa erotettu valiseinalla, sitten annetaan
] liikkua vapaasti.
(] .l » Statistiset painot
| ._! N N
e o = e = () (%)
_\_J

N N
Qjskkeen = ( A ) ( s )

AS = kB(In Qjéilke(—.\n) — |n(Qennen) = Stiring —

N N\ Ng Ng
kg <nAInWA + ngln WA) = kgnaln (1 + NA) + kgnglIn (1 + NA)

Tésmélleen sama tulos kuin aikaisemmin, korvattu vain Va g — Nag

Entropian muutos
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