Luku 1

Johdanto

1.1 Mallit ja simulointi

Simulointi ja mallit liittyvit ldheisesti yhteen. Simulointi tarkoittaa pohjimmiltaan simu-
loitavan systeemin tai ilmion jaljitielyd. Tata varten tarvitaan malli: systeemi, joka ainakin
oleellisilta piirteiltddn kiyttéytyy kuten alkuperdinen systeemi mutta on helpommin kési-
teltdvissd. Malli voi olla fyysinen analogia (kuten pienoismallit) tai systeemin abstraktio
(matemaattinen malli, prosessin vuokaavio). Simuloinnissa alkuperdisen systeemin toimin-
nasta pyritddn saamaan tietoa havannoimalla mallia, johon vaikuttavia tekijoitd varioi-
daan. Se, mitd kysymyksid simuloinnilla halutaan selvittdd, vaikuttaa mm. siithen, mitka
piirteet ovat mallittamisen kannalta oleellisia. Simuloinnin tavoite onkin kiinnitettdva en-
nen kuin mallia aletaan edes rakentaa.

Matemaattiset mallit voidaan jakaa karkeasti kahteen luokkaan, analyyttisiin ja numee-
risiin. Analyyttisissi malleissa haluttu ominaisuus voidaan ilmaista suljettuna lausekkee-
na mallin tunnetuista ominaisuuksista. Esimerkkejéd voisivat olla vaikka differentiaaliyh-
talomallit, joille ratkaisu tunnetaan analyyttisesti. Samoin mm. yksinkertaiset jonomallit
ovat usein analyyttisid (siitd huolimatta ettd ne ovat stokastisia eli sisdltdvit satunnais-
prosesseja). Muut kuin analyyttiset mallit kuuluvat numeeristen mallien luokkaan (kuten
differentiaaliyhtalot, joille ei tunneta ratkaisua suljetussa muodossa). Numeerisia malleja
kutsutaan deterministisiksi, jos ne eivit sisilld satunnaismuuttujia, muussa tapauksessa
puhutaan stokastisista tai Monte Carlo malleista. Stokastisella mallilla kuvattavan ilmion
ei valttamatta tarvitse olla itsessdén stokastinen. Tésté klassinen esimerkki on Monte Carlo
integrointi, johon palataan myShemmin.

Téassé kurssissa keskitytddn simulointiin stokastisten mallien avulla systeemeille, jotka
itsessdén sisdltévit stokastisia komponentteja ja ovat luonteeltaan dynaamisia. Tyypilli-
sesti on kyse systeemeistd, joissa satunnaisin véliajoin esiintyy erilaisia tapahtumia (sa-
tunnaisessa jarjestyksessd). Naitd kutsutaan yleensé tapahtumapohjaisiksi (event based)
tai diskreettiaikaisiksi (discrete time) malleiksi. Useimmat logistiikan, tietokonetekniikan,
tietoliikenteen jne mallit ovat tdmén tyyppisii.

Onnistunut Monte Carlo simulointi edellyttad, ettd a) malli, kaikkine stokastisine pa-
rametreineen, kuvaa alkuperisti systeemid riittdvéin tarkasti, b) mallin tietokonetoteutus
voidaan tehd& luotettavasti ja kohtuullisella panostuksella ja b) simuloinnin (stokastiset)
tulokset saadaan riittavalla tarkkuudella kiytettévissad olevilla resursseilla ja tarkkuutta
voidaan estimoida.
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1.2 Esimerkki [Mitrani]

Huoltoasemayrittdjé harkitsee autonpesuaseman hankintaa. Kéytettavissd on kaksi vaih-
toehtoa, halpa ja hidas, sekd kallis ja nopea. Simuloinnilla halutaan selvittdd kummankin
vaihtoehdon kannattavuus, jotta voidaan padttdd kumpi, jos kumpikaan, vaihtoehdoista
tulee kyseeseen.

Primé&irinen suure, joka kiinnostaa yrittdjaa on tuotto P aikayksikkod kohden, joka
kummallekin vaihtoehdolle on muotoa P = alU — b, missé b vastaa kiinteita kuluja (korot,
kuoletukset) ja a kiyttokatetta (pesumaksut - muuttuvat kulut) aikayksikkod kohti. U on
koneen keskiméaérainen kiyttoaste. a ja b tunnetaan kummallekin vaihtoehdolle. Simuloin-
nin osalle jaa selvittaa U.

Kayttoasteeseen vaikuttavia tekijoitd ovat potentiaalisten asiakkaiden méiérd, josta
yrittajalld on empiiristd tietoa (odotettavissa keskiméérin n potentiaalista asiakasta ai-
kayksikkod kohti), sekd maksimaalinen jonon pituus (vain M autoa mahtuu jonottamaan
kerralla). Samoin tiedossa on yksittdisen pesun keston jakauma kummallekin koneelle.
Kayttoasteen méardamiseksi on nyt selvitettdvd autojen méird pesupaikalla ajan funk-
tiona, erityisesti ajat, jolloin asema on tyhja.

Systeemin (aseman) tilaa riittda kuvaamaan yksi muuttuja, N = N(t), autojen méérai
asemalla hetkelld . Tilaan vaikuttavia tapahtumia on kahdenlaisia, autojen saapumisia
ja autojen ldhtemisid, jotka tapahtuvat ajanhetkilld ¢, ja t4;. Kun ndmé ajat tunnetaan,
N(t), ja Ty, voidaan méaarata (olettaen alkutila tunnetuksi). Aikoja ei kuitenkaan voida
madrata suoraviivaisesti kerralla, koska ne riippuvat toisistaan ja systeemin tilasta N.

Kéaytannossd menetelldén seuraavasti: kummankin tyyppisille tapahtumille (tulo ja 1dh-
t6) varataan muuttuja (AT, DT'), joka kertoo seuraavan k.o. tapahtuman ajankohdan.
Liséksi yllapidetddn systeemin tilaa (V) ja systeemin aikaa (¢). Olkoon systeemi tilassa
(t,N(t)). Nyt tarkistetaan kumpi muuttujista AT ja DT on pienempi. Niin médrdytyy
seuraava tapahtuma. Olkoon se uuden asiakkaan tulo. T&llin lisdtd&n N:n arvoa yhdelld
(ellei N ole jo ylarajallaan (M + 1)), asetetaan t = AT ja generoidaan uusi AT kdyttden
tunnettua tuloaikajakaumaa. Jos asema oli tyhja (N = 0) ennen tapahtumaa, on péivi-
tettavéd tyhjdnédoloaikaa kerddvad muuttujaa. Lisdksi on generoitava aika, jolloin tyhj&an
systeemiin saapunut auto poistuu (DT ei ole mééritelty tyhjélle asemalle). Tamé saadaan
arpomalla pesun kestoaika (satunnaismuuttuja, jonka jakauma tunnetaan) ja lisadmalla
se T:hen. Vastaavasti, jos tapahtuma on 1dhto, vihennetdan N:n arvoa yhdelld, asetetaan
t = DT ja generoidaan uusi DT'. Tietenkin mikéli asema tyhjenee DT ei ole relevantti. Ta-
mé voidaan huomioida asettamalla DT kiytdnnossé dédrettomaksi (vahintdén suuremmaksi
kuin simuloinnin kesto).

Olkoon simuloinnin kesto 7T ja aseman tyhjéné oloaika Tp. Talloin kiyttoaste on U =
1—(Ty/T). Koska aseman kuormitus riippuu asiakkaisen (satunnaisesta) tulosta ja palvelun
satunnaisesta kestosta, myos U on satunnaisluku. T&ll6in yksittdisen U:n arvon nojalla ei
voi tehdé johtopaatoksia. Rationaalinen padtoksenteko edellyttad, ettd U:n jakauma tunne-
taan, vahintdin tarvitaan estimaatti U:n odotusarvolle ja luottamusvilit k.o. estimaatille.
Némi voidaan saada vain toistamalla simulointi riittdvin monta kertaa (eri satunnaislu-
kuja kiyttden) ja laskemalla tuloksen keskiarvo ja hajonta. Yleensd ’'riittdvd’ méérd on
varsin suuri ja tarked osa simuloinnin tilastollista aspektia onkin se, miten simulointi tulisi
jirjestad, jotta mahdollisimman pieni tyo antaisi halutun tarkkuuden.



1.3. PEUKALOSAANTOJA 3

1.3 Peukalosidantoja

Simuloinnin kiyttoon voidaan antaa monia ohjeita. Tarkeimmét aspektit voidaan koota
esimerkiksi seuraavasti.

Ali simuloi ellei ole pakko. Kéytd mielummin analyyttistd tai ainakin determinististi
numeerista ldhestymistapaa jos mahdollista.

Muodosta malli huolellisesti. Pid4 mielessd halutun tuloksen kdyttotarkoitus. Oikea
vastaus vaarddn ongelmaan on hyddyton, samoin védrin muotoiltu vastaus. Esimerkiksi
padon suunnittelussa joen keskikorkeus sadekaudella tai tulvan aikana ei ole riittava tieto
vaikka sille tunnetaisiin jakaumat ja luottamusvalit.

Validoi malli ja verifioi ohjelmisto. Mallissa tehdyt oletukset on pystyttivd todenta-
maan. Simuloitaessa olemassaolevaa systeemié tdméa voidaan usein tehda kokeellisesti. Koo-
din verifiointi voi olla monimutkainen ongelma, jossa auttaa usein testaus erikoistapauksille,
joille tulos on muuta kautta tunnettu.

Arvioi tuloksen tarkkuus. Paitsi ettd tuloksen luottamusvéli on aina maarattéva, myos
tuloksen riippuvuus mallin parametreista (syottotietojen jakaumat) on selvitettéva.

Hanki asiantuntemus sovellusongelmasta. Simulointi on geneerinen menetelmé, jota
voi soveltaa monilla aloilla. Simuloinnin expertti ei voi itse hallita kaikkia potentiaalisia
sovellusaloja, joten hén on oltava valmis etsiméan informatiota sieltd, mistd sitd kulloinkin
on saatavissa.

Viimeiseksi, ennenkuin vastaat kysymykseen simuloinnilla, varmistu ettd ymmé&rrét
kysymyksen.

1.4 Simulointimallien luokittelu

1.4.1 Monte Carlo mallit

Monte Carlo malleilla tarkoitetaan téssé yhteydessd tilastollista simulointia, jolla pyritdan
selvittdmé&an staattisen prosessin tilastollisia ominaisuuksia. Tyypillisesti maaradméain sys-
teemin vasteen jakauma kun syotteen jakauma tunnetaan. Yksinkertaisin esimerkki on
Monte Carlo integrointi, jossa systeemi on t#ysin deterministinen ja kuvaa z:mn f(x):lle.
Integraali [, f(z)dx voidaan nyt méadrété, jos oletetaan, ettd x on A:ssa tasan jakautunut
satunnaismuuttuja ja madratdin f(z):n odotusarvo E(f(x)). Normeeraamalla tdimid A:mn
mitalla, saadaan integraalin arvo.

1.4.2 Jatkuva simulointi

Jatkuvassa simuloinnissa tarkastellaan dynaamista systeemié, jonka dynamiikkaa hallitse-
vat differentiaali- tai osittaisdifferentiaaliyhtélot. Jatkuva-aikaisen simulaattorin runko ra-
kentuu differentiaaliyhtiloiden numeerisen ratkaisumenetelmén pohjalle. Ongelman tilas-
tollinen aspekti liittyy yleensd tehtdvin dataan, alkuehtoihin, kertoimiin ja oikeaan puo-
leen, joita ei tunneta tarkasti vaan satunnaismuuttujina, joiden jakauma oletetaan tunne-
tuksi.

1.4.3 Tapahtumapohjainen simulointi

Tapahtumapohjaisessa tai diskreettiaikaisessa simuloinnissa systeemi koostuu osista, joilla
on yleensd ddrellinen méard toiminnallisia tiloja. Tilojen véliset muutokset ovat epajatku-
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via, jolloin systeemin osa siirtyy tilasta toiseen jollakin ajan hetkelld. Muutosaikojen vélis-
sd ei tapahdu mitdén mielenkiintoista, joten mallittamiseen riittd4 masrata transitioajat
ja niihin liittyvat tapahtumat. Tamé ldhestymistapa soveltuu mm. jonomalleihin, erilai-
siin client-server systeemeihin jne. Stokastisuus tulee siitd, ettd eri tapahtumia generoituu
satunnaisin véliajoin.

1.4.4 Yhdistetty simulointi

Yhdistetysta simuloinnista puhutaan kun systeemissé on seki jatkuva-aikaisia ettd tapah-
tumapohjaisia piirteitd. Jatkuva aikaisuuden takia systeemid on simuloitava myd6s tapah-
tumien vililla. Toisaalta diskreettiaikaiset tapahtumat aiheuttavat sen, ettei perinteinen
differentiaaliyhtéloiden ratkaisu ole yksin riittdva tyokalu. Yksinkertaisena esimerkkini
voidaan ajatella vaikka virastotalon ilmastointia. Ladmpdtilan kulkua voidaan mallittaa
(osittais)differentiaaliyhtéloilla kun ulkoilman lampdétila, limmonlahteet (1ammitys, tieto-
koneet) jne tunnetaan. Ilmastointia ja lammitystd sdddelldan sen mukaan onko talo miehi-
tetty vai ei ((virka-)aikaan sidottu tapahtuma), toisaalta séétosysteemi kytkee ilmastoinnin
tai lammityksen péélle termostaatin antaman informaation mukaan (jatkuvasti muuttu-
vaan tilaan sidottu tapahtuma).

1.5 Simulointimallinnuksen vaiheet

Riippumatta simuloitavan prosessin ja simulointimallin luonteesta simulointikokeen l&pi-
vieminen on monivaiheinen prosessi, joka tulee hahmottaa kokonaisuutena ennenkuin yk-
sittédisiin vaiheisiin panostetaan liikaa resursseja. Jako osavaiheisiin voidaan esittdéd esim.
seuraavasti:

e Systeemin identifiointi ja rajaaminen

e Systeemin osien ja niiden vuorovaikutuksen mallintaminen
e Mallin numeeristen suureiden maérittdminen

e Mallin koodaaminen

e Ohjelman verifiointi

e Mallin validointi

e Tuotantoajot

e Tulosten analysointi

Tarkastellaan nyt alustavasti edelld esitettyd pesuasemamallia tavoiteena tunnistaa
mallituksen eri vaiheita ja niihin liittyvia kysymyksié.

Ensimmiinen vaihe on systeemin identifiointi ja rajaaminen. Esimerkissd rajoituttiin
tarkastelemaan pesuasemaa ja sen edessi olevaa jonotustilaa sekd potentiaalisten asiak-
kaiden (homogeenista) joukkoa. Téssd on tehty valinta olla huomioimatta pesuaseman
toimintaymparistod ja sen vaikutuksia. Esimerkiksi osa potentiaalisista asiakkaista saat-
taa haluta myds tankata. Té&lloin asiakas, joka saapuessaan havaitsee jonon liian pitkaksi
valitsee tankkauksen ja palaa sen jilkeen tarkistamaan jonotustilanteen.
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Kun systeemin osat on kiinnitetty (asema, jono, asiakkaat), on yksittaisten osien toi-
minta ja keskindiset interaktiot mallitettava. Pesun vaatima aika saadaan valmistajalta.
Tahén on ehkd lisittévd auton sisddn-/ulosajoon vaadittava aika, joka vaihdellee satun-
naisesti. My6s yksikkokustannukset on arvioitava. Asiakkaiden kiyttdytymiselle on valittu
hyvin yksinkertainen malli. Potentiaalinen asiakas liittyy jonoon aina jos on tilaa, riip-
pumatta jonon tai jonotusajan pituudesta. Toisaalta voi olla vaikeaa arvioida asiakkai-
den kirsivillisyyden jakaumaa, joten yksinkertaistus on ainakin aluksi paikallaan. Viela
on kiinnitettéva malli, joka ennustaa potentiaalisten asiakkaiden tulon asemalle. Téma on
yhteinen ongelma kaikille jonomalleille ja standardiratkaisut tunnetaan hyvin.

Seuravaksi on kiinnitettivd mallin numeeriset suureet, tdssi tapauksessa lahinné asiak-
kaiden mééra ajanyksikkod kohti, mahdollisesti ajan (kellonaika, viikonpéivé, vuodenaika,
tms.) funktiona. Tdma on yleensd vaativa empiirinen vaihe jo silloin kun mallitetaan toimi-
vaa systeemid. Nyt kun pesulaitetta ei vield ole, todellisten asiakkaiden havainnointi ei ole
mahdollista vaan on turvauduttava esimerkiksi arvioimaan tankkaajien ma&raa ja oletet-
tava, ettd néistd tietty murto-osa haluaisi myds pestd autonsa. Jos voitaisiin havainnoida
toimivaa systeemid (vaikka tilanteessa, jossa mietitdén korvataanko hidas vanha asema
uudella nopealla), olisi mahdollista pyrkid mittaamaan vaikuttaako jonon pituus tulevien
asiakkaiden médrdan (asiakkaita tulee suhteessa useammin, kun jono on lyhyt). T&ll6in
mallia olisi harkittava uudelleen.

Mallin koodaaminen on itsessdén monivaiheinen prosessi, johon ei esimerkissé vield puu-
tuttu. Ohjelman verfiointivaiheessa voidaan pyrkia esimerkiksi yksinkertaistamaan mallis-
sa kiytettyjd jakaumia niin, ettd tehtévélle 16ytyy analyyttinen ratkaisu. Samoin voidaan
ratkoa malliongelmia, jotka l6ytyvat kirjallisuudesta.

Vasta kun koodi on testattu on syytéd aloittaa testit mallin todellisilla parametreilla
ja arvioida mallin kiyttaytymista - aluksi laadullisesti (vastaako prosessin kulku odotet-
tua skenariota) ja sitten méaéréllisesti, jos kokeellista dataa on saatavilla. Esimerkissimme
vertailu mitattuun tuloksiin ei ole mahdollinen, joten mallin luotettavuutta on arvioitava
muilla keinoin. Esimerkiksi voi olla valaisevaa testata mallin tulosten riippuvuutta syotto-
tiedoista (miten asiakkaiden tulojakauman, pesun keston jakauman jne muutokset néky-
vit tuloksissa). Nain voidaan arvioida, mitkd epdvarmuustekijit ovat kriittisimpid tulos-
ten luotettavuuden kannalta. Kriittisten osien mallitusta voidaan téssd vaiheessa arvioida
uudelleen.

Kun mallin toimintaan on saatu hyvi tuntuma, voidaan tehdd ensimmaiset tuotantoa-
jot. Toisin sanoen simuloida molempia systeemivariantteja ja vertaila tuloksia. Tama edel-
lyttad yleensd suurta madrda toistoja, jotta tulosten hajonnan vaikutus voidaan arvioida
ja alustavat johtopadtokset tehdéd. Tassd vaiheessa on syytéd palata mallin epdvarmuuste-
kijoihin ja tarkistaa, mitkéd niistd mahdollisesti vaikuttavat johtop&aatoksiin. Tarvittaessa
on mallia tarkennettava kriittisiltad osin, esimerkiksi mallittamalla jonon pituuden vaikutus
pesuhalukkuuteen.
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Luku 2

Monte Carlo menetelmat ja
satunnaisluvut

2.1 Monte Carlo

2.1.1 Buffonin neula

Buffonin neula on simulointikirjallisuudessa usein kiytetty esimerkki (fysikaalisesta) sto-
kastisesta prosessista periaatteessa deterministisen suureen méadrdamiseksi. Kyseessd on
Buffonin herttuan v. 1733 esittdmaisté tavasta arvioida m:m arvoa. Menetelmé on lyhyesti
seuraava: kiytettivissd on neula, jonka pituus on [ seki taso, johon on merkitty yhdensuun-
taisia viivoja, joiden keskindinen etdisyys on d. Neula pudotetaan ’satunnaisesti’ tasolle ja
todetaan leikkaako neula tasoon merkittyja viivoja. Jos d > [ voidaan osoittaa, ettd to-
denn#koisyys sille, ettd neula leikkaa viivaa on p = 21/(wd). Kun [ ja d olivat tunnettuja,
madradmalld p saadaan arvo 7:lle. Kaytinnossa tietysti p:té ei voida maarata tarkasti, jos
suoritetaan vain darellinen maara kokeita.

Olkoon p kokeellisesti saatu arvo p:lle (p = osumien madrd/ toistojen méérd). Jos tois-
tojen madra kiinnitetddn (n) ja koesarja uusitaan, p:n arvo vaihtelee satunnaisesti, silld
itseasiassa p edustaa satunnaismuuttujaa, jolla on tietty (n:std riippuva) todennékoisyys-
jakauma. FEllei tdtd jakaumaa tunneta, ei voida sanoa juuri mitdan siitd miten luotettava
estimaatti p on p:lle ja miten tarkka arvio edelleen saadaan m:lle.

Kaytannossd edelld kuvattu menettely on hankala toteuttaa. Miten taata ettd neula
todella tippuu satunnaiseen paikkaan ja satunnaiseen suuntaan. Joka tapauksessa prosessi
on hyvin hidas, jos neulaa liikutellaan mekaanisesti. Taméan takia onkin syyté tarkastella,
miten koe voitaisiin korvata numeerisella simuloinnilla.

Neulan paikka ja asento (suhteessa viivastoon) méérdytyy kahdesta parametrista, neu-
lan painopisteen etdisyydestd Y ldhimpéan viivaan ja neulan terdvistd kulmasta 6 viivas-
ton suhteen. Nyt, jos neula asettuu tasolle satunnaisesti, Y saa tasaisesti arvoja vililta
0 <Y < d/2. Samoin orientaatio vaihtelee tasaisesti valilla (0,7/2).

On helppo todeta, ettd neula ristedd viivan kanssa, jos ja vain jos Y < (I/2)siné.
Talloin voidaan johtaa seuraava algoritmi kokeen simuloimiseksi:

1. Aseta p = 0, kiinnitd n, d, [.

2. Toista n kertaa seuraava:
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3. Valitse satunnaisluvut Y ja 0, Y tasan jakautunut vélille (0,d/2), 6 tasan jakautunut
vilille (0,7/2). Jos Y < (1/2)sin(6), aseta p =p+ 1.

4. Aseta p =p/n.

5. Estimoi 7 = 21/(dp).

2.1.2 Integrointi

Toinen perinteinen esimerkki Monte Carlo menetelmisté on integrointi eli (yleensd mo-
niulotteisen) integraalin arvon approksimointi tilastollisesti. Tarkastellaan yksiulotteista
esimerkkid: M&araa integraalin

b
I:/ f(x)dx (2.1)

arvo. Oletetaan, ettd f on ei-negatiivinen ja rajoitettu, 0 < f(z) < ¢. Olkoon nyt (z,y) mie-
livaltainen piste joukosta [a,b] x [0, c]. Todennédkdisyys sille, ettd y < f(z) on I/(b— a)c.
Tami johtaa seuraavaan menetelmidn I:n arvioimiseksi. Arvotaan n pistettd joukosta
[a,b] x [0, c] (kiiytdnndssd n paria satunnaislukuja z ja y, siten ettd x:t ovat tasan jakautu-
neita valille [a, b] ja y:t vilille [0, ¢]). Lasketaan sellaisten parien maara P, joille y < f(x)
sekii asetetaan p = P/n. Arvio I:lle on I = pe(b — a).

Helposti havaitaan, etté I'n arvo on satunnainen (vaihdellen pahimmillaan 0:n ja c(b—
a)mn valilla). I'n arvo on kiiyttokelpoinen vain, jos satunnaisuuden laatu (f n jakauma)
tunnetaan.

Tarkastellaan nyt tarkemmin p:td satunnaismuuttujana. Voimme kirjoittaa p = ;" | z;/n,
missé z; on satunnaismuuttuja, joka saa arvon 1 jos y; < f(x;), muuten arvon 0. Muuttujien
z; jakaumat tunnetaan. Kyse on binomijakaumasta, jossa z;:n odotusarvo on p = I/(b—a)c.
Koska z;:t ovat riippumattomia, on p:n odotusarvo np/n = p. Edelleen z;:lle tunnetaan va-
rianssi, joka on Var(z;) = p(1 — p). Tadmén avulla voidaan maariatd myos p:n varianssi,

Var(p) = 3 Var(zs/n) = np(1 — p)/n® = p(1 - p) /n. (2.2)
=0

Tastd ndemme, ettd mitd useampaa pistettd kiytdmme, sitéd pienempi on satunnaisvaihtelu
keskiarvoestimaatille. Kédantaen, mitd tarkempi estimaatti halutaan, sitd enemmaén pisteita
on kiytettava.

Vakiintunut késite estimaatin tarkkuuden arviointiin on luottamusvéli: Haluamme 16y-
tad arvon 0 siten, ettd p— 0 < p < p+4 tietylld todennédkoisyydella (esimerkiksi 99 prosen-
tissa kaikista simuloinneista). Nyt todennékoisyyslaskennan vahva raja-arvolause sanoo,
ettd pmn jakauma konvergoi kohti normaalijakaumaa kun n kasvaa. Télldin suurilla n voi-
daan olettaa, ettd p on likimain normaalisti jakautunut keskiarvolla p ja keskihajonnalla
o = (p(1 —p)/n)"/2. Tisti seuraa edelleen, ettéi (p — p)/o noudattaa likimain normeerat-
tua normaalijakaumaa. Nyt kun médratédén arvo 01, jolle patee P(|z| > 001) = .01, kun
z on normeerattu normaalisti jakautunut satunnaismuuttuja, voidaan §:n arvo ma#raté: p
on p:stéd korkeintaan ¢d g1:n péadssd 99 prosentin todenndkoisyydelld.

Koska o on verrannollinen n~/2:een havaitaan, etti estimaatin tarkkuuden kaksinker-
taistaminen (luottamusvélin puolittaminen) edellyttéé pisteiden maaran nelinkertaistamis-
ta. Niin ollen menetelmélld on vaikea pédstd suureen tarkkuuteen. Toisaalta estimaatin
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tarkkuus ei millddn tavoin riipu integraalin dimensiosta. Téastd syystd menetelmé& on suo-
sittu erityisesti tapauksissa, joissa on integroitava hyvin moniulotteisissa joukoissa, joissa
perinteiset menetelmit helposti ovat hyvin kalliita kdytt&aa.

Edelld kuvattu tapa ei tietenkdén ainut eiké aina paraskaan tapa soveltaa Monte Carlo
menetelméé. Yhté luonnollinen tapa integraalin estimoimiseksi on arvioida suoraan f(z):n
odotusarvoa kun z on tasan jakautunut vélille [a, b]. Téll6in tarvitaan vain yksi satunnais-
muuttuja havaintopistettd kohti, joten simulointi voidaan suorittaa tehokkaammin. Toi-
saalta menetelmén tarkkuus tulee nyt riippumaan f(x):n varianssista, jolle on laskettava
estimaatti erikseen.

2.2 Satunnaislukujen generointi

Edella esitetty Monte Carlo integrointi perustui mahdollisuuteen valita (tasan jakautunei-
ta) satunnaisia arvoja muuttujille x ja y. Miten tdmé toteutetaan kiytdnnossia? Jos in-
tegrointi tehdédan ohjelmallisesti, on my0s satunnaisluvut generoitava satunnaisesti. Tassa
on jo sindllddn kisitteellinen ristiriita, kuten John v. Neumann sanoi:

Anyone who considers arithmetical methods of producing random digits is, of
course, in a state of sin.

Lisdksi on méiriteltavi, mité tarkoitetaan satunnaisluvulla. Missé mielessd esimerkiksi 175
on satunnaisluku?

Simuloitaessa tarvitsemme jonon lukuja, jotka ovat (ndennéisesti) keskendén riippumat-
tomia ja joiden arvot noudattavat jotain haluttua todenndkoéisyysjakaumaa. Algoritmeja,
jotka tuottavat téllaisia lukusarjoja kutsutaan satunnaislukugeneraattoreiksi (tai pseudo-
satunnaislukugeneraattoreiksi). Niennaiselld riippumattomuudella tarkoitetaan sité, etta
kiytetyt tilastollista riippuvuutta indikoivat testit eivit nie lukujen vililla systemaattista
riippuvuutta. Se, mité testeji generaattorille tulee tehdi, riippuu osin simulointiongelmas-
ta. Satunnaislukujono, joka yhdelle tehtéville toimii hyvin, voi toisessa ongelmassa johtaa
taysin vaariin tuloksiin.

Satunnaislukujen generoinnissa voidaan erottaa kaksi alaongelmaa. Toinen on tasan ja-
kautuneiden satunnaislukujen generointi (vélille (0, 1)), toinen on halutun todennékéisyys-
jakauman mukaisten satunnaislukujen generointi. Tulemme n&kemé&an, ettd jalkimmaéisen
ongelman ratkaisu edellyttdd ensimmaisen tehtdvan hallintaa.

2.2.1 Keskinelidmenetelmé

Tarkastellaan aluksi klassista (huonoa) ad hoc menetelméd, jonka esitti J. v. Neumann
vuonna 1946. Kyseessd on niin sanottu keskineliomenetelma, joka toimii seuraavasti. Ol-
koon annettu k-numeroinen luku (jossakin kannassa), esimerkiksi 1234. Kerrotaan luku
itsellaan, jolloin saadaan 2k-numeroinen luku (tdyttdmalld alkuun nollia tarvittaessa).
Téassd tapauksessa 1234 x 1234 = 01522756. Otetaan téstd luvusta k keskimméistd nu-
meroa, joista muodostuu uusi k-numeroinen luku, 5227. Prosessia voidaan jatkaa, jolloin
5227 % 5227 = 27,3215, 29 ja niin edespéin. Néin saadaan padttyméton sarja lukuja, jotka
eivit ndytd mitenkddn riippuvan toisistaan. Menetelméa soveltuu mihin tahansa lukujérjes-
telmédn, erityisesti myos bindarijarjestelmaén, joten se on varsin helppo toteuttaa.
Menetelmi on kuitenkin huono. On helppo todeta, ettd menetelma paétyy johonkin lu-
kusykliin. (Nelinumeroisia lukuja on 10.000 kappaletta, joten viimeistaén 10.000 askeleen
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jalkeen jokin toistuu ja prosessi alkaa toistaa itsedan.) Ongelma on siini, ettd kiytdnnos-
sd syklit 16ytyvat paljon nopeammin ja ovat hyvin lyhyitd. Samoin tietyt poikkeusarvot
(esimerkiksi alle 100:n olevat luvut tai 100:n monikerrat) johtavat ’ei satunnaisiin’ lukusar-
joihin.

Satunnaislukujen generointi ei siis onnistu aivan helposti. Tastd on lisdd esimerkkejd
mm. Knuth, vol 2, s.4, jossa esitetddn ’supersatunnainen’ algoritmi, joka tekijansa yllatyk-
seksi oli tdysin susi.

2.2.2 Lehmer generaattorit

Yleisesti kédytetyin tapa satunnaislukujen generointiin perustuu D. Lehmerin vuonna 1948
esittdmédn menetelmédn (jonka hin implementoi ENIACille). Menetelm#é kutsutaan li-
neaarisen kongruenssin menetelméksi, ja siind on kolme valittavaa parametria, kerroin a,
lisdys c ja kantaluku m. Lisdksi tarvitaan siemenluku Xg. Menetelmé generoi jonon X;
kiyttden sdantoa

Xp+1 = (X, +¢) mod m, n > 0.

Havaitaan, ettd X,,:t ovat vililtd 0, m — 1, joten normeeraamalla m — 1:114 saamme vilille
[0, 1] jakautuneita lukuja.

Koska X, 1 riippuu vain X,:std ja molemmat voivat saada vain m erilaista arvoa,
viimeistddn m askeleen jalkeen jono padtyy sykliin. Jos kerrointen valinnassa ei olla huolel-
lisia, sykli voi olla luonnollisesti paljon lyhyempi kuin m. Onneksi maksimaaliseen sykliin
johtavat kertoimet osataaan karakterisoida:

Lause 1 Lineaarisen kongruenssin menetelmd johtaa m pituiseen sykliin jos ja vain jos
1. ¢# 0 ja c:lli ja m:lld ei ole yhteisid tekijoitd.
2. Jos q on m:n tekijd, on oltava a =1 mod gq.
3. Jos m on jaollinen 4:lld, on oltava a =1 mod 4.

Jos tarkastellaan generaattoreita, joissa ¢ = 0, on helppo ndhdé ettd tdysi m alkion
sykli ei ole mahdollinen (jos X; = 0, X} = 0 kaikille & > 4). Jos m on alkuluku, on mah-
dollista 16ytda a:n arvoja siten, ettd syklin pituus on m — 1. Ts. kaikki muut luvut paitsi 0
kiydadn 1api. TAmén ehdon toteuttavat generaattorit ovat yksinkertaisempia kuin yleiset
generaattorit. Liséksi tiedetddn, ettd luku 0 ei esiinny tulossekvenssissd, joten satunnaislu-
vulla voi esimerkiksi jakaa ilman pelkoa nollalla jaosta. Témén tyyppisestd generaattorista
kiytetddn nimitystd 'prime modulus multiplicative congruence generator’.

Generaattoria voi yrittdd nopeuttaa myos valitsemalla m siten, ettd jakolasku on help-
po. Kéytinnossi asettamalla m = 2*, missd k on sananpituus. Jos ¢ = 0 ja m = 2,
maksimaalinen syklin pituus on 2¢72, jos siemenluku on pariton ja a on valittu sopivasti.
Sykli ei kuitenkaan kaikilta osiltaan kiyttdydy téysin satunnaisesti. Esimerkiksi viimeinen
bitti muuttuu syklisesti syklin pituudella 2. Yleisemmin viimeiset j bitti& omaavat periodin
27,

Muutenkaan kongruenssigeneraattorin tulokset eivét voi olla tiysin satunnaisia. Niille
pitee mm. seuraava rajoite. Jos generaattori tuottaa lukusarjan {Uy,Us,Us,...} ja tarkas-
telemme seuraavia R™:n pisteiti

{U1,U0s,... Up},{U1,Uz...,Up},{U1,Us,...,Up}, ...
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ne asettuvat avaruudessa korkeintaan (n!m)(l/ ) yhdensuuntaiseen hypertasoon. Usein pis-
teet sijoittuvat huomattavasti pienempéaidn méaraan hypertasoja. Talld voi olla haitallinen
vaikutus esimerkiksi laskettaessa moniulotteisia integraaleja Monte Carlolla.

Tuntematon generaattori tulisikin aina testata ennenkuin sen arvoja kiytetdin todel-
lisiin simulointeihin. Esimerkiksi alkuperdisen PC:n mukana tullut satunnaislukugeneraat-
tori on tdysin defektiivinen.

Yleisimmin kdytetyt Lehmer generaattorit ovat nykyéan kaikki samaa tyyppid. Niissa
on valittu ¢ = 0 ja m = 23! — 1. Tilli saavutetaan hyvi laskennallinen tehokkuus ja pitk
sykli, koska, m on alkuluku. Eri generaattorit eroavat vain a:n arvojen osalta. Parhaan
a:n 16ytamiseksi tehty laajoja testeji, joissa on vertailtu yli 267 miljoonaa eri arvoa. Viisi
'parasta’ a:mn arvoa olivat (Fishman, Moore, STAM J. Sci Stat Comp, 7, ss. 24-45, (1985))
950706376, 742938285, 1226874159, 62089911 ja 1343714438.

Kaytidnnossa suositaan versioita, joissa a:n arvot ovat paljon pienempid, koska tal-
16in generaattorien toteutus onnistuu paremmin myos korkean tason kielilla. Esimerkiksi
a = 16807 on hyvin testattu arvo. Sen kiyttod puoltaa se, ettd tulo ma voidaan vie-
18 evaluoida tarkasti kiyttden kaksoistarkkuuden liukulukuja. Siispéd generaattori voidaan
koodata helposti milld tahansa korkean tason kielelld, joka tukee kaksoistarkkuuden lu-
kuja. Tehokas toteutus edellyttdd yleensd jakolaskun (modulo-operaation) toteuttamista
bittitason siirtojen avulla.

Lehmer-generaattoreista voidaan tehdd muunnelmia, joilla on pidempi sykli tai jotka
soveltuvat paremmin normaalilla kokonaislukuaritmetiikalla kisiteltdviksi. Yhdistelméage-
neraattorissa, jonka esittivit Wichmann ja Hill, otetaan useampi pienehkodén alkulukuun
perustuva Lehmer generaattori ja muodostetaan satunnaisluku summaamalla tulokset yh-
teen. Jos eri generaattorien syklit ovat keskenéin jaottomia saadaan maksimissaan syklien
pituuksien tulon mittainen sykli. Pienten kantalukujen kiytto toisaalta mahdollistaa stan-
dardi kokonaislukujen kiytén myds vélituloksille. Alkuperdinen Wichmann-Hill generaat-
tori on

X;1 = 171X, mod 30269
Yis1 = 172Y; mod 30307
Ziy1 = 170Z; mod 30323
U1 = {Xi+1/30269 + Y;11/30303 + Z;41/30323} mod 1.

Tamai tarvitsee kolme siemenlukua yhden asemasta ja on noin kolme kertaa kalliimpi kuin
tavallinen Lehmer generaattori.

Toinen muunnelma on sekoitettu (suffled) generaattori. Siind talletetaan joukko sa-
tunnaislukuja muistiin, josta niitd otetaan satunnaisessa jarjestyksessd. Tata varten on
generoitava jono satunnaislukuja U (valiltd (0,1)) ja toinen jono kokonaislukuja vélilta
(1, k), missd k on muistipaikkojen ma#rd. Algoritmi etenee seuraavasti. Ensin generoidaan
k satunnaislukua U, jotka talletetaan k£ muistipaikkaan. Sitten generoidaan kokonaisluku
V vililta (1, k). Haluttu satunnaisluku on muistipaikassa V', josta se vilitetdén eteenpéin
padohjelmaan. Lisdksi arvotaan uusi U, joka sijoitetaan edelld kiytettyyn muistipaikkaan.
Tamén jilkeen uudet satunnaisluvut saadaan aina méiramalld uusi V', lukemalla vastaava
muistipaikka ja generoimalla sinne uusi U. Télloin tarvitaan periaatteessa kahden luvun
generointi yhtd tulosta kohti. T&td voi kuitenkin tehostaa konstruoimalla V' edellisen U:n
avulla (esimerkiksi sen tiettyjen bittien avulla), jolloin lisikustannus on vain pari operaa-
tiota ja riittdva maara muistipaikkoja.
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2.3 Satunnaisluvut yleisesti jakaumasta

Usein tarvitaan satunnaislukuja, jotka noudattavat jotain tiettyd jakaumaa. N&itd voidaan
generoida systemaattisesti kiyttden hyviksi tasan jakautuneita satunnaislukuja mikéli ha-
lutun jakauman kertyméfunktio tunnetaan.

2.3.1 Kaiinteistodennikoisyyden menetelméi

Oletetaan, ettd kiytettavissd on tasan jakautuneita satunnaislukuja véliltd (0,1). Ha-
luamme muodostaa jonon satunnaislukuja, jotka noudattavat todennikoéisyysjakaumaa
f(z),z € X C R. Jakaumaa (tiheysfunktiota) f vastaa kertyméfunktio F, F(z) = [*__ f(z)dz
(oletetaan ettd f(z) = 0 kun z ¢ X). Tiedetdén, ettd F' on monotonisesti kasvava funktio
(aidosti pisteissd, joissa f(x) > 0), joka saa arvoja valiltd [0,1]. Jos f on funktio, F saa
itse asiassa kaikki arvot. T#lloin voidaan médritelld F:n kifinteisfunktio F~!, joka kuvaa
vilin (0,1) X:lle. Nyt pétee: jos (satunnaismuuttuja) U on tasan jakautunut valille [0, 1],
noudattaa satunnaismuuttuja F'~1(U) jakaumaa f.

Mikili kisinteisfunktio F~! on esitettéivissi suljetussa muodossa, on satunnaislukujen
generointi jakaumasta f suoraviivainen operaatio. Esimerkkind voimme tarkastella ekspo-
nenttijakaumaa, jonka tiheysfunktio on f(x) = 0,2 <0, f(z) = Ae %, 2 > 0 (missi A on
jakauman parametri. Helposti nihd#in, ettd kertymifunktio on muotoa F(z) =1 — e
kun z > 0. Edelleen F~Y(U) = —In(1 — U)/A, minki avulla saadaan exponenttijakau-
tuneita satunnaislukuja. Jos vield huomioidaan, ettd 1 — U voidaan korvata U:lla, joka
my6s on tasan jakautunut ja U lasketaan generaattorilla, joka antaa aidosti positiivisia
satunnaislukuja, algoritmi on erittdin suoraviivainen.

Diskreeteille todennikdisyysjakaumille F ja F~! ovat porrasfunktioita ja kifinteisto-
dennikoisyyden menetelmé toimii kiytadnnossa taulukkohakuna.

2.3.2 Eliminointimenetelmi

Usein kertyméafunktion kddnteisfunktiota ei voida muodostaa eksplisiittisesti. Mikéli jakau-
man tiheysfunktio on rajoitettu ja kompaktikantajainen voidaan kiyttda eliminointimene-
telmdd. Tamé on itseasiassa sukua edelld esitetylle Monte Carlo integroinnille. Oletusten
mukaan tiheysfunktio f hévidd jonkin vilin [a,b] ulkopuolella ja kyseisella vélilla patee
0 < f(z) < c jollekin c. Nyt valitaan kaksi satunnaislukua z ja y siten, ettd = on tasan
jakautunut vilille [a,b] ja y tasan jakautunut vilille [0,c]. Jos nyt f(x) > y, hyviksy-
tdan x, muussa tapauksessa arvotaan uudet x ja y. Jokaista hyviksyttyd satunnaislukua
kohti tarvitaan tasanjakautuneita satunnaislukuja keskiméérin 2¢(b — a) kappaletta. Me-
netelma on siis sitd tehokkaampi, mita lahempéné jakauma on tasajakaumaa. (Aina patee
c¢(b—a)> f; f(z)dz eron ollessa sitd suurempi mité ’epétasaisempi’ jakauma f on.)

Eliminointimenetelm&a voi modifioida, jos jakauma poikkeaa huomattavasti tasajakau-
masta, korvaamalla x:n tasajakauma jollakin toisella helposti generoitavalla jakaumalla g,
jolle pétee f(z) < cg(x) (sopivan pienelle ¢). Talloin y:lle kiytetddn tasajakaumaa vélilla
[0, cg(z)] hyviaksymisehdon ollessa edelleen f(z) > y. Hyviksymistodenndkdisyys on nyt
1/c.

Mikéali sopivaa modifioitua jakaumaa ei 10ydy suoraan, voi tilannetta helpottaa ositta-
malla ongelma. Tamé tapahtuu siten, ettd jakauma f esitetdin muodossa

f(x) = a1fi(z) + azfa(z) + - + anful)
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missd jakaumat f; ovat paremmin approksimoitavissa yksinkertaisilla jakaumilla. Yksin-
kertaisimmillaan tdmé voi tarkoittaa vélin [a, b] jakamista osavileihin A;, joiden todenné-
koisyydet o = | A, f(@)dz médratadn etukiteen. f; on tdlldin fm rajoittuma vélille A;
normeerattuna 1/« :114. Jos vili A; on lyhyt, voidaan f;:t4 approksimoida varsin hyvin ta-
sajakaumalla tai jollakin muulla yksinkertaisella jakaumalla. Menetelmé on nyt seuraava:
ensiksi valitaan kokonaisluku ¢ véliltd [1,n] siten, ettd i:n todenndkdisyys on ;. Témén
jalkeen valitaan x véliltd A; noudattaen jakaumaa f;. Téhén voidaan kiyttad tarvittaessa
eliminointimenetelmié, jossa vélin lyhyyden ansiosta turhien pisteiden todennékoisyys on
pieni.

Menetelmédd voi edelleen tehostaa jakamalla kunkin f;:n tasajakaumaan ja pieneen
jaannostermiin. Télloin suurella todennékdéisyydelld valitaan jokin tasajakaumista, jolloin
varsinaisen satunnaismuuttujan konstruointi on helppoa. Vain pienelld todennékdéisyydel-
14 joudutaan jadnnodsjakaumiin, joissa kdytetddn eliminointimenetelmé&d, siellakin hyvalla
hyotysuhteella.

Menettelytapa voidaan laajentaa myos ei-kompaktikantajaisiin jakaumiin. T&ll6in 44-
rettomyyspisteiden ympéristoon tehdaén jadnnoskaistat, joissa jakaumaa arvioidaan ylos-
péin esimerkiksi eksponenttijakaumalla ja sovelletaan eliminointimenetelméa.

Loppuun asti viritettynd tdmé idea on viety Marsaglia, MacLaren & Bray algorit-
missa normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien generoimiseksi. Menetelmé on esitetty
tarkasti mm. Knuthin kirjassa. Periaate on sama kuin ylld. Jakauma jaetaan yksinkertai-
siin osiin. Symmetrian nojalla riittdd osittaa vain positiiviset arvot, jotka jaetaan aluksi
1/4 mittaisiin osavileihin. Niin jakauma pilkotaan kapeisiin yldreunastaan kaareviin nau-
hoihin. Kuhunkin nauhaan sovitetaan maksimaalinen suorakaide. Tésté edelleen erotetaan
suorakaide, jonka pinta-ala on 1/256-osan monikerta. Vastaavasti syntyy 12 kapeaa kaistaa
f13 - f24. Nyt olkoon annettu binddrikoodattu satunnaisluku vililtd (0,1). Sen ensimméi-
nen (merkitsevin) bitti kiinittda generoitavan satunnaisluvun merkin. Seuraavat 8 bittid
edustavat kokonaislukua vililta (0,255), joka joko kiinnittdd yksikisitteisesti jonkin jakau-
mista f; — fio tai jddnnososan fi3 — f37. Viimemainitun todenn&koisyys on jo varsin pieni,
31/256. Mikali valittiin jokin tasajakaumista, satunnaisluvun loppuja bitteja (kymmenen-
nestd eteenpiin) kiyttden voidaan kiinittd4 haluttu tulos. Toisin sanoen 88 prosentissa
tapauksista riittdd yksi tasajakautunut satunnaisluku.

Jos alkuperdinen satunnaisluku on suurempi kuin 225/256 on valittava jokin alueista
f13 — f37. Tam3 voidaan tehd& kiyttden ennalta laskettua aputaulukkoa, jossa on annettu
raja-arvot ym. satunnaisluvulle. Mikali valittiin fi3 — fo4 riittdd arpoa toinen tasan jakau-
tunut satunnaisluku, jolla kiinnitetdén lopputulos valitulta 1/4 pituiselta vililta. Jaljelle
jaavat jakaumat fos — f3g, joihin sovelletaan kolmiomaisille jakaumille viritettyé eliminoin-
timenetelmad sekd fs7, joka kattaa hantétermin. T&ta tarvitaan vain joka 400 kerta.

Néin saatu menetelmé on hyvin nopea mutta jo sangen monimutkainen toteuttaa.
Liséksi se edellyttdd yli sadan vakion laskentaa etukiteen ja vastaavan méadrdn muis-
tia. Jos nopeus ei ole kriittinen tekiji, voidaan turvautua seuravaan toteutukseltaan hy-
vin yksinkertaiseen algoritmiin, ns. Box-Muller(-Marsaglia) algoritmiin: generoi kaksi ta-
san jakautunutta satunnaislukua U ja Us. Laske X = (—=2In(U7))Y?cos(2nUs), Y =
(—21n(U1))/2 sin(27U5). Seké X ettd Y ovat normaalijakautuneita. Lisiksi ne ovat kes-
ken&an riippumattomia. Lisdkustannus on siis vain yksi logaritmi, yksi nelijuuri ja kaksi
trigonometrista funktiota kahta satunnaislukua kohti. Tosin tdmékin voi olla jo paljon
verrattuna edelliseen algoritmiin.
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Edelld kuvattu menetelmé ei ole mitenkdé&n ilmeinen. Taustalla on tason normaalija-
kautunut pisteisto ja sen esitys napakoordinaatistossa. Olkoon (r,0) pisteen (X,Y") esitys
napakoordinaateissa. Tallsin @ = 27Uy ja r = (—21In(U;))"/2. Koska U; oli tasan jakau-
tunut havaitsemme, ettd r:n tiheysfunktio on f(r) = e~"/2p, Edelleen parin (r,6) yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f(r,0) = e " /2r/2m = e~ (X*+Y*)/2 )or (Téssd *ylimasriinen’
r liittyl muuttujanvaihtoon karteesisen ja napakoordinaatiston vililld). Tiheysfunktio voi-
daan siis ilmoittaa kahden yksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion tulona.

2.4 Satunnaislukujen testaus

Koska pseudosatunnaisluvut konstruoidaan algoritmilla, ne eiviat luonnollisestikaan kayt-
tdydy tdysin samoin kuin todella satunnaiset luvut. Arvioitaessa tietyn satunnaislukuge-
neraattorin ominaisuuksia keskeinen kysymys on maéaritelld ne ominaisuudet, joiden suh-
teen generoidun lukusarjan tulisi kiyttaytyd kuten tdysin satunnaisen lukujonon. Jokais-
ta haluttua ominaisuutta kohden tulee suunnitella (toteutuskelpoinen) tilastollinen testi.
Esittelemme seuraavassa muutamia testejd, joita kiytetdan toki my6s moniin muihin tar-
koituksiin.

2.4.1 Tasajakautuneisuus ja y>-testi

Rajoitutaan yksinkertaisuuden vuoksi tarkastelemaan tasajakautuneita satunnaislukuja
valiltd (0,1). Ovatko luvut todella tasajakautuneita? Jaetaan vili d erilliseen osaan, joi-
den pituudet ovat p;. Arvotaan n satunnaislukua. Nyt vélille j tulisi osua keskimédrin np;
lukua. Merkitdan f;:11a vélille 7 osuneiden lukujen madrda ja muodostetaan testisuure

d
X* = Z(fj — np;)?/np;.

J=1

Mitd tieddmme y?m jakaumasta. Kukin f; on binomijakautunut keskiarvolla np;. Jos
np; on suuri, binomijakaumaa voi approksimoida normaalijakaumalla. Siispd f; — np; on
likimain normaalijakautunut keskiarvolla 0 (ja varianssilla np;(1 —p;)). Siispd j:s summa-
termi on likimain (1 — p;) kertaa N(0,1) jakautuneen satunnaismuuttujan nelié. Toisaalta
tiedetddn, ettd Zj fj = n, joten summan termeistd vain d — 1 on riippumattomia. Edel-
leen tekijoistd 1 — p; seuraa, ettd x? kilyttiytyy oleellisesti kuten d — 1:n riippumattoman
N(0,1) muuttujan nelion summa. Télle voidaan puolestaan johtaa tiheysfunktio, joka on

h(z) = 2(9=3)/2e=2/2 ) (20d=D/2p((d — 1) /2)).

Tamin jakauman avulla voimme médrité tyypilliset arvot y2:lle ja erityisesti kiinnittis
raja-arvot, jotka osoittavat etté testisuureen arvo on poikkeuksellisen pieni tai suuri. (Sdén-
nollinen tasaisesti jakautunut pisteisto johtaa liian pieneen arvoon, epitasainen jakauma
litan suureen.)

Koska testisuure noudattaa yo. jakaumaa vain approksimatiivisesti, menetelm&a voi
kiyttad vain suhteellisen suurilla ndytemaégrilla. Nyrkkisdanto on, ettd kunkin luokan osu-
mien odotusarvon tulisi olla yli 5, joten optimitapauksessakin (eri luokat yhté todennékoi-
set) havaintojen méérin tulisi olla vihintaan 5d.
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Yleensd huonotkin satunnaislukugeneraattorit 1apéisevit yll& esitetyn testin. Astetta
parempi testi saadaan kun tulkitaan satunnaislukujono koostuvaksi tason tai avaruuden
pisteiden koordinaateista. Tason tapauksessa ryhmitelldén satunnaisluvut {(Uy,Us), (Us, Uy), ...}
yksikkonelion pisteiksi ja jaetaan nelio d = s® pienempéin nelioon. Laskemalla osumien
miird kussakin nelidssi ja soveltamalla x? testii, voidaan 18ytis mahdollinen riippuvuus
kahden perdkkéisen satunnaisluvun valilld. Téméa voi syntyd mm. liian pienen kertovan
tekijan kiytostd Lehmer generaattorissa. Vastaavasti voidaan toimia lukukolmikoiden ta-
pauksessa jne. Ongelma on vain se, ettd dimension kasvaessa tarvittavien luokkien m&ara
kasvaa nopeasti ja testistd tulee aivan liian kallis.

2.4.2 Peridkkiiskorrelaatio

Edelld mainittu lukuparien ja -kolmikoiden testaus kertoo jotakin perédkkiisten satunnais-
lukujen korrelaatiosta (jota tietysti ei pitéisi olla lainkaan). Jos tarvitsemme tietoa pidem-
pien sekvenssien (5 tai useampi satunnaislukua) riippuvuuksista edelld mainittu strategia
on liian kallis. Tarvitaan siis halvempia menetelmié. Varsin yksinkertainen testi on muo-
dostaa k luvun joukkoja, joista kustakin etsitddn maksimiarvo. Asetetaan siis satunnais-
muuttujaksi X = max(Uy,Us,...,Uy). Jos U:t ovat riippumattomia ja tasajakautuneita,
X:n jakauma tunnetaan. Kertymifunktio on F(z) = 2*.

On siis testattava noudattaako havaittu X jakaumaa F. Tatd voidaan testata edelld-
mainitulla x2-testilli. Muitakin vaihtoehtoja on, esimerkiksi ns. Kolmogorov-Smirnov tes-
ti. Siind otetaan n havaintoa (X:std), jotka jirjestetdédn nousevaan jérjestykseen. Tamén
jilkeen muodostetaan testisuureet

Dt = max (i/n — F(X;), D™ = max (F(X;) — (i—1)/n).

1<i<n 1<i<n

Molemmille testisuureille tunnetaan taulukoidut jakaumat, joiden avulla voidaan paételld
ovatko D arvot tyypillisid vai onko syyté epdilld, ettd X ei noudata jakaumaa F'.

Toinen perdkkéiskorrelaatiota mittaava testi on vélitesti (gap test). Olkoon annettu jo-
no tasajakautuneita satunnaislukuja véliltd (0,1). Valitaan osavéli 0 < a < b < 1. Nyt etsi-
tadn lukupareja Uj, Ujy, siten, ettd U;, Ujyk € [a,b] ja uji; ¢ [a,b] kaikille 1 <4 < k. Sa-
nomme, ettd tassd tapauksessa vilin pituus on k. Etsitddn nyt lukujonosta eripituiset vilit.
Teoreettisesti vilien pituuksien tulisi noudattaa geometrista jakaumaa P(k) = g¥~1(1—5)
missd # = 1 — (b — a). Havaittujen vélinpituuksien sopivuutta t&hén jakaumaan voidaan
testata y>-testilli.

Lisdd testejd 16ytyy mm. Knuthin kirjasta. Sielld esitelliin mm. taajustason testi
(spectral test), jolla on voitu eliminoida useita kiytdnnossikin huonoksi todettuja gene-
raattoreita. TAm4 testi perustuu satunnaislukujonon tulkinnalle ajasta riippuvaksi signaa-
liksi ja signaalin taajuusominaisuuksien analysoinnille. (Téysin satunnaisen signaalin tulisi
olla ortogonalinen minké tahansa taajuuskomponentin kanssa.)

Yhteenvetona todettakoon, ettd satunnaislukugeneraattorien huolellinen testaus on
vaativa ja kallis operaatio. Hyvin pitkille se voidaan katsoa myos tarpeettomaksi, koska
valmiiksi testattuja hyvid algoritmeja on tarjolla. Toisaalta testaaminen on myos erittdin
tarpeellista, koska myds huonoja generaattoreita on yleisesti tarjolla, jopa 'luotettavista’
lahteistd. Yleisesti ottaen on suositeltavampaa kiyttad algoritmia, josta on saatavissa doku-
mentoidut ominaisuudet kuin algoritmia, josta ei tiedetd mitdén (valmistajan/ohjelmiston
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oma ’salainen’ menetelma). Lisdksi, jos sovelluksella on jotain erityispiirteitd, tahan piir-
teeseen painottuvia testejd voi olla syytd tehdd vaikka generaattorilla olisi yleisesti hy-
va maine. Esimerkiksi, jos satunnaislukuja tarvitaan systemaattisesti k luvun paketteina
(vaikka Monte Carlo integroinnissa), k askeleen perikkiisominaisuudet voivat olla hyvin
kriittisia.

2.5 Generaattoreiden toteutus

Tyypillisessd simuloinnissa generoidaan paljon satunnaissuureita, joiden avulla tehdain
hyvin yksinkertaisia operaatioita. Néin ollen tehokas generaattori on oleellinen koko simu-
lointiohjelmiston tehokkuudelle. Tdm&a puoltaa ainakin kriittisimpien osien koneenldheis-
td toteutusta. Toisaalta, jos pyritdan tekemadn yleiskdyttoisiéd ja siirrettdvid ohjelmistoja,
koneriippuvia piirteitd ei tulisi kiyttdd. Minimissdan kaikista algoritmeista tulisi olla ko-
neriippumattomat korkean tason kielilla tehdyt toteutukset.

Tamaé yleensa rajoittaa jo algoritmien valintaa. Esimerkiksi kaikkia kongruenssigene-
raattoreita ei voi toteuttaa korkean tason kielten perusaritmetiikalla ainakaan suoraviivai-
sesti tuetun lukualueen pienuuden takia. Esimerkiksi yleisimmin kéytetyt kongruenssigene-
raattorit perustuvat kantaluvun m = 23! — 1 kiiytt66n. Normaali kokonaislukuaritmetiik-
kaa kéyttéden siemenluvun ja kertoimen a tulo karkaa ldhes aina lukualueelta. Kaytettéessa
suhteellisen pienid kertoimia kuten a = 16807 vilitulokset voi vield esittdd tarkasti, jos
kiytetddn kaksoistarkkuuden liukulukuja, joissa mantissalle on varattu enemmaén kuin 46
bittia:

module lehmer

use prec

real(dp) ,parameter :: m=2*x31-1
real(dp) :: a,m_1,seed

contains

subroutine init_lehmer(iseed)
integer :: iseed

m_1=1._dp/m

a=16807._dp

seed=real (iseed,dp)

return

end subroutine init_lehmer

real(wp) function random()
seed=modulo (seed*a,m)
random=seed*m_1

return

end function random

end module lehmer



2.5. GENERAATTOREIDEN TOTEUTUS 17

Koneriippuvalla toteutuksella vastaava algoritmi voidaan mahdollisesti toteuttaa myds
suuremmilla kertoimilla, jos esimerkiksi tiedetdan, ettd liukulukuyksikko kayttéa sisdisesti
suurempaa tarkkuutta.

Tehokkain toteutus edellyttéd yleensd konekielistéd toteutusta, jossa otetaan myos huo-
mioon kantaluvun erityinen muoto (‘melkein’ 23!). Tillsin jakolasku/modulo voidaan kor-
vata yksinkertaisemmilla operaatioilla. T&ll6in tarvitaan 'shift’ operaatio. Samoin, jos ha-
lutaan tarkastella sekoitettua varianttia, jossa osa satunnaisluvun biteistd tulkitaan pie-
neksi kokonaisluvuksi, padsy bittitasolle on valttaméaton. Myos Marsaglia-MacLaren nor-
maalijakaumageneraattori edellyttdd ainakin virtaviivaisimmillaan bittitason informaation
kiyttoa (ks. Knuth).

Toinen toteutukseen liittyva aspekti on generaattoreiden ohjelmistorajapintojen méaa-
rittely. Koska kaikkien jakaumien generointiin kdytetaan lopulta (0,1) tasajakaumaa, on
padtettava kiyttaviatko eri generaattorit yhteistd tasajakaumajonoa vai luodaanko kulle-
kin jakaumalle omat jononsa, jolloin jokaiselle tulee médritelld alkusiemenet ja suorittaa
tarvittavat alustukset (esim. jos kiytetddn sekoitettua generaattoria).

Oliopohjaisissa toteutuksissa satunnaislukugeneraattorit toteutetaan yleensd siten, et-
td perusluokassa mééritelladn alustukset ja rutiinit tasajakautuneille (0,1) satunnaislu-
vuille. Tdmé luokka periytyy alaluokille, joita on yksi jokaista tarvittavaa jakaumatyyp-
pid kohden. Jakaumien numeeriset parametrit vilitetddn parametrilistassa. Java- koodattu
esimerkki 16ytyy mm. JavaSIM ohjelmiston l&hdekoodeista, ks. verkkosivut.
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Luku 3

Diskreettiaikainen simulointi

Diskreettiaikaisessa, tai tapahtumapohjaisessa, simuloinnissa tarkastellaan systeemeja, jot-
ka koostuvat selkeédsti méaritellyista alisysteemeisté, jotka kommunikoivat toistensa kans-
sa tapahtumien vilitykselld. Tapahtuma on tiettyyn aikaan sidottu toimenpidesarja, joka
muuttaa osasysteemien tiloja ja mahdollisesti generoi muita tapahtumia samalle tai myd-
héisemmalle ajalle.

Tyypillisesti tapahtumapohjaista simulointia kiytetdin erilaisten jonomallien késitte-
lyyn. Yksinkertaisimmillaan kyse on prosessista, jossa jono asiakkaita kulkee jarjestykses-
sé yhden tai useamman perdkkiisen palvelupisteen ldpi ja simuloinnilla halutaan tietoa
mahdollisesta jononmuodostuksesta, odotus- ja ldpimenoajoista jne. Vastaavantyyppisia
malleja voidaan rakentaa myds varastointi- ja kuljetussysteemeille.

Kaikille diskreettiaikaisille simulointimalleille on 16ydettévissé viisi yhteistd osatehté-
vad, jotka simulointiohjelmiston tulee hallita.

Ensimmaisend tarvitaan kalusto mallin rakenteen spesifiointiin. Tdmé tarkoittaa kiy-
tdnnossd kolmea asiaa: systeemin osien, osien vilisen loogisten riippuvuuksien ja systee-
missé esiintyvien tapahtumien mallittamista. Ensimmaéisessd kohta sisaltdéd osasysteemien
tilojen karakterisoinnin diskreettien muuttujien avulla, toinen osa mallin loogisen verkos-
torakenteen (vuokaavio) ja kolmas osa kuvaa sisaltda varsinaisen toiminnan yleensd funk-
tioina ja proseduureina, jotka muokkaavat osasysteemien tilamuuttujia.

Toinen komponentti on ajan hallinta. Diskreettiaikaisissa systeemeissd aika etenee vaih-
televan mittaisin askelin tapahtumahetkestd seuraavaan.

Kolmannen osan-alueen muodostavat satunnaisprosessit, joita kiytetdin mallin datan
tuottamiseen (asiakkaiden tuloaikataulut, palvelujen kestot). Tadmén osa sisdltda yleensé
joukon satunnaislukugeneraattoreita, joiden tulisi kattaa kaikki tarvittavat jakaumat.

Simuloinnin tulosten tarkastelua varten tarvitaan tilastollinen raportointi, jonka avulla
kerdtddn ja muokataan halutut tiedot simuloinnin tuloksista. Témé&n osan tulisi tuottaa
tarvittavat tilastolliset tunnusluvut (keskiarvot, varianssit, luottamusvilit) seki graafiset
esitykset (histogrammit, aikasarjat).

Viimeisend mutta ehka keskeisimpéna tarvitaan simuloinnin hallintasysteems, joka kont-
rolloi mallin tapahtumia. Kéytdnnossé tamé tarkoittaa prosessia, joka pitdd jirjestyksessa
tulevia tapahtumia ja on vastuussa siitd, ettd tapahtumat aktivoituvat oikeassa jirjes-
tyksessd. Simulointimallin luonteesta paljolti riippuu se, miten ns. tapahtumalista tulisi
jarjestdd. Tarvittavia toimintoja ovat seuraavan tapahtuman etsiminen, uuden tapahtu-
man lisdys ja tapahtuman poisto. Tarvittavat tietorakenteet ja algoritmit on valittava sen
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mukaan mitkd toiminnot ovat kulloinkin dominoivia.

Tarkastelemalla simulointimallia eri ndkdékulmista paddytddn hyvin erilaisiin tapoihin
toteuttaa simulointiohjelmisto. Lahtien mallin rakenteen kolmiosaisuudesta paddytaan kol-
meen mahdolliseen tarkastelukulmaan: tapahtuma-, prosessi- tai aktiviteettildhtdiseen si-
mulointiin. Tapahtuma on joukko samaan aikaan sidottuja tilan muutoksia. Sama tapah-
tuma voi koskea useampaa systeemin osaa (esimerkiksi asiakas, joka poistuu palvelusta
X, ndkyy valittomasti palvelussa Y joko kiynnistyvinéd palveluna tai jonon pitenemise-
né.) Prosessi puolestaan on jirjestetty jono tapahtumia, jotka liittyvét yhteen osasystee-
miin muodostaen tdmén osan elinkaaren. T&ll6in kaikki mainittua osaa koskevat toiminnot
voidaan koota yhteen ja samaan prosessiin. Lopuksi aktiviteetti on osasysteemin yksittai-
nen aikaa vieva toiminto. Aktiviteettiin liitetdén joukko ehtoja, joiden toteutuessa se voi
kiynnistyd. Esimerkiksi pesuaseman pesuaktiviteetti voi kiynnistyéd jos asema on vapaa
ja jonossa on vihintdan yksi asiakas. Aktiviteetin aikana asema on varattu, joten samaan
asemaan ei voi syntyéd uutta aktiviteettia, ennenkuin edellinen on ohi.

Tarkastellaan nyt lyhyesti edelld olevan pohjalta kolmea vaihtoehtoista simulointilo-
giikkaa.

Tapahtumal&htdisessd simuloinnissa keskeisessé asemassa ovat tapahtumarutiinit, joi-
ta on yksi kutakin tapahtumatyyppié kohden. Tapahtumien jarjestelija (scheduler) pitda
listaa tapahtumailmoituksista (event notice), jotka sisaltavit vihintédén tapahtuman ajan
ja referenssin a.o. tapahtumarutiiniin. Yksittdinen tapahtuma voi generoida tai peruuttaa
muita tapahtumia muuttamalla tapahtumailmoitusten listaa. Jokaisen tapahtuman jéalkeen
kello asetetaan seuraavan tapahtuman aikaan.

Prosessildhtéinen simulointi liittyy ldheisesti olio-pohjaiseen ohjelmointiin. Kustakin
osaprosessista muodostetaan olio, joka sisaltdd tarvittavat tilamuuttujat sekd rutiinit olion
elinkaaren eri tapahtumille. Olio kommunikoi ympéristonsé (scheduler, toiset oliot) kans-
sa tarkoitukseen varattujen proseduurien vélitykselld. Olio voi esimerkiksi 1ahettda toista
oliota koskevan aktivointi- tai passivointimé&arayksen.

Aktiviteettipohjaisessa ldhestymistavassa malli koodataan aktiviteettirutiineihin, jois-
sa on kussakin kaksi rajapintaa. Aloitusrajapinta tarkistaa ovatko kaikki aktivointiehdot
voimassa ja varaa tarvittavat resurssit aktiviteetin ajaksi sekd kiinnittdé lopetusajan. Lo-
petusrajapinnassa tehdddn vastavasti lopetukseen liittyvat toimenpiteet ja vapautetaan
resurssit. Mallia hallinnoidaan kidymalld systemaattisesti 1api kaikki aktiviteetit tarkistaen
voidaanko ne aloittaa. Tata toistetaan kunnes yksikdan uusi aktiviteetti ei aktivoidu. Tal-
16in siirretddn kelloa seuraavaan tapahtuma-aikaan, jolloin jokin aktiviteetti padttyy ja
eri aktiviteettien aloitusehdot mahdollisesti paivittyvat. Taméa ldhetymistapa on lasken-
nallisesti kallis mutta mallin logiikan toteuttamisen suhteen varsin yksinkertainen, koska
kullekin toiminnolle on vain méariteltdva aloitus- ja lopetusehdot ja toimenpiteet.

Jatkossa tarkastelemme ldhemmin tapahtuma- ja prosessipohjaista ldhestymistapaa.
Kummassakin tapauksessa kiytdmme esimerkkind johdannossa esitettyd yksinkertaista jo-
nomallia eli pesuautomaattiesimerkkié.

3.1 Tapahtumapohjainen lahestymistapa

Tapahtumapohjaisessa ldhestymistavassa simulointimallin logiikka koodataan joukkoon ta-
pahtumarutiineja. Mikéli mahdollisia tapahtumatyyppeja on vdhin ja systeemin rakenne
on yksinkertainen tidmé voidaan tehd& tehokkaasti useimmilla korkeantason kielilla. Eri-



3.1. TAPAHTUMAPOHJAINEN LAHESTYMISTAPA 21

tyisesti ilman kaikkia oliokielten piirteitd. Toisaalta suurille systeemeille mallin logiikan
hallinta vaikeutuu kun osasysteemien hallinta fragmentoituu moniin tapahtumarutiinei-
hin.

Tarkastellaan yksinkertaista jonomallia, joka jaetaan neljadn eri tapahtumaan. Anne-
taan néille nimet Tulo (generoi jononpaahin tulevan asiakkaan), Alku (kiynnistdd pesun),
Loppu (lopettaa pesun) ja Lahto (poistaa asiakkaan systeemisti).

Nyt mallin logiikka tapahtumista kisin on padpiirteittdin seuraava: Tulo-tapahtuma
tarkistaa onko jonossa tilaa, jos ei todetaan, ettd asiakas meni ohi, muuten luodaan asia-
kas ja lisdtédn jonoon ja lisdtddn tapahtumalistaan p.o. asiakkaan Alku-tapahtuma samalle
ajanhetkelle. Tédméan jilkeen madratadn seuraava Tulo-aika sopivasta jakaumasta ja lisé-
tddan Tulo-tapahtuma tapahtumalistaan.

Alku-tapahtuma tarkistaa onko asema vapaa ja jonossa asiakkaita. Jos ei ole, ei tehda
mitddn. Jos asema on vapaa ja jonossa asiakas, otetaan jonosta ensimméinen asiakas, va-
rataan asema, madrdtaidn pesun kesto sopivasta jakaumasta ja lisdtddn tapahtumalistaan
Loppu a.o. ajalle.

Loppu-tapahtumassa vapautetaan asema, lisdtddn Lahto tapahtumalistaan (samalle
ajalle). Samoin lisataan uusi Alku-tapahtuma samalle ajalle.

L&hto-tapahtumassa kerdtadn asiakkaasta tarvittavat tilastotiedot (esim. jos halutaaan
tutkia lapimeno tai jonotusaikoja) ja poistetaan asiakas.

Edellinen tapahtumajako ei ole ainut mahdollinen. Esimerkiksi L&hto voitaisiin in-
tegroida Loppu-tapahtumaan. Samoin voitaisiin muodostaa tapahtumat Tulo/Alku ja Lop-
pu/Alku sensijaan ettd generoidaan vilittomésti laukeavia tapahtumia. Téll6in tosin Alku-
tapahtuma kopioituu kahteen eri tapahtumaan, jolloin on huolehdittava siité, ettd molem-
mat versiot toimivat identtisesti. Esimerkiksi, jos palvelun kestoaikajakaumaa muutetaan,
se on tehtdvd molempiin kopioihin. Tamé antanee jo kuvan siitd, kuinka mallin logiikka
fragmentoituu ja muuttuu nopeasti vaikeasti hallittavaksi, systeemi kasvaa.

Ylldolevat toiminnot voidaan koodata erillisiksi tapahtumarutiineiksi. Tama edellyt-
tad, ettd tarvittaville suureille on olemassa sopivat tietorakenteet ja niitd tukevat rutiinit.
Tarkastellaan aluksi tapahtumien késittelyyn liittyvid rakenteita. Jotta voimme viitata tiet-
tyyn tapahtumaan, tarvitsemme muuttujia, jotka voivat saada arvokseen tapahtuman tyy-
pin. Tatd varten on luonnollista méaritelld tyyppi TAPAHTUMATYYPPI, jonka mahdollisia
arvoja ovat Tulo, Alku, Loppu, Lihto.

Kustakin tapahtumasta tehdién etukiteen tapahtumailmoitus, joka on muuttujatyyp-
pid ILMOITUSTYYPPI ja siséltdd kentat Aika, Tapahtuma, SeuraavaTapahtuma. Niistd Ai-
ka on reaaliluku, Tapahtuma tyyppid TAPAHTUMATYYPPI ja SeuraavaTapahtuma osoitin
seuraavaan tapahtumailmoitukseen.

Tapahtumailmoituksista pidetdan tapahtumalistaa, joka voi olla esimerkiksi yksinker-
tainen linkitty lista, jossa tapahtumat ovat aikajérjestyksessd. Listan késittelyyn on méa-
riteltéavd, ainakin rutiinit LisddTapahtuma ( Tapahtuma, Aika), joka tekee tapahtumasta
ilmoituksen ja sijoittaa sen oikealla paikalle listaan, seki SeuraavaTapahtuma, joka ot-
taa listasta ensimmadisen tapahtumailmoituksen késiteltdviksi. Lisdksi tarvitaan Poista-
Tapahtuma ( Tapahtuma), joka poistaa tarpeettomaksi kiiyneen tulevaa tapahtumaa vas-
taavan ilmoituksen (etsii ilmoituksen listasta, poistaa sen listasta ja vapauttaa muistin).
Tarpeen mukaan listasta haluta myds muuta tietoa kuten sen pituus tai tieto siitd on-
ko lista tyhja. Debuggausta varten on syyta olla my06s rutiini, joka tulostaa koko listan
haluttaessa.
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Varsinaista simulointia hallinnoi monitorirutiini, joka ottaa tapahtumalistasta kulloin-
kin ensimméisen tapahtuman, selvittdi sen tyypin ja kutsuu vastaavaa tapahtumarutiinia.
Téamaén jilkeen poistetaan késitelty tapahtumailmoitus ja tarkastetaan onko simulointi syy-
ta paittda. Ts. onko simuloitu riittavan pitkd aika, riittdvan monta asiakasta tai onko sys-
teemi tyhjentynyt (jos esimerkiksi on valittu toteutustapa, jossa Tulo rutiini generoi vain
darellisen méadran uusia asiakkaita). Riippuen valitusta tavasta maarata simuloinnin kesto,
monitori tarvitsee erilaisia tietoja kellonajasta, jonon pituudesta tai simuloitujen asiakkai-
den/tapahtumien méaarasté. Néille suureille on méadriteltavi tarvittavat funktiot ja laskurit
sekd alustettava ne ennen simulointia.

Toinen aspekti, joka on kiinnitettdva tapahtumien hallinnan lisdksi, on asiakkaiden k&-
sittely. Periaatteessa esimerkin tehtdvinannon kannalta asiakkaista ei haluta mitdan eri-
tyistd tietoa, joten asiakkaille ei tarvitse asettaa mitdédn erityisominaisuuksia. Minimissdin
tassd esimerkissé ei asiakkaita tavallaan tarvita lainkaan vaan riittas, ettd hallitaan palve-
lun (eli Alku-tapahtuman) eteen kertyvé jono. Jos kuitenkin halutaan seurata esimerkiksi
asiakkaiden ldpimeno tai odotusaikoja, kustakin asiakkaasta on luotava oma muuttujansa.
Tamé voi olla esimerkiksi tyyppid ASIAKASTYYPPI, jossa on kaksi kenttdd, TuloAika ja
SeuraavaAsiakas, joka on osoitin seuraavaan ASIAKASTYYPPI-muuttujaan. Osoitinmuut-
tujaa tarvitaan, jos jonot kisitellddn linkittyind listoina. Esimerkissé tosin jonon maksimi-
pituus tunnetaan, jolloin staattinen tietorakenne (taulukko) on myds mahdollinen.

Jonon hallintaan tarvitaan tavanomaiset rutiinit, jotka lisdévit asiakkaan jonoon, pois-
tavat ensimmaisen asiakkaan, ilmoittavat onko jono tyhja tai tdysi.

Nyt tapahtumarutiinit voi hahmotella seuraavasti:

Tulo_Tapahtuma()
Asiakas_Tyyppi_Osoitin :: Auto
{
Lisd8_Tapahtuma(Tulo_Aika_Jakauma() ,Tulo)
Auto= Luo_Asiakas()
Jono.Lis&4 (Auto)
Lis&3_Tapahtuma(0.,Alku)

Alku_Tapahtuma()

Asiakas_Tyyppi_0Osoitin :: Auto

{

If(Asema.Vapaa() and Jono.Pituus()>0) then
Auto=Jono.0ta()
Asema.Varaa(Auto)
Lisd4_Tapahtuma(Palvelu_Aika_Jakauma(),Loppu)

Endif

Loppu_Tapahtuma ()
Asiakas_Tyyppi_Osoitin :: Auto
{
Auto= Asema.Vapauta()
L5ht6.Varaa(Auto)
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Lisd8_Tapahtuma(0.,L&ht0o)
Lis3d4_Tapahtuma(0.,Alku)
}

L&htd_Tapahtuma ()
Asiakas_Tyyppi_Osoitin :: Auto
{
Auto=Liht6.Vapauta()
// Kerdi statistiikkaa
Poista_Asiakas(Auto)

¥

Kaytdnnossd kannattaa varautua malleihin, joissa voi olla useita palvelimia, jonoja,
asiakastyyppejd jne. Talloin vastaavat apurutiinit tulisi mé&aritelld niin, ettd jonot ym.
voidaan identifioida ja niitd vastaavat muuttujat kulkevat parametrilistoissa. Magritellaan
siis eksplisiittisesti mitd jonoa, palvelinta, asiakastyyppiéd jne kulloinkin késitelldan.

Edella tietyille tapahtumille taytyi valittasd eksplisiittisesti, mita asiakasta tapahtuma
koskee, koska ko. tapahtumilla ei ollut omia jonoja. Tatd varten on on oletettu globaalit
osoitinmuuttujat, joihin viitataan Varaa ja Vapauta metodeissa. Ts samalla kun resurs-
si varataan asiakkaan kiyttoon, asiakkaan osoitin talletetaan, jotta resurssin vapauttava
tapahtuma l6ytaé oikean asiakkaan.

Ylldolevissa tapahtumarutiineissa jatettiin huomiotta kaikki tilastotiedon keruu, jo-
ka simuloinnin tulosten kannalta on kuitenkin olennaisin. Tarpeista riippuen tamé voidaan
tehdd useammalla tavalla liittden informaatio joko asiakkaisiin, palvelimiin tai globaaleihin
laskureihin, joita operoidaan joko erikseen tai eri operaatioiden yhteydessi. Yleispatevin
tilastointisysteemin luominen on vaativa operaatio ja helposti ajaudutaan vaihtoehtoon,
jossa kysymyksenasettelun vaihtuminen pakottaa kdymé&an 1dpi ja modifioimaan tapahtu-
marutiinit, jotta halutut suureet saadaan laskettua. Jos erilaisia tapahtumia ja vastaavia
rutiineja on paljon, tdmé yllapitotyo vaikeutuu helposti.

3.2 Prosessi- tai oliopohjainen simulointi

Tapahtumapohjaisessa simuloinnissa mallin logiikka fragmentoituu helposti lukuisiin irral-
lisiin tapahtumarutiineihin. Prosessipohjaisessa tarkastelussa loogisesti yhteenkuuluvat ta-
pahtumat muodostavat prosessin, jolla on tietty oma elinkaarensa. Elinkaaren muodostaa
jono perikkiisid tapahtumia, jotka voidaan koota samaan yksikk6on (ohjelmalohkoon).

Esimerkissimme luonteva prosessi on asiakkaan historia systeemissd. Koska asiakkaita
on vain yhden tyyppisid, tarvitaan minimissdén vain yksi prosessi ja sitd vastaava elinkaa-
ri, joista generoidaan tarvittava méara kopioita. Periaatteessa prosesin elinkaari on varsin
yksinkertainen: Asiakas generoidaan ja samalla allokoidaan seuraava asiakas generoitavak-
si médrdtyn ajan kuluttua. Asiakas asetetaan palvelun jonoon. Ajallaan asiakas otetaan
jonosta ja varataan palvelu tietyksi ajaksi, jonka jédlkeen palvelu vapautetaan ja asiakas
siirtyy pois systeemisté.

Kaytdnnon toteutus ei ole aivan néin suoraviivainen. Mikili kirjoitetaan yksi ainoa
aliohjelma, joka kuvaa ym. elinkaaren, miten huomioidaan se, ettd prosessissa on samanai-
kaisesti useita, eri vaiheissa olevia asiakkaita. Ts. tavallaan useita rinnakkain suoritettavia



24 LUKU 3. DISKREETTIAIKAINEN SIMULOINTI

versioita samasta aliohjelmasta. Asia voidaan ratkaista periaatteessa varaamalla kutakin
asiakasta kohden prosessilaskuri, joka kertoo missi kohti prosessia a.o. asiakas on. Esimer-
kissimme asiakas kiy neljan tapahtuman 14pi, joten aliohjelma voidaan jakaa neljaan eri
vaiheeseen, joilla on tunnukset. T&ll6in tilanne voidaan hallita, jos tapahtumalistassa on
viittaus tulevien tapahtumien aikaan, prosessiin, joka aktivoituu ja prosessin senhetkiseen
vaiheeseen.

Perinteisilld korkeantason kielilld prosessiorientoitunut simulointi on toteutettava siten,
ettd prosessia kuvaava aliohjelma palauttaa kontrollin kutsuvaan aliohjelmaan jokaisen vai-
heen jilkeen ja kiddntden, kutsuttaessa siirtyy suoraan kulloinkin tarvittavaan vaiheeseen.
Aliohjelman rakenne on hahmoteltu alla.

Asiakasprosessi(Vaihe)
VaiheTyyppi :: Vaihe
{
CASE Vaihe

Tulo {
UusiProsessi(TuloAikaJakauma() ,Tulo)
Jos (JononPituus< m){
Auto =new Asiakas()
Jono.Lis&s(Auto)
KysyPalvelijaa()
}

}

Alku {
SeuraavaVaihe(PalveluAikaJakauma())
}

Loppu {
VapautaPalvelija()
KysyPalvelijaa()
SeuraavaVaihe(0.)

}

Lahto {

//Keraa statistiikka
PoistaAsiakas

}

ENDCASE

Tata runkoa on vield tdydennettéva prosessiriippuvalla jononkésittelylld. Nimittédin ru-
tiini KysyPalvelijaa(), huolehtii asiakkaiden siirtymisestd Alku-vaiheeseen. Tamé tapahtuu
seuraavasti:

KysyPalvelijaa()
AsiakasTyyppi :: Auto
{
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Jos(PalvelijaVapaa() ja Jono.Pituus()>0) {
Auto=Jono.0ta()
VaraaPalvelija()
SeuraavaVaihe (0. ,Auto)

}

Tama rutiini aktivoituu aina kun jonon pituus tai palvelimen tydtilanne muuttuvat.
Huomattakoon, ettd rutiini siirtdd seuraavaan vaiheeseen yleensd asiakkaan, joka on eri
kuin kutsuva prosessi. Siispd yleensd on varauduttava valittdméan viittaus asiakkaaseen
parametrilistassa. Sama pétee tietysti palvelimiin, jonoihin jne, joita yleisessd mallissa voi
olla useita. Ylldolevasta ndma viittaukset on lyhyyden takia jétetty pois.

Ylldolevassa ldhestymistavassa kustakin prosessista talletettiin muistiin asiakkaan vaa-
timat tiedot, sekd prosessin vaihe. Tami on kiytédnnodssd vihén hankala ja tyolds tapa.
Esimerkiksi, jos halutaan ettd prosessi muistaa jotain parametrejaan, ne on koodattava
osaksi asiakkaan tietorakennetta. Samoin prosessin vaiheiden kirjanpito on tyoléstd rutii-
nia. Helppokiyttoisempi systeemi saadaan, jos voidaan olettaa, ettd prosessi muistaa omat
parametrinsa kutsujen vélissd, samoin kuin paikan, josta prosessista on poistuttu/johon
tulee palata. Téméa voidaan toteuttaa muodostamalla prosesseista oliot, joissa prosessin
tila on koodattu olion sisdisiin muuttujiin, samoin kuin prosessin vaihe. Lisdksi on m#aé-
riteltdva olion metodit siten, ettd ne tarvittaessa tallettavat automaattisesti informaation
siitd, miisd kohden prosessia suoritus on, samoin kuin missi tilassa prosessi on.

Vakiintunut tapa oliopohjaisessa simuloinnissa on méiritelld prosesseille neljd mahdol-
lista tilaa: aktiivinen (eli parhaillaan suoritettava prosessi), ajastettu (scheduled, prosessi,
jonka aktivoitumiselle on méérétty aika), passivinen (prosessi, joka ei aktivoidu ilman eri
toimenpiteitd) ja lopetettu (prosessi, jota ei voi endé aktivoida).

Prosesseihin (olioihin) liittyy muutamia menetelmié, joilla niiden tilaan voi vaikuttaa.
Activate() rutiinia sovelletaan yleensé passiiviseen olioon, joka aktivoidaan joko vélitto-
masti tai jonkin viiveen, kellonajan tai tapahtuman jilkeen. T4éll6in kohde oliosta tulee siis
joko aktiivinen tai ajastettu. Voidaan sopia, ettd kisiteltdesséd jo ajastettuja olioita meto-
din nimi on eri, esim. ReActivate(). Aktiivinen voidaan passivoida metodilla Passivate ja
ajastettu metodilla Cancel(). Lisaksi prosessi voi keskeyttad ja ajastaa itsensd metodilla
Hold(), jolla méaaritéén aika, jolloin prosessi aktivoituu uudelleen tai Wait() johon liite-
tdan viite prosessista, jonka tulee aktivoitua ennenkuin p.o. prosessi tulee aktivoitumaan.
Jos prosessi suorittaa kaikki toimintonsa, se lopettaa lopuksi itsensé eli siirtyy tilaan, josta
sité ei voida endd aktivoida (tuhoaa itsensi).

Edella oleva prosessin tilojen luokittelu ja niitd koskevien menetelmien méaarittely on
perdisin SIMULA-kielestd, joka kehitettiin 60-luvulla diskreettiaikasimulointiin. SIMULA
on kaikkien olio-kielien esikuva, joka ensimmaéisend toteutti monet olio-ohjelmoinnin kes-
keiset piirteet kuten luokat, periytymisen ja oliot.

Esimerkkimme voidaan mallittaa oliopohjaisesti monella eri tavalla riippuen siitd mi-
hin toimijoihin aktiviteetit sijoitetaan. Esimerkiksi onko asiakas aktiivinen olio, joka varaa
passiivisen aseman, vai onko asiakas passiivista massaa, jota aktiiviset palvelijat kisittele-
vat.

Tarkastellaan asiakas-pohjaista toteutusta. Olkoon Q passiivinen asema, jolla on omat
jonotus- ja varausmetodit. T&ll6in asiakkaan rutiini voi olla muotoa:
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\\Asiakasprosessi
Asiakas Auto
Asema @
Auto = new Asiakas
Auto.Activate(TuloAikaJakauma()) \\ajastetaan seuraava tulo
Jos (Q.Pituus <m+1)
{Jos(Q.Varattu)
{Q.Lisaa(*this) \\lisataan nykyinen asiakas jonoon
Passivate \\ kontrolli siirtyy pois nykyisesta prosessista
} \\ ja palaa vasta kun asiakas aktivoidaan
Q.VaraaPalvelin \\ varataan palvelu mahd. jonotuksen jalkeen
Hold(PalveluAikaJakauma())
Q.VapautaPalvelin
Jos(Q.Pituus >0)
{Asiakas Auto2 = Q.0ta
Auto2.Activate(0.)
}
\\ Kerataan statiikka
}
Terminate \\tuhotaan asiakas (delete)

}

Simulointiprosessi itsessddn voidaan myds toteutta oliona, jolla on vastaavat metodit
kuin osaprosesseilla. Télloin scheduler huolehtii tarvittavista kontrollin siirroista osaproses-
sien ja padprosessin vililld. Esimerkin simulointi voi sujua esimerkiksi seuraavalla tavalla

AlustaStatiikka

Q = New Jono

Auto = New Asiakas
Auto.Activate(TuloAikaJakauma())
Hold(SimuloinninKesto)

Raportoi

Terminate

Kontrolli siiretdan siis asiakas-prosessille, joka aikanaan aktivoi seuraavan asiakkaan,
liittyy mahdollisesti jonoon, varaa ja vapauttaa aseman resurssit. Kun simulointi on eden-
nyt maardtyn ajan, kontrolli palaa kutsuvaan ohjelmaan, jossa voidaan tehda tarvittavat
jatkotoimet.

Kaytannossa esimerkin toteutus ei ole aivan niin suoraviivaista, kun edelld esitetdan.
Uudet asiakkaat generoidaan téssd edellisten (jarjestelméstd poistuvien) olioiden sisalla,
mikd on omiaan aiheuttamaan himminkid ohjelman suorituksen aikana.

Edelldoleva hahmotelma perustuu mekanismille, joka mahdollistaa aliohjelmaan palaa-
misen oikeaan paikkaan. Ts. siihen kiskyyn, johon suoritus kyseisen olion kohdalta jai.
Té&lla tekniikalla eri prosessit voidaan toteuttaa rinnakkaisina ja kesken&dn tasa-arvoisina
korutiineina, joiden avulla usean rinnakkaisen prosessin hallinta on kisitteellisesti help-
poa. Sen sijaan korutiinivalmiuden rakentaminen simulointiympérist6on on varsin tekni-
nen toimenpide, joka pitdd mielelld&n piilottaa kayttdjaltd mahdollisimman hyvin. Tahén
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olio-pohjaisissa simulointijérjestelmissé kiytetdén periytymista. Simulointiprosessit mairi-
telladn kiyttden pohjana abstrakteja prosessiluokkia, jotka siséltévéit valmiiksi korutiinien
vaativat toiminnot (kuten Activate, Hold, jne). Naihin lisdtddn tarvittava sisiinen logiikka
ja mahdolliset muut tarvittavat toiminnot (alustukset, tilastoinnit).

Tarkastellaan lopuksi astetta realistisempaa simulointimallia eli yleistd jonoverkostoa.
Se koostuu joukosta palvelinsolmuja, joilla kullakin on oma jononsa, sekd yhteyksista sol-
mujen valilld, jotka kuvaavat téiden mahdollisia reittejd palvelimelta toiselle.

Jonoverkoston spesifioimiseksi on méarattéava seuraavat asiat: solmujen mairs verkos-
tossa ja kussakin solmussa olevan serverin laatu. Kunkin solmun jonotusperiaate (jono,
pino, prioriteettijono, tms.), mahdollinen maksimaalinen jononpituus ja tapa miten mah-
dollinen ylivuoto hoidetaan (esimerkiksi pysidhtyyko edellinen palvelin, jos tyo ei mahdu
seuraavaan jonoon) seki asiakasprosessien ominaisuudet (asiakkaiden generointi eri sol-
muihin, todennikdisyydet siirtyé tietystd solmusta toisen solmun jonoon, palveluaikojen
jakaumat eri palvelimilla).

Tarkastellaan seuraavaa tapausta. Palvelimia on N kappaletta, kukin omassa solmus-
saan. Asiakasprosessit ovat tilastollisesti identtisid (samat palveluaika- yms. jakaumat kai-
killa), jonot ovat FIFO-tyyppisié eiké niiden pituutta ole rajoitettu. Asiakkaat generoidaan
yvhdessd prosessissa eksponenttijakautunein véliajoin. Uusi asiakas siirtyy palvelimen 7 jo-
noon todennékéisyydelld go; (tai poistuu vélittémasti todenndkoisyydelld ggo. Vastaavasti
palvelimelta 4 lidhtevd asiakas menee jonoon j todenndkdisyydelld g¢;; tai poistuu tn:lla
gi,0- Luonnollisesti patee Z;V:O q¢i,j = 1 kaikille 7 =0, ..., N. Kullakin palvelimella on oma
palveluaikajakaumansa.

Seuraavassa rakennamme verkolle mallin, joka on yleistettévissd tapaukseen,jossa kus-
sakin solmussa voi olla useampia rinnakkaisia palvelimia. Tata varten erotamme verkon
solmut ja palvelimet toisistaan. Solmuja varten muodostetaan olio Solmu, joka sisdltéa
solmuun liittyvén jonon (Jono), referenssin solmussa olevaan palvelimeen (tai palvelimiin)
ja palvelimen ominaisuuksiin. Lisdksi tarvitaan vektori @, joka siséltda siirtymistodenné-
koisyydet eri solmuihin. Verkko muodostuu nyt NV alkion vektorista, jonka elementit ovat
Solmu-tyyppisid. Solmut eivit ole prosesseja, joten niilld ei ole elinkaarta vaan pelkéstadn
initialisointiin liittyvid apurutiineja, kuten vektorin @ ja palveluaikajakaumien alustus,
jonon alustus seké palvelinprosessin aktivointi.

Itse toiminta voidaan mallittaa kolmen prosessin avulla. Namé ovat Tulo (asiakkaan
luonti), Asiakas ja Palvelin. Tulo-prosessi sisaltda perustapaukseen verrattuna myos vekto-
rin @ siirtotodennakoisyyksille, joka tulee alustaa ennen simulointia. Itse prosessin elinkaari
on kuten yhden palvelimen tapauksessa, paitsi ettd kullekin luodulle asiakkaalle arvotaan
jono, johon asiakas liittyy. Vastaavasti Palvelin-prosessin on tiedettdvi, missé solmussa se
sijaitsee. Tdmén tiedon avulla Palvelin osaa hakea Asiakkaat oikeasta jonosta, tietdd oman
palveluaikajakaumansa seké osaa arpoa Asiakkaalle seuraavan solmun.

Asiakas voidaan mallittaa passiivisena oliona (ilman elinkaarta), jota em. prosessit k-
sittelevit. Sisdisten muuttujien (tarvittavat tulo- ja muut ajat, laskurit) lisdksi asiakas
tarvitsee rutiinin, jolla se siirtyy solmusta toiseen. Ts. kun prosessi siirtdd Asiakkaan jo-
honkin jonoon, se kutsuu Asiakkaan rutiinia (esim. Move), jolle annetaan parametrina koh-
desolmu, tai vaihtoehtoisesti annetaan kohdesolmujen todennékoisyydet maaraava vektori,
jonka avulla Move arpoo itse kohdesolmun ja siirtdd asiakkaan sinne. Jonojen kisittelya
varten Asiakkalla on oltava linkitysmekanismit.



