
Mitta- ja integraaliteoria

Harjoitus 9, 12.11.2010

Nämä lasketaan vielä 6 opintopisteen tenttiversion hyvityksen määräytymiseen.

1. Olkoon

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
, 0 < x, y ≤ 1 .

Näytä Fubinin lauseen avulla, että f 6∈ L1(]0, 1]×]0, 1]).

2. Näytä, että A × B ∈ Mp+q, jos A ∈ Mp ja B ∈ Mq.

3. Olkoot f ∈ L1(Rp) ja g ∈ L1(Rq). Näytä, että funktio h(x, y) = f(x)g(y) on
integroituvva Rn:ssä (kun n = p + q) ja

∫

Rn

h dmn =

(
∫

Rn

f(x) dmp(x)

) (
∫

Rn

g(y) dmq(y)

)

.

4. Olkoon ϕ : R → R jatkuvasti derivoituva funktio, jolle

ϕ(0) = 0 ja ϕ′(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ R.

Osoita, että kaikilla mitallisilla f : A → [0,∞[
∫

A

ϕ(f(x)) dm(x) =

∫

∞

0

ϕ′(t) m({x ∈ A : f(x) > t}) dt.

5. Olkoon f jatkuvasti derivoituvia funktio Rn:ssä s.e.

f(x) = 0 , kun |x| ≥ R jollakin R > 0 .

Osoita, että
∫

Rn

∂jf dm = 0.

(∂jf on f :n j. osittaisderivaatta.)

6. Olkoot f kuten edellä g jatkuvasti derivoituva. Osoita, että
∫

Rn

(∂jf)g dm = −
∫

Rn

f(∂jg) dm.

7. Onko funktio f(x) =
√

x absoluuttisesti jatkuva välillä [0, 1]?

8. Näytä, että kasvava funktio f : [a, b] → R on rajoitetusti heilahteleva.

9. Näytä, että funktio f : [0, 1] → R,

f(x) =

{

x cos 1

x
, kun x 6= 0

0 , kun x = 0,

on jatkuva, mutta ei ole rajoitetusti heilahteleva.

4Vihje: Huomaa, että

ϕ(f(x)) =

∫ f(x)

0

ϕ′(t) dt

ja käytä Fubinin lausetta.


