
Mitta- ja integraaliteoria

Harjoitus 8, 5.11.2010

1. Laske raja-arvo

lim
j→∞

∫
[0,∞[

e−jx cos(j2x) dx .

2. Osoita funktiojonon fj ,

fj(x) = jnχB(0, 1
j
),

avulla, että dominoidun konvergenssin lauseen vaatimus dominattifunktion g ole-
massaolosta on oleellinen.

3. Olkoon f : A → R mitallinen, jolle integraali∫
A

f dm

on määritelty. Osoita, että

lim
k→∞

∫
A

min(f(x), k) dx =

∫
A

f dm.

4. Osoita, että jos f ∈ L1(Rn), niin kaikilla ε > 0 on olemassa R > 0, jolle∫
{x∈Rn:|x|≥R}

|f | dm < ε .

5. Olkoon f ∈ L1(Rn) ja r > 0. Osoita, että funktio

g(x) =

∫
B(x,r)

f dm

on jatkuva.

6. Olkoon f ∈ L1(A). näytä, että f = 0 mk A:ssa, joss∫
fg dm = 0 kaikilla rajoitetuilla mitallisilla g : A → R .

7. Olkoon f : A → R mitallinen. Näytä, että jos f ∈ L1(A), niin

sup
t>0

(tm({x ∈ A : |f(x)| > t}) < ∞ .

Päteekö käänteinen väite?

8. Olkoon f ∈ L1(Rn) sellainen, että

|f(x) − f(y)| ≤ |x − y| kaikilla x, y ∈ Rn.

Osoita, että

lim
|x|→∞

f(x) = 0 .

8Vihje: integraalin absoluuttinen jatkuvuus.



9. Totea Fubinin lauseen 8.1. todistuksen kohta C: jos f , g ja h toteuttavat lauseen
väitteen ja α, β ≥ 0 ja h ≥ f , niin myös

αf + βg sekä h − f

toteuttavat väitteen.

10. Todista Lause 8.3 eli Fubinin lause vaihtuvamerkkiselle funktiolle.
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