
Mitta- ja integraaliteoria

Harjoitus 7, 29.10.2010

1. Olkoon f : A → [0,∞] mitallinen funktio, jolle∫
A

f p dm < ∞ jollain p > 1 .

Näytä, että ∫
A

f dm < ∞ jos m(A) < ∞ .

Kuinka käy, jos m(A) = ∞?

2. Olkoon f jatkuva funktio avoimessa joukossa Ω ⊂ Rn. Osoita, että

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f dm = f(x) kaikilla x ∈ Ω .

3. Olkoot f : A → [0,∞] mitallinen, m(A) < ∞ ja 0 < p < ∞. Osoita, että

lim
q→p
q<p

∫
A

f q dm =

∫
A

f p dm .

4. Olkoot f, A ja p kuten tehtävässä 3. Näytä, että aina ei päde:

lim
q→p
q>p

∫
A

f q dm =

∫
A

f p dm .

Millä lisäehdolla yhtäsuuruus on voimassa?

5. Olkoon f : A → [0,∞] mitallinen ja m(A) < ∞. Jos∫
A

f p ≤ Mpm(A) kaikilla 0 < p < ∞ ,

niin osoita, että f ≤ M m.k. A:ssa.

6. Olkoot fj : [0, 1] → [0, 1] jatkuvia funktioita, joille

lim
j→∞

fj(x) = 0 kaikilla x ∈ [0, 1] .

Näytä Fatoun lemman avulla, että

lim
j→∞

∫ 1

0

fj(x) dx = 0 .

Osaatko todistaa tämän käyttämättä Lebesgue-integraaliteoriaa?

7. Laske raja-arvo

lim
j→∞

∫
[0,π]

(1 +
x

j
)j(sin2 x +

j − 1

j
cos2 x)e−(x+ x

j
)
dm1(x).

1Vihje: tutki erikseen joukot {f ≤ 1} ja {f > 1}.
3Vihje: Riittää osoittaa, että integraalijonot suppenevat oikein kaikilla kasvavilla jonoilla qj → p.

Tutki erikseen joukot {f ≤ 1} ja {f > 1}.



8. Olkoot A ⊂ Rn ja f : A → [0,∞] mitallisia. Näytä, että∫
A

f dm = mn+1 ({(x, y) ∈ A ×R : 0 ≤ y ≤ f(x)}) .

8Vihje: huomaa, että E × I ∈ Mn+1, kun E ∈ Mn ja I ⊂ R on väli ja mn+1(E × I) =
mn(E)m1(I); muista yleinen strategia: ensin karaktiselle funktiolle, sitten yksinkertaisille...
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