Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 7, 29.10.2010

1. Olkoon f: A — [0, oo] mitallinen funktio, jolle
/fpdm<oo jollain p > 1.
A

Niiyti, etti
/fdm< oo jos m(A) < 0.
A
Kuinka kéy, jos m(A) = co?

2. Olkoon f jatkuva funktio avoimessa joukossa 2 C R". Osoita, etta

1

1im7/ fdm = f(z) kaikillaz € Q.
P B o (@)

3. Olkoot f: A — [0, co] mitallinen, m(A) < oo ja 0 < p < 0o. Osoita, ettéi

hm/fqdm /fpdm
a<p

4. Olkoot f, A ja p kuten tehtavissd 3. Néyté, ettd aina ei péde:

hm/fqdm /fpdm
q>p

Millé liséehdolla yhtédsuuruus on voimassa?

5. Olkoon f: A — [0, co] mitallinen ja m(A) < co. Jos
/ 2 < MPm(A)  kaikilla 0 < p < 00,
A

niin osoita, ettd f < M m.k. A:ssa.

6. Olkoot f; : [0,1] — [0, 1] jatkuvia funktioita, joille
lim f;(z) =0 kaikilla z € [0, 1].
j—o0

Néytd Fatoun lemman avulla, etté

J—00

1
lim [ fi(z)dz=0.
0

Osaatko todistaa tdmén kayttadméatta Lebesgue-integraaliteoriaa?

7. Laske raja-arvo

— 1
J cos? z)e

lim (1+ f,)j(sin2 T+ 3 dmy ().

3= J[0,x] J J
Vihje: tutki erikseen joukot {f < 1} ja {f > 1}.

3Vihje: Riitt#d osoittaa, etti integraalijonot suppenevat oikein kaikilla kasvavilla jonoilla qj — D-
Tutki erikseen joukot {f < 1} ja {f > 1}.



8. Olkoot A C R"ja f: A — |0, 00| mitallisia. Néyta, etta

/Afdm:mnﬂ({(a:,y)EAXR:OSySf(x)}).

8Vihje: huomaa, etti £ x I € My41, kan E € M, ja I C R on vili ja m, 1 (E x I) =
my(E)m1(I); muista yleinen strategia: ensin karaktiselle funktiolle, sitten yksinkertaisille...
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