Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 6, 22.10.2010

1. Olkoon f; jono mitallisia funktioita f; : A — R. Jos f : A — R on sellainen,
etta

m(A\{z € A: lim fi(z) = f(2)}) =0,
niin f on mitallinen.
2. M&srda funktiot limsup fi, ja liminf fy, kun fy(z) = 2%, 2 € R.
3. Niyté, ettd kasvava funktio f :Ja,b[— R on mitallinen.

4. Olkoon f: A — [0, 00| mitallinen ja

/Afdm<oo.

Jos Ay D Ay D ... ovat mitallisia joukkoja joille
lim m(A4;) =0,

J—0

niin osoita, etta

lim fdm=0

7= J AnA;
5. ... ja ettd
lim km({z € A: f(x) > k})=0.

k—o00

6. Anna esimerkit mitallisista funktiosta f ja g, joille

m{z € A: f(x) =00})=0 ja /fdm:oo
A
ja
/gdm<oo ja {rxeA:glx)=o00}#0.
A
7. Maaritellaan jono funktioita f; : [0,1] — [0, 1], asettamalla (k € N)
file) =1, jos 4H < p < IZ2H2 ja ok ] < j <2k 9
0, muutoin.
Naytéa, ettéa
lim m({z € [0,1] : f;(z) > 0}) =0.
j—o0
8. Niytd, ettd tehtdvin 7 funktiojonolle f; pétee:
liminf fj(x) =0 ja limsup fj(z) =1 kaikilla z € [0,1],
j—o0 j

J—00
joten jono f;(x) el suppene misséén pisteessd x € [0, 1].

9. Néayté, ettd monotonisen konvergenssin lause seuraa helposti Fatoun lemmasta.

TVihje: piirrd kuvat, kun k = 1,2, 3 (eli j=1,2,...,14)!



