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Harjoitus 6, 22.10.2010

1. Olkoon fk jono mitallisia funktioita fk : A → R. Jos f : A → R on sellainen,
että

m(A \ {x ∈ A : lim
k→∞

fk(x) = f(x)}) = 0,

niin f on mitallinen.

2. Määrää funktiot lim sup fk ja lim inf fk, kun fk(x) = xk, x ∈ R.

3. Näytä, että kasvava funktio f :]a, b[→ R on mitallinen.

4. Olkoon f : A → [0,∞] mitallinen ja
∫

A

f dm < ∞ .

Jos A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ovat mitallisia joukkoja joille

lim
j→∞

m(Aj) = 0 ,

niin osoita, että

lim
j→∞

∫

A∩Aj

f dm = 0

5. ... ja että
lim
k→∞

km({x ∈ A : f(x) > k}) = 0 .

6. Anna esimerkit mitallisista funktiosta f ja g, joille

m({x ∈ A : f(x) = ∞}) = 0 ja

∫

A

f dm = ∞

ja
∫

A

g dm < ∞ ja {x ∈ A : g(x) = ∞} 6= ∅ .

7. Määritellään jono funktioita fj : [0, 1] → [0, 1], asettamalla (k ∈ N)
{

fj(x) = 1 , jos j−2k+1

2k ≤ x ≤ j−2k+2

2k ja 2k − 1 ≤ j ≤ 2k+1 − 2

0 , muutoin.

Näytä, että
lim
j→∞

m({x ∈ [0, 1] : fj(x) > 0}) = 0 .

8. Näytä, että tehtävän 7 funktiojonolle fj pätee:

lim inf
j→∞

fj(x) = 0 ja lim sup
j→∞

fj(x) = 1 kaikilla x ∈ [0, 1] ,

joten jono fj(x) ei suppene missään pisteessä x ∈ [0, 1].

9. Näytä, että monotonisen konvergenssin lause seuraa helposti Fatoun lemmasta.

7Vihje: piirrä kuvat, kun k = 1, 2, 3 (eli j = 1, 2, . . . , 14)!


