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Harjoitus 5, 15.10.2010

1. Nayté, ettd Lebesgue-mitan ominaisuudet periytyvét yksinkertaisen funktion in-
tegraalille, erityisesti, ettd kun f € Y, niin

(1) I(f, U E;) Z I(f, E;), kun joukot E; € M pareittain pistevieraita
ja
(2) I(f,UEj):limI(f,Ej),kunElCEgC...,EjEM.

=1 j=oo

3. Olkoot A, B,C € M,,. Nayt4, etta funktio
f=xa—2xB+3xc
on yksinkertainen ja méaédrdd sen normaaliesitys.
4. Niytd, ettd funktio f : R"™ — R on yksinkertainen joss f on mitallinen ja
#f(R™) < 0.
5. Olkoot f : A — R ja g : B — R mitallisia siten, ettd AN B = (). Osoita, etti
funktio h: AUB — R,
W) = {f(x), iosx €A
g(x), josx€B,

on mitallinen.

6. Niytd médritelmésin nojautuen, ettd jos f on mitallinen, niin myds f2 on. Osoita,
ettei kddnteinen implikaatio ole tosi.

7. Olkoon A € M ja f: A — R. Nayté, ettd kokoelma
Ir={EcCcR: f*E)ecM}
on o-algebra R:ssa.
8. Olkoot f; : A — R mitallisia funktioita, joille raja-arvo
() = Tim f;(2)

on olemassa kaikilla z € A. Naytd suoraan mééritelméin nojautuen, ettd f on
mitallinen.

9. Niyti, ettd
limsup a,, = hm 1nf ay,
k—o0
jos ja vain jos jonolla on raja-arvo,

d lim a.
k—o0

"Huom: Té#sté tehtivisti seuraa, etti mitallisen funktion nollajatko on mitallinen ja etti
Lebesgue-mitallisuutta tarkasteltaessa voidaan aina unohtaa vaikeudet nollamittaisissa joukoissa.



