Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 4, 8.10.2010

1. Maaraa pallonkuoren
S,={xeR": |z —a| =71}
n-ulotteinen Lebesgue-ulkomitta m (S, ).
2. Jos A e M, m*(A) < 0 ja f: A— R on jatkuva, niin
m*({z € A: f(x) =t}) >0 korkeintaan numeroituvan monella ¢ € R.
3. Onko tehtdvén 2 viite tosi, jos oletusta m*(A) < oo ei tehda?

4. Osoita, ettd A € M,, jos ja vain jos, on olemassa kompaktit joukot K; C A,
joille
m*(A\ UlKj) =0.
J:

5. Anna esimerkki rajoittamattomasta mitallisesta joukosta A C R", jolle
0<m(A) < .
6. Olkoon f: R™ — R" jatkuva. Osoita, etti
f(A) on Lebesgue-mitallinen kaikilla A € M,,,

jos ja ...
7. ... vain, jos

m*(f(N)) =0 kaikilla N C R", joilla m*(N) = 0.

8. Todista Lemma 3.2: Jos i
f - Z anAja
j=1

missd a; > 0 ja A; € M ovat sellaisia, ettd A; N A; =0, kun i # j, niin

k
I(f,E) = a;m(A; N E) kaikilla E € M.
j=1
9. Olkoot Ay, Ay--- € M pareittain melkein pistevieraita, (so. m*(A4; N A4;) = 0,
kun ¢ # j). Osoita, ettéd

I(f>UAi):Z[(faAi)>

kun f € Y.

6Vihje: muista, ettd kompaktin kuva on kompakti.
7Vihje: saa kidyttdd tietoa: jokainen positiivimitallinen joukko sisdltdé ei-Lebesgue-mitallisen
osajoukon.



