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Harjoitus 3, 1.10.2010

1. Osoita, että kaikilla A ⊂ Rn ja t > 0:

m∗({tx ∈ Rn : x ∈ A}) = tnm∗(A) .

2. Olkoot A, B ⊂ Rn siten, että m∗(B) = 0. Tällöin

A ∈ M joss A ∪ B ∈ M.

3. Olkoot a, b ∈ R, a < b ja f : [a, b] → [0,∞[ Riemann-integroituva. Näytä, että
joukko

A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b] , 0 ≤ y ≤ f(x)}

on Lebesgue-mitallinen ja

4. (jatkoa...)

m∗

2
(A) =

b
∫

a

f(x) dx .

5. Laske kiekon

B̄(x0, r) = {(x, y) ∈ R2 : (x01
− x)2 + (x02

− y)2 ≤ r2}

Lebesgue-ulkomitta m∗

2

(

B(x0, r)
)

.

6. Näytä, että on olemassa suljettu joukko C ⊂ Rn, jolle m∗(C) = 1 ja int(C) = ∅.

7. Olkoon f : Rn →]0,∞[ sellainen, että joukot

{x ∈ Rn : f(x) > λ}

ovat Lebesgue-mitallisia kaikilla λ > 0. Näytä, että

m∗({x ∈ Rn : f(x) ≥ λ}) > 0 jollakin λ > 0.

8. Olkoot Ij ⊂ Rn avoimia n-välejä siten, että
∞
⋃

j=1

Īj = Rn ja Ij ∩ Ik = ∅ , kun j 6= k .

Osoita, että kaikilla Lebesgue-mitallisilla A ⊂ Rn:

m∗(A) =

∞
∑

j=1

m∗(A ∩ Ij)

9. Määrää
lim

n→∞

mn(Bn(0, 1)) ,

missä Bn(0, 1) on yksikköpallo Rn:ssä.


