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Harjoitus 2, 24.9.2010

1. Näytä määritelmän avulla, että äärellisen pistejoukon Lebesgue-ulkomitta on nol-
la, m∗({x1, x2, . . . , xk, }) = 0.

2. Näytä, ettei Lebesguen ulkomitan määritelmässä voida tyytyä äärellisen moneen
peittävään väliin, osoittamalla, että kaikilla k ∈ N

inf{
k∑

j=1

(bj − aj) : aj < bj ∈ R, Q ∩ [0, 1] ⊂
k⋃

j=1

]aj , bj [} = 1,

vaikka m∗(Q ∩ [0, 1]) = 0.2

3. Osoita, että

v(I) =

k∑

j=1

v(Ij) ,

jos I1, I2, . . . , Ik ovat sisuksiltaan pistevieraita n-välejä, joille

I =
k⋃

j=1

Ij

on myös n-väli.

4. Osoita, että

v(I) ≤

k∑

j=1

v(Ij) ,

jos I1, I2, . . . , Ik ja I ovat n-välejä, joille

I ⊂
k⋃

j=1

Ij .

5. Näytä, että n-välin I reunan ∂I Lebesgue-ulkomitta on nolla.

6. Näytä, että kompaktin joukon K ⊂ Rn Lebesgue-ulkomitta on äärellinen ja
avoimen, epätyhjän joukon A positiivinen.

7. Mikä on joukon
[0, 1] \ Q

Lebesgue-ulkomitta?

8. Jos A ⊂ B ⊂ Rn ovat sellaiset, että

m∗(A) = m∗(B) ,

niin onko m∗(B \ A) = 0?

2Vihje: osoita, ettei joukossa

[0, 1] ∩
k⋃

j=1

]aj , bj [\Q

voi olla kuin korkeintaan k − 1 pistettä.



9. Olkoon B(x0, r) pallo Rn:ssä. Näytä, että on positiivinen vakio cn (joka riippuu
vain dimensiosta n) siten, että

m∗(B(x0, r)) = cnr
n .

Seuraavia tehtäviä ei käsitellä demoissa eikä lasketa hyvityksiin; silti ne

on hyvä tehdä.

10. Olkoot K Rn:n avoimien n-välien kokoelma. Jos A ⊂ Rn, niin osoita, että

m∗(A) = inf{

∞∑

j=1

v(Īj) : Ij ∈ K , A ⊂
∞⋃

j=1

Īj}

= inf{

∞∑

j=1

v(Ij) : Ij ∈ Kq , A ⊂
∞⋃

j=1

Ij}

= inf{
∞∑

j=1

v(Ij) : Ij ∈ Kε , A ⊂
∞⋃

j=1

Ij} ,

missä
Kq = {I ∈ K : I:n kaikki sivut yhtä pitkiä}

Kε = {I ∈ K : diam(I) < ε}

11. Näytä, että jos joukot A ja B ovat ”kaukana” toisistaan, ts. jos dist(A, B) > 0,
niin

m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B) .

12. Laske huolella suorakaiteen

S = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ y ≤ min(x + 4, 2 − x)}

Lebesgue-ulkomitta m∗

2
(S).

13. Onko Rn:n avoimen joukon Ω reunan ∂Ω n-ulotteinen Lebesgue-ulkomitta = 0?
(Ei ole, mutta osaatko keksiä esimerkin?)

9Vihje: cn = m∗(B(0, 1)); venytys ja siirto.
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