Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 2, 24.9.2010

1. Néytd méaaritelméan avulla, etté dédrellisen pistejoukon Lebesgue-ulkomitta on nol-
la, m*({x1,22,..., 2%, }) = 0.

2. Nayté, ettei Lebesguen ulkomitan mééaritelméssé voida tyytya dérellisen moneen
peittavain véliin, osoittamalla, etta kaikilla k € N

k k
lnf{Z(bJ - CL]') sa; < bj € R> Q N [07 1] - U]aj>bj[} =1,
i=1 =1
vaikka m*(Q N [0,1]) = 0.2
3. Osoita, etté
k
o(l) =Y o(ly),
j=1
jos Iy, I, ..., I ovat sisuksiltaan pistevieraita n-véleja, joille
k
j=1

on myos n-vali.
4. Osoita, etté
o(I) <> (L),

j=1
jos Iy, I, ..., I ja I ovat n-vileja, joille
k
Icyi.
j=1
5. Néyté, ettd n-vilin I reunan 01 Lebesgue-ulkomitta on nolla.

6. Néytid, ettd kompaktin joukon K C R"™ Lebesgue-ulkomitta on &érellinen ja
avoimen, epétyhjan joukon A positiivinen.

7. Miké on joukon
0,1]\ Q

Lebesgue-ulkomitta?
8. Jos A C B C R" ovat sellaiset, ettéd

m*(A) =m*(B),
niin onko m*(B\ A) = 07

2Vihje: osoita, ettei joukossa
k

0,111 Ulay.5,0\Q

7j=1
voi olla kuin korkeintaan k — 1 pistetté.



9. Olkoon B(zg,r) pallo R™:ssd. Niyti, ettd on positiivinen vakio ¢, (joka riippuu
vain dimensiosta n) siten, etté

m*(B(xg,r)) = cr".

Seuraavia tehtivia ei kiasitelld demoissa eikid lasketa hyvityksiin; silti ne
on hyva tehda.

10. Olkoot I R™:n avoimien n-vilien kokoelma. Jos A C R", niin osoita, etta

m*(A) =if{d o(l;): [ €K, AC Ulfj}
j=1 =

=inf{d o(l;) : L €K, Ac UL}
i=1 -

J
=inf{d () : ;€K., Ac UL},
i=1 =1
missa
K?={I € K : I'n kaikki sivut yhté pitkia}
K.={I €K : diam(]) <e}
11. Nayté, ettd jos joukot A ja B ovat "kaukana” toisistaan, ts. jos dist(A4, B) > 0,
niin
m* (AU B) =m"(A) +m*"(B).
12. Laske huolella suorakaiteen
S={(r,y) e R*: || <y <min(z + 4,2 — 2)}
Lebesgue-ulkomitta m3(S).

13. Onko R™:n avoimen joukon () reunan 02 n-ulotteinen Lebesgue-ulkomitta = 07
(Ei ole, mutta osaatko keksié esimerkin?)

Vihje: ¢, = m*(B(0,1)); venytys ja siirto.



