
Mitta- ja integraaliteoria

Harjoitus 12, 3.12.2010

1. Todista lause 12.2 eli osoita, että Carathéodoryn konstruktiolla saadaan metrinen
ulkomitta.

2. Olkoon
K = {B ⊂ Rn : B on avoin pallo }.

Anna esimerkki esimitasta τ : K → [0,∞], jolle yleinen ulkomitan konstruktio ei
anna metristä ulkomittaa.

3. Olkoon s, δ > 0. Osoita, että

Hs
δ(A) = 0 , jos ja vain, jos Hs(A) = 0.

4. Määrää huolellisesti joukon

A = {x = (t, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn : t ∈ [0, 1]}

Hausdorff-dimensio.

5. Näytä, että 0-ulotteinen Hausdorff-mitta on lukumäärämitta.

6. Olkoon (X, Γ, µ) mitta-avaruus ja µ(X) = 1. Osoita, että kaikilla Γ-mitallisilla
f : X → R

(
∫

X

|f |p dµ

)1/p

≤

(
∫

X

|f |q dµ

)1/q

, jos 0 < p ≤ q < ∞ .

7. Todista Lebesguen dominoidun konvergenssin lause 14.12 mitta-avaruudessa (X, Γ, µ).

8. Olkoon f = χ]0,∞[. Jos ϕ on absoluuttisesti jatkuva funktio välillä [a, b], jolle
ϕ(a) = 0 = ϕ(b), niin osoita, että

∫

[a,b]

f ϕ′ dm1 = −

∫

[a,b]

ϕ dδ0 .

9. Määrää yksiöiden virittämä σ-algebra R:ssä, ts. suppein R:n σ-algebra, joka
sisältää joukot {x}, x ∈ R.


