Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 11, 26.11.2010

1. Anna esimerkki funktioista f, ¢ : [0,1] — R, joille
([ Aregbanp > ([ gpeap (e,
[0,1] [0,1] [0,1]

2. Olkoon m(A) < oo, g : A — [0, 00] mitallinen ja 1 < ¢ < co. Jos on olemassa
M € R, jolle

1
/ fgdm' < M||fll, kaikilla f € IP(A), =+==1,
A p

niin niyté, ettd g € L1(A) ja ||g||, < M.

3. Osoita, etté kaikilla 1 < p < ¢ < o0
LP(A)NL>®(A) C LY(A).

4. Olkoon 1 <p<qg<rja

Osoita, etta
11le < IARBIALT  kaikilla f € L7(A).

5. Jos 0 <m(A) < o0 ja f: A— [0,00] on mitallinen, niin merkitédén

/Afdm:ﬁ//lfdm.

Todista Jensenin epdyhtald: jos 0 < p < g < oo, niin

(]/A \f!pdm)l/ps (/A \frqdm)l/q-

6. Olkoon p* ulkomitta joukossa X ja Y C X. Maéritellaan rajoittuma
prey (A) = pr(Y N A).
Osoita, ettd p*Ly on ulkomitta X:ssi ja p*Ly (X \Y) = 0.

7. Néyta, ettd jokainen p*Ly-mitallinen joukko A C Y on p*-mitallinen, jos ja vain,
jos Y on p*-mitallinen.

8. Anna esimerkki ulkomitasta p* ja joukoista A;, joille A; C Ay C ... ja
Jlim i%(A;) < :U*(leAj) -
9. Olkoon f € L'(R™). Néyti, ettd kaava
,u*(A):inf{/ fldm: E € My, AC E}
médrittelee metrisen ulkomitan R”iian. Osoita, ettd télloin M,, C T'j-.

2Vihje: Oleta ensin, ettd ¢ on rajoitettu, jolloin f = g9~ kiy.



