
Mitta- ja integraaliteoria

Harjoitus 11, 26.11.2010

1. Anna esimerkki funktioista f, g : [0, 1] → R, joille

(

∫

[0,1]

|f + g|1/2 dx)2 > (

∫

[0,1]

|f |1/2 dx)2 + (

∫

[0,1]

|g|1/2 dx)2 .

2. Olkoon m(A) < ∞, g : A → [0,∞] mitallinen ja 1 < q < ∞. Jos on olemassa
M ∈ R, jolle

∣

∣

∣

∣

∫

A

fg dm

∣

∣

∣

∣

≤ M ||f ||p kaikilla f ∈ Lp(A) ,
1

p
+

1

q
= 1 ,

niin näytä, että g ∈ Lq(A) ja ||g||q ≤ M .

3. Osoita, että kaikilla 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞

Lp(A) ∩ L∞(A) ⊂ Lq(A) .

4. Olkoon 1 ≤ p ≤ q ≤ r ja
1

q
=

λ

p
+

1 − λ

r
.

Osoita, että
||f ||q ≤ ||f ||λp||f ||

1−λ
r kaikilla f ∈ Lr(A) .

5. Jos 0 < m(A) < ∞ ja f : A → [0,∞] on mitallinen, niin merkitään
∫

A

f dm =
1

m(A)

∫

A

f dm.

Todista Jensenin epäyhtälö: jos 0 < p < q < ∞, niin
(
∫

A

|f |p dm

)1/p

≤

(
∫

A

|f |q dm

)1/q

.

6. Olkoon µ∗ ulkomitta joukossa X ja Y ⊂ X. Määritellään rajoittuma

µ∗

xY (A) = µ∗(Y ∩ A) .

Osoita, että µ∗
xY on ulkomitta X:ssä ja µ∗

xY (X \ Y ) = 0.

7. Näytä, että jokainen µ∗
xY -mitallinen joukko A ⊂ Y on µ∗-mitallinen, jos ja vain,

jos Y on µ∗-mitallinen.

8. Anna esimerkki ulkomitasta µ∗ ja joukoista Aj, joille A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ja

lim
j→∞

µ∗(Aj) < µ∗(
∞
⋃

j=1

Aj) .

9. Olkoon f ∈ L1(Rn). Näytä, että kaava

µ∗(A) = inf{

∫

E

|f | dm : E ∈ Mn, A ⊂ E}

määrittelee metrisen ulkomitan Rn:ään. Osoita, että tällöin Mn ⊂ Γµ∗ .

2Vihje: Oleta ensin, että g on rajoitettu, jolloin f = gq−1 käy.


