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Harjoitus 10, 19.11.2010

1. Tee Cantorin joukkokonstruktiosta muunnelma, jossa j. vaiheessa poisotettavien
välien yhteenlaskettu pituus on 4−j. Näytä, että tällainen konstruktio voidaan tehdä.
Mikä on jäljelle jäävän joukon mitta?

2. Etsi Cantorin 1

3
joukosta C piste, joka ei ole minkään C:n komplementissa olevan

välin päätepiste.

3. Olkoon f : [a, b] → R absoluuttisesti jatkuva. Jos f ′ ∈ Lp([a, b]), niin osoita, että
on olemassa M ∈ R, jolle

|f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|1−1/p kaikilla x, y ∈ [a, b]

(ts. f on Hölder-jatkuva eksponentilla α = 1 − 1/p, jos p > 1.)

4. Näytä, että jatkuvalle funktiolle f : A → R

||f ||∞ = sup
A

|f | ,

mikäli m(B(x, r) ∩ A) > 0 kaikilla x ∈ A ja r > 0 (erityisesti siis, kun A on avoin
joukko).

5. Näytä, että jos m(A) < ∞ ja 1 < p < ∞, niin

||f ||p = lim
q→p
q<p

||f ||q kaikilla f ∈ Lp(A).

6. Näytä, että jos m(A) < ∞, niin

||f ||∞ = lim
q→∞

||f ||q kaikilla f ∈ L∞(A).

7. Osoita, että
−||f ||∞ ≤ f(x) ≤ ||f ||∞ m.k. x.

8. Todista Minkowskin epäyhtälö

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p kaikilla f, g ∈ Lp(A),

kun p ∈ {1,∞}.

9. Näytä, että jos 1 ≤ p < q ≤ ∞, niin

Lp(]0, 1[) 6⊂ Lq(]0, 1[).

3Vihje: muista lause 9.1 ja Hölderin epäyhtälö.
6Vihje: muista demo 7 #5.


