Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 10, 19.11.2010

1. Tee Cantorin joukkokonstruktiosta muunnelma, jossa j. vaiheessa poisotettavien
viilien yhteenlaskettu pituus on 477. Niyt4, etté tdllainen konstruktio voidaan tehda.
Mikéa on jéljelle jaavan joukon mitta?

2. Etsi Cantorin % joukosta C' piste, joka ei ole minkdédn C':n komplementissa olevan
vélin péédtepiste.
3. Olkoon f : [a,b] — R absoluuttisesti jatkuva. Jos f’ € L?([a, b]), niin osoita, ettéi
on olemassa M € R, jolle

1f(z) = f(y)| < M|z —y|'"Y?  kaikilla z,y € [a, b]
(ts. f on Hélder-jatkuva eksponentilla « =1 —1/p, jos p > 1.)
4. Nayté, ettéd jatkuvalle funktiolle f : A — R

1/ loo = sup [ ],
A
mikali m(B(z,r) N A) > 0 kaikilla z € A ja r > 0 (erityisesti siis, kun A on avoin
joukko).
5. Néyté, ettd jos m(A) < oo ja 1 < p < oo, niin
1fll, = lim 1711, laikilla £ € 27(4).

q<p
6. Niyta, ettd jos m(A) < oo, niin
[ flloo = Jim [[f]ly  kaikilla f € L%(A).

7. Osoita, etté
N flloo < f(2) <[ flloe mk. .

8. Todista Minkowskin epayhtalo

L +gllp <11l +lglly  kaikilla f, g € LP(A),
kun p € {1, oo}.
9. Nayté, ettd jos 1 < p < g < 00, niin

Lr(jo, 1)) ¢ L(]0, 1))

3Vihje: muista lause 9.1 ja Holderin epéyhtils.
6Vihje: muista demo 7 #5.



