Mitta- ja integraaliteoria
Harjoitus 1, 17.9.2010

1. Osoita, ettd numeroituva yhdiste numeroituvia joukkoja on numeroituva.
2. Nayté, ettd sisépisteitd omaava joukko on ylinumeroituva.

3. Olkoon A #éreton joukko ja a € A. Néyti, ettd joukko B = A\ {a} on yhtd
mahtava kuin joukko A.

4. Todista Lause 1.2: Jos a; > 0 ylinumeroituvan monella i € I, niin

Z a; = 00.

iel
5. Olkoon f : R — R vidhenevi. Nayté, ettd joukko

A={z e R: f eiolejatkuva pisteessi z}
on numeroituva.’
6. Nayta, ettd vilin [0, 1] rationaalipisteet
A={qe0,1]: ¢€Q}

voidaan peittdd avoimilla véleilld joiden pituuksien summa on alle z, ts. on olemassa
a;,b; € R, joille

AC U]az,bz[ ja Z|b CLZ‘ <

i=1

7. Olkoon A C R epiityhji joukko. Niytd, ettéd inf A = 0, jos ja vain jos jokaisella
e > 0 pétee:
a > —¢ kaikilla a € A

ja on olemassa sellainen b € A, jolle b < ¢.
8. Olkoon f: R™ — R mv. funktio. Néyté, etté kaikilla 2, € R" raja-arvo
hII(l)iIlf{f(I) :x € B(xo,7)}
on olemassa R:ssa. (Huom. B(z,7) = {x € R": |z — x| < 7}.)
9. Todista Lause 1.3: Kun a;; > 0, on
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(4,7)eIxI’ i€l jel’ jel’ el

10. Olkoot I; C R pareittain pistevieraita vilejd, kun j € J. Nayté, ettd J on
numeroituva.

3Vihje: mieti ensin numeroituva tapaus.
®Vihje: Lause 1.2.
10Vihje: tehtivi 4.



