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Mita matematiikka on?

Talla kurssilla jutellaan, mita sattuu mieleen tulemaan. Kurssin
suoritusta (ja muuta oppimista) varten on syyta tutustua Petri
Juutisen kirjoittamaan monisteeseen, jonka voi ladata sivulta

http://www.math.jyu.fi/opiskelu/monisteet/MATP100_PJ.pdf

Helposti lahestyttava todistamisen alkeisoppikirja on Richard
Hammackin "BOOK OF PROOF", joka on ilmaiseksi ladattavissa
sivulta

http://www.people.vcu.edu/rhammack/BookOfProof/index.html
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Mita matematiikka on?

Taman kurssin tarkoituksena on houkutella kuulijoita sukeltamaan
matematiikan ihmeelliseen maailmaan.

Talla kurssilla annetaan naytteita matemaattisesta paattelysta;
jotkut periaatteet ovat opittavissa, mutta tarkeinta on saada
jonkinlainen kosketus matemaattiseen ajattelumaailmaan.
Matematiikkaa on vaikeaa maaritella, mutta jotain sen luonteesta
voidaan sanoa:

e MonH

e MonH

@ Matematiikka on Hyodyllista!
°

Matematiikka on Hauskaal
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Mita matematiikka on?

Matematiikka on deduktiivinen tiede, jossa tosista premisseista eli
lahtokohdista tai ehdoista seuraa tosi johtopaatos.
Koulumatematiikassa opitaan lahinna keinoja laskea sita tai tata
sekd (mahdollisesti) soveltamaan annettuja kaavoja tms. Kun
tekniikat monimutkaistuvat, tulee tarpeelliseksi ymmartaa niiden
takana olevia kasitteita ja periaatteita.

Matematiikan opinnoissa tarkoitus on oppia ymmartamaan
laajemmin matemaattisia rakenteita ja ymmartamaan, miksi ne
ovat tosia. Samalla opitaan myo0s tieteessa kaytettava tasmallinen
argumentointitapa.

Toisaalta matematiikan opintojen aikana on tarkoitus tutustua
erasiiin (mm. sovellusten kannalta) keskeisiin matematiikan
teorioihin, jolta pohjalta tulee mahdolliseksi luoda uutta tietoa.
(Tahan katsaus opintoihin?)
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Matematiikan rakenne

Matematiikka on olemukseltaan teoreettista, vaikka monet
kysymyksenasettelut lahtevat kaytanndllista (tai muiden tieteiden
esiinnostamista) ongelmista.

Matematiikka sovelletaan lukuisissa eri kohteissa emmeka yleensa
ajattele, etta monet arkipaivaset laitteet jne toimivat, koska on
kehitetty tiettyja matematiikan teorioita.

Ennen kunnollista soveltamista on ymmarrettava itse
matematiikkaa.

Matematiikan voi ajatella olevan erdanlainen kieli. Opintojen
alussa menee yleensa jonkinverran aikaa, ennenkuin uuden kielen
kayttd omaksutaan.
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Matematiikan rakenne

Matematiikan ainesosasia ovat kasitteet, oletukset, vaitteet ja
paattely. Muita nimityksia naille:

Aksiooma (perusoletus, selvid) on jotain, jonka oletetaan olevan
totta, tai joka on ilmiselvasti totta. Aksiooma on siis senkaltainen
perusoletus, jota ei kyseenalaisteta. Naiden maara on syyta olla
vahainen eivatka ne saa olla keskenaan ristiriitaisia. Talla kurssilla
ei juurikaan puututa aksioomajarjestelmiin.

Maaritelma

Maaritelmat ovat yksi tarkeimmista matemaattisen kielen osista.
Ne on syyta omaksua kirjaimellisesti!

Maaritelma antaa ylensa lyhyen tavan ilmaista kasitteen sisalto

antamalla sille nimi; usein maaritelmassa annetaan myos sisalto
symbolille.
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Matematiikan rakenne

Esimerkkimaaritelma

Reaaliluvun x itseisarvo on luku

x, jos x>0,
x| = .
—x, jos x < 0.

Maariteltyjen kasitteiden avulla voidaan muodostaa teoreemoja,
vaitelauseita, mutta aina kasitten maarittelyn yhteydessa on hyva
ensin pysahtya analysoimaan maaritelmaa, antaa siita esimerkkeja
(ja vastaesimerkkeja eli esimerkkeja tapauksista, joissa maaritelma
ei toteudu).

Lauseissa yleensa pyritaan ilmaisemaan yleinen tosiseikka. Lauseet
ovat yleensa muotoa "sen ja sen oletuksen ollessa voimassa tama
ja tuo on myos totta.”

Johdatus matematiikkaan



Matematiikan rakenne

Esimerkkilause (Kolmioepayhtald)

Kaikille reaaliluvuille a ja b patee:

|a+ b| < [a + [b|.

Varsinaisia lauseita (teoreemia) vahaarvoisempia tuloksia kutsutaan
usein propositioiksi tai tylysti vaitteiksi.

Lemma on apulause, joka on tarpeellinen helpottamaan paattelyn
seuraamista, mutta useinkaan lemmat eivat ole yleisemmin
mielenkiintoisia (poikkeuksiakin toki on!).

Kaikille reaaliluvuille x patee :

x < |x|.
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Matematiikan rakenne

Todistus

Todistus on lauseen yksityiskohtainen johto tai perustelu lahtien
aksioomista kayttamalla logiikan paattelysaantoja seka tunnettuja
(se on todistettuja!) lauseita. K3dytanndssa todistus on sellainen
vaitteen perustelu, joka sisaltaa rittavasti yksityiskohtia, jotta
lukija/kuulija voi vakuuttautua vaitteen totuudellisuudesta.
Todistukset ovat matematiikan keskeisin osa, samalla vaikein ja
mielenkiintoisin osa.

Sellaisia asioita voit pitaa itsestaanselvina, joille osaat antaa
todistuksen milloin vain.
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Esimerkkitodistus lemmalle

Aloitetaan apulauseen todistuksella

Lemma

Kaikille reaaliluvuille x patee :

x <|x|.

Lemman todistus.

Tapaus 1. x > 0. Talloin vaite on selva, silla ei-negatiivisille x:

x| =x > x.
Tapaus 2. x < 0. Tallgin |x| = —x, ja siis
x <0< —x=|x|,

joten vaite " x < |x|" on tosi kaikilla reaaliluvuilla x.
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Esimerkkitodistus kolmioepayhtalolle

Esimerkkilause (Kolmioepayhtald)

Kaikille reaaliluvuille a ja b patee:

la+b| < |a| + |b|.

Seuraavaksi pyrimme todistamaan taman lauseen, so.
vakuuttamaan itsemme ja muut, etta vaite on tosi. Todistuksen
keksimista varten on usein hyva tehda esimerkkeja ja koittaa niiden
avulla keksia todistusta — ja selvittaa olisiko vaite ilmeisesti vaarin.
Esimerkki.
@ Josa=2, b=17, niin
la+bl=247=9=9=2+7=|a] +|b| eli ok.
@ Josa=2, b= -7, niin
la+b=2—7=|-5=5<9=2+4+7=|a| + |b| eli ok.
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Esimerkkitodistus kolmioepayhtalolle

Toinen tapa yrittaa keksia todistusta on muiden todistusten
miettiminen ja matkiminen, josko niista loytyisi ideoita tahan
tilanteeseen. Voimme yrittaa jakaa kasittelyn eri tapauksiin kuten
teimme asken todistamassamme lemmassa:

Q@ a>0jab>0.
@a2>0b<0jaat+b>0.
Q@ a>0,b<0jaa+b<0.
Q@ a<0,b>0jaa+b>0.
Q@ a<0,b>0jaa+b<0.
Q@ a<0jab<.

Na&in voitaisiin edeta ja saada aikaiseksi (tylsd) todistus
kolmioepayhtaldlle. Osoittautuu, ettd kayttamalld edeltdvaa
lemmaa, saamme lyhyen todistuksen jakamalla kasittelyn kahteen
osaan, tapauksiin a+ b >0ja a+ b <O.
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Esimerkkitodistus kolmioepayhtalolle

Esimerkkitodistus kolmioepayhtalolle.

Tapaus 1. a+ b > 0. Tall6in |a+ b| = a+ b, joten lemman avulla
la+bl=a+b<l|al+b<|al+|b|.

Tapaus 2. a+ b < 0. Talldin |a+ b| = —(a+ b) > 0, joten

lemman nojalla

lat+bl=—-a-b<|-al+]|-b[=]a +]b].
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Geometrian todistus

Pythagoraan lause lienee erds tunnetuimmista matematiikan
lauseista; sille on yli 400 todistusta, joista seuraavassa yksi.

Pythagoraan lause

Jos suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat a ja b ja
hypotenuusan pituus on ¢, niin

a®+b*=c?.

Todistus.

Isomman nelion ala on pienemman
(sinisen) nelion ala + 4 kertaa (vihreiden)
kolmioiden alat eli
1
(a+b)2=c+ 4(§ab) eli

2’ +2ab+ b% = c? +2ab
?+2ab+ b =c?+2ab el
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Kuva voi valehdellal!

Pythagoraan lauseen todistus perustui paljolti havaintokuvaan.
Kuvista on usein apua, mutta ei aina!

Mika ylla olevissa kuvissa menee pieleen?
(Ellet keksi, voit etsiskellda hakusanalla "curry triangle”.)
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Kultainen leikkaus

Kultainen leikkaus on luku, joka on kiehtonut ihmisia, niin
matemaatikoja kuin muitakin, vuosisatoja. Kultainen leikkaus
maaritellaan sellaisen suorakulmion sivujen pituuksien suhteeksi,
jolla on seuraava ominaisuus: jos leikkaat suorakulmiosta
pienemman sivun kokoisen nelion pois, jaljelle jaa alkuperaisen
suorakulmion kanssa yhdenmuotoinen suorakulmio.
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Kultainen leikkaus

Kultaisen leikkauksen olemassaolo on helppo havaita kasvattamalla
neliota yhdesta sivusta isommaksi suorakaiteeksi.

Aluksi nelion paatyyn lisattava suorakaide on liian ohut ollakseen
alkuperaisen muotoinen; kun saavutetaan kahden nelion kokoinen
suorakaide, on lisatty suorakulmio liian paksu. Siis jossain valissa
on kultaisen leikkauksen suhteet omaava suorakulmio (punainen).
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Kultainen leikkaus

Kultainen leikkaus on sellaisen suorakulmion sivujen pituuksien
suhteeksi, jolla on ominaisuus, etta jos leikkaat suorakulmiosta
pienemman sivun kokoisen nelion pois, jaljelle jaa alkuperaisen
suorakulmion kanssa yhdenmuotoinen suorakulmio.

Toinen tapa on laskea kultaisen leikkauksen arvo: olkoon x
pidempi kultaisen leikkauksen suhteessa olevan suorakaiteen
sivuista, ja toisen pituus olkoon 1.

Yhdenmuotoisuudesta saadaan

X = — =

1 x-1’

josta
x(x—=1)=1 eli x*-x-1=0.
Tasta ratkaisemalla (ja ottamalla ei-negatiivinen ratkaisu) saadaan
1 5
X = +2\f ~1,618.
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Kultaisen leikkauksen irrationaalisuus

5|4

4

Tarkastellaan seuraavaa prosessia: Leikataan kultaisen leikkauksen
suhteet omaavasta suorakulmiosta nelio pois, jolloin jaa
yhdenmuotoinen suorakaide. Tehdaan sille sama nelion
poisleikkaus —jalleen jaa alkuperaisen suorakaiteen muotoinen
suorakaide. Nain voidaan jatkaa loputtomiin ja aina jaljella on
alkuperaisen suorakaiteen muotoinen suorakaide.
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Kultaisen leikkauksen irrationaalisuus

P=q
P

Tehdaan sama prosessi suorakaiteelle jonka sivut ovat
kokonaislukuja p ja g (tdma tarkastelu kattaa kaikki suorakulmiot,
joiden sivujen pituuksien suhteet ovat rationaalisia) : Leikaamalla
suorakulmiosta g x g nelid pois (p > q) jaa suorakaide, jonka sivut
ovat p ja p — q. Tata prosessia ei voida jatkaa loputtomiin,
korkeintaan p x g kertaa, koska kaikkiein poisotettavien nelioiden
sivut ovat kokonaislukuja ja alkuperaisessa suorakulmiossa on vain
p x g pikkuneliota. Prosessi siis paattyy.
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Kultaisen leikkauksen irrationaalisuus

5|4

3 4

Yhteenveto:

@ Jos suorakulmiolla sivuilla on kultaisen leikkauksen suhde,
ositusprosessi jatkuu loputtomiin.

@ Jos suorakulmiolla sivujen suhde on rationaaliluku,
ositusprosessi paattyy aarellisen monen askeleen jalkeen.

e Siis kultainen leikkaus (ja siten myos = miksi?) on
irrationaaliluku.
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Todistuksen rakenne

Kultaisen leikkauksen irrationaalisuustodistuksen rakenne on

seuraava:
P — L
Q = L e L= -Q
Siis P — —Q

Tassa: olkoon x suorakulmion S sivujen suhde.
P "x on kultainen leikkaus”
L "Suorakulmion ositusprosessi jatkuu loputtomiin.”

Q " x on rationaaliluku.”
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