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Teksti sisiltdd muistiinpanoja syksylla 2005. Tamén paketin tarkoitus on tukea
omien muistiinpanojen tekoa, ei korvata niitd. Matematiikkaa oppii parhaiten itse
kirjoittaen ja ongelmia ratkoen.



Analyysi 3 2

1. Esitietoja

Muistellaan Analyysi 1 ja 2 -kurssien térkeitd maééritelmia ja tuloksia: Funktio
f: 1 — R, I C R, on jatkuva pisteessd xy € I, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa
0 > 0 siten, etta

|f(z) = f(zo)| <e, kun |z —zo| <6 (z,29 € I).

Edelleen f : I — R on jatkuva vdililld I, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessd xg € I.

Jatkuvuus voidaaan karakterisoida myo0s raja-arvojen avulla: muista, ettd luku
a € R on funktion f raja-arvo pisteessa xy, merkitadn

2, Sl =a,

jos jokaisella e > 0 on olemassa 6 > 0 siten, etta
|f(x) —al < e aina, kun 0 < |z — zo| < 4.
Nyt pétee lause: Télloin f on jatkuva pisteesséd xq, jos ja vain, jos f:lld on raja-arvo

f(xg) pisteessi xy, ts.

lim f(z) = f(zo) .

T—T0

1.1. Riemann-integraali

Integrointi ja differentiointi (derivointi) ovat kaksi analyysin keskeisintd rajapro-
sessia. Analyysin peruslause ilmaisee, ettd derivointi ja integrointi ovat toistensa
kéaanteisprosesseja.

Olkoon [ rajoitettu vili, jonka padtepisteet ovat a,b € R, a < b. Vilin I jaon
muodostavat luvut (darellisen monta)

a=20<T1<To<---<xp,=>0.
Funktio g : I — R on porrasfunktio, jos on olemassa vélin I jako

P = (.To,l’l,.I‘Q,...,l’n)
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jaluvut a; € R, j = 1,2,...,n, joille
g(z) = a; kaikilla x €]z;_q, z;].

Porrasfunktion g : [a,b] — R integraali (yli vélin [a, b]) on

b
/g =Y aj(z; —x50),
A

missi P = (xg, 21, T2, ..., x,) on vilin [a,b] jako siten, ettd

g(z) = a; kaikilla x € I; =|x;_1,2,].

Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on (Riemann-)integroituva, jos

b b
am/f:ym/f.

Talloin fm (Riemann-)integraali yli vélin [a, b] on

a

Téassé
b b
ala/f = sup{/g : g porrasfunktio ja g < f vililld [a, 0]}

ja fm yldintegraali yli valin [a, b]
b b
yléi/f = inf{/h : g porrasfunktio ja h > f vililla [a, b]}.

Jatkuvat funktiot ovat integroituvia. Riemannin ehto antaa erdén keinon tarkas-
tella integroituvuutta: (Analyysi 2, Lause 1.1)
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1.1. Lause. (Riemannin ehto) Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-
integroituva, vélilld [a,b], jos ja vain jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa porrasfunktiot
g ja h siten, ettd

g < f < h vililld [a, b]

b b
/hdx—/gd:p<z—:.

Jatkuva funktio saa keskiarvonsa vélilld [a, b] (Analyysi 2, Lause 1.14):

ja

1.2. Lause. (Integraalilaskennan viliarvolause (IVAL)) Olkoon f jatkuva vililld
[a,b]. Talloin on olemassa £ € |a, b], jolle

b
/ f@)de = F(E)(b—a).

Tarvitsemme téstd myos yleistetyn version (Analyysi 2, Lause 1.16):

1.3. Lause. (Yleistetty integraalilaskennan véliarvolause) Olkoon f jatkuva ja
p ei-negatiivinen, Riemann-integroituva vililld [a, b]. Télléin on olemassa § € [a, b],

jolle
b b
/fpdx _ f(f)/pdx.

1.2. Derivaatta

Olkoon f Ja,b[— R ja x €|a,b[. Sanotaan, ettd f on derivoituva ja f'(x) fm
deriwaatta pisteeessd x, jos raja-arvo

h—0

on olemassa (ja reaaliluku!).

Edelleen, jos f on derivoituva vélilld |a, b, niin sen derivaatta f méérittelee myos
funktion f’]a,b[— R: mikili derivaattafunktio f’ on derivoituva, niin f on kahdesti
derivoituva ja fm toinen derivaatta on

f(x) = () (x).
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Jatkamalla niin, fm kolmas derivaatta f" = f® on f:n toisen derivaatan f”
derivaatta, mikéli sellainen on olemassa jne.

Seuraava véliarvolause (Analyysi 2, lause 2.7) on alkeisdifferentiaalilaskennan eh-
k& tarkein ja hyodyllisin lause.

1.4. Lause. (Viliarvolause, VAL) Olkoon f |a,b] — R jatkuva suljetulla vililld
[a,b] ja derivoituva avoimella vélilld |a,b|. Télloin on olemassa & €]a, b| siten, etté

f(b) ~ fla)

76 =S5

Tarvitsemme jatkossa myos sen yleistettyd muotoa (Analyysi 2, lause 2.13):

1.5. Lause. (Yleistetty viliarvolause) Olkoon f ja g jatkuvia suljetulla vililld
[a,b] ja derivoituvia avoimella valilld |a,b]. Jos

g'(z) # 0 kaikilla x €]a, [,
niin on olemassa £ €|a, b[ siten, ettd

f) — f(a) _ f'(§)
g(b) —gla) g (&)

1.3. Analyysin peruslause

Analyysin peruslause sitoo integroinnin ja derivoinnin toisiinsa (ks Analyysi 2,
luku 3):

1.6. Lause. (Analyysin peruslause) Olkoon f :|a,b[— R jatkuvasti derivoituva ja
xo €la, b|. Télloin

f(z) = f(xo) + /f’(t) dt kaikilla x €]a,b].

Zo

Kédntéen, jos g on jatkuva funktio vélilld [a, b] ja xo € [a,b], niin integraalifunktio

on jatkuvasti derivoituva vélilld |a,b[ ja G'(x) = g(x) kaikilla x €]a, b].
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2. Taylor-polynomit

2.1. Taylorin lause

Analyysi 1 -kurssilla opittiin, ettéd jos funktio f on jatkuva pisteesd xg, niin sen
kdyttaytymistd voidaan (ldhelld pistettd xy) approksimoida vakiofunktiolla (y =

f(z)), silla

f(z) = f(xo) = o(1) = of|z — 370\0) kun z — zg,

toisin sanoerﬂ

f(z) = flxo) + €(z),

missé

Vakiopolynomi py(z) = f(zo) on siis jatkuvan funktion f paras approksimointi 0.
asteen polynomilla pisteen xq lahistollA.

Jos f on hieman sileimpi, approksimointikin sujuu paremmin: olkoon f derivoi-
tuva pisteessi xg. Télloin (yhtépitavasti)

f(@) = (f(wo) + f'(xo)(x = m0)) = o[z = xo])  kun = — o,

toisin sanoen derivoituvaa funktiota voidaan approksimoida pisteen xy ympéristos-
sé affiinilla funktiolla eli ensimmaéisen asteen polynomilla niin, ettd virhetermi on
pienempi kuin lineaarinen. Siten tdmé& polynomi

pi(z) = f(xo) + f'(0)(x — o)

"Muista: "pikku-0” ja "iso-O"merkinnit (Analyysi 2):

f(x) = o(g(x)), kun z — xo,

miké tarkoittaa, etté

- flz)
A =Y

ja
f(@) =0(g(z)), kun & — o,

miki tarkoittaa, ettd on olemassa vakio C' > 0 siten, etté

[f(@)| < Clg(x)],

kunhan x on tarpeeksi ldhelld pistettd xg.
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antaa ensimméiseen asteen polynomeista parhaan approksimoinnin f:lle pisteen x

lahella.

Nyt voisi arvata, ettd kahdesti derivoituvaa funktioita voisi approksimoida toisen
asteen polynomilla niin, ettd virhetermi olisi muotoa o((z — x¢)?). Lasketaan timé
ensin 2. asteen polynomille:

pg(l‘) = G,Ql’z -+ a1 r -+ agp ,

jolloin
2

pa() — pa(z0) = az(a® — x3) + ay(z — xo)

= as(x — x0)2 + 2a0(x — x0) + a1 (z — x0)

- %p/zl(ﬂfo)(x — x0)” + pa(0)(x — o) .

Tamén opastamana arvaamme, ettd kahdesti derivoituvaa funktiota f voidaan par-
haiten approksimoida polynomilla

(o) = [lxo) + T'(0)x — 20) + 5 f(wo) & — 20)°.

Nain onkin asian laita:

2.1. Lause. Olkoon funktiolla f jatkuva toinen derivaatta f” vélilld |a,b[. Jos
zo €la,b] ja

() = () + F(0)(x — ) + 3 1" (w0)(w — w0)?,

niin
f(@) — q@2(z) = o(|x — 20]?), kunx — 2,

ts. kaikilla e > 0 on § > 0, jolle
|f(z) — q2(2)] < elw —w0]?,  kun |z — 20| < 6.
Tobistus: Olkoon F' = f — go. Tall6in F:114 on jatkuva toinen derivaatta ja
F(xg) = F'(z0) = F"(x) = 0.

Viite todistetaan soveltamalla véaliarvolausetta [L4] kahdesti: Ensiksi, 1oydetddn sel-
lainen piste x; pisteiden xq ja x vilisti, jolle

F(x) = F(z) = F(x) = F'(21) (2 — x)
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ja edelleen piste x5 pisteiden xq ja x; vélistéd, jolle
F'(z1) = F'(x1) — F'(x9) = F"(x2)(x1 — 70) -
Siten yhdistdmalla ndméa
|F(2)| = |F" (22) (21 — 20) (z — 20)| < [F"(22)|(z — 20)” .
Koska F” on jatkuva ja F"(zq) = 0, on jokaista ¢ > 0 kohden sellainen ¢ > 0, jolle
|F"(z)| < e
kaikilla z, joille |z — xo| < §. Koska piste x5 pisteiden zq ja x vilissi, saadaan tasta
(@) = (@) = |F(@)] < |F"(@:)](x — 20)* < £(x — 20)’

kaikilla z, joille |z — xo| < 0. O

Seuraavaksi havaitsemme, ettd n. asteen polynomille
p(z) = anz™ + a1 2"+ ayx + ag,

patee

(2'1) p(:p) = p(!Eo) + p,(l‘o)(ZE — 1‘0) + %p”(:po)(x — :EO)2 NI

Téamén toteamiseksi kirjoitetaan (r = zo + h ja)

n n

p(xo+h) = aj(zo+h) = b;h’,

J=0 Jj=0

jolloin by = p(xg). Muut kertoimet b; saadaan laskemalla eo. lausekkeen derivaatat
h:n suhteen pisteessd h = 0: ensiksi

Pzo+h)=> jbild ™",
7j=1

misté
(o) = b1
Laskemalla samoin kaikki n derivaattaa samoin paddytiaan kaavaan (2.1]).

Jos f on n kertaa derivoituva, niin kaavan (2.1)) oikean puolen polynomi voidaan
muodostaa (kun p korvataan f:ll14). Sitd kutsutaan f:n Taylorin polynomiksi:
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2.2. Madritelma. Olkoon f n kertaa derivoituva vélilld ]a,b[. Funktion f n.
Taylorin polynomi pisteessi xq €|a, b[ on

f(n) (o)

n!

(x —x0)" .

T wo f () = fl20) + f'(20) (T — 20) + % F(wo)(x —20)? + -+ +

Kaavan (2.1)) mukaan korkeintaan n. asteen polynomille p pétee:
T oop(z) =p(r) kaikillaz € R.

Yleiselle funktiolle f sen Taylorin polynomi on tietysti eri kuin funktio itse. Funktiota
R, ., [, joka ilmaisee kuinka paljon n. Taylorin polynomi eroaa f:std sanotaan f:n
n. jaanndstermiksi. Siis

Rn,xof(x) = f(l‘) - Tn,xof(x) :

Seuraava Taylorin lause kertoo, ettd jidnnostermi on varsin pieni sileélle funktiolle:

2.3. Lause. (Taylorin lause/kaava) Olkoon funktio f n kertaa jatkuvasti derivoi-
tuva vélilld |a, b] ja x¢ €|a, b[. Téllsin

f(x) =T f(x) + Ry oo f(2) kaikilla z €]a, b],

MmIissé
an&of(x) = 0(|9U — :Eo|") s kun x — xg.

TobisTus: (vrt Lauseen 2.1 todistus.) Osoitetaan viliarvolauseen avulla, etta
Ry (@) = Ry o f(2) = o]z — 20]") , kun z — .
Ensiksi havaitaan, etté
Ry zo(w0) = R, . (x0) = Rl (w0) = -+ = R(") (x0) =0,

jolloin soveltamalla véliarvolausetta jadnnostermiin ja sen derivaattoihin loydetdéan
pisteet x1, zo, ..., x, pisteiden z ja x( vilista, joille

Roy o (1) = Ry, (1) (2 — o)

n,xo
Ry, .o (x1) = Ry, (22) (21 — 0)

R D(z. 1) =R™ (z,)(x,_1 — ) .

n,T0 n,T0
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Yhdistamalla namé saadaan

Ryo(®) = R (20) (2 — 20) (21 — @0) (w2 — @)+ + (X1 — @0)

josta
| Rz ()] < |R(" (xp)||z — xo|™,

n,T0

joten viite seuraa, koska jatkuvuuden nojalla

Jim R, (o) = lim |RY), ()] =[RS, (w0)] = 0.

Esimerkki. Eksponenttifunktion Taylor-approksimointi origossa on

2 ZL‘3 "

T n
ef=1tat bttt e(),

missé €(z) — 0. Samalla tavalla saadaan suoraan derivoimalla, etté

o . " 22+ -
smx—x—5+5+---+(—)(2k+ )!+9C €2k+1(2) ,
missi €gpr1(x) — 0 ja
2 ot . 22k i
cosr =1— o +4 + -4+ (—1) (2k>!+$ (),
missi € () — 0.
Niiden avulla voidaan laskea esimerkiksi
. sinz—ux _ x———l—xeg(aj)—x
lim ———— = lim
=0 z(cosw — 1) e=0 (1 — 2 4 22¢(z) — 1)

—g—!+:p e3(x)
70 —% + x3ey(7)
%4‘63( ) - 1

TNl e 3

10
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Huomaa, ettd Taylorin lause kertoo, ettd n. Taylorin polynomi approksimoi funk-
tiota hyvin pisteen xy ldhelld, muttei mitdén siitd, mitd tapahtuu kauempana. Huo-
maa myo0s, ettd Taylorin polynomit voivat muuttua paljonkin, kun pistettd zy muu-
tetaan. Myohemmin tutkimme lihemmin, miten funktiota voidaan approksimoida
pisteittiin tai globaalimmin.

Taylorin polynomi voidaan aina laskea derivoimalla f riittdvéin monta kertaa.
Tamé on kuitenkin usein kohtuuttoman tyolasta. Siksi on hyvé havaita seuraava
yksikésitteisyystulos:

2.4. Lause. Olkoon f n kertaa jatkuvasti derivoituva valilld |a,b| ja xo €|a, b[. Jos
p on n. asteen polynomi, jolle

f(z) —p(x) =o(|lz — x0|"), kun x — z¢,

niin

p(x) =T 0 f () kaikilla x .
TobpisTus: Koska Taylorin lauseen 23] mukaan
f@) =ple) =o(lx —x0[") ja  [(x) = Tawf(x) = oz — 20|")

niin

p(ﬂ?) B Tn,:vof(x)

— 0, kun x — .

|z — xo|"
Siten kirjoittamalla
p(ZL‘) - Tn,a&of(x) = aj(x - xO)j
=0
ja antamalla x — xo ndhd&an, ettd ag = 0 ja edelleeen a1 =0, a5 =0 ... jaa, = 0.

O

Edelldolevan yksikasitteisyyslauseen (erds) hyoty on se, ettd riittdd 16ytdda milld
tahansa keinolla tai konstilla n. asteen polynomi p, jolle f(x) — p(z) = o(|z — xo|"),
silld tdmén polynomin téytyy olla f:n n. Taylorin polynomi. Esimerkiksi kahden
funktion f ja g Taylorin polynomien tulosta saadaan tulofunktiolle fg Taylorin po-
lynomi, kun tulopolynomista otetaan mukaan vain termit joiden aste on korkeintaan
n (silld korkeammille potensseille k > n piitee |z —x|* = o(|x—x|")). Hetken piisti
muitakin esimerkkeja.
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Esimerkki. (Geometrinen sarja)
Olkoon

n—1
Sn:1+q+q2+---+qn_1zz:q’C
k=0

n termin geometrinen summa. Induktiolla todetaan, etta

kunhan ¢ # 1 (jos ¢ =1 on S, = n).
Tarkastellaan nyt funktiota g :] — oo, 1[— R,

Nyt ylldolevasta geometrisesti sarjasta saamme (kaikilla n € N)

g(t):1+t+t2+---+t"‘1+1_t,

josta integroimalla (x < 1)

[dt
0

tn
:/(1+t+t2+~-~+t”1)dt+/1 -di
0 0

.T2 n
=z+5+ o+ — — R, ()
nood
=YL —Ru(a),
Jj=1 J
missé .,
Ro(x) / L
n\L) = —
1-—1¢
0
Nyt
2 e
’ft”dt}: T kun z <0,
IR, ()| < 0 n |x‘n+1
kun z € [0, 1],

12



Analyysi 3 13

Siten kaikilla z € [—1, 1]

missé R,(x) — 0, kun n — oo. Koska lisiksi
R.(z) =o(lx —zo|"), kunz —0,
on Taylorin polynomin yksikésitteisyystuloksen 2.4] nojalla funktion
F() = log(1 - z)

n. Taylorin polynomi nollassa

n

27
Tn7$0f(x) = - I
=1 7
Huomaa, ettd yo. laskun avulla saamme
log2 =1 ! + Ll +
0g2 = stg—7t

minké tarkka merkitys selvidd myohemmin sarjoja késittelevissi luvussa @l

2.2. Jaannostermin lauseke ja arvioita

Taylorin kaavan sovellutuksissa on usein tarpeen tietdd enemmén jadnnostermista
kuin, mitéd lauseesta kdy ilmi. Ensin todistamme sille tarkan integraalimuodon:

2.5. Lause. (Taylorin kaava, integroitu muoto) Olkoon funktio f n + 1 kertaa
jatkuvasti derivoituva valilld |a, b] ja xo €]a,b]. Téllbin

f(x) =Thao f(x) + Ry oo f(2) kaikilla z €]a, b],

missd jaanndstermi on

T

Rusof(0) =5 [ (o= 07500 at.

o
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TobisTus: Taméa voidaan todistaa myos suoraan osittaisintegroimalla ja induktiol-
la, miké tehtdneen harjoituksissa. Seuraavassa todistuksessa kaytetddn Lauseen
kaavaa: kaikilla x,y €la, b

Ry f(x) = f(x) = Toy f(2)

mistéd laskemalla derivaatta y:n suhteen saadaan tulon derivoimissddnnon avulla

d% Royf(x) =0 = f'(y) = (f"()(x — ) = f' )

ey - - -y -

2
(n+1) (n)
o ey - ey
(n+1)
-~ (y)(fc—y)",

koska summassa joka toinen termi kumoaa toisensa. Koska R, ,f(z) = 0, saadaan
analyysin peruslauseen nojalla

Rn,xof(x) = Rn,azof(x) - Rn,wf(x)
0 p T J
= / d—anyf(x) dy = —/d—an,yf(:p) dy

zo

ot

ja véite on todistettu. O

Integraalilaskennan véliarvolauseesta [[.2 saadaan seuraava arvio jaédnnostermille:

2.6. Lause. (Cauchyn muoto jadnnostermille) Olkoon funktio f n+ 1 kertaa jat-
kuvasti derivoituva vililld |a, b ja xo €|a,b|. Taylorin polynomin n. jadnnéostermille
pétee: kaikilla x €]a, b[ on olemassa & pisteiden x ja xq vélissd, jolle

_ [

Ry f(2) = =2 (2 = )" (@ — o) -
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TobIsTUS: Seuraa suoraan jadnndstermin integraalimuodosta ja integraalilasken-
nan viliarvolauseesta silla

Rusof(@) =5 [ (o= 075 00)at

= ST — )"z 20),

missd £ on erés piste pisteiden z ja xq vélissa. O

Yleistetysté integraalilaskennan véliarvolauseesta[l.3|saadaan seuraava arvio jaén-
nostermille:

2.7. Lause. (Lagrangen muoto jiénnostermille) Olkoon funktio f n+1 kertaa jat-
kuvasti derivoituva valilld |a, b ja x¢ €|a, b|. Taylorin polynomin n. jadnnostermille
pétee: kaikilla x €]a, b] on olemassa & pisteiden x ja xq vélissd, jolle

fr(E)
(n+1)!

TobisTuS: Seuraa suoraan jadnnostermin integraalimuodosta ja yleistetystéd inte-
graalilaskennan viliarvolauseesta silla

)n+1 )

Ry f () =

(x — zg

xT

1

Rn,mof('r) = . (SL’ - t)nf(n+1) <t> dt
n!
o
1 (n+1) n
= ) [ (=) dt
n!
Zo
1 1
— — r(ntD) . n+1
n!f (@nle(aj )"
missd & on erdis piste pisteiden z ja xg vélissa. O

Seuraavassa erds esimerkki Taylorin kaavan sovellutuksesta:
2.8. Lause. Olkoon funktio f n kertaa jatkuvasti derivoituva valilli |a,b| ja
xo €la, b. Jos

flxo) = f"(wo) = fPwo) =+ = f" Dwg) =0 ja [ (xg) >0,

niin f:114 on lokaali minimi pisteessa xq, jos n > 2 on parillinen. Piste xq ei ole f:n
adriarvokohta jos n on pariton.
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TobisTus: Seuraa Taylorin kaavasta. Yksityiskohdat: HT.

16
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3. Funktiojonot

Muistetaan Analyysi 1 -kurssilta suppenevan pistejonon mééaritelmaé:

3.1. Madiritelmé. Olkoon zy, x9, ... jono reaalilukuja. Sanotaan, ettd jono (x,)
suppenee kohti reaalilukua a, jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N (e, jono) €
N siten, etta

|z, —a|l <e kaikilla n > N.

T#lloin a on jonon (x,,) raja-arvo ja sitd merkitdén

lim z, = a taiz, — a kun n — oo.
n—oo

Esimerkki. Olkoon z € [0,1]. Talloin jono (2") suppenee ja

. n 0, jos0<xr <1,
lim 2" = i
n—00 1, josx =1,
Jos zx = 0 tai z = on asia selvia. Jos 0 < z < 1, tdmA nadhdédn esimerkiksi

Bernoullin epayhtalorE avulla

"] ! " ! <2 o
r|\=\|\———= .
I+(;-1)/) “1+n(;-1) " n(l-2)

Koska Bernoullin epéyhtélosta seuraa, ettéa

1
=(1-(1=-2z)">1-n(l—2z)> kun1—2—<:c<1

n

[\D|>—t

huomataan, ettd jonon suppenemisvauhti riippuu pisteestd x, ts. se kohta (indeksi
n), mistd jonon loppuosa on annettua lukua e lihempénd raja-arvoa, riippuu z:mn
arvosta. Jono voidaan myos kirjoittaa funktioiden avulla: f, : [0,1] — R,

folx)=2", neN.

Té&llsin jonoa (f,) kutsutaan funktiojonoksi.

2Bernoullin ep#yhtild: jos y > —1, niin (14 y)" > 1 + ny kaikilla n € N.
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Jos ACRija f,: A— R, n €N, ovat funktioita, niin

(fn)n = (fn)neN = (fn) - f17f27f37 BRRE

on funktiojono. Funktiojono (f,) tuottaa jokaisella x € A lukujonon (f,(z)). Sano-
taan, ettd funktiojono (f,) suppenee (pisteittiin) joukossa A, jos lukujonot (f,(x))
suppenevat jokaisella z € A, ts. jokaisella z € A on olemassa reaaliluku f(x), jolle

lim f,(x) = f(x).

n— o0

Namé raja-arvot f(z) madrittelevit uuden funktion f : A — R ja sanotaan, ettd
funktiojono (f,,) suppenee (pisteittiain) kohti funktiota f, téatd merkitdén f, — f tai

lim f, = f.

n—oo

Huomaa, ettd suppenemisvauhti f,(x) — f(x) riippuu yleensi pisteestd z, vrt.
esimerkki edella.

Edelldolevan méiritelmédn mukaan siis funktiojono f,, suppenee pisteittiin (jou-
kossa A) kohti funktiota f, jos jokaisella x ja jokaisella ¢ > 0 on olemassa luku
N = N(z,¢e,jono) € N siten, ettd

|fulx) — f(2)| < e kaikilla n > N.

Lukujono suppenee, jos se tayttdaad Cauchyn kriteerion; funktiojonolle tdméa kertoo
seuraavaa: funktiojono (f,) suppenee pisteittdin joukossa A (kohti jotain funktiota
f A — R), jos jokaisella z ja jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N(z, ¢, jono) €
N siten, ettd

|fu(z) — fn(2z)| < e  kaikilla n,m > N.

Pisteittdisessi suppenemisessa jokaista lukua € > 0 kohti on luku NV, jota suurem-
mille indekseilld jonon funktioiden arvot pisteessd x poikkeavat rajafunktion arvos-
ta pisteessid x vihemmaén kuin e. Se kuinka suuri luvun N tulee olla, riipuu yleensé
pisteestd x.

Esimerkki. Olkoon f, : R -+ R, n € N,

sin(mz) , jos x € [n,2n
£ (x) = { (w2) .20
0, muutoin.
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Talloin f, on jono jatkuvia funktioita f, : R — R ja f, — 0, koska kiintedlla x
fa(z) = 0 kunhan n > z. Siten valitsemalla N > x (N € N) saamme (kaikilla ¢ > 0)

|fn(x) — 0| <e, kunhann > N.

Kuitenkaan lukua N ei voida valita pisteestd x riippumattomaksi (mikdli e < 1)
koska kaikilla n pétee

(@) = 0] = | fu(n + §>| e

Seuraavassa madritellddan pisteittdistd konvergenssia vahvempi konvergenssin ké-
site funktiojonoille:

3.2. Maaritelmi. Sanotaan, ettd jono funktioita f, : A — R suppenee tasaisesti
joukossa A kohti funktiota f : A — R, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa luku N =
N (e, jono) € N siten, ettd

|fu(z) — f(2)] <& kaikillax € A, kunhan n > N .
Tata merkitddn joskus f, — f tasaisesti A:ssa.

Tasaisesti suppeneva funktiojono suppenee tietysti pisteittdin, mutta kdanteinen
véite ei ole tosi, kuten ylld olevissa esimerkeissid ndimme.

Huomaa, ettd tasaisessa suppenemisessa lukua e vastaava luku N pitdd voida
valita pisteestd x riippumattomalla tavalla. Téméa tarkoittaa sitd, ettd funktiot f,
ovat jostain indeksistéd alkaen ldhelld funktiota f, ns. e-putkessa.
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|
l\‘

“ .i',m“l

e-putki

Tasaista suppenemista voi hahmottaa niin, etté siind mitataan funktioiden véalisia
etdisyyksid; téssi tietysti pitad kiyttaa soveltuvaa mittaa ("metriikkaa”): jos f ja g
ovat joukossa A médriteltyja funktioita, niin

d(f,g9) = sup | f(z) — g(z)|

€A
on niiden vélinen etdisyys. Tamén etdisyyden avulla funktiojonon tasainen suppene-

minen vastaa reaalilukujonon suppenemista, kun vain objektien vilisid etdisyyksia
mitataan oikealla tavalla:

3.3. Lause. Olkoot f,, f: A — R funktioita. Téll6in f, — f tasaisesti A:ssa, jos
ja vain, jos

Tim d(f,. /) =0,

ts. kaikilla ¢ > 0 on olemassa Iuku N € N siten, ettéi

sup | fn(z) — f(z)| <e, kaikillan > N.
€A
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Tobistus: Olkoon ¢ > 0. Jos f, — [ tasaisesti A:ssa, niin on N € N, jolle (kun
n>N)
| fulz) — f(2)] < % kaikilla 2 € A,

joten

sup | £(x) — f(2) < 5 <e.
z€A

Kadntéden, jos
sup [ fu(z) — f(2)| <&,
€A
kun n > N, niin
|fu(z) — f(z)] <e kaikillaxz € A,

joten f,, — f tasaisesti A:ssa. |

Seuraava Cauchyn ehto kertoo, milloin funktiojono suppenee tasaisesti kohti jotain
funktiota, misté ei tarvitse olla mitdan tietoa.

3.4. Lause. (Tasainen Cauchyn kriteerio) Olkoot f,, : A — R funktioita. Talloin
funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti joukossa A (kohti jotain funktiota f : A — R),
jos ja vain, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa luku N € N siten, ettd

|fo(x) — fn(2)| < e kaikillan,m > N  ja kaikillaxz € A.

ToDbIsSTUS: Se, etté tasaisesta suppenemisesta seuraa tasainen Cauchyn ehto menee
aivan samoin kuin lukujonon Cauchyn ehdon todistuksessa (ks Analyysi 1, Lause
4.9) — yksityiskohdat harjoituksissa.

Jos taas jono toteuttaa tasaisen Cauchyn ehdon, niin jokaisella x lukujono f,(z)
on Cauchy-jono ja siten suppenee kohti reaalilukua f(z). Niin saadaan rajafunktio-
ehdokas f : A — R. Se on jonon f, tasainen raja: Olkoon £ > 0 ja valitaan tasaisen
Cauchyn ehdon antama N, jolle

(@) — fn(2)] < % kaikilla 7,m > N ja kaikilla z € A.

Kun z € A, f.(z) — f(z), joten voimme valita luvun m, € N, jolle m, > N ja

(@) = fn, ()] < 5
Nain ollen
Fa(@) = F@) < [Fa(@) = Fon, (@) + [ fon, (0) = f(@)] < 5+ 5 = e
erityisesti,

|fu(z) — f(x)] < e kaikilla z,
kunhan n > N, ts. jono f, suppenee tasaisesti A:ssa (kohti funktiota f). 0
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Pisteittdinen konvergenssi on lokaali ominaisuus: se ottaa huomioon jonon funk-
tioiden arvot vain tarkasteltavassa pisteessd. Tasaisen konvergenssi on luonteeltaan
globaalimpi: tasaisesti suppenevan jonon funktiot tulevat kauttaaltaan ldhelle ra-
jafunktiota. Téten jonon funktioiden ominaisuudet heijastuvat myo6s rajafunktioon
paremmin, mm. jatkuvuus siilyy tasaisessa konvergenssissa:

3.5. Lause. Olkoot f, : A — R funktioita, jotka ovat jatkuvia pisteessd xy € A.
Jos f, — [ tasaisesti A:ssa, on rajafunktio f myos jatkuva pisteessa xg.

TobisTus: Olkoon € > 0. Valitaan n € N, jolle

sup| fu(@) = f(2)] < <.

z€EA

Koska f,, on jatkuva pisteessi g, on d > 0, jolle
€
Fula) = Fulao)] <

kaikilla x € A, joilla |x — x| < 4. Siten sellaisella =

[f(@) = fxo)| < [f(2) = ful@)] + [fu(2) = fulzo)| + [fn(20) — [ (20)]

<€+E+€
— — — =¢
3 3 3

Loysésti puhuen edellinen lause on osa periaatetta "jos suppeneminen on tasaista,
kahden perdkkiisen rajankdynnin jirjestys voidaan vaihtaa”. Seuraava lause antaa
tastd integraaliversion:

3.6. Lause. Olkoot f, : [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Jos f, — f
tasaisesti vélilld [a,b], on rajafunktio f myds Riemann-integroituva ja

lim fnd:p—/fdx

n—o0

Tobistus: Kéytetddan Riemannin ehtoa [LIl Olkoon £ > 0. Valitaan sellainen n €
N, jolle

ilelli | ful(2) = f(2)] < 3b—a)
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Sitten valitaan Riemannin ehdon mukaiset porrasfunktiot g, ja h,, joille g, < f, <
h, ja

b b
/hndaz—/gndw < c
3
jolloin myés
b b
€
\/hndx—/fndx\ <3
Asettamalla
—gp— o ja h=hyt
I=Mm =306 —a) "3 —a)
saadaan porrasfunktiot, joille
€ € £ €
—gp———<fo—r—— < f<fot < hyt = =h
9= =gy Sho gy SIS h gy St 3Ty

ja

b b b b
/hdx—/gdx:/hndx—/gndx—l—Z%<5,

joten f on Riemann-integroituva ja

b b b b
\/fdx—/fndx\g\/hdx—/gdx\<§.

Derivoituvuus ei yleensé séily tasaisessa konvergenssissa, miké néikyy allaolevasta
kuvasta.

Derivoituvuus ei séily tasaisessa konvergenssissa.
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Kuitenkin, jos funktioiden jatkuvat derivaatat myos suppenevat tasaisesti, niin ra-
jafunktiokin on derivoituva:

3.7. Lause. Olkoot f, :Ja,b|— R jatkuvasti derivoituvia funktioita. Jos f, — f
tasaisesti vililld ]a, b[ ja jos derivaattojen f! jono suppenee myés tasaisesti vililld
la, b[ kohti funktiota g, niin f on (jatkuvasti) derivoituva ja [’ = g.

TobisTus: Riittda osoittaa, ettd f on derivoituva ja f' = g; derivaatan jatkuvuus
seuraaa Lauseesta

Tapa 1. Kéytetéin analyysin peruslausetta[[L0 Kiinnitetddn zq €|a, b[. Analyysin
peruslauseen nojalla

fn(:v)zfn(xo)+/f,g(t) dt .

Antamalla n — oo yhtélon vasen puoli suppenee kohti lukua f(z), oikean puolen
integraalin hoitaa edeltdva integraalien konvergenssilause [3.6

joten viite seuraa analyysin peruslauseen nojalla.

Tapa 2. Kiytetddn véliarvolausetta [[4 Kiinnitetdén zy €|a, b[. Olkoon h € R
sellainen, ettd zo = h €]a, b[. Viliarvolauseen nojalla jokaisella n € N on piste &,,
jolle zg — |h| < &, < xo + |h] ja

Bolzano-Weierstrassin lauseen (Analyysi 1) nojalla on piste
Zn € [«TO — |h|,370 + ‘hH ,

jota kohti erés &,:n osajono (jota merkitéién edelleen ,,:114) suppenee. Nyt derivaat-
tojen tasaisesta konvergenssista ja jatkuvuudesta seuraa (HT), ettd

lim f,,(¢) = 9(zn) ,

n—o0
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joten

— lim fn(xO + h) - fn(xo)

n—00 h

o + h})z — f(20) = lim f,(&) = g(zn) -

Koska zj, € [xg — |h|, o + |h]] ja koska g on jatkuva (Lause B.H]), erotusosaméaaralla

on raja-arvo:
s h})l — [(zo)

h—0

= lim g(21) = g(20)

Taylorin polynomeja késiteltdessd opimme, etté siledté funktiota voidaan lokaalisti
approksimoida hyvin polynomilla. Seuraava lause (jota emme todista télla kurssilla)
kertoo, ettd jatkuvaa funktiota voidaan aina approksimoida polynomeilla tasaisesti
suljetulla vélilla.

3.8. Lause. (Weierstrassin approksimointilause) Olkoon f jatkuva valilla [a,b].
Télléin on olemassa jono polynomeja p;, joka suppenee kohti f:44 tasaisesti vélilld

[a,b].

Seuraava Dinin konvergenssilause on hyodyllistd tietdd; huomaa, ettd oletus sul-
jetusta ja rajoitetusta vélistd on siiné oleellinen (HT).

3.9. Lause. (Dini) Olkoon f, vihenevé jono jatkuvia funktioita suljetulla valilld
la,b]. Jos f, — [ pisteittéin ja jos f on myds jatkuva, niin f, — [ tasaisesti vélilld
[a, b].

TobisTus: Tarkastelemalla funktioita fn = f, — [ voidaan olettaa, ettd f = 0. Ellei
konvergenssi ole tasaista, 1oyddmme luvut € > 0 ja x, € [a, b], joille

folzn) > €.

Osajonoon siirtymélld voimme Bolzano-Weierstrassin lauseen (Analyysi 1) nojalla
olettaa, ettd on olemassa xy € [a, b], jolle

lim z, = z.
n—o0

Koska jono f, on vihenevé pétee kaikilla j < n:

f]<xn) > falwn)) > €,
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joten jatkuvuudesta seuraa, etté

fi(xo) = lim f;(z,) >¢ kaikilla j,

n—oo

joten
fj<x0)7L>07 kun.j_>oou

miké on vastoin pisteittidisen konvergenssin oletusta.

26
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4. Lukusarjat

Olkoot a; reaalilukuja, j € N. Adrellisen monen reaaliluvun ay, as, . . ., a, yhteen-
lasku on tuttua puuhaa ja niiden summa on

n

Zaj:a1+a2+---+an.

J=1

o0
Téssd luvussa tarkastellaan, mitd adrettomélla summalla eli sarjalla ) a; tarkoite-
j=1
taan (vai tarkoitetaanko mitéén). Karkeana ideana on laskea jonon (a;) alusta yhé
useampia ja useampia termejd yhteen ja toivoa, ettd nédin saadut summat tulevat

lédhestyméén jotain lukua. Toisin sanoen muodostetaan summat

n

ai, a1 + ag, a; +as +as, ap +as +as +ay, ..., E Ay -
Jj=1
ndméa summat muodostavat uuden reaalilukujonon, joka joko suppenee (jolloin nii-
o
den raja-arvoa sanotaan sarjaksi ) a; tai sarjan summaksi) tai hajaantuu (jolloin
Jj=1

o0

sanotaan, ettd sarja »  a; hajaantuu).
j=1

4.1. Sarjan suppeneminen ja itseinen suppeneminen

4.1. Madritelméd. Olkoot a; reaalilukuja, j € N. Muodollista summaa

00
E aj:a1+a2+...
j=1

sanotaan (luku)sarjaksi. Sen j. termi on luku x; ja (ddrellinen) summa

Sn:Zaj:a1+a2+---+an, neN,

j=1
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o
on sarjan » a; n. osasumma. Jos nédiden osasummien (5,),en muodostama jono
i=1
o
suppenee kohti reaalilukua S, sanotaan ettd sarja Y a; suppenee (eli konvergoi) ja
=1
raja-arvo
S = lim 5,
n—ro0

on sen summa; merkitdan
o0 n
E a; =5 = lim g aj.
n—o0
=1 j=1
Ellei sarja suppene, niin sanotaan etté se hajaantuu (eli divergoi).

4.2. Huomautus.

(a) Sarja siis hajaantuu, jos sen osasummien jonolla ei ole raja-arvoa (tai jos mah-
dollinen raja-arvo on £00).

(b) Usein sarjassa summataan indekseja 0:std tai jostain muusta luvusta &déret-
toméan. Ilmeinen pieni muokkaus méadritelmééan kertoo, mité silloin tarkoite-

taan.

(c) Jos sarjat
Do ja Y by,
j=1 j=1

suppenevat, niin termien summien ja vakiolla kerrottujen termien muodosta-
mat sarjat suppenevat myos ja

S aj+b;)=> a;+ > b seki > (ca;)=c) aj,
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
kun c € R.

(d) Huomaa, ettd termien summausjarjestys vaikuttaa sarjan suppenemiseen; tés-
téd esimerkkejd mychemmin (ks [4.1§ ja [L.19).
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Esimerkki. Sarja

>

= !

suppenee kaikilla x € R kohti lukua e, koska osasummien jono on eksponenttifunk-
tion n. Taylorin polynomi, jonka jadnnostermille pétee

e|$|

S Py

| R0 exp(x)| = | 2" =0, kun n — co.

(n+1)!

(o]
4.3. Lause. Jos sarja ) a; suppenee, niin
i=1

lim aj =0.
Jj—00

Tobistus: Termit saadaan helposti osasummista, joten

o0 o0

n n—1
an:Sn_Sn—1:§ a’j_E a’j_)§:aj_§:ajzo'
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Termien suppeneminen nollaan on vélttdméaton, vaan ei riittava ehto sarjan sup-
penemiselle, kuten esimerkiksi harmonisesta sarjasta (Esim. [L5]) opimme.

4.4. Huomautus. Lukujono suppenee, jos se tayttaa Cauchyn kriteerion; sarjoihin
sovellettuna se kertoo, etté sarja suppenee, jos ja vain, jos sen osasummien jono on
Cauchy-jono, minké kanssa on edelleen yhtéapitavad, etta kaikilla e > 0 on N € N,
jolle

n

n m
S0 = Sml = 1> a5 =D a5l =1 D ajl <e
j=1 j=1

j=m+1

kunhan n > m > N.
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4.5. Esimerkki. (harmoninen sarja) Sarjaa
55
=

sanotaan harmoniseksi sarjaksi. Se hajaantuu (tosin hyvin hitaasti), vaikka termit
suppenevat nollaan, % — 0. Hajaantuminen ndhd&aén helposti: jos n € N, niin

1 1
S, — Son| = - = —
| 2‘ Z n—|—2jL +2n
]n+1
1 1 1 1
> + +oet —n—
n+n n+n n-+n 2n
1
=3

joten osasummien jono ei ole Cauchy eikd néin ollen suppene. Suoremmin hajaan-
tuminen ndhd&én seuraavasti:

- 1
SQn = 1+]Zl(523 —ngfl) Z 1+n§ — 00,
kun n — oo, joten harmoninen sarja ei suppene..
Induktiolla on (melko) helppo niahdé (ks EIH), ettéi

log(n + 1) Z <1+logn,

joten hajaantuminen on hidasta (HT).

Esimerkki. Vuorotteleva harmoninen sarja
o0
Z ]+1
J=1

suppenee, koska osasummien jono on Cauchy-jono: havaitaan, ettd kaikilla k

1 1
S. > S
2%—1 2%—1 — k:+2k+1
1
_ > Q.
Sokt1 > Sokt1 YD)
1 1
— S0 =S _
2k+2 2k+2k+1 YD)

ZSQka
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joten kaikilla n,m > 2k

1
|Sn Sm| ~ SQk—l 5219 2%k

Siis (S,,) on Cauchy-jono ja siten suppenee.

Huom. Logaritmin Taylor polynomi on
xJ
log(1 —z) = —Z—,Jar(:p), kun x < 1,

missd R,(x) — 0, kun n — oco. Tdmén avulla saamme toisen tavan todeta vuorot-
televan harmonisen sarjan suppeneminen. Lisédksi

o0

(1P < log(2).

J=1

o0

Esimerkki. (aritmeettinen sarja) Sarja ) a; on aritmeettinen, jos kahden pe-
j=1
rakkéisen termin erotus on vakio, ts. kaikilla j

a1 —a; =d,

ts. aritmeettinen sarja on muotoa

[e.9]

> a1+ (= 1)d).

j=1
Aritmeettinen sarja hajaantuu (ellei sen kaikki termit ole = 0), koska

. 6 : n(n —1)d a; + (a1 + (n — 1)d)
1Dl =1D ar+ (= Dd| = nay + =—5—=| = n| > | = o0,
j=1 j=1

ellei a; =0 =d.

Esimerkki. (geometrinen sarja) Sarja ) a; on geometrinen, jos jokaisen kahden
j=1
perdakkéisen termin suhde on vakio, ts. on sellainen luku ¢, jolle kaikilla j

Aj+1 = qaj .
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Ts. geometrinen sarja on muotoa

oo
E ag’ 7t
Jj=1

Vaihdetaan summausindeksié, jolloin summa on helpompi muistaa:

iaqjl = iozaq’l‘C .
j=1 k=0

Induktiolla toteamme, ettd n. osasumma on

n n 1_qn+1
a———— ,josq#1
k=0 k=0 a(n+1) , josqg=1.

Téastd ndemme, ettd geometrinen sarja suppenee, jos ja vain, jos sen suhdeluvulle ¢
pétee |¢| < 1. Télloin sarjan summa on

o) . o) . a .
Zaq —an 1o josq#1.
k=0 k=0
4.6. Madritelmé. Olkoota; € R, j =1,2,.... Sanotaan, ettéd sarja > a; suppenee
j=1

itseisesti (tai absoluuttisesti), jos termien itseisarvojen muodostama sarja

(o.0]
>yl
j=1

suppenee.

Suppeneva sarja ei valttamétta suppene itseisesti, silld esimerkiksi vuorotteleva
harmoninen sarja

| =

Z(—l)j :

J=1

<

suppenee, mutta ei itseisesti. Kdénteinen kuitenkin pétee:
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4.7. Lause. Itseisesti suppeneva sarja suppenee ja

o0 o0
>l <D oyl
j=1 j=1

TobisTus: Kolmioepéyhtélon nojalla kaikille b; € R jan € N

(4.1) Dbl <> bl
j=1 j=1

joten osasummien
n

Sn:Zaj

j=1
jonolle pétee (kun n > m)
n n n m
1S = S| = | Z a;| < Z laj| = \Z\%’FZ‘“J’H <&,
jmmi1 j=mt1 =1 j=1

kun n ja m tarpeeksi suuria, koska itseisarvojen osasummien jono on suppenevana
jonona Cauchy-jono. Siis (.5,,) on my6s Cauchy-jono, siis suppeneva.

Viitteen epéayhtilo seuraa kolmioepayhtalosta (AI), koska kaikilla n € N

n n o
1> ai < T al <Y ayl -
j=1 j=1 j=1

Seuraavasta lauseesta saadaan riiittava ja valttdméaton ehto itseiselle suppenemi-
selle.

4.8. Lause. Jos b; > 0 kaikilla j, niin sarja ) b; suppenee, jos ja vain, jos sen

J=1
osasummien jono muodostaa rajoitetun jonon, ts. on olemassa M € R, jolle

> b <M kaikillan.
j=1

TobisTus: Osasummien jono on nouseva; nouseva jono suppenee tasmaélleen silloin
kun se on rajoitettu. O
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4.2. Suppenemistesteji

Seuraavassa esitetddn kokoelma testeji sarjojen (itseisen) supenemisen toteami-
seksi.

4.9. Lause. (Vertailutesti) Olkoot a; € R, j € N.
(a) Jos on olemassa luvut b; > 0, joille

la;| <b;  kaikilla j € N

o o
ja sarja Y b; suppenee, niin sarja »_ a; suppenee (itseisesti).
J=1 Jj=1

(b) Jos on olemassa luvut ¢; > 0, joille

a; > c¢; >0 kaikilla j € N

o o0
ja sarja Y ¢; hajaantuu, niin sarja  a; hajaantuu.

Jj=1 Jj=1

TobpIsTUs: Téaméi seuraa ldhes vilittomaésti lauseesta (HT). O

Vertailutestid on joskus kéteva kayttda seuraavassa rajamuodossa:

4.10. Lause. (Vertailutesti 2) Olkoot a; > 0 ja b; >0, j € N.

(a) Jos
a/.
lim -2 = a €0, 00],
J—o0 bj
niin sarja » | a; suppenee, jos ja vain, jos sarja y . b; suppenee.
j=1 j=1
(b) Jos
. Q5
lim — =0
Jj—oo bj

ja jos sarja Y b; suppenee, niin myos sarja » , a; suppenee.
Jj=1 Jj=1
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(c) Jos
lim 2 = oo
_]*)OO b

[ee] [ee]
ja jos sarja ) b; hajaantuu, niin myos sarja y  a; hajaantuu.
j=1 j=1

TobpIsTUS: Seuraa Lauseesta .9, koska dérellisen monen termin muuttaminen ei
vaikuta sarjan suppenemiseen (HT). i

Esimerkki. Sarja

hajaantuu, koska

ja harmoninen sarja
i :
et J

hajaantuu.

4.11. Lause. (Suhdetesti) Olkoot a; € R, a; # 0 kaikilla j € N.
(a) Jos on olemassa luvut p < 1 ja N € N, joille

a1

|aj]

<p kaikilla j > N,,

o0
niin sarja ) a; suppenee (itseisesti).
j=1

(b) Jos on olemassa luvut n > 1 ja N € N, joille

|“’j+|1| >n  kaikilla j > N,
aj

o0
niin sarja ) a; hajaantuu.
J=1



Analyysi 3 36

TobisTus: a) Koska
laj < plaja| < pPlajf <+ < pPNan],

sarjaa
o

> la

J=N

majoroi suppeneva geometrinen sarja

o
> lanlp ™,
j=N

joten viite a) seuraa vertailutestisti

b) Nyt ‘
laj| > nlaji| < n’laj—o < - < Van| = oo,
kun j — oo, joten sarja ) a; hajaantuu (Lause [£.3]). i
j=1

4.12. Huomautus. Lauseesta 11l saadaan helposti raja-arvoversio (a; # 0):

(a) Jos
lim 141l 1,
i |ay]

o
niin sarja ) a; suppenee (itseisesti).
J=1

(b) Jos

o
niin sarja ) a; hajaantuu.
j=1

Huomaa, etté jos suhdetestissd p = 1 tai n = 1 tai jos suhteen raja-arvo on itseis-
arvoltaan 1, niin suppenemisesta ei voida péadtella mitdéan, esimerkiksi harmoninen
sarja hajaantuu ja vuorotteleva harmoninen sarja suppenee, vaikka molemmille

lajal

;| j+1

< 1 kaikilla j.
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Esimerkki. Sarja

1
2

suppenee koska
1

(n+1)! 1 1
= < -<1.
% n+1— 2

Seuraavaa juuritestid on usein hieman vaikeampi kéyttad kuin edellisid testejé,
mutta se on kuitenkin térked suppenemistesti.

4.13. Lause. (Juuritesti) Olkoot a, € R, n € N.

(a) Jos on olemassa luvut p < 1 ja N € N, joille
Vlan| < p kaikillan > N |

oo
niin sarja »_ a, suppenee (itseisesti).
n=1

(b) Jos on olemassa Iuvut n > 1 ja N € N, joille

Vlan| >n  kaikillan > N,

[e.e]
niin sarja »_ a, hajaantuu.
n=1

Erityisesti, jos on olemassa raja-arvo

lim {/|a,| = L,
n—oo

niin sarja » , a, suppenee (itseisesti), jos L < 1 ja hajaantuu, jos L > 1.
n=1

[ee]
Tobistus: (a) Koska |a,| < p™, niin sarjalla ) |a,| on majoranttina suppeneva

n=N
[eS)

sarja y_ p", joten viite seuraa vertailutestistd L9
n=N

(b) Télloin |a,| > n™ > 1 ddrettéomén monella n, joten termit a, eivit suppene
nollaan eiké sarja siten voi supeta (Lause E.3]). O
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Esimerkki. Sarja

suppenee, koska

Seuraavasta "2™-testistd” on joskus hyotyé:

4.14. Lause. (2™-testi) Olkoot a, € R laskeva jono ei-negatiivisia lukuja (ts.
a; > ay > --->0), joille

lim a, =0.
n—ro0

o0 o0
Télloin sarja Y a, suppenee, jos ja vain, jos sarja »  2™agm suppenee.
n=1 m=0

Tobistus: “Jos” Olkoon N € N ja valitaan se kokonaisluku M, jolle

oM=1 < N < oM

Talloin
N oM _1
D < ) an
n=1 n=1

=ay+ (ag+az)+ (ag+as +ag+ay) + -+ (agp—1 + - -+ + agm_q)
< 2 4+ 2ay + 2%a4 + -+ - + 2 Lagn

M-1
= Z 2mCL2m
m=0
9]
< Z 2" gm < oo,
m=0

o
joten osasummien jono on rajoitettu ja sarja Y a, siten suppenee.
n=1
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"Vain jos”: Samaan tapaan, silla

a1+a2)+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+...

<
+ (a2M_1+1 + Qogm-149 + - -+ a2M)

Yksityiskohdat HT. O

Esimerkki. (Yli- ja aliharmoniset sarjat) Tarkastellaan sarjaa

1
Z—p, missd p > 0.

T
n=1

Kéytetdan 2™-testia [L14] missi a, = n~?:

N o S

mikd on geometrinen sarja, joka suppenee jos ja vain, jos 1/2P~! < 1 eli p > 1. Siis
yliharmoninen sarja

o0

1

Z — b= 1, suppenee
n

n=1

ja aliharmoninen (ja harmoninen) sarja

=1
Z—, 0<p<1, hajaantuu.
np

n=1

4.15. Lause. (Integraalitesti) Olkoon f : [1,00) — [0,00) jatkuva ja vdhenevé
funktio ja

a, = f(n).
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Talloin sarja > a, suppenee jos ja vain, jos epdoleellinen integraali

suppenee.
aq Y
(05} T
as ‘Yi
Qg LN
N
TODISTUS: 1 )

Viite seuraa, koska kaikilla N (ks. kuva)

oS5 f ronaes: f o

Yksityiskohdat jétetdédn harjoitustehtavéksi. O

Esimerkki. Sarja

; n+ 2) log (n+2)
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hajaantuu, koska méaarittelemalld

1

1@ = s 2 2L

voidaan soveltaa integraalitestié ja laskemme:
a a 1
(z+2)
dr = | —————d
/f(x) . / log(z + 2) ‘
1 1
— /" log(1og(w +2)) = log(log(a + 2)) — log(log(3))

— 00,

kun a — oo.

4.16. Huomautus. Yksi suppenemistesti ei sovellu joka sarjaan, vaan usein pitéa
kokeilla useampia testejd ennen kuin onnistuu. Huomaa myos, etté esimerkiksi ver-
tailutestin kéytossd riittaéd 1oytdad karkea epéyhtdlo (ja vain hantdpdén termeille),
esimerkiksi ehto

100000000000000000000000

la,| < . kun n > 10%
2
n
o
on ihan riittdva takaamaan sarjan » | a, itseisen suppenemisen.
n=1

Muista my®s erottaa oleelliset osat epioleellisista, esimerkiksi luvussa 2" —n” osa

2™ on maardava isoilla n.

4.3. Sarjan ehdollinen suppeneminen

Kun sarjan termit eivét kaikki ole samanmerkkisié, niin suppeneva sarja ei véaltta-
métta suppene itseisesti. Téllaisista esimerkkind on vuorotteleva harmoninen sarja

n=1

joka suppenee, mutta ei itseisesti. Joskus halutaan korostaa, ei-itseistd (ei-
absoluuttista) konvergenssid ja sanotaan, ettd sarja suppenee ehdollisesti. Téssé
jaksossa tarkastellaan tdhéan liittyvia ilmioGité.
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4.17. Lause. (Leibnitzin testi vuorotteleville sarjoille) Olkoon a,, vihenevé jono

ei-negatiivisia reaalilukuja, ts. a; > ay > -+ > a, > --- > 0. Jos
lim a, =0,
n—oo
o0
niin vuorotteleva sarja > (—1)""'a,  suppenee. Edelleen, sarjan osasummien S,

n=1
jonolle pétee

Sgn < Z(—l)jflaj < Sznfl kaikilla n.
j=1

TobisTus: Kun
Su =3 (=1 "a;,
j=1

niin
2n—1

Son—1 = Z (=1)7 " a; = Sons1 + (a2n — azni1) > Sont,
=1

koska jono a; on vihenevi. Siten jono (S3,-1), on viahenevi. Samoin nahdédn, etté
jono (Sa,), on kasvava:

2n

S2n = Z(—l)jfla]’ = Sgn+2 — (a2n+1 - a2n+2) < S2n+2-
j=1

Koska lisdaksi
S1 > San—1 = San + azn > Son > 52,
ovat molemmat jonot (Sa,_1), ja (S2,), rajoitettuja, joten niilld on reaaliset raja-

arvot:
lim SQn—l =85 ja

n—oo

lim Sy, = S.

n—oo

Koska
0<S9-1— 8 =az =0,

on S = § ja viite seuraa. O
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Esimerkki. Kuten tieddmme vuorotteleva harmoninen sarja

n=1

suppenee, mutta ei itseisesti. Vaihdetaan seuraavassa sen termien
1
-1
a, =(—1)"""—
w= (1)

summausjérjestysta: olkoon b; = a, ja valitaan summataan parittomien indeksien
termejd kunnes termien summa on > 2. Sitten otetaan seuraavaksi b-termiksi ensim-
méinen negatiivinen termi ay = —% ja sitten taas summataan parittomia indeksej,
posiitivisia termejé, kunnes kokonaissumma ylittdd arvon 3. Nyt lisidtdén a, = —i ja
jatketaan positiivitermien summaamista. Néin jatkamalla saadaan termit helposti
jarjestetyksi niin, ettd uudessa jirjestyksessd summattu sarja hajaantuu (ks. yksi-
tyiskohdat tarkemmin alla [£.19]).

Ei-itseisesti suppenevan sarjan suppenemista sanotaan joskus ehdolliseksi juuri
sen tdhden, ettd summausjérjestystid vaihtamalla suppeneminen voidaaan kadottaa.
[tseisesti suppenevalle sarjalle on ihan sama, missd Jarjestyksessa termit laske-
taan yhteen: Sanotaan, etté sarja Z b, on saatu sarjasta Z an Summausjarjestysta

n=1 n=1
vathtamalla, jos on olemassa bijektio 7 : N — N jolle

bjin) = an  kaikilla n .

o o0
4.18. Lause. Olkoon sarja Y b, saatu sarjasta »  a, summausjirjestysté vaihta-
- n=1 n=1 -
malla. Jos sarja ) a, suppenee itseisesti, niin sarja »_ b, suppenee myos itseisesti
n=1 n=1

ja

00 00
E an = E by, .
n=1 n=1

Tobistus: Olkoon S; sarjan ) a, osasummien jono ja S sen raja-arvo. Olkoon 7}
n=1
o0
uudelleen jarjestetyn sarjan > b, osasummien jono. Jos € > 0, niin voidaan valita
n=1
sellainen M, jolle
o0

Z |a’n|<%7

n=M+1
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jolloin myés
1S, — S| < % kaikilla j > M .

Valitaan N niin suureksi, etté kaikki M ensimmaisté a,-termid ovat N ensimmaéisen
b,-termin joukossa, ts.

{al,ag,...,CLM} C {bl,bg,...,bN}.

Talloin kaikilla n > N

[e.e]

1Sy = Tal <) an| <

n=M+1

c
2 Y

joten
€

228.

\Tn—S\g\S—SM\+\SM—Tn|<%+

Ei-itseisesti suppenevan sarjan voi uudelleen jéarjestdminen sekoittaa pahoin:

[e.e]

4.19. Lause. (Riemannin uudelleenjérjestyslause) Olkoon sarja > a, suppeneva,

n=1
[eS)

mutta ei itseisesti suppeneva. Jokaisella s € R voidaan sarjasta »_ a, summausjér-
n=1

jestystéd vaihtamalla muodostaa sarja »_ by, joka suppenee kohti lukua s.
n=1

[e.e]

TobisTus: Olkoot py,ps, ... sarjan »  a, ei-negatiiviset termit alkuperiisessi jér-
n=1

jestyksessdén lueteltuina. Samoin ¢, g0, . . . on negatiivisten termien jono. Nyt sarjat

> b da Y a
n=1 n=1

o0

hajaantuvat, koska jos ne molemmat suppenesivat, niin sarja » . a, suppenesi itsei-

n=1
[eS)

sesti. Jos taas toinen em. sarjoista suppenisi ja toinen hajaantuisi, niin sarjan »_ a,
n=1
osasummien jono lahestyisi joko postiivista tai negatiivista ddarettomyytta.

Koska alkuperéinen sarja suppenee, sen termit suppenevat nollaan; siten

lim p, =0 ja lim ¢, =0.
n—o0 n—o0
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Néiden alkuvalmistelujen jélkeen voimme jérjestédd sarjan termit uudelleen: Valitaan
ensin positiivitermit py, po, ..., pg,, Missé k; on ensimmaéinen indeksi, jolle

k1
> o>,
n=1

Téllainen k; on mahdollista valita koska positiivitermien sarja hajaantuu. Sitten
summataan negatiivisia termejé ¢, go, . . ., ¢, missé [; on ensimméiinen indeksi, jolle

k1 A
Dt D g <s.
n=1 n=1

Jatketaan summaamalla positiivitermejé, kunnes péadstdan kokonaissummassa taas
yli luvun s; sitten negatiivisia, kunnes taas s:n alapuolelle jne. Positiivisia termeja
summattaessa ((n + 1). kertaa) osasummien arvo on lukujen s + ¢, ja s + py,,,
vélissd. Negatiivisia termeji summattaessa (n. kertaa) osasummien arvo on lukujen
s+ q, ja s+ pg, vilissd. Koska

lim p, =0 ja lim ¢, =0,
n—o0 n—o0

osasummat vékisin suppenevat kohti haluttua lukua s.

o o
Olkoot seuraavassa » a, ja »_ b, kaksi itseisesti suppenevaa sarjaa. Pyritdin
n=1 n=1
muodostamaan termeistéd tuloja, joiden muodostama sarja suppenisi kohti lukua

@an)(ibn).

Lasketaan muodollisesti:

(ar+az+az+ag+...)(by +by+bg+by+...)
:a11)1+(a2b1+a1b2)—l—(a3b1+a262+a163)+(a4b1+-~-+a1b4)+...
=Cc+C+c3+...,

misséa
n
Cp = E ajbn,jﬂ.
Jj=1

o0

b, Cauchyn tuloksi.
=1

n—

o0 [e.e]
Sarjaa Y ¢, sanotaan sarjojen . a, ja
n=1 n=1
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4.20. Lause. Olkoot > a, ja > b, kaksi itseisesti suppenevaa sarjaa. Téalloin
n=1 n=1
niiden Cauchyn tulo suppenee itseisesti ja

<§;an><ibn>=§;%,

missé siis

Tobistus: Tarkastellaan sarjaa

Clel -+ CLle -+ CLQbQ + a1b2 -+ a3b1 -+ a3b2 -+ a3b3 —+ CLng —+ Cleg —+ ...

4.2
(4.2) + a,b; + apbs + a,bs + -+ anb, + an_1b, +---+ab, +....

Tamén k2. osasumma on tulo

k

(2 an) (D bn)-

n=1 n=1

Koska alkuperiiset sarjat suppenevat itseisesti, niin sarjan (£.2]) termien itseisarvo-
jen osasummilla on ylarajana tulo

(St () <.

joten sarja (A2]) suppenee itseisesti. Néin ollen sen termien summausjérjestysté voi-
daan vaihtaa eiké suppeneminen eiké sarjan summa tastd muutu (Lause[LI]). Koska
Cauchyn tulo saadaan selvésti sarjasta (4.2) summausjérjestysta vaihtamalla, véite
seuraa koska, jos Sy on sarjan (A2) k. osasumma, niin

k o) 00
Ji 5= i = i (30 (0) = () ()
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Esimerkki. Geometrisesté sarjasta tieddmme, etté kaikilla = €] — 1, 1]

1 = .
1—:62256 -

xkfl

1

0
k=

ja sarja suppenee itseisesti, kun x €] — 1, 1[. Siten sen Cauchyn tulo itsensi kanssa
antaa

00 oo k 00 00
1 A A
; 5 — E l‘]_lxk_]—’—l_l _ E l‘k_l _ E /{3$‘k_1 _ E (7’L+ 1):L,n’
(1-2) k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 n=0

mikd Lauseen 20 nojalla suppenee itseisesti kaikilla x €] — 1, 1].
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5. Potenssisarjat

Téssé luvussa tarkastellaan funktioiden f; : A — R muodostamia sarjoja

o0

E Jis

i=1

lahinna muotoa

o0

A J
g a;(z — o)
j=0

olevia potenssisarjoja.

5.1. Funktiosarjat ja niiden suppeneminen

Aluksi yleistetdén sarjan késite funktioiden summille aivan samoin kuin luvussa
yleistimme lukujonon suppenemisen funktioiden jonoille:

5.1 Maaritelméi. (Funktiosarjat) Olkoon f, : A — R,n =1,2,.... Muodollista
summaa

Y fa=ftht...
n=1

sanotaan funktiosarjaksi. Sanotaan, ettd funktiosarja > f, suppenee (pisteittiin)
n=1
joukossa A, jos sarjat

Z fn(z) suppenevat jokaisella x € A.
n=1

oo [ee]
Funktiosarja Y f, suppenee itseisesti, jos itseisarvofunktioiden sarja »_ | f,| sup-
penee. = =

[e.e]
Edelleen sanotaan, ettd funktiosarja > f, suppenee tasaisesti joukossa A, jos
n=1
osasummien Sy,
k

Sk() = fal®),

n=1
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jono suppenee tasaisesti joukossa A. Toisin sanoen on olemassa funktio f: A — R,
jolle kaikilla ¢ > 0 on N € N, jolle

|Sk(x) — f(z)| <e kaikilaz € A, kun k> N .

5.2. Huomautus. a) Suppeneva funktiosarja > f, méérié siis funktion f: A —
n=1

oo
R, jonka arvo pisteessi = on lukusarjan »_ f,(x) summa,
n=1

Télloin siis osasummafunktiot Sy,

suppenevat kohti funktiota f joko pisteittdin tai tasaisesti rippuen siitd kummal-
la lailla sarja suppenee. Luvun B funktiojonojen suppenemista ja luvun [ sarjojen
suppenemista koskevat tulokset ovat nyt kidytettdvissa.

b) Tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerio B4l tulkittuna funktiosarjoille kertoo,
ettd funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti (kohti jotain funktiota f : A — R) jos
ja vain jos kalkllla 5 > 0on N = N(e) € N, jolle

sup
€A

an

n=m-+1

=sup|Sk(z) — Sm(2)| <e, kunk>m>N.
x€A

[ee]
c) Jos sarja > f, suppenee tasaisesti joukossa A, niin funktiojono f, suppenee

n=1
tasaisesti kohti nollafunktiota, koska

n n—1
Fa=D = fe
k=1 k=1

(vrt. Lause [.3).
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Funktiojonoja koskevista tuloksista saamme heti seuraavan.

5.3. Lause. Olkoot f, : I — R funktioita, joille funktiosarja »_ f, suppenee
n=1

tasaisesti valilla I.

o
(a) Jos funktiot f, ovat jatkuvia, niin summafunktio Y f, on jatkuva.
n=1

(b) Jos funktiot f, ovat Riemann-integroituvia valilld [a,b] C I, niin summafunk-

o
tio >  f. on Riemann-integroituva ja
n=1

/bifn(x) dx = i/bfn(a:) dx .

(c) Jos funktiot f, ovat jatkuvasti derivoituvia ja jos my6s derivaattafunktioiden
[e.e] [ee]
sarja »_ f! suppenee tasaisesti (avoimella) valilla I, niin summafunktio Y f,

n=1 n=1
on jatkuvasti derivoituva ja

d [e.e] [e.e]
- Y fale) =D filx) kaikillaz € 1.
n=1 n=1

TobIsTUS: a) on Lause B.5, b) Lause B.6l ja c¢) Lause B.7 O

Seuraava Weierstrassin M-testi on erittédin térked apukeino funktiosarjoja kési-
tellessé: funktiosarja suppenee tasaisesti, jos funktioiden itseisarvojen supremumien
muodostama lukusarja suppenee.

5.4. Lause (Weierstrassin M-testi). Olkoon f, : A — R jono funktioita, joille
kaikilla n € N on sellainen M,, < oo, etta

|fu(z)] < M,  kaikillaz € A.

o o0

Jos sarja > M, suppenee, niin funktiosarja »_ f, suppenee itseisesti ja tasaisesti
n=1 n=1

joukossa A.
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TobisTuUs: Itseinen suppeneminen seuraa vertailutestistd 9 Olkoon

Nyt kun k£ > m, niin kaikilla x € A

> fal@)

|Sm () = Sk ()| =

n=m+1
k k
< Y @< Y M,
n=m+1 n=m-+1

k m
:ZMn—ZMn<5,
n=1 n=1

k e
kun k£ > m > N, silla (E Mn) on Cauchy-jono, koska se suppenee. Siten » f,
n=1

k n=1
toteuttaa tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerion ja suppenee siten tasaisesti

A:ssa. O

5.2. Potenssisarjat

Olkoon a; € R ja zy € R Muotoa

o0
Z a;(z — zo)’
=0

olevaa funktiosarjaa (muuttujana on luku x) sanotaan potenssisarjaksi tai Taylor-

oo
sarjaksi. Luvut a; ovat potenssisarjan ) a;(z—xo)’ kertoimet ja piste xo sen keskus.
j=0

Vertaamalla potenssisarjaa geometriseen sarjaan saadaan seuraava tulos:

oo
5.5. Lause. Jos potenssisarja »  a;(x—x0)’ suppenee, kun x = w1, niin se suppenee
J=0
itseisesti kaikilla x, joille |x — zo| < |z1 — x|
o0
Jos potenssisarja ) aj(x —x)’ hajaantuu, kun x = x4, niin se hajaantuu kaikilla
j=0
z, joille |z — x| > |z — xo].
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Tobistus: Olkoon |z — xy| < |x; — | (voidaan olettaa, ettd x # xy). Koska sarja

o0
>~ aj(x1 — x0)’ suppenee, sen termit suppenevat nollaan (Lause L3)) ja siis on luvut

=0
M e R ja N € N, joille

laj(x1 — x0)'| < M kaikilla j > N .

Néin ollen
la;(z — z0)’| = |a;(z1 — o)’ |M < (Jr=mlY kaikilla j > N
’ " 7 ] |71 — o -
joten koska
|z — x| <1,
|71 — o
00 .
sarjaa » a;(z — o)’ majoroi suppeneva geometrinen sarja
j=0

o0
Sarjan Y a;(z — o)’ hajaantuminen, kun |z — xo| > |72 — 20|, nihdd4n samaan
J=0
tapaan vertaamalla sitd geometriseen sarjaan (HT). O

Esimerkki. Tarkastellaan potenssisarjaa
J=1 J

Kun = = 1, kyseessa on harmoninen sarja, joka hajaantuu. Siten lauseen [5.5 mukaan
ko. potenssisarja hajaantuu aina, kun |z| > 1. Kun taas x = —1, kyseesé on vuorot-
televa harmoninen sarja, joka suppenee. Lauseen nojalla potenssisarja suppenee
itseisesti, kun |z| < 1. Néin ollen esimerkin potenssisarja suppenee tasmilleen vélilla
[—1, 1], itseisesti avoimella valilld | — 1, 1][.
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5.6. Madritelmé. Potenssisarjan Y. aj(x — xo)’ suppenemisside on luku
i=0

R = sup{|z — zo| : sarja Z a;j(z — )’ suppenee } .
=0

T&llsin 0 < R < oo ja avoin vili Jxg — R, 2o + R[ on potenssisarjan Y. aj(x — x9)’
=0
suppenemisvdili.

Huomaa, ettéd jos R = 0, on suppenemisvali tyhji ja potenssisarja suppenee télloin
vain keskuksessaan x = z(. Jos taas R = oo, potenssisarja suppenee koko R:ssé.

5.7. Lause. Olkoon R potenssisarjan Y a;(z — ) suppenemisséide ja 0 < r <
j=0
R. Talloin potenssisarja > a;(x — xo)’ suppenenee itseisesti suppenemisvilillién
j=0

lxo — R, xo + R| ja tasaisesti valilli [xo — 7,z + 7].

Edelleen potenssisarja Y a;(x — xo)’ hajaantuu jokaisella x ¢ [zo — R, zo + R].
j=0

TobisTus: Itseistd suppenemista ja hajaantumista koskevat viitteet seuraavat

lauseesta

Tasainen konvergenssi seuraa Weierstrassin M-testistd 5.4 silld kun = € [zg —
T, o + 7], niin

|aj(z — z0)’| < |aj|r’

o0 o0

jasarja Y |a;|r’ suppenee silld sen termit ovat potenssisarjan Y a;(x—x()? termien
j=0 Jj=0
itseisarvoja pisteessid x = xg 4 r, joka kuuluu suppenemisvélille. 0

Esimerkki. Milld z:n arvoilla sarja
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suppenee? Sovelletaan (talld kerralla) suhdetestid L1} peridkkaisten termien suhde
on itseisarvoltaan

_ n+11.7 n+1

% 1 n? 1
e |~ ol T g el
e n+1)

joten suhdetestin mukaan sarja suppenee, jos %|x — 1l <Tlelijos -1 <xz<3ja
hajaantuu, jos 5|z — 1| > 1 eli jos ¢ [—1, 3]. Niin ollen sarjan suppenemisséide on
2 ja suppenemisvéli | — 1,3[. Kun x = —1

(D" -1~ 1
Zl 2512 _Zlﬁ<oo’

ja kun x = 3, niin

5 <—1>n<x—1>"‘: =1
N2 27
n=1 2 n=1 n

joten sarja suppenee itseisesti suljetulla vililla [—1, 3] ja hajaantuu sen ulkopuolella.

Ennenkuin oikein voimme hyodyntédé potenssisarjojen suppenemista koskevaa tu-
losta, osoitamme, ettd suppenemisside riippuu vain kertoimista (ja niiden avulla
voimme myos maariata suppenemissiteen).

o0

5.8. Lemma. Olkoon R potenssisarjan Y a,(x — x¢)"™ suppenemisséde.
n=0

Jos luvulle Ry > 0 I6ytyy sellainen N € N, jolle

1
\”/\an\gﬁ, kunn > N,
1

niin R, < R.
Jos

1
Vlan| > oA darettoman monella n
2

niin Ry > R.
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TobisTus: Jos |z — x| < Ry, niin

|z — 20

lan(x — 20)"| < (T) , kunn>N.
1

[ee]
Siten sarja > a,(x — x0)"™ suppenee vertailutestin nojalla, koska majoroiva geo-

n=0
[z — 2]\
Z < Ry )

metrinen sarja

n=N
suppenee, silla
|z — ¢
0< <1
=R
Siten R; < R Lauseen [5.7 nojalla.
o
Potenssisarjan Y a,(x — zo)" hajaantuminen, kun |x — x| > Ry seuraa, koska
n=0

talloin sarjan termit eivit ldhesty nollaa, koska dérettémén monella n

x—zol\" Ro\"
|an(2 — 20)"| > (%) > (i) =1.

Siis Ry > R.
O
Lemman [.§ avulla saadaan suppenemisséde méadaritetyksi (HT):
5.9. Lause. Olkoon R potenssisarjan 20 a,(x — xo)" suppenemisséde. Télloin

1
i klim (sup{V/|an| : n > k}).

Erityisesti,

mikéli em. raja-arvot ovat olemassa.
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Huomaa, etté koska

{m:nZkJrl}C{m:nZk}

on jono (sup{{/|a,|: n > k}) laskeva, joten raja-arvo

lim (sup{{/]an| : n > k}) = lim (sup{/Jarl, “Vlaril, "Vlagel, . })

on aina olemassa (mahdollisesti = oo jolloin suppenemisside on = 0). Lauseen
alkuosa seuraa heti Lemmasta [5.8 Loppuosa jitetdan harjoitustehtavéksi.

Esimerkki. Potenssisarjan
>  n

>
n=1 n

suppenemissidde on 1, koska

lim ——=1
n—oo ——
n+1
tai koska
lim {/— =

n—o0 n
Lauseen [b.13 alla ja Taylorin polynomien avulla on helppo ndhdé, etta

[e.e] n

log(l —2) = -y “% kaikilla = €] — 1, 1[.
n=1

o0

5.10. Lemma. Potenssisarjalla > a,(x — z¢)" ja derivaattojen sarjalla
n=0

[ee]
Z nay, (x — 2¢)"
n=1

on sama suppenemissade.
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TobisTus: Koska
(e o] [ee]
(x — x0) Z nay(x — o) = Z na,(x — xo)",
n=1 n=1

derivaattasarjan suppenemissidde saadaan Lauseen mukaan luvuista

Unlan| = n" 3/ |ay] .

Koska lim,,_,. n'/™ = 1, seuraa tisti, etti

klim (sup{{/nla,| : n>k}) = klim (sup{/n/|an| : n > k})
— 00 —00
= klim (sup{V/|an| : n>k}),
—00

misté véite seuraa (Lause [£.9]).

Seuraava lause selittaé, miksi potenssisarjoja kutsutaan myos Taylor-sarjoiksi (ks.

Lause 2.3)).

5.11. Lause. Olkoon R potenssisarjan Y a,(x — xo)" suppenemisside. Télloin

n=0
funktiolla

f(x) =) an(e —ao)"

on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat suppenemisvililli |xo — R,zq + R].
Edelleen derivaatat saadaan derivoimalla sarjan termit,

f(x) = Z na,(r —x0)" ' kaikilla  €]xg — R, z0 + R[.
n=1

Erityisesti,
f(”)(xo) =nla, kaikillan € N.
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TobisTus: Funktion f k. osasumman derivaatta on

k
Sy(z) = Z na, (x — x0)" .
n=1

Lemman B T0 nojalla nAmé suppenevat tasaisesti jokaisella suljetulla vélilla [a, b] C
lzg — R, xo + R[ kohti viitteen derivaattasarjaa. Siten Lause B kertoo, ettd f on
derivoituva ja

f(x) = Z na,(r —x0)" ' kaikilla z €]xg — R, zo + R[.
n=1

Sijoittamalla r = zy saamme tésté

f'(xo) = as.

Loppuosa viitteestd induktiolla (HT). m

Lause B.1T] ndyttéd, ettd saman keskuksen xg ympérille kehitetyn potenssisarjan
kertoimet méaardaytyvit yksikésitteisesti sarjan arvoista:

5.12. Seuraus. Jos

Z an(x — )" = Z bo(z —xz0)"  kaikilla x €|xg — R, xo + R[,
n=0

n=0

niin

a, = b, kaikillan € N.

Esimerkki. Lasketaan sarja

2_n .
n=1
Tutkitaan potenssisarjaa
o0

g n’az" .

n=1
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jonka suppenemisside on 1, koska v/n? = ({/n)> — 1. Koska potenssiarjalla ja sen
derivaattasarjalla on sama suppenemissidde (Lemma [5.10), sarja voidaan derivoida
ja integroida lauseen 5.11] nojalla termeittéin:

i n*r" =z Z n*r" =2 i %(nx")
n=1

missd sarjan laskemiseen kaytettiin esimerkkia lauseen [4.20]jélkeen. Nyt evaluoimalla
sarja pisteessi r = % saadaan
o0

n=1

| 3

2
=6.

DO
3

Lauseen .11 mukaan potenssisarjalla esitettdvissa oleva funktio kiayttaytyy tosi
hyvin: silld on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja ndmé saadaan derivoi-
malla sarja termeittidin. Kaikkia funktioita, joilla on kaikkien kertalukujen jatkuvat
derivaatat, ei kuitenkaan voi esittdd potenssisarjana, esimerkiksi funktio

e , josx #0,
0 , josx =0,

on téllainen: jos silld olisi origo-keskinen potenssisarjaesitys

g(x) = Z ax",
n=0
niin lauseen [B.11] nojalla kertoimet kaikki havidisivit, silla

_9"™(0)

=0 kaikillan € N.
n!

Qp

Funktio ¢ ei kuitenkaan ole = 0 origon ympaéristossé, joten silla ei voi olla potenssi-
sarjaesitysta.
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Taylorin lauseen nojalla tieddmme, ettd jos funktiolla f on kaikkien kertalu-
kujen jatkuvat derivaatat pisteen xg ympéristossa I, niin kaikilla n € N

" (k)
F(&) = T £ (2) + By f2) = 3 T (0 = 00)* 1 B ).
k=0 ’

kun x € I. Taylorin polynomeista saatu potenssisarja

609 (g, .
1) =3 T )
k=0

suppenee pisteessd x, jos ja vain, jos jadnnostermeille R, ., f pétee
lim R, ., f(z) =0.
n—oo

Téalloin myos

) (g )
f) = 3 T e

Seuraavassa lauseessa annamme ehdon funktiolle, jotta se voitaisiin esittdd po-
tenssisarjana.

5.13. Lause. Olkoon funktiolla f kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat vélilld
|z — 7,20 + r[. Jos on olemassa M > 0, jolle kaikilla n € N pétee

|f"(z)| < M"  kaikilla @ €]xo — 7,30 + 7,

niin

f(z) = f: A ('xo) (x —x0)"  kaikilla x €]zg — 1,20 + 7|
n=0

n.

ja potenssisarjan suppenemissdde on > r.

TobisTus: Edelld olevan perusteella riittdd nayttdd, ettd kaikilla = Taylor-
kehitelmén jédénnostermi R, ., f(x) suppenee kohti nollaa, kun n — oco. Kéyte-
tadn Lagrangen muotoa jadnnostermille 27k pisteiden x ja xy vilissd on olemassa
luku &, jolle

Mn+1|l‘ _ $O|n+1

(n+1)!

(n+1)
R (0)] = TS = | <

(My)n+t
(n+1)!

< — 0,

kun n — oo. O
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5.14. Esimerkki. FEksponenttifunktiolle pétee:

[e.9]

=3 % kaikilla 2 € R,
n=0
silla o
|d—e$| =le"| <e" < ()" kaikilla x € [—r,7].
xn

(Lauseen avulla potenssisarjan suppenemisséiteen nikee helposti olevan oco.)

Samaan tapaan nahdéadn (HT), etté

‘ 0 x2n+1

SINr = E (—1> m
n=0
ja
oo 2n
X

cosT = E (=1)" )

|

— (2n)!

mitkd molemmat sarjat suppenevat koko R:ssi.
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