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Geometria on vanhimpia matematiikan osa-alueita, ja ala juontaa juurensa
useissa eri kulttuureissa esiintyneiden kiaytdnnon mittaustehtdvien ratkaisuihin.
Nimi tulee kreikan sanoista geo (maa) ja metron (mittaus), ja geometrian ensim-
maiset sovelluskohteet olivatkin maanmittauksessa, rakennustekniikassa ja tah-
titieteessé. Geometria nousi itsenéiseksi tieteenalaksi antiikin Kreikassa. Euklei-
deen kuuluisa teos Elementa (Alkeet, noin 300 e.Kr.) késitteli lukusuoran, tason
ja kolmiulotteisen avaruuden geometriaa aksiomaattisen ldhestymistavan kaut-
ta. Naiden euklidisten avaruuksien geometria on sitd geometriaa, jonka monet
oppivat koulussa: euklidisissa avaruuksissa kolmion kulmien summa on 180°,
Pythagoraan lause on voimassa ja yhdensuuntaiset suorat eivat koskaan leikkaa.
Vaisala-palkintoesitelmén yhteydessa on aiheellista mainita, ettd koulugeomet-
rian perusteet on hyvin esitetty Kalle Viisédlan pitkdéan palvelleessa oppikirjassa
Geometria (1959).

Ranskalainen filosofi ja matemaatikko Descartes esitti 1600-luvulla vaihtoeh-
toisen tavan kasitella euklidisia avaruuksia. Tamé tapa perustui koordinaattien
kdyttoon, ja ladhestymistapaa kutsutaan nimelld analyyttinen geometria. 1800-
luvun alkupuolen geometriassa késiteltiin myos joitain muita avaruuksia, ku-
ten kiiyrdt ja pinnat kolmiulotteisessa avaruudessa (esimerkiksi pallonkuori),
teknisessé piirtdmisessd tarvittavat projektiiviset avaruudet (Monge 1795), ja
Eukleideen ldhestymistavasta yhtd aksioomaa muuntamalla johdettu epdeukli-
dinen geometria (Bolyai ja Lobachevsky 1830).

Matematiikka on luonnontieteiden kieli, ja matematiikan erds vahvuus on
abstraktien késitteiden hyédyntdminen luonnon ilmididen kuvaamisessa. Geo-
metrian alan eréds suuri hetki koettiin vuonna 1854, kun saksalainen matemaa-
tikko Bernhard Riemann (1826-1866) piti dosenttiluentonsa otsikolla ”Uber die
Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen” Goéttingenin yliopistossa.
Téssé tyossd Riemann

e esitti abstraktin geometrisen avaruuden késitteen

e esittl tavan mitata etéisyyksid (Riemannin metriikka)

e esitti tavan mitata kaarevuutta (Riemannin kaarevuustensori).

Riemannin avaruudet on yleinen geometristen avaruuksien luokka, joka sisél-
td4 useimmat aiemmin kisitellyt avaruudet mutta myds monia muita. Osoittau-

tuu, ettd Riemannin avaruuksissa voi toteuttaa differentiaali- ja integraalilasken-
taa varsin samaan tapaan kuin euklidisissa avaruuksissa. Erityisesti Riemannin



avaruuksissa on luonnollinen Laplace-operaattori, joka mahdollistaa monien fy-
sikaalisten teorioiden (kuten sihkon ja lammon johtuminen, aaltoliike ja kvantti-
mekaniikka) muotoilun néissé avaruuksissa. Kuuluisin Riemannin avaruuksilla,
tai oikeastaan niiden aika-avaruusvastineilla eli Lorentzin avaruuksilla, muotoil-
tu fysikaalinen teoria lienee Albert Einsteinin yleinen suhteellisuusteoria (1915).

Otsikossa esiintyva konformigeometria voidaan ajatella avaruuden kulmat
sdilyttavien kuvausten eli konformikuvausten tutkimuksena. Konformikuvauk-
sia kiiytetddn kartografiassa (Mercatorin karttaprojektio), insinGoritieteissa ja
suhteellisuusteoriassa, ja ndiden kuvausten ja niiden yleistysten tutkimus on ol-
lut Suomen matematiikan suuri menestystarina.

Riemannin avaruudet antavat luontevan asetelman konformigeometrialle.
Erds perustava kysymys on seuraava: milloin annettu Riemannin avaruus on
konformikuvausta vaille euklidinen avaruus? Erdén vastauksen kysymykseen an-
toi matemaatikko, fyysikko ja filosofi Hermann Weyl (1885-1955), jonka mukaan
nimetty Weylin kaarevuustensori mittaa tata ominaisuutta, samaan tapaan kuin
Riemannin kaarevuustensori mittaa Riemannin avaruuden euklidisuutta.

Seké Riemannin ettd Weylin kaarevuustensorit johtavat monimutkaisiin dif-
ferentiaaliyht&loihin, jotka kertovat Riemannin avaruuden ominaisuuksista. Néi-
den yhtéloiden késittelyssa on hyodyllista kiyttéa otsikossa esiintyvid mittaehto-
ja. Yksinkertaisimmillaan mittaehto tarkoittaa yksikdiden valintaa: esimerkiksi
pituutta voidaan mitata metrien sijaan jaardeissa, tai painoa kilogrammojen
sijaan paunoissa. Matematiikassa ja fysiikassa esiintyy yleisempid mittaehtoja,
joiden avulla yhtél6ja voidaan "mitata” esimerkiksi erilaisissa koordinaateissa
tai konformiskaaloissa. Riemannin avaruuksien teoriassa erittdin hyodylliseksi
on havaittu harmoninen mittaehto, joka on peraisin Einsteinin suhteellisuusteo-
riatGistd vuodelta 1916. Osoittautuu, ettd Riemannin avaruuksissa on erityisia
harmonisia koordinaatteja, joiden avulla Riemannin kaarevuustensorista tulevat
monimutkaiset yhtdlot yksinkertaistuvat. Harmonisen mittachdon avulla nah-
d&adn, ettd Riemannin yhtéléryhmén toteuttavat avaruudet ovat mukavan sédan-
nollisid (matematiikan kielelld sanotaan, etta yhtdloryhméasta tulee elliptinen).

Harmoninen mittaehto on ollut kiyttokelpoinen ja hyvin tunnettu useissa
Riemannin avaruuksiin liittyvissé sdédnnollisyyskysymyksissé. Harmoninen mit-
taehto ei kuitenkaan ole yhteensopiva konformikuvausten kanssa, ja voidaan-
kin kysyé: onko konformigeometriassa vastaavaa hyodyllistd mittaehtoa? Vas-
taus kysymykseen on myonteinen, ja konformiageometrian luonteva vastine on
n-harmoninen mittaehto (joka liittyy n-harmonisten koordinaattien olemassao-
loon) yhdistettyné sopivaan konformiskaalaukseen. Kyseinen mittaehto esitel-
tiin vain vahén aikaa sitten (Liimatainen-Salo, Mathematical Research Letters
2014). On mielesténi yllattavis, ettd tdtd perustavaa mittaehtoa ei ole 16ydet-
ty aiemmin; kuitenkin kyseessé on suoraviivainen ja hyddyllinen yleistys Eins-
teinin esittdmaélle harmoniselle mittaehdolle, joka on tunnettu jo 100 vuoden
ajan. Mittaehdolla on vilittémia sovelluksia konformikuvausten sédnndllisyy-
teen, konformigeometrian yhtéloiden elliptisyyteen ja Weylin kaarevuustensorin
tulkintaan. Oletettavasti seuraavien 100 vuoden aikana mittaehdolle 16ydetaan
muitakin kiyttokohteita.



