
1 Kimmo-opin alkeita

Olkoon annettu elastinen kappale jota vastaa alueΩ ⊂ R
3. Kappaleeseen kohdistuu eul-

koinen voimaggg ja sisäinen voimafff . Olkoon reunan osaltaΓ0 kappale kiinnitetty (∂Ω =
Γ0∪Γ1).

1

Ω Γ0

g

f

Γ

Tarkastellaan kappaleenΩ riittävän sileäreunaista osaaΩ0 ⊂ Ω. Olkoonxxx∈ ∂Ω0 ja olkoon
nnn reunan∂Ω0 ulkoinen normaalivektori pisteessäxxx. JännitysvektoriTTT(xxx,nnn) on kappaleenΩ
osastaΩ\Ω0 osaanΩ̄0 vaikuttava sisäinen voima pisteessäxxx.

Ω

Ω0

n

T(x,n)x

Newtonin kolmannen lain mukaan tulee olla

TTT(xxx,nnn) = −TTT(xxx,−nnn).

Jännitysvektorin projektiotannn:lle

N(xxx,nnn) = TTT(xxx,nnn) ·nnn

sanotaannormaalijännitykseksija projektiota∂Ω0:n tangenttitasolle (pisteessäxxx)

TTT(xxx,nnn)−N(xxx,nnn)nnn

sanotaan puolestaanleikkausjännitykseksi.

Valitaan koordinaattiakselien suuntaiset normaalit ja määritellään luvut

σki = Ti(xxx,eee
k), i = 1,2,3, k = 1,2,3. (1)

Voidaan osoittaa, että näiden lukujen avulla voidaan esittää jännitysvektori minkä tahansa
normaalin suhteen:

Ti(xxx,nnn) = n jσ ji (xxx). (2)

Matriisia {σi j }
3
i, j=1 sanotaanjännitystensoriksi(stress tensor).
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Huomautus: Einsteinin summamerkintä(summation convention): toistettu indeksi tulossa tai yksi-
näisessa otuksessa summataan yli 1..3 (avaruuden dimensio). Esimerkkejä

σkk =
3

∑
k=1

σkk, ai j x j =
3

∑
j=1

ai j x j , ei j = ei j ,

ci jkl ekl =
3

∑
k,l=1

ci jkl ekl , ai j +b j = ai j +b j .

Olkoonxxx0 ∈ Ω mielivaltainen piste. OlkoonBh pallo jonka keskipiste onxxx0 ja sädeh.

Voimien tasapainoBh:ssa tuottaa yhtälöt
Z

Bh

fi(xxx)dxxx+

Z

∂Bh

Ti(xxx,nnn)ds= 0, i = 1,2,3 (3)

ja momenttien tasapaino yhtälöt
Z

Bh

xxx× fff (xxx)dxxx =

Z

∂Bh

xxx×TTT(xxx,nnn)ds= 0. (4)

Antamallah→ 0 saadantasapainoyhtälöt

∂σ ji

∂x j
(xxx0)+ fi(xxx

0) = 0, i = 1,2,3 (5)

ja jännitystensorin symmetrisyys

σi j (xxx
0) = σ ji (xxx

0) ∀i, j = 1,2,3. (6)

x

x+

Ω

x+u(x)Ω

∆ x+   x + u(x+   x)x ∆ ∆

Kuormituksen takia kappaleenΩ pistexxx kuvautuu pisteeksixxx+uuu(xxx) (kuva??), missäuuu =
(u1,u2,u3) on siirtymä (displacement). Oletetaan, että siirtymä|uuu| ≪ 1. Viivasegmentin
xxx,xxx+ ∆xxx muutos on

δ(∆xxx) = uuu(xxx+ ∆xxx)−uuu(xxx)

Muodostamalla ensimmäisen kertaluvun Taylorin kehitelmä, saadaan

(δ∆xxx)i ≈
∂ui(xxx)

∂x j
∆x j =

1
2

(

∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)

∆x j +
1
2

(

∂ui

∂x j
−

∂u j

∂xi

)

∆x j

=: ei j (uuu)∆x j +ωωωi j ∆x j ,

missä 3×3 matriisejaeee ja ωωω sanotaan lineaariseksivenymätensoriksi(strain tensor) ja line-
aariseksirotaatiotensoriksi.
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Matriisin {ei j }
3
i, j=1 diagonaalialkiot kuvaavat vastaavien koordinaattiakselien suuntaisten

viivasegmenttien suhteellista venymää, esim

e11 =
∆ℓ

ℓ
, jose11 ≪ 1.

Josei j ≪ 1, i 6= j, kuvaae12 puolestaanx1- ja x2-akselien määrämän suoran kulman vääris-
tymistä, jne.

YleistettyHooken laki(materiaalilaki) kytkee jännitystensorin ja venymätensorin toisiinsa:

σi j = ci jkl ekl(u). (7)

Kimmokertoimetci jkl toteuttavat

ci jkl = c jilk = ckli j (symmetria) (8)

ci jkl el j ekl ≥ Mei j ei j , M = vakio> 0 (elliptisyys). (9)

Isotrooppinen tapaus

ci jkl = λδi j δkl +µ(δikδ jl + δil δ jk)

Tässäλ ja µ ovat ns.Lamen kertoimet. Hooken laki saa tällöin muodon

σi j = λekkδi j +2µei j . (10)

Lamen kertoimien sijaan käytetään usein kimmokerrointa (kimmomodulia)E > 0 ja Pois-
sonin lukua 0< ν < 1

2. Näiden ja Lamen kertoimien välillä on yhteys















µ=
E

2(1+ ν)

λ =
Eν

(1+ ν)(1−2ν)

Joillekin materiaaleille tyypillisiä kimmokertoimen ja Poissonin lukujen arvoja on esitetty
alla:

E (Nm−2) ν
Alumiini 0.73×1011 0.24
Kupari 1.18×1011 0.35
Teräs 2.15×1011 0.29

Yhdistämällä yhtälöt (5), (7), saadaan stationäärinenkimmoyhtälö:






























∂σi j (uuu)

∂x j
+ fi = 0, Ω : ssa, i = 1,2,3

ui = 0, Γ0 : lla, i = 1,2,3

σi j (uuu)n j = gi , Γ1 : llä, i = 1,2,3

σi j (uuu) = ci jkl ekl(uuu).

(11)
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Kuva 1:

1.1 Joitakin kimmoteorian termejä

Tyypillinen (idealisoitu) materiaalin 1D jännitys–venymäkäyrä on esitetty kuvassa 1. Tässä
σY on ns. myötöraja. Jos jännitys ylittää myötörajan ovat muodonmuutokset pysyviä (plas-
tic).

Pääjännitykset (principal stresses) saadaan diagonalisoimalla jännitystensori

σσσ 7→





σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3





s.o. pääjännitykset ovat matriisinσσσ ominaisarvot.

Ekvivalentti (von Misesin) jännitys

F (σσσ) =

√

3
2

σi j
′σi j

′,

missäσi j
′ = σi j −

1
3δi j σkk.

1.2 Kimmoyhtälön variaationaalinen formulointi

Olkoon
V = {vvv∈ [H1(Ω)]3 | v|Γ0 = 0}, fff ∈ [L2(Ω)]3, ggg∈ [L2(Γ1)]

3.

Muodostetaan kimmoyhtälön ja testifunktionvvv∈V sisätulo
Z

Ω

∂σi j (uuu)

∂x j
vi dxxx+

Z

Ω
fff ·vvvdxxx = 0. (12)

Osittaisintegroimalla saadaan
Z

Ω

∂σi j (uuu)

∂x j
vi dxxx =

Z

∂Ω
σi j n j ds−

Z

Ω
σi j (uuu)

∂vi

∂x j
dxxx

=

Z

Γ1

ggg·vvvds−
Z

Ω
σi j (uuu)ei j (vvv)dxxx

Siis
Z

Ω
σi j (uuu)ei j (vvv)dxxx =

Z

Ω
fff ·vvvdxxx+

Z

Γ1

ggg·vvvds ∀vvv∈V. (13)
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Merkitään

a(vvv,www) :=
Z

Ω
σi j (vvv)ei j (www)dx

F(vvv) :=
Z

Ω
fff ·vvvdxxx+

Z

Γ1

ggg·vvvds

Lause 1 Kornin epäyhtälö:
Z

Ω
ei j (vvv)ei j (vvv)dxxx≥ c‖vvv‖2

1,Ω ∀vvv∈V. (14)

Lause 2 Variaatioprobleemalla

uuu∈V : a(uuu,vvv) = F(vvv) ∀vvv∈V. (15)

on yksikäsitteinen ratkaisu.

Todistus:

a(vvv,vvv) =
Z

Ω
ci jkl ekl(vvv)ei j (vvv)dxxx

≥ M
Z

Ω
ei j (vvv)ei j (vvv)dxxx≥ c‖vvv‖2

1,Ω ∀vvv∈V.

KoskaF : V → R on jatkuva lineaarinen funktionaali, seuraa väite Lax–Milgramin lausees-
ta.

Huomautus 1 Variaatioformulointi voidaan esittää myös yhtäpitävänä minimointitehtävä-
nä

min
vvv∈V

Π(vvv) =
1
2

a(vvv,vvv)−F(vvv) (16)

FunktionaaliaΠ(vvv) sanotaankokonaispotentiaalienergiaksi.

1.3 2D-kimmoyhtälö

Oletetaan jatkossa, että materiaali on homogeenista ja isotrooppista.

1.3.1 Tasovenymä (plane strain)

Olkoon Ω̂ = Ω×]−∞,+∞[. Oletetaan, että siirtymäz-sunnassa= 0, jolloin ei j = 0, kun
i = 3 tai j = 3. Esimerkiksi kuvan 2 mukainenz-suunnassa ’melkein ääretön’ pato voidaan
analysoida tasovenymämallina.

Variaatiomuoto

uuu∈V :
Z

Ω
σi j (uuu)ei j (vvv)dxxx =

Z

Ω
fivi dxxx+

Z

Γ1

givi ds, ∀vvv∈V.





σ11

σ22

σ12



 =
E

(1+ ν)(1−2ν)





1−ν ν 0
ν 1−ν 0
0 0 1−2ν

2









e11

e22

2e12





eli σi j (uuu) = λδi j divuuu+2µei j (uuu).
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z
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Kuva 2:

g

t

1.3.2 Tasojännitys (plane stress)

OlkoonΩ̂ = Ω×]− t
2, t

2[ ohut levy jota kuormitetaanxy-tasossa.

Oletetaan, etteiσi j riipu x3:sta ja lisäksiσ33 = σ31 = σ32 = 0.

Variaatiomuoto

uuu = (u1,u2) ∈V :
Z

Ω
σi j (uuu)ei j (vvv)t dxxx =

Z

Ω
fivit dxxx+

Z

Γ1

givit ds, ∀vvv∈V.





σ11

σ22

σ12



 =
E

1−ν2





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2









e11

e22

2e12





Huomautus: Tasojännityksen tapauksessa yhtälö (10) saa muodon

σi j = λ⋆δi j ekk+2µei j , i, j = 1,2, (17)

missäλ⋆ = λ 2µ
λ+2µ.

1.3.3 Aksisymmetrinen kappale+kuorma

Oletetaan, että kappale saadaan pyörittämällä alueΩ 360 astetta z-akselin ympäri.

Variaatiomuoto

uuu = (ur ,uz) ∈V :
Z

Ω
σi j (uuu)ei j (vvv)2πrdrdz=

Z

Ω
fivi 2πrdrdz+

Z

Γ1

givi 2πrds, ∀vvv∈V.









σr

σθ
σz

σrz









=
E

(1+ ν)(1−2ν)









1−ν ν ν 0
ν 1−ν ν 0
ν ν 1−ν 0
0 0 0 1−ν

2

















er

eθ
ez

2erz








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1.4 Ohut palkki (beam)

Tarkastellaan kuvassa 3 esitettyä hoikkaa palkkiaΩ =]0,L[×]− α
2 , α

2 [×]− t
2, t

2[.

z

P

x

y

Kuva 3:

Oletetaan, että jännitys ja venymä ovat muotoa

σ11(uuu) = Ee11(uuu), e11(uuu) = x2u′′(x1), muutei j = σi j = 0.

Tällöin
Z

Ω
σσσ(uuu) : eee(vvv)dxxx =

Z L

0

Z α
2

− α
2

Z t
2

− t
2

σ11(uuu)e11(vvv)dx1 dx2 dx3 = (18)

Z

dx3

[

Z Z

(Ex2u′′(x1))x2v′′2(x1)dx1 dx2

]

(19)

= Et

[

Z

x2
2 dx2

][

Z

u′′(x1)v2(x1)dx1

]

=
Etα3

12

Z L

0
u′′(x1)v

′′
2(x1)dx1 (20)

Z

Γ1

ggg·vvvds=
Z

t
2

− t
2

Z L

0
P(x1)v2(x1)dx1 dx2 =

Z L

0
tP(x1)v2(x1)dx1 (21)

eli variaatiomuodoksi saadaan

u∈V :
Z L

0

Etα3

12
u′′v′′ dx=

Z L

0
P̂vdx ∀v∈V (P̂ = Pt), (22)

missäV = {v∈ H2(0,L) | v(0) = v(L) = 0}. Osittaisintegroimalla saadaan kimmoviivanu
differentiaaliyhtälöksi



























(

Etα3

12
u′′(x)

)

′′ = P̂(x) 0 < x < L

u(0) = u(L) = 0

Etα3

12
u′′(0) =

Etα3

12
u′′(L) = 0
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1.5 Ohut laatta (plate)

OlkoonΩ̃ = Ω×]− t, t[ ohut, reunoiltaan vapaasti tuettu laatta.

t

f

z

x

y

w(x,y)

Kuva 4:

Kirchoffin hypoteesin mukaan

u1(xxx) = −
∂w(x1,x2)

∂x1
x3, u2(xxx) = −

∂w(x1,x2)

∂x2
x3, u3(xxx) = w(x1,x2) (23)

Taivutusmomentit ovat

M11 = −D(w11+ νw22), M22 = −D(w22+ νw11), M12 = −D(1−ν)w12,

missä

D =
Et3

12(1−ν2)
.

Sijoittamalla (23) kimmoyhtälön variaationaaliseen formulointiin, saadaan kuten palkin ta-
pauksessa variaationaalinen formulointi

w∈V :
Z

Ω
D [w11ϕ11+ νw22ϕ11+w22ϕ22+ νw11ϕ22+2(1−ν)w12ϕ12] dΩ =

Z

Ω
f ϕdΩ ∀ϕ∈V,

(24)
missäV = {v∈ H2(Ω) | v|∂Ω = 0}.

Osittaisintegroinnilla saadaan tehtävän klassiseksi formuloinniksi neljännen kertaluvun ODY

[D(w11+ νw22)]11+[D(w22+ νw11)]22+2(1−ν) [Dw12]12 = f Ω : ssa

w = 0 ∂Ω : lla

−D

[

ν∆w+(1−ν)
∂2w
∂n2

]

= 0 ∂Ω : lla,

missä∂2w
∂n2 = w11n2

1 +2w12n1n2 +w22n2
2.

1.6 Ristikko (pin jointed truss)

Ristikkorakenne koostuu toisiinsa päistään nivelin kiinnitetyistä sauvoista (elementeistä)
(kuva 5). Voimien ja tukien oletetaan vaikuttavan vain solmuihin (liitoksiin). Tarkastellaan
jatkossa vain kaksiulotteista ristikkoa, jolloin kuhunkin solmuun liitty kaksi vapausastetta,
solmun siirtymäkomponentit koordinaattiakselien suhteen.
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Kuva 5: Kaksi- ja kolmiulotteinen ristikkorakenne

Kunkin sauvan elastinen energia oletetaan olevan muotoa

Π =
1
2

EAe

Le (w2−w1)
2, (25)

missäE, Ae, Le ovat kimmomoduli, kyseisen elementin poikkileikkauksen pinta-ala ja ele-
mentin pituus.

θ

u

2

v w

u

v w

1

1 1

2

2

Kirjoittamalla w1 ja w2 koordinaattiakselien suuntaisten siirtymien avulla

w1 = u1 cosθ+v1sinθ
w2 = u2 cosθ+v2sinθ,

saadaan johdettua elementtikohtainen jäykkyysmatriisi

KKKe =
EAe

Le









c2 cs −c2 −cs
cs s2 −cs −s2

−c2 −cs c2 cs
−cs −s2 cs s2









, (26)

missäs= sinθ, c = cosθ.

1.7 Ajasta riippuvat tehtävät

Jos kuormitus on ajasta riippuva, saadaan liikeyhtälöksi

ρüi =
∂σi j

∂x j
+ fi, Ω : ssa, i = 1,2,3 (27)

(vrt. ”ma= F”). Tarkastellaan rakenteen vapaata värähtelyä ilman kuormitusta. Oletetaan,
että siirtymäkenttä on muotoâuuu(xxx, t) = uuu(xxx)exp(iωt). Sijoittamalla tämä yhtälöön (27), saa-
daan

−ω2exp(iωt)ρuuu(xxx) = exp(iωt)∇ ·σσσ(uuu).

Jakamalla puolittain exp(iωt):llä, kertomalla testifunktiolla ja integroimalla saadaan variaa-
tioformuloinniksi

uuu∈V : ω2
Z

Ω
ρuuu·vvvdxxx =

Z

Ω
σσσ(uuu) : eee(vvv)dxxx ∀vvv∈V. (28)
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FEM-approksimaatio tälle on
KKKqqq = ω2MMMqqq. (29)

Eli kyseessä on yleistetty ominaisarvotehtävä.
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