1 Kimmo-opin alkeita

Olkoon annettu elastinen kappale jota vastaa &ue R3. Kappaleeseen kohdistuu eul-
koinen voimag ja sisainen voim&f. Olkoon reunan osaltBy kappale kiinnitetty §Q =
ToUT ).

Tarkastellaan kappaledn riittdvan sileareunaista os&x C Q. Olkoonx € Qg ja olkoon
n reunandQg ulkoinen normaalivektori pisteesgaJannitysvektoril (x,n) on kappaleeif
osasta) \ Qp osaanQ vaikuttava siséinen voima pisteessa

T(x,n)

Newtonin kolmannen lain mukaan tulee olla
T(x,n) =—-T(x,—n).

Jannitysvektorin projektiota:lle

N(x,n) =T(x,n)-n
sanotaamormaalijannitykseks@a projektiotadQq:n tangenttitasolle (pisteesxi

T(x,n) —N(x,n)n
sanotaan puolestadgikkausjannitykseksi
Valitaan koordinaattiakselien suuntaiset normaalit ja@meéllaan luvut

oki=Tix€), =123 k=123 (1)

Voidaan osoittaa, ettd naiden lukujen avulla voidaan&sitinnitysvektori mink& tahansa
normaalin suhteen:
Ti(x,n) = njoji(x). (2)

Matriisia { oj; }i3 j—1 Ssanotaagannitystensoriks{stress tensor).
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Huomautus: Einsteinin summamerkin@ummation convention): toistettu indeksi tulossa taiyks
naisessa otuksessa summataan yli 1..3 (avaruuden dimhdbsiimerkkeja

3 3
Okk= Y Okk, aijXj =Y aijx;, &j = &j,
&1 =

3
Cijkl & = Z ik,  aj+bj=aj+bj.
k=1

Olkoonx? € Q mielivaltainen piste. OlkooBy, pallo jonka keskipiste ox° ja sadeh.

Voimien tasapain®y:ssa tuottaa yhtalot

fi (X) dx+ Ti(x,n)ds=0, =123 3)
B 0B

ja momenttien tasapaino yhtalot

/thx f(x)dx= /thxxT(x,n)ds: 0. 4)

Antamallah — 0 saadanasapainoyhtaltt

%00+ 1,68) =0, =123 ©)
an
jajannitystensorin symmetrisyys

0 () =0;i(x°) Vi,j=1,23 (6)

X+A X + U(XA
Q
X+u(x)

Kuormituksen takia kappaleed pistex kuvautuu pisteekst+ u(x) (kuva ??), missau =
(uz,Up,u3) on siirtyma (displacement). Oletetaan, ettd siirtyfuh < 1. Viivasegmentin
X, X+ AX muutos on

O(AX) = u(X+ Ax) — u(X)

Muodostamalla ensimmaisen kertaluvun Taylorin kehitelsaéadaan

.y oy (X) o 1 /0y an _ 1 /dy an _
(0AX); ~ %, AXj = > (an + o Axj + ACEED AX;

=: g (u) AXj + wjAX|,

missa 3x 3 matriisejae ja w sanotaan lineaarisekgenymatensorikgstrain tensor) ja line-
aariseksrotaatiotensoriksi



Matriisin {e;}?;_; diagonaalialkiot kuvaavat vastaavien koordinaattidksesuuntaisten
vilvasegmenttien suhteellista venymaa, esim

N
en=— Josen< 1

Josg; < 1, i # ], kuvaae;, puolestaarx; - ja xo-akselien maaraman suoran kulman vaaris-
tymista, jne.

Yleistetty Hooken laki(materiaalilaki) kytkee jannitystensorin ja venymateamseoisiinsa:

Gij = Gijk & (U). (7)

Kimmokertoimetc;j toteuttavat
Cijkl = Cjilk = Cij (Symmetria) (8)
Cikejen > Mejej, M= vakio > 0 (elliptisyys). (9)

Isotrooppinen tapaus

Cijki = A&jj O + H(ikdji + Bii Ojk)

Tassa\ ja 4 ovat nsLamen kertoimetHooken laki saa talléin muodon

Oij = Aeudij +2u8;. (10)

Lamen kertoimien sijaan kaytetaan usein kimmokerrointanfkomodulia)E > 0 ja Pois-
sonin lukua O< v < % Naiden ja Lamen kertoimien valilla on yhteys

E
2(1+v)
Ev
(1+v)(1—2v)

u:

Joillekin materiaaleille tyypillisia kimmokertoimen jaoBsonin lukujen arvoja on esitetty
alla:

E (Nm?) v
Alumiini  0.73x 101  0.24
Kupari 118x 10 0.35
Teras  215x 101 0.29

Yhdistamalla yhtalof{5)[{7), saadaan stationaarikiemmoyhtal®

———+fi=0, Q:ssai=123

U=0, To:lla,i=123 (11)
gijun; =g, l1:ll& =123
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Kuva 1:

1.1 Joitakin kimmoteorian termeja

Tyypillinen (idealisoitu) materiaalin 1D jannitys—vengkayra on esitetty kuvasgh 1. Tassa
Oy on ns. myoétdraja. Jos jannitys ylittda myotoérajan ovat nmnmaluutokset pysyvia (plas-
tic).

Paajannitykset (principal stresses) saadaan diagomatifa jAnnitystensori

o, O 0
o— |0 o O
0 0 o3

S.0. paajannitykset ovat matriishominaisarvot.

Ekvivalentti (von Misesin) jannitys

3
F(0) =1/ 500y,

. Py l
mlssaoij’ = Ojj — §6ij0kk-

1.2 Kimmoyhtalon variaationaalinen formulointi
Olkoon

V={veHY(QP vp=0}, fe[*(Q)P] gel’(M)].
Muodostetaan kimmoyhtalon ja testifunktivre V sisétulo

00'”' (LI)
Q O0X;

v dx+/ f.vdx=0. (12)
Q

Osittaisintegroimalla saadaan

OO'ij(U) / / oV
e Vi o gijn;ds QO'” (u) ax;

= g.vds—/ oij ()& (v) dx
1 Q
Siis

/Uij(u)aj(v)dXZ/f-vdXJr g-vds WeV. (13)
Q Q ry
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Merkitaan
a(v,w) ::/Qcij(v)aj(w)dx

F(v) ::/f-vdx+ g-vds
Q M

Lause 1 Kornin epayhtalo:

[ eiwewdx=cviia wev. (14

Lause 2 Variaatioprobleemalla
ueV: auv)=F(\V) WeV. (15)

on yksikasitteinen ratkaisu.
Todistus:
a(v,v) = /Q i & (V)& (V) dx
> M /Qa,- (V)& (V) dx>c|v[Zq WeV.

KoskaF :V — R on jatkuva lineaarinen funktionaali, seuraa vaite Lax-g¥imin lausees-
ta.

Huomautus 1 Variaatioformulointi voidaan esittda myo6s yhtapitavanaimointitehtava-
na

minl(v) = %a(v,v) —F(v) (16)

veV

Funktionaaliall(v) sanotaarkokonaispotentiaalienergiaksi

1.3 2D-kimmoyhtéalo

Oletetaan jatkossa, ettd materiaali on homogeenistatf@ogpista.

1.3.1 Tasovenyma (plane strain)

Olkoon Q = Qx] — o, 40o[. Oletetaan, etta siirtymasunnassa= 0, jolloin &; = 0, kun
i = 3 tai j = 3. Esimerkiksi kuvaill2 mukaineasuunnassa 'melkein aaretén’ pato voidaan
analysoida tasovenymamallina.

Variaatiomuoto

uev: /oij(u)aj(v)dx:/ fividx+/ gvids WwWweV.
Q Q M

011 E 1-v \Y 0 €11
Op|=———7— Y 1-v O €9
o) VI o Ty i) |,

eli Oij (U) = )\5”‘ diVU—I—ZHQj (U)
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Kuva 2:
g
1.3.2 Tasojannitys (plane stress)
OlkoonQ = Q] — &, §[ ohut levy jota kuormitetaary-tasossa.
Oletetaan, ettes;j; riipu xz:sta ja liséksiozz = 031 = 032 = 0.
Variaatiomuoto
u=(u,Wp) €V: / oij (U)gj (V)tdx = / fivit dx+/ gvitds WeV.
Q Q r
011 1 v 0 €11
E
1-v? 1-v
O12 0 0 =~ 2ep
Huomautus: Tasojannityksen tapauksessa yht&ld (10) saa muodon
O-ij = A*éija(k"i' ZHQ] 5 iv J = 17 27 (17)

. 2\ Kk Zu
MmissaA* = )\—qu.

1.3.3 Aksisymmetrinen kappale+kuorma

Oletetaan, etta kappale saadaan pyorittdmalla @l8é0 astetta z-akselin ympari.
Variaatiomuoto

u=(u,uy) eV: /oij(u)aj(V)ZT[rdrdz:/ fivi2nrdrdz+/ givi2rrds, WwveV.
Q Q r

v
0Oz (1+v)(1—2v) | Vv v 1-v
0



1.4 Ohut palkki (beam)

Tarkastellaan kuvas§h 3 esitettya hoikkaa palkkia]o,L[x] — %, 5[x] - 5,5].
P
y
/\ X

Kuva 3:

Oletetaan, ettd jannitys ja venyma ovat muotoa

011(u) = Eeys(u), e11(u) = xU’ (x1), muute; = oj; = 0.

Talloin
L 2 L
/Q o(u) : e(v)dx— /0 / : /  onaWen(v) dx dxpdx; = (18)
—2Yv 72
/dxg {//(Exzu”(xl))xz\/z’(xl)dxldxz} (19)
2 1/ EtC(3 L 1/ !
=Et /xzdxz /u (X)Va(x)dxq | = 15/, U (X2)V3(x1) dxq (20)
3 L L
g-vds:/ P(xl)VZ(xl)dxldxzz/ tP(X1)Va(x1) dxq (22)
r -5Jo 0
eli variaatiomuodoksi saadaan
L Eta® L. A
UEV: fu”\/’dx:/ Pvdx WYweV (P=Pt), (22)
0 0

missaV = {v H?(0,L) | v(0) = v(L) = 0}. Osittaisintegroimalla saadaan kimmoviivan
differentiaaliyhtéloksi

Etad A
< O(u”(x)>“:P(x) 0O<x<lL

12
u(0)=u(L)=0
Eta® , = Eta® ,

o U (O)=—7u



1.5 Ohut laatta (plate)

OlkoonQ = Qx] —t,t[ ohut, reunoiltaan vapaasti tuettu laatta.

f

y
I\
|
7777777777777 7T‘\7/\>/7(x,y)
Kuva 4
Kirchoffin hypoteesin mukaan
in(x) = - 2R = - MR ) — i) (29)
0X1 0Xo
Taivutusmomentit ovat
M11 = —D(Wi1+VWo)), M2o = —D(Wp2 +VWy1), M1 = —D(1—V)wio,
missa 5
Dot
12(1—-v2)

Sijoittamalla [ZB) kimmoyhtalon variaationaaliseen foitointiin, saadaan kuten palkin ta-
pauksessa variaationaalinen formulointi

wevV: /QD W11011 + VWood11 + Wooh 22 + VWi1¢22+ 2(1— v)wiad1o] dQ :/Q fédQ VeV,
(24)
miss&V = {v e H2(Q) | v|sq = 0}.

Osittaisintegroinnilla saadaan tehtavan klassiseksifidoinniksi neljdnnen kertaluvun ODY

w=0 0Q:lla
2

-D VAW—I—(l—V)gTVZV =0 0Q:lla,

. .. A2
MissaZy = w1inZ + 2woN1Np + Woon3.

1.6 Ristikko (pin jointed truss)

Ristikkorakenne koostuu toisiinsa paistddn nivelin kigtyista sauvoista (elementeista)
(kuval®). Voimien ja tukien oletetaan vaikuttavan vain sailnm (liitoksiin). Tarkastellaan
jatkossa vain kaksiulotteista ristikkoa, jolloin kuhunigolmuun liitty kaksi vapausastetta,
solmun siirtyméakomponentit koordinaattiakselien suhtee



JAVAW/A

Kuva 5: Kaksi- ja kolmiulotteinen ristikkorakenne

Kunkin sauvan elastinen energia oletetaan olevan muotoa
n=-
2 Le

missakE, A®, L€ ovat kimmomoduli, kyseisen elementin poikkileikkauksema-ala ja ele-
mentin pituus.

(WZ - Wl) ) (25)

V2 w
u2

V1 W1

Kirjoittamallaw; jaw, koordinaattiakselien suuntaisten siirtymien avulla
W; = Uz c0SB + v SinB
W = Up COSB + V, Singd,

saadaan johdettua elementtikohtainen jaykkyysmatriisi

2 c¢cs - —cs
EA [ cs & -—cs —-&

€ __ [
K™= Le | —-¢2 —cs & cs |’ (26)
—cs - c¢s &
missés = sinB, ¢ = coso.
1.7 Ajasta riippuvat tehtavat
Jos kuormitus on ajasta riippuva, saadaan liikkeyhtaloksi
pl]i:@-l-fi, Q:ssai=123 27)
an

(vrt. "ma= F"). Tarkastellaan rakenteen vapaata varahtelya ilmanrkitosta. Oletetaan,
etta siirtyméakentté on muotdgx,t) = u(x) exp(iwt). Sijoittamalla tma yhtalooh(R7), saa-
daan

—w?exp(iot)pu(x) = expict)d-a(u).

Jakamalla puolittain exjwt):11&, kertomalla testifunktiolla ja integroimalla saadasriaa-
tioformuloinniksi

uev: wZ/qu-vdx:/Qo(u):e(v)dx WeV. (28)
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FEM-approksimaatio talle on
Kq = «w’Mq. (29)

Eli kyseessa on yleistetty ominaisarvotehtava.

10



	Kimmo-opin alkeita
	Joitakin kimmoteorian termejä
	Kimmoyhtälön variaationaalinen formulointi
	2D-kimmoyhtälö
	Tasovenymä (plane strain)
	Tasojännitys (plane stress)
	Aksisymmetrinen kappale+kuorma

	Ohut palkki (beam)
	Ohut laatta (plate)
	Ristikko (pin jointed truss)
	Ajasta riippuvat tehtävät


