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1. Olkoot fk, gk : R → R funktioita siten, että funktiojonot (fk)∞k=1 ja (gk)
∞
k=1 sup-

penevat tasaisesti. Suppeneeko funktiojono (fk + gk)
∞
k=1 tasaisesti?

2. Olkoot fk : R→ R, k ∈ N− {0},

fk(x) =
cos(kx)√

k
.

(a) Osoita, että funktiojono (fk)
∞
k=1 suppenee tasaisesti.

(b) Osoita, että funktiojono (f ′
k)

∞
k=1 ei suppene edes pisteittäin.

Piirrä kuva.

———

3. Osoita, että sarja
∞∑
j=1

1

j (j + 1)

suppenee ja laske sen summa.

4. Suppenevatko seuraavat sarjat?

(a)
∞∑
j=1

j

j + 1
, (b)

∞∑
j=1

log
j

j + 1
.

5. Olkoot
∑∞

k=1 xk ja
∑∞

k=1 yk suppenevia sarjoja ja olkoot a, b ∈ R. Osoita, että
sarja

∑∞
k=1(axk + byk) suppenee ja että summille pätee

∞∑
k=1

(axk + byk) = a
∞∑
k=1

xk + b
∞∑
k=1

yk .

6. Olkoot (ak)∞k=1 ja (bk)
∞
k=1 lukujonoja, joille joukko

{k ∈ N : ak 6= bk}
on äärellinen. Osoita, että sarja

∑∞
k=1 ak suppenee jos ja vain jos sarja

∑∞
k=1 bk

suppenee.

7. Olkoot (ak)∞k=1, (bk)∞k=1 ja (ck)
∞
k=1 lukujonoja.

(a) Oletetaan, että |aj| ≤ bj kaikilla j ∈ N ja että sarja
∑∞

j=1 bj suppenee. Osoita,
että sarja

∑∞
j=1 aj suppenee (itseisesti).

(b) Oletetaan, että aj ≥ cj ≥ 0 kaikilla j ∈ N ja että sarja
∑∞

j=1 cj hajaantuu.
Osoita, että sarja

∑∞
j=1 aj hajaantuu.

8. Suppenevatko seuraavat sarjat?

(a)
∞∑
j=3

1

j log j
, (b)

∞∑
j=3

1

j2 log j
.

3Vihje: Osasumman voi laskea muokkaamalla termiä 1/j(j + 1). Voit myös laskea osasummia Sn ja päätellä (ja
todistaa induktiolla), mikä on yleinen osasumma Sn.

8Vihje: Mikä on oikea suppenemistesti?
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