Sarjat ja approksimointi
Harjoitus 3, 27.9.2016

1. Olkoot f,: ]0,1] = R, n € N,
1
w(r) = —.
fule) =
(a) Suppeneeko funktiojono (f,,)2, pisteittain? Suppenecko se tasaisesti?
(b) Suppeneeko funktiojono (fy|n/217)52, pisteittdin? Suppeneeko se tasaisesti?

Piirra kuva.

2. Olkoot fr: R — R,

fe(z) = 2(1 — 2).
Suppeneeko funktiojono (f;)52, pisteittdin tai tasaisesti? Enté se funktiojono, joka
saadaan rajoittamalla funktiot fi vélille [0, 1]7 Piirrd kuva.

3. Olkoot f, : R = R, k € N,

I‘Qk

r) = ———.
fk( ) 1 + .T2k
Suppenecko funktiojono (f)52, pisteittdin? Suppeneeko se tasaisesti? Piirra kuva.

4. Keksi esimerkki funktiojonosta (fx)r— . fx: [0,1] = R, jolle pétee:

(a) fr on epdjatkuva kaikilla k& € N ja
(b) (fx)r—, suppenee tasaisesti kohti funktiota f: [0,1] = R, f(z) = .

Piirra kuva.
5. Olkoot f,: [0,1] = R, n € N,

folz) = nae ™"

(a) Néyta, ettd funktiojono (f,,)22; suppenee pisteittiin.

a
(b) Suppeneeko jono (f,,)2, tasaisesti?
(c) Péateeko

lim [ f.() dx—/o lim f,(x)dz?

n—o0 0 n—o0

Piirra kuva.

6. Keksi esimerkki funktiojonosta ()22, fi: [0, 00[— R, joka suppenee tasaisesti
kohti rajafunktiota f ja jolle pétee

Ak:/ fr < oo, Vk €N, A:/ f < oo,
0 0
ja

klimAk;éA.

7. Olkoon g: | — 00, 1[— R,
g(x) = log(1 — x)
Olkoot gg: [—1, %] — R, k > 1, funktioita, joka maaritelladn asettamalla
gr(x) = Tiog(x)
jokaisella x € [—1, %] Osoita, ettd funktiojono (gx)32, suppenee tasaisesti.
2Vihje: Seuraava havainto voi olla hyddyllinen jossain vaiheessa laskuja: Jos jono (ar) on rajoitettu ja
limg_y oo b = 0, niin limg_, o arpbr = 0.

6Vihje: Funktioiden fj ei tarvitse olla jatkuvia.
7Vihje: Tarkastele jadnnostermid. Luentojen esimerkki auttaa.
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8. Olkoon A C R. Olkoot f: A — R, k € N, funktioita. Todista vaite:
Jos funktiojono (f;)72, suppenee tasaisesti kohti funktiota f, niin kaikilla ¢ > 0 on
N € N siten, ettd | f,(z) — fi(x)] < € kaikilla z € A, jos m > N jan > N.



