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Johdanto

Tama teksti on kevaan 2024 kurssin LUKUTEORIA 2 kurssimateriaali, joka sisaltaa taus-
tamateriaalina talven 2023 kurssin LUKUTEORIA 1 kurssimateriaalin.

Kurssilla Lukuteoria 1 kasitelldan kokonaislukujen jaollisuuteen liittyvia teemoja. Kurs-
sille osallistuminen ei edellyta erityisié esitietoja.

Luentojen pohjana varsinkin osassa 1 olen kayttanyt Heli Tuomisen luentoja muuta-
man vuoden takaa. Oheislukemistoksi sopivia lukuteorian kirjoja ovat esimerkiksi [Dud],
[HW], [1J], [LeV] ja monet muut kirjat, joilla on samankaltaisia nimié.

Tekstissé mainitaan useita matemaatikkoja, jotka ovat panoksellaan edistaneet luku-
teorian kehitysta. Olen maininnut jokaisesta ainakin karkeasti, milla aikakaudella he ovat
vaikuttaneet. Lisatietoja mainituista henkil6ita ja heidén matematiikastaan voi etsia ma-
tematiikan historiaa késittelevisté kirjoista ja esimerkiksi arkistosta [Mac]. Kurssin sisalto
ei seuraa lukuteorian kehitysta historiallisessa aikajarjestyksessa ja esimerkiksi GaussinE]
lemma esitetdin ennen Eukleideen?] lemmaa, joka on timin kurssin kannalta Gaussin
lemman seuraus.

!Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
2Eukleides Aleksandrialainen oli kreikkalainen matemaatikko Aleksandriassa, Egyptissi noin 300 eaa.
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Merkintoja ja sopimuksia

Tassa esitellaan merkintoja joilekin kasitteille, jotka saattavat olla tuttuja aiemmilta kurs-
seilta. Jotkut merkinnoisté (esimerkiksi joukkojen erotus) tai valinnoista (onko 0 luonnol-
linen luku?) poikkeavat eri kursseilla.

Z={...,-2,-1,0,1,2,...} on kokonaislukujen joukko

N ={0,1,2,...} on luonnollisten lukujen joukko.

N* = {1,2,...} on positiivisten luonnollisten lukujen joukko.

max A on joukon A ¢ Z suurin alkio, jos sellainen on. Muuten max A = .
#(A) e NuU {oo} joukon A alkioiden lukumaéara.

A—B={ac A:a¢ B} joukkojen A ja B erotus.

A x B ={(a,b) :ae A, be B} on joukkojen A ja B karteesinen tulo.
log(x) on luvun 2 luonnollinen logaritmi.

n!l=1-2-3---(n—1)n on luvun n kertoma.

a | b tarkoittaa, ettd a on kokonaisluvun b tekija, katso luku .

a /b tarkoittaa, ettd a ei ole kokonaisluvun b tekijé, katso luku [1.2]

syt(a, b) on kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekija, katso luku .
pyj(a,b) on kokonaislukujen a ja b pienin yhteinen jaettava, katso luku

a = b (mod m) tarkoittaa, ettd kokonaisluvut a ja b ovat kongruentteja modulo m,

katso luku 6.1l

a # b (mod m) tarkoittaa, etta kokonaisluvut a ja b eivit ole kongruentteja modulo
m.

|z] = max{k e Z : k < z}. Jos x > 0, niin |x| on luvun x kokonaisosa.

Jos seurauslauseen muotoilun lopussa on todistuksen paédttymismerkki [J, niin véite

seuraa suoraan edellisesta lauseesta eika sille esiteté tasmaéllista perustelua téssé tekstissa.
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viii Sisallys

Uusien kasitteiden mdaritelmdt on laatikoitu nain. Niita ei ole numeroitu.

Tallaisessa laatikossa on jokin huomautus tai sopimus, joka on tarkea huomata.
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Luku 1

Jaollisuus

Tassa luvussa tutustumme lyhyesti luonnolisiin lukuihin ja kokonaislukuihin ja méaritte-
lemme jaollisuuden kisitteen. Todistamme Jakoyht&lon[T joka on kurssilla téirked tyokalu
ja sovellamme sita lukujarjestelmien tarkastelussa.

1.1 Kokonaisluvut ja luonnolliset luvut
Talla kurssilla oletetaan tunnetuiksi kokonaislukujen joukko
Z=A{..,-2-1012 ...}
ja sen osajoukko luonnolliset luvuﬂ
N={0,1,2,...}.

Luonnollisten lukujen ja kokonaislukujen joukoilla on maéaritelty laskutoimitukset yhteen-
lasku + ja kertolasku -. Luvuilla 0 ja 1 on erityisid ominaisuuksia: 0 +n =n,1-n=n ja
0-n =0 kaikille n € Z.

Laskutoimituksien lisdksi joukoissa N ja Z on jdrjestys, jolle pétee

e a<a,
e a<bjab<a,josa=>bja
e a<cjosa<bjab<ec

Luonnollisten lukujen jarjestykselle péatee a < b, jos ja vain jos b = a + ¢ jollain c € N ja
a < b, jos ja vain jos b = a + ¢ jollain ¢ € N — {0}.
Luonnollisilla luvuilla on seuraava térked ominaisuus:

Lause
2Monilla kursseilla ja monissa kirjoissa 0 ei ole luonnollinen luku. Tamé on syytd ottaa huomioon
ladhdekirjallisuutta luettaessa. Molemmat valinnat ovat toimivia.

29. huhtikuuta 2024 3



Jaollisuus

INDUKTIOPERIAATE: Olkoon () < N joukko, jolle 0 € @) ja kaikille £ € N ehdosta
1,2,...,k e @ seuraa, etta k + 1 € @),. Talloin () = N.

Propositio 1.1. Olkoon A N joukko, jolle 0 € A ja kaikille k € N ehdosta {1,2,... k} <
A seuraa, ettd k+ 1€ A. Talloin A = N.

Todistus. Vaite seuraa induktioperiaatteesta tarkastelemalla joukkoa
B={neN:{0,1,2,...,n} c A}. O

Jos todistuksessa kaytetaan induktioperiaatetta tai Propositiota|l.1} on tapana sanoa,
etta todistuksessa kaytetdan induktiota tai vdite todistetaan induktiolla.

Olkoon A < Z. Alkio a € A on joukon A pienin alkio, jos a < b kaikilla b € A.
Propositio 1.2 (Hyvédn jarjestyksen periaate). Jos C' < N on epdtyhji joukko, niin
joukossa C' on pienin alkio.

Todistus. Olkoon A < N joukko, jolla ei ole pienintd alkiota. Olkoon B = N — A.
Osoitamme induktiolla, ettd B = N, jolloin siis A = .

Koska joukolla A ei ole pienintd alkiota, niin 0 ei ole sen pienin alkio. Mutta 0 on
pienin kokonaisluku, joten 0 € B. Oletetaan, ettd {1,2,...,k} < B. Jos k +1 € A, niin
k 4+ 1 on joukon A pienin alkio, koska ainoat sitd pienemmét luonnolliset luvut ovat
1,2,...,k. Siis k+ 1 € B =N — A. Proposition [l.]| nojalla B = N, joten A = (. ]

1.2 Kokonaislukujen jaollisuus

Olkoot n, m € Z. Luku n on jaollinen luvulla m jos
n = km jollain k € Z.

Talloin m on luvun n tekijd tai jakaja ja m jakaa luvun n.

Jos n on jaollinen luvulla m, niin merkitdén m | n. Jos n ei ole jaollinen luvulla m, niin
merkitdan m f n.

Jos m € Z on jaollinen luvulla 2, niin m on parillinen luku. Muuten m on pariton luku.
Lause 1.3 (Jaollisuuslause). Olkoot n,m,d,a,be Z. Talloin

(1) n | n (REFLEKSIIVISYYS)

(2) jos d|n jan|m, niin d| m (TRANSITIIVISUUS)

(3) josd |n jad|m, niind| (an +bm) (LINEAARISUUS)

(4) jos d | n, niin ad | an (TULO)

(5) jos ad | an ja a # 0, niin d | n (SUPISTAMINEN)

(6) 1|n
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1.3. Jakoyhtialo

(7) n]0
(8) jos O |n, nitnn =20
(9) josd|n jan +#0, niin|d <|n| (VERTAILU)
(10) jos d | n jan|d, niin|d| = |n|
Todistus. Todistetaan kohdat ja @, muut kohdat jétetdan harjoitustehtéavaksi.

(5): Olkoot k € Z luku, jolle an = kad. Koska a # 0, niin on n = kd ja siten d | n.

(9): Koska d | n, niin on k € Z, jolle n = dk. Koska n # 0, niin k # 0. Lisaksi koska k € Z,
niin |k| > 1. Siten
n| = |dk| = [d|[k] = |d]. O

Esimerkki 1.4. (1) Jos w | 1, niin Lauseen [1.3(9)| nojalla |1] < 1, joten u € {—1,0, 1}.
Kuitenkin 1 # 0, joten 0 y 1. Toisaalta 1 = 1-1 = (—1)(—1), joten luvun 1 tekijét ovat
1ja —1.

(2) Luvun 6 tekijit ovat +1, £2, +3 ja +6.

Esimerkki 1.5. Olkoon k € Z jaollinen luvulla 3. Osoitetaan, etta 3 | (k* + k + 9).
Koska 3 | 9, niin Lauseen [1.3| ((3)]):n nojalla riittia niyttaa, ettd 3 | (k* + k). Koska 3 | k,
niin on [ € Z, jolle k = 3l. Nyt

K +k=Fkk+1)=3I3l+1) = 3m,

missd m = 312 + [ € Z. Siten 3| (k* + k).

1.3 Jakoyhtalo

Lause 1.6 (Jakoyhtélo). Olkoot a,b € Z ja olkoon b # 0. Talloin on yksikdsitteiset
q,r € 7, joille
a=gb+r ja 0<r<]|b.

Jakoyhtéléssa a on jaettava, b on jakaja, g on (vaillinainen) osamddrd ja r on jakojidnnds.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jakoyhtédlo toteutuu joillain ¢,r € Z. Osoitetaan, etta
joukko
S={y=0:y=a—qbjollain ge Z} c N

ei ole tyhjé. Tarkastelu jakautuu kolmeen tapaukseen.
e Josa>0,niina=a—-0-beS.
e Josa<0jab=>1,niina—ab=a(l—->) >0 jasiten (a —ab) € S.

e Josa<0jab< —1Fniin (1+b) <0.Nyta+ab=a(l+b) >0 jasiten (a+ab) e S.

3Muista, ettd b # 0.
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Jaollisuus

Hyvén jirjestyksen periaatteen] nojalla joukossa S on pienin luku r € S. Joukon S
maaritelman mukaan a = ¢b + r jollain g € Z.
Néytetaan vield, etta r < |b|. Oletetaan ensin, ettd b > 0. Jos olisi r = b, niin luku

a—(qg+lb=a—qgpb—b=r—0=0

kuuluisi joukkoon S. Toisaalta r — b < r, mikd on mahdotonta, sill& r on joukon S pienin
luku. Siis 0 <7 < b.
Oletetaan sitten, ettd b < 0. Jos olisi r = —b, niin

a—(@q—1)b=a—gb+b=r+b=0

kuuluisi joukkoon S ja r + b < r. Siis r < —b.

Osoitetaan, ettd luvut ¢ ja r ovat yksikésitteisid. Oletetaan, ettd joillain luvuilla
G, 42,71, 72 € Z, joille 0 < 71,79 < |b| patee

a=qb+1ry = qb+ .

Talloin (¢ —q2)b = ro— 1y, joten b | (ro —r1). Jos q1 # o, niin 79 — 1 # 0. Lemman [1.3{(9)
nojalla |ry — r1| = |b|. TAma on mahdotonta, silla 0 < 71,75 < |[b] — 1. On siis ¢; = ¢2 ja
siten myos r, = rs. ]

Maéritelman mukaan jokainen kokonaisluku on joko parillinen tai pariton. Jakoyhtalon
nojalla jokainen pariton luku on muotoa 2k + 1 jollain kokonaisluvulla k. Vastaavasti
jokaiselle a € Z on yksikasitteiset g3 € Z ja rs € {0, 1,2}, joille a = 3¢5 + r3. Siis jokainen
kokonaisluku on joko jaollinen luvulla 3 ja niin edelleen.

Esimerkki 1.7. Jaettaessa minka tahansa kokonaisluvun n nelio luvulla 4 saadaan
jakojaannokseksi 0 tai 1. Jakoyhtélon [1.6 nojalla n = 4q + 7 jollain r € {0, 1,2, 3}. Siis
n® = (4q +1)* = 4°¢° + 8qr + r* = 4(4¢® + 2qr) + 1> = 4N +1?,

missi N = 4¢*> + 2qr € Z. Jos n on jaollinen luvulla 4, niin r = 0, joten 4 | n?. Tama
seuraa myos esimerkiksi Jaollisuuslauseenﬂ kohdasta . Jos r = 1, niin r? = 1, joten
n? =4N + 1. Jos r = 2, niin r? = 4, joten n* = 4(N + 1) ja erityisesti 4 | n®. Jos r = 3,
niin 7> =9 =2-4+ 1, joten n = 4(N + 2) + 1.

1.4 Lukujarjestelmat

Tassa luvussa tarkastelemme tuttua tapaa kokonaislukujen nimedmiseksi ja sen yleis-
tyksid. Naiden [ukujdrjestelmien toimivuus perustuu seuraavaan tulokseen, joka seuraa
jakoyhtélosta.

Lause 1.8. Olkoot n,k € N — {0}, k > 1. Tdlloin on yksikasitteiset luvut s € N ja
ag, A1, . ..as € 74, joille 0 < a; < k kaikilla v =0,1,...,s, as > 0 ja

n=ak® +as 1k + -+ ark + ag .

4Propositio

5Lause
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1.4. Lukujarjestelmat

Todistus. Todistetaan esityksen olemassaolo induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 1, niin
voidaan valita s = 0 ja ag = 1.

Oletetaan, etté esitys on olemassa luvuille 1,2,...,n — 1. Koska k > 1, niin Harjoi-
tustehtavan [1.1] nojalla on yksikésitteinen kokonaisluku s > 0, jolle

kS <n < k5T
J akoyhtéilénﬁ perusteella on yksikésitteiset ag,r € Z, joille
n =agk®+r,

missd 0 < r < k®. Lisdksi on 0 < a, < k, silld muuten n > k5*+1.
Jos r = 0, niin n = ask® ja voimme lopettaa. Oletetaan, ettd r > 0. Koska r € N ja
r < n, niin induktio-oletuksen mukaan on kokonaisluvut ¢ > 0 ja by, ..., b, joille

sztkt+"'b1k’+b07
0 < b; < k kaikilla 0,1,...,¢ ja by > 0. Koska r < k*, niin ¢t < s. Siis
n=ak®+0 -+ +0- Kbk + bk + by,

joten luvulla n on haluttu esitys. Induktioperiaatteen nojalla esityskaava on voimassa
kaikilla n € N.

Osoitetaan sitten, ettd esitys on yksikésitteinen. Olkoon n € N. Oletetaan, ettd on
kokonaisluvut s,t > 0, ag,aq,...as, by, by,...b; joille 0 < a; < k, kaikilla = 0,1,...,s,
0<b; <k, kaikilla j = 0,1,...,t, a, >0, by > 0 ja

n=ask®+ -+ ark +ap = bk" + -+ bk + by. (1.1)
Véhentamalla luvun n esitykset yhtalossa (1.1) saadaan
0=-enk™+ - +ek+ e, (1.2)
missa e; = a; — b; ja m on suurin kokonaisluku, jolle a; # b;. Talloin e, # 0.
Jos olisi m = 0, niin olisi 0 # e, = ¢y = 0, mika on ristiriita. On siis oltava m > 0.
Koska 0 < a; < k ja 0 < b; < k kaikilla indekseilla ¢, niin

kaikilla ¢ = 0,1,...,m. Nyt kiyttdmalld tietoa e,, € Z — {0}, kaavaa (1.2)), kolmioepayh-
talod, arviota (|1.3)) ja geometrisen summan kaavaa, saadaan

k™ < ]emkm] = ]em_lkm_l + -+ 61]{‘ + 60’
< |€m_1|km_1 + -+ |€1“{3 + |€0|
<(k-1DE" 4 +k+1)=k"—1,
mikd on ristiriita. On siis oltava s = t ja a; = b; kaikilla ¢ = 0,1,...,s. Siten luvun n
esitys halutulla tavalla on yksikasitteinen. O]

6Lause
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Jaollisuus

Olkoon b € N, b = 2. Olkoon n € Z — {0} ja olkoot 0 < ag,as,...,ay < b luonnollisia
lukuja, joille patee ay # 0 ja
N
n ==+ Z ajbj :
7=0

Talloin +(ayany—1---ag), on luvun n esitys b-jarjestelmdssa.

Luku b on b-jarjestelman kantaluku.

Luvun esityksessé b-jarjestelméssa voidaan jattda sulut merkitsemétta. Esimerkiksi
(12341234)5 = 123412345 .

Kymmenjarjestelméssé kantaluku jatetaan yleensa merkitsematta téallakin kurssilla. Muu-
tenkin, jos yhteydestd on selvddﬂ ettd laskut tehdadn esimerkiksi 2-jarjestelmassa, niin
kantaluvun ilmoittava alaindeksi voidaan jattda merkitsematta.

Esimerkki 1.9. Kymmenjarjestelman luku 1907 tarkoittaa kantaluvun 10 potenssisum-
maa

1907 =1-10*+9-10% + 0- 10" + 7 - 10°.
Numeromerkit tarvitaan kantalukua 10 pienemmille luonnollisille luvuille.
Esimerkki 1.10. Kahdeksanjarjestelméssé kaytetaédn luvun 8 perakkiisid potensseja:
80, 8! 82, ... Kahdeksan potenssien kertoimina voivat esiintyd luvut 0,1,2,3, 4,5,6 ja 7.

(1) Kymmenjérjestelmén luku 103 muunnetaan kahdeksanjérjestelméén (soveltamalla ja-
koyhtaloa kahteen kertaan ja) esittamalld se kahdeksan potenssien summana

03— ) 128+ T=(1-8+4)8+7 =8+ 8 +7-8" =147y
1-64+39=1-64+(4-8+7)=1-8+4-8"47-8"=147.

Luku 1475 luetaan “yksi-nelja-seitseman’” eika “sataneljakymmentéseitseméan”.

(2) Luku 20163 muunnetaan kymmenjarjestelmidn seuraavasti
2007y =2-8°+0-8"+1-8' +6-8"=2-512+1-8+ 6 = 1038.

Esimerkki 1.11. Tietokoneissa kaytetaan luvun 2 potensseihin perustuvia lukujarjes-
telmia, erityisesti 2- ja 16-jarjestelmia, joita kutsutaan binaari- ja heksadesimaalijirjes-
telmiksi. Heksadesimaalijarjestelméssa luvuille 10, 11,12, 13, 14 ja 15 kdytetdan symboleja
A B,C,D,E ja F. Tassa tekstissa kédytetadn heksadesimaalilukujen kirjoittamiseen mathtt-
fonttia, jota ei kaytetd muuhun. Télloin lukujarjestelmén kantalukua ilmaiseva alaindeksi
16 voidaan jattaa kirjoittamatta, jos jokin néistd symboleista esiintyy luvun esityksessé.

(1) Luku 1234 muunnetaan 16-jirjestelmddn seuraavasti
1234 =77-16+2=(4-16 +13) - 16 + 2 =4-16> + 13- 16" + 2 - 16° = 4D2;5 = 4D2.

(2) Luku 10B;s = 10B muunnetaan 10-jarjestelméédn seuraavasti

10Big = 1-162+0-16" + 11-16° = 256 + 11 = 267.

"Suomeksi: on erikseen kerrottu
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(3) Heksadesimaalijérjestelmén ja binaarijarjestelmén véliset muunnokset ovat helppoja:
Luvut 0 — 9 esitetdan binaarilukuina kuten desimaaliluvut 0 — 9 ja lisdksi A = 1010,
B = 1011, C = 1100, D = 1101, E = 1110 ja C = 1111. Jos heksadesimaaliluvussa esiintyy
jokin numeroista 0 — 9 muualla kuin ensimmaisena, sen esitys taytyy taydentaa neljan
merkin pituiseksi liséamalla nollia. Heksadesimaaliluku 0 tulee téallaisessa tilanteessa
esittda binaarilukua muodostettaessa muodossa 0000. Esimerkiksi 10B = 100001011.

Lukujarjestelmissé, joiden kantaluku on kymmenesté eroava, voidaan laskea tavalli-
seen tapaan muuntamatta lukuja 10-jarjestelméaan.

Esimerkki 1.12. (1) Laske 357+ 126g. Huomaa, etté 7g+6g = 15g ja 1g+55+25 = 10s.

Muistinumerot saadaan kyseisen sarakkeen tédysien kahdeksaisten méarasta.

3578
+ 1265
205g

(2) Laske 111110 + 11001,.

111110,
+ 11001,
1010111,

Esimerkki 1.13. Laaditaan kaksi- ja neljajarjestelmien kertotaulut.

1 2 3 10,

| 110, 111 2 3 10,
11 10, 2 | 2 10, 12, 20,
105 | 10, 100, 3| 3 12, 21, 30,
10, | 10, 20, 30, 100,

1.5 Jaollisuus kymmenjarjestelmassa

Lauseen mukaan jokaiselle n € N — {0} on yksikésitteiset kokonaisluvut s > 0 ja
ag, ay, ..., as, joille

n=as10° 4+ as_110°1 + - + 4110 + ag = asaq_1 . . . ao, (1.4)
0 < a; <9 kaikilla 7 = 0,1,...,s ja a, > 0. Téssd luvussa luvut ayg,...,as viittaavat

esitykseen ((1.4)).

Jaollisuus luvuilla 2,5 ja 10

Koska taysia kymmenia siséltavit luvut ovat aina jaollisia luvuilla 2, 5 ja 10, niin jaolli-
suuden voi paatella kahdesta viimeisesta numerosta Lauseen avulla.

Lause 1.14. Olkoon n € N. Luku n on jaollinen

(1) lwvulla 2, jos ja vain jos ag on jaollinen luvulla 2 eli jos ja vain jos ag € {0,2,4, 6,8},
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Jaollisuus

(2) luvulla 5 jos ja vain jos ag = 0 tai ag = 5,
(3) lwvulla 10 jos ja vain jos ag = 0.
Todistus. Vaitteet seuraavat helposti Lauseesta [1.3] O

Esimerkki 1.15. (1) Luku 78445 = 78440 + 5 on jaollinen luvulla 5 mutta ei luvulla 2
eika luvulla 10.

(2) Luku 100008 = 100000 + 8 on jaollinen luvulla 2 mutta ei luvulla 5 eiké luvulla 10.

Lohkaisuperiaate

Samaan tapaan voidaan johtaa muitakin jaollisuussdantoja. Tutkittaessa luvun n € N jaol-
lisuutta luvulla ¢, esitetdén n summana, jonka ensimmaéinen yhteenlaskettava on jaollinen
luvulla t:

n=10+k, missil,keNjat]|l. (1.5)

Luku [ on lohkaisutermsi ja luku k on kriittinen termi.

Jaollisuuslauseesta seuraa, ettd n on jaollinen luvulla ¢ jos ja vain jos t | k.

Lohkaisuperiaate on kéyttokelpoinen, jos jaollisuus voidaan selvittda sen avulla
helpommin kuin jaettaessa lukua n luvulla t. Jos kriittinen termi on helposti maaréattavissa
ja se on pieni lukuun n verrattuna, niin lohkaisuperiaatetta kannattaa kayttad. Sopivan
lohkaisutermin valinta ja olemassaolo riippuvat luvuista n ja t. Seuraavissa alakohdissa
tarkastelemme jaollisuussadntoja, jotka saadaan talla tavalla.

Jaollisuus luvulla 4

Jos jakaja t on jokin kymmenen potenssien 10,100, 1000, ... tekijé, niin lohkaisutermiksi
valitaan luvun n vastaavia kymmenen potensseja sisaltavé osa.

Lause 1.16. Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 4 jos ja vain jos luku aiag on
jaollinen luvulla 4.

Todistus. Koska 4 | 100, niin lohkaisutermiksi valitaan luvun n taysia satoja sisaltava osa
Aslg_1 . .. a00. ]

Esimerkki 1.17. (1) Luvut 12344 ja 2112 ovat 4:114 jaollisia.
(2) Luvut 11013 ja 2007 eivat ole 4:114 jaollisia.

Jaollisuus luvuilla 25, 50 ja 75

Lukujen 100 ja 1000 tekijoille saadaan vastaavasti esimerkiksi jaollisuuslauseet:

Lause 1.18. Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 50 jos ja vain jos a1 = 0 ja
ap = 0 tai ajag = 50. Luku n on jaollinen luvulla 25 jos ja vain jos a; = 0 ja ag = 0 tas
a1ag € {25, 50, 75} ]

Esimerkki 1.19. Luvut 10550 ja 2300 ovat jaollisia seké luvulla 50 etta luvulla 25.
Luku 1205 ei ole jaollinen luvulla 25 eiké luvulla 50.
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Jaollisuus luvulla 8

Lause 1.20. Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 8 jos ja vain jos luku asaiag on
jaollinen luvulla 8.

Todistus. Harjoitustehtava [1.16 [

Esimerkki 1.21. (1) Luvut 4032 ja 1160 ovat jaollisia luvulla 8, mutta 8 f 2004.

(2) Onko lukujen 14105 ja 25055 summa jaollinen luvulla 87 Lauseen nojalla riittaa
tarkastella summan kolmea viimeista numeroa eli lukua 105455 = 160. Koska 160 = 20-8,
niin tutkittava summa on jaollinen luvulla 8.

Jaollisuus luvuilla 3 ja 9

Tarkasteltaessa jaollisuutta luvuilla 3 ja 9 sopiva lohkaisutermi saadaan lukujen 9 = 10—1,
99 = 100 — 1, 999 = 1000 — 1,... avulla, silla ndma luvut ovat jaollisia luvuilla 3 ja 9.
Esimerkiksi luvussa

2481 =2(999 +1) +4(99+1) +89+1)+1
=(2-999+4-99+8-9)+(2+4+8+1)

lohkaisutermi on luvuilla 3 ja 9 jaollisten lukujen summana jaollinen seka luvulla 3 ettéa
luvulla 9, joten kriittinen termi 15 ratkaisee alkuperiisen luvun jaollisuuden. Koska 3 | 15
ja 9 f 15, niin 2481 on jaollinen luvulla 3 mutta ei luvulla 9.

Huomaa, etta ylla kriittinen termi on lohkaisutermin valinnan seurauksena alkuperdi-
sen luvun numeroiden summa.

Jos
n=asds_1...49,

niin luku
as + as_1 + -+ ag (1.6)

on luvun n numerosumma.
Jos lohkaisutermiksi valitaan luvuilla 3 ja 9 jaollinen summa
as(10° — 1) + - - + a9,
niin numerosumma (|1.6)) on kriittinen termi.

Lause 1.22. Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 3 (9) jos ja vain jos numero-
summa (1.6)) on jaollinen luvulla 3 (9). O

Esimerkki 1.23. (1) Luvun 4005 numerosumma on 4 + 5 = 9, joten 4005 on jaollinen
luvuilla 3 ja 9.

(2) Luvun 12345 numerosumma 1 + 2+ 3 +4 + 5 = 15 on jaollinen luvulla 3, mutta ei
luvulla 9. Siten 3 | 12345 ja 9 f 12345.
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Jaollisuus luvulla 11

Lohkaisutermin maérittamisté varten haetaan luvulla 11 jaollisia lukuja, jotka ovat mah-
dollisimman ldhella kymmenen potensseja 10, 100, 1000, . . .
Luvut 11 = 10+1, 99 = 100 —1 ja 1001 = 1000 — 1 ovat jaollisia luvulla 11 ja yleisesti

luvut

10™ + 1, kun m on pariton
P (1.7)

10™ — 1, kun m on parillinen

ovat jaollisia luvulla 11. Jaollisuuden tarkastelussa kaytetadn seuraavaa hyodyllista apu-
tulosta:

Lemma 1.24. Olkoot a,b € Z ja olkoon m € N — {0, 1}.

" —b" = (a—b) (" +a" b+ +ab" T+ BT (1.8)
Todistus. Harjoitustehtéava [I.2] O

Luku a — b on siis luvun a™ — 0™ tekija. Valitsemalla Lemmassa[l.24]a = 10 ja b = —1,
nahdaén, etta luku
10" —(-1)™

on jaollinen luvulla 11. Koska (—1)™ = —1 parittomilla m ja (—1)™ = 1 parillisilla m,

niin (1.7)) on totta.

Korvataan luvun n summaesityksessé 10™ summalla
(10™ = (=1)") + (=1)™
kaikilla m = 1,...s. Lohkaisutermiksi valitaan varmasti luvulla 11 jaollinen osa
as(10° — (=1)%) + - -+ + a299 + a; 11.
Kriittiseksi termiksi jaé talloin
ap —ay + as — -+ + (=1)%a,, (1.9)

eli alkuperaisen luvun numerot laskettuna yhteen vaihtuvin etumerkein.
Summa (1.9) on luvun n vuorotteleva numerosumma.

Esimerkki 1.25. Onko luku 6479 jaollinen luvulla 117 Nyt
6479 =6-(1001 —1)+4-(99+ 1) +7-(11-1)+9
=(6-1001+4-99+7-11)+(-6+4—-T7+9)

ja koska vuorotteleva numerosumma (kriittinen termi) —6 +4 —7 +9 = 0 on jaollinen
luvulla 11, niin 11 | 6479.

Lause 1.26. Olkoon n € N. Luku n € N on jaollinen luvulla 11 jos ja vain jos luku 11
jakaa luvun n vuorottelevan numerosumman. [

Esimerkki 1.27. (1) 11 y 641045 silla vuorotteleva numerosumma 5—4+0—14+4—6 =
—2 ei ole jaollinen luvulla 11.

(2) 11 | 2020909 sillé vuorotteleva numerosumma 9 —0+9—0+2—0+2 = 22 on jaollinen
luvulla 11. Tamén nakee suoraan mutta halutessaan voi kayttaa sitdkin, ettd luvun 22
vuorotteleva numerosumma on 0.
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Jaollisuus luvulla 7

Jaollisuussaédnnot eivit aina ole yksinkertaisia. Esimerkiksi luvulla 7 jaollisuudelle ei ole
yhtéa helppoa sdantoa kuin edellé esitetyt jaollisuuslauseet. Tarkastellaan asiaa esimerkin
avulla.

Esimerkki 1.28. Onko luku 485 jaollinen luvulla 77 Lohkaisutermin muodostamista
varten kirjoitetaan 10 = 7 4+ 3 ja 100 = 98 + 2, missa 7 ja 98 ovat lukuja 10 ja 100
lahimmat luvulla 7 jaolliset luvut. Nyt

485 =4(98 +2) +8(7+3) + 5
=(4-984+8-7)+(2-4+3-8+5),
missa kriittinen termi on 2-4+3-8+5 = 37. Koska 7 y 37, niin 7 ei ole luvun 485 jakaja.

Yleisesti, jos
n = asaiag = a910% + a;10 + ag

on korkeintaan kolminumeroinen luku, niin
n = (a98 + a1 7) + (a2 + a13 + ap).

Kriittistd termia as2 + a13 + ag sanotaan ensimmdiseksi jaksotermiksi. Korkeintaan kolmi-
numeroinen luku on siis jaollinen luvulla 7 tdsmélleen silloin, kun ensimmaéainen jaksotermi
on jaollinen luvulla 7.

Oletetaan seuraavaksi, ettd n € N on korkeintaan kuusinumeroinen. Seitsemalla jaolli-
sen luvun 1001 = 7 - 143 avulla voidaan lohkaista luvusta n taysia tuhansia sisaltava, lu-
vulla 7 jaollinen osa. Jaljelle jadvaé korkeintaan kolminumeroista lukua kasitellaan kuten
edellé.

Esimerkki 1.29. Onko 648532 jaollinen luvulla 77 Nyt

648532 = 648(1001 — 1) + 5(98 +2) + 3(7 + 3) + 2
= (648 -1001 +5-98+3-7) =648+ (2-5+3-3+2)

1. lohkaisu 1. jaksotermi

ja luvulle —648 saadaan

—648 = —[6(98 + 2) + 4(7 + 3) + §|
=—(6-98+4-7)—(2-6+3-4+28).

2. lohkaisu 2. jaksotermi

Luvun 648532 kriittinen termi on 1. ja 2. jaksotermin summa
(2:5+3-3+2)—(2:6+3-4+8)=21-32=—11,

joka ei ole jaollinen luvulla 7. Siten 7 } 648532.

Huomautus 1.30. Numeroryhméaa —648 vastaava kriittisen termin osa, toinen jakso-
termi, muodostettiin merkkia vaille samalla tavalla kuin 1. jaksotermi.

8huomaa etumerkki!
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Yleisesti: Tutkittaessa luvun n € N jaollisuutta luvulla 7, luku n jaetaan oikealta al-
kaen kolmen numeron ryhmiin asa;ag, asasas, ..., (viimeisessé ryhméssé on 1-3 numeroa).
Kunkin ryhmén jaksotermi saadaan laskemalla yhteen 2-(vasemmanpuoleinen numero),
3-(keskimmaéinen numero) ja oikeanpuolimmainen numero. Tahdn summaan liitetddn etu-
merkki (—1)"*! missd i on ryhmén jdrjestysnumero oikealta. Kriittinen termi saadaan
laskemalla ndma etumerkilliset jaksotermit yhteen. (Tarkka perustelu induktiolla)

Esimerkki 1.31. Luvun 63 104 333 kriittinen termi on
(2:3+3:3+3)—(2:14+3-0+4)+(3:6+3).=18—6+21 =233
Koska 7 y 33, niin 7  63104333.

Samaan tapaan voidaan johtaa jaollisuussdant6ja muissa lukujérjestelmissa, katso esi-
merkiksi [Nev]. Kuten kymmenjérjestelméssékin, on helpointa l6ytaa jaollisuussdannot
kantaluvun k potenssien tekijoille.

Harjoitustehtavia

1.1. Olkoon a € N—{0, 1} ja olkoon b € N — {0}. Osoita induktiolla, ettd on k € N— {0}
siten, ettd a*~!' < b < .

1.2. Todista Lemma [1.24IF]

1.3. Todista Lauseen [1.3| kohdat (3), (4) ja (7).

1.4. Todista Lauseen 1.3 kohdat (8) ja (10).

1.5. Olkoot a,b,c,d € 7Z. Ovatko seuraavat viitteet totta? Todista tai keksi vastaesi-
merkKki.

(1) Jos a | bjac|d, niin (a+c¢)| (b+d).
(2) Jos a | bja c|d, niin ac | bd.
1.6. Mille kokonaisluvuille u,v € Z patee u | vjav | u?

1.7. Olkoon n € Z. Osoita, ettd 4 f n? + 1.

1.8. Olkoot a ja b parittomia lukuja. Osoita, ettd a + b ja a — b ovat parillisia ja etta
ab on pariton.

1.9. Olkoon n € Z kokonaisluku.

(1) Osoita, ettd n? —n on parillinen.

(2) Osoita, ettd n? + n on parillinen.

1.10. Olkoon n pariton kokonaisluku. Osoita, etta 8 | n? — 1.

1.11. Olkoot a,b € Z. Osoita, etti 3 | a®b — b3a.

1.12. Olkoon m € Z—{0} ja olkoon n € N, n > 2. Olkoot a;, ¢; € Z kaikillai = 1,2,...n.
(1) Oletetaan, etta m | a; kaikilla i = 1,2, ..., n. Osoita, etta m

m | (craq + caag + « - + cpay).

9Todista viite induktiolla luvun m suhteen.
10T4mé on Lauseen 1.3 (3) yleistys. Todista induktiolla.
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(2) Oletetaan, ettd m | a; kaikilla i = 1,2...n — 1 ja m } a,. Osoita, etta

m [ (a1 +ag + -+ ay).

1.13. Olkoon k € Z. Osoita, ettd 9 | k> + (k + 1) + (k + 2)3. [1]

1.14. Muunna binaariluku 1011101 10-jarjestelman ja 7-jarjestelman luvuiksi.

Muunna 10-jarjestelman luku 175 binaariluvuksi ja 3-jarjestelman luvuksi.

1.15. Muunna heksadesimaaliluku ABC binaariluvuksi ja desimaaliluvuksi.[:g]
Muunna binaariluku 111000111 heksadesimaaliluvuksi.

1.16. Todista Lause [[.200

1.17. Muunna binaariluku 10111 10-jarjestelmén ja 3-jarjestelman luvuiksi.

Muunna 10-jarjestelman luku 19 binaariluvuksi.

1.18. Tutki luvun jaollisuussaantojen avulla, onko luku 158015 jaollinen luvuilla 2,
3,4,5,9, 10 tai 11.

1.19. Tutki luvun jaollisuussaantojen avulla, onko luku 873255789 jaollinen luvuilla
2,3,4,5,9, 10 tai 11.

1.20. Tutki luvun [I.5 jaollisuussdantojen avulla, onko luku 3581721 jaollinen luvuilla 2,
3,4,5,9, 10 tai 11.

1.21. Osoita, etta 7-jarjestelman luku decba; on jaollinen luvulla 6, jos ja vain jos

6|(a+b+c+d).

HNT4dmén voi todistaa induktiolla luonnollisille luvuille ja negatiivisille kokonaisluvuille.

12K atso Esimerkki
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Luku 2

Kokonaislukujen suurin yhteinen
tekija

Téassa luvussa maarittelemme kokonaislukujen suurimman yhteisen tekijan. Osoitamme,
ettd kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekijé on pienin positiivinen kokonaisluku, jo-
ka voidaan esittaa lineaarisella kokonaislukukertoimisella lausekkeella lukujen a ja b avul-
la. Sovellamme téta Bézout’nF_-] yhtalod suurimman yhteisen tekijan tarkasteluun. Luvussa
tutustumme Eukleideen algoritmiin, jolla suurin yhteinen tekija voidaan laskea.

Luvussa tutustumme kokonaislukujen pienimpéaén yhteiseen jaettavaan, joka on
tavallaan suurimman yhteisen tekijan vastapari.

2.1 Suurin yhteinen tekija

Olkoot a,b,d € Z. Jos d | a ja d | b, niin d on lukujen a ja b yhteinen tekija. Jos a # 0 tai
b # 0, niin luku
syt(a,b) =max{deN:d|ajad|b}

on lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd.

Lause 2.1. Olkoot a,b € Z siten, ettd (a,b) # 0. Tdlloin luvuille a  ja b on suurin
yhteinen tekijd.

Todistus. Olkoon
D={deN:d|ajad]|b}.

Lauseen ((6)) perusteella 1 € D.
Toisaalta, jos d € D ja a # 0, niin Lauseen ((9)) nojalla d < |a|. Vastaavasti, jos

b # 0, niin d < |b|. Siten jokaisella d € D pétee

d < max{|al, |b|}.

"Etienne Bézout (1730-1783).

29. huhtikuuta 2024 17



18

Kokonaislukujen suurin yhteinen tekija

Joukossa D on ainakin yksi alkio ja korkeintaan max{|al, |b|} alkiota, joten siind on suurin
alkio, joka on méaritelman mukaan syt(a,b). ]

Huomautus 2.2. (1) Jos a = b = 0, niin Lauseen (7)) nojalla Lauseen [2.1] todis-
tuksessa kéaytetty joukko joukko D olisi N, jossa ei ole suurinta alkiota.

(2) Kaikille a,b € Z, (a,b) # (0,0) pétee selvésti
syt(a,b) = syt(—a,b) = syt(a, —b) = syt(—a, —b).

Taméan havainnon perusteella voimme joissain jaollisuustarkasteluissa olettaa, etta tar-
kasteltavat luvut ovat luonnollisia lukuja ja paitella tuloksia negatiivisillekin luvuille.

Tésté ldhtien, kun kirjoitaan syt(a, b), niin oletetaan, ettd (a,b) # (0,0).

Esimerkki 2.3. (1) Luvun 14 positiiviset tekijat ovat 1, 2, 7, ja 14 ja luvun 35 posi-
tiiviset tekijat ovat 1, 5, 7 ja 35. Siis lukujen 14 ja 35 yhteiset tekijat ovat +1 ja +7 ja
syt(14,35) = 7.

(2) Olkoon d € N lukujen n ja (n + 1) jakaja. Lauseen ((3)) perusteella d jakaa luvun
m+1)+(-1)n=1.

Siten Lauseen ((9)) perusteella on oltava d = 1. Luvuilla n ja n + 1 ei siis ole muita
positiivisia yhteisia tekijoita kuin 1, joten kaikilla n € N pétee

syt(n,n+1)=1.

Suurin yhteinen tekija voidaan maéaritelld myos kolmelle tai useammalle kokonaislu-
vulle, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava.

Olkoot ay,as,...,an € Z siten, ettd a; # 0 jollain 1 < ¢ < N. Lukujen ay,as,...,ay
suurin yhteinen tekija on

syt(a, as,...,ay) = max {de N:d | q; kaikilla 1 <i < N}.

2.2 Bézout’n yhtilo

Esimerkissa (2) maaritimme lukujen n ja n+ 1 suurimman yhteisen tekijén kirjoitta-

malla luvun 1 niiden erotuksena ja kayttamalla jaollisuuden perusominaisuuksia. Téassa

luvussa tarkastelemme témén esimerkin yleistysté.

Lause 2.4. Kokonaislukujen a,b € Z, (a,b) # (0,0), suurin yhteinen tekija on joukon
J={xa+yb:x,yeZ}n (N-{0})

pienin alkio.
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Todistus. Ainakin yksi luvuista t+a,+b on joukossa J, joten joukossa J on hyvan jér-
jestyksen periaatteenﬂ nojalla pienin alkio g. Osoitetaan, ettd g on luvun a jakaja. Jos
g ei jaa lukua a, niin jakoyhtédlon nojalla on kokonaisluvut ¢ € Z ja 0 < r < g, joille
a = qg + r. Maaritelménsa nojalla

g = xoa + Yob (2.1)
joillain zg, yo € Z, joten
r=a-—qg=a—q(roa+ yb) = (1 —qxo)a — qyob e J .

Tamaé on ristiriita, koska nyt r olisi joukossa J ja se on pienempi kuin joukon J pienin
alkio. Samaan tapaan osoitetaan, ettd g | b.

Jos d on lukujen a ja b yhteinen jakaja, niin yhtédlon ja jaollisuuslauseen (3)
nojalla d | g. Jaollisuuslauseen [1.3(9) nojalla d < g, joten g = syt(a, b). ]

Seuraus 2.5 (Bézout'n yhtéld). Olkoot a,be Z, a # 0. Tdlldin
syt(a,b) = za + yb
joillain x,y € 7. O

Huomaa, ettd Bézout’n yhtalon kertoimet x ja y eivit ole yksikasitteisia: Esimerkiksi
lukujen 3 ja 2 suurin yhteinen tekija 1 saadaan muodoissa

1=1-3-1-2=-1-34+2-2.
Seuraus 2.6. Olkoot a,b,c € Z ja a # 0. Tdlloin ¢ | a ja ¢ | b jos ja vain jos c | syt(a,b).

Todistus. Olkoon ¢ lukujen a ja b yhteinen jakaja. Talloin a = kic ja b = kyc. Bézout’n
yhtalon nojalla on luvut x,y € Z, joille patee

syt(a,b) = za + yb = (vky + yks)c.

Siis ¢ | syt(a,b).
Jos taas ¢ | syt(a,b), niin jaollisuuden transitiivisuudenﬁ nojalla ¢ | a ja ¢ | b. H

Bézout'n yhtalon mukaan lukujen a ja b suurin yhteinen tekija voidaan esittda koko-
naislukukertoimisella lineaarisella lausekkeella luvuista a ja b. Seuraava lause kertoo, etté
tasmaélleen luvut, jotka ovat muotoa ksyt(a,b) jollain k € Z, voidaan esittdé téllaisena
summana.

Lause 2.7. Olkoot a,b,c € Z, a # 0. Tdlloin
c=ka+1b jollain k,l € Z

jos ja vain jos syt(a,b) | c.

2Propositio
3Lause
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Todistus. Olkoon d = syt(a,b). Oletaan ensin, etta on k, [ € Z, joille ¢ = ka + [b. Koska

d| ajad| b, niin Lauseen ((3)) mukaan d | c.

Jos taas d | ¢, niin ¢ = md jollain m € Z. Bézout’'n yhtdlén nojalla on z,y € Z, joille
d = xa + yb. Siis
c =md = mzxa + myb. O]

Esimerkki 2.8. (1) Jos syt(a,b) = 1, niin jokainen ¢ € Z voidaan esittdd summana
c=ka+1b kleZ.

(2) Koska syt(18,64) = 2, niin kaikki parilliset luvut voidaan esittdéd muodossa 181+ 64k,
k,leZ.

Lause 2.9. Olkoot a,be€ Z, (a,b) # (0,0), ce N—{0}. Tdllgin
syt(ca, cb) = csyt(a,b) .

Todistus. Jos d | a ja d | b, niin Lauseen [I.3(4) nojalla c¢d | ca ja cd | cb. Siis ¢d on

lukujen ca ja cb yhteinen tekija, joten
syt(ca, cb) = csyt(a,b) . (2.2)
Toisaalta joillekin z,w € Z pétee
csyt(a,b) = c(za + wb) = z(ca) + w(ch) .

Lauseen [2.7 nojalla syt(ca, cb) | ¢syt(a,b). Lauseen [1.3(9) nojalla

syt(ca, cb) < csyt(a,b) . (2.3)
Viite seuraa yhdistamalla epayhtalot (2.2)) ja (2.3)). O

Seuraus 2.10. Olkoot a,b € Z, (a,b) # (0,0) ja olkoon d € N — {0} lukujen a ja b
yhteinen jakaja. Tdlloin

a by  syt(a,b)
vt (goa) =g
Erityisestr

¢ < a b ) 1

S =1.

Y syt(a,b) " syt(a,b)

Todistus. Harjoitustehtava [2.6 O

2.3 Lineaarinen Diofantoksen yhtalo

Bézout'n yhtélo on erikoistapaus lukuteoriassa merkittéavista Diofantokseﬂzﬂ yhtaloistd.

Olkoot (a,b) € Z*>—{(0,0)} ja c € Z. Yhtélo ax+by = c on (kahden muuttujan) lineaarinen
Diofantoksen yhtdlé.

Lineaarisen Diofantoksen yhtélén ratkaisu on kokonaislukupari (u,v) € Z?, jolle pétee
au + bv = c.

4Diofantos Aleksandrialainen oli kreikkalainen matemaatikko 200-luvulla Egyptissi.
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Maéritelmén mukaan lineaarisen Diofantoksen yhtalon ratkaisuksi hyvéaksytédan ai-
noastaan kokonaislukupareja.

Seuraus 2.11. Olkoot (a,b) € Z? —{(0,0)} ja c € Z. Lineaarisella Diofantoksen yhtdilélli
ax + by = ¢ on ratkaisu (x,y) € 72, jos ja vain jos syt(a,b) | c.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 2.7l O

Esimerkki 2.12. syt(6,21) = 3, joten lineaarisella Diofantoksen yhtélolla 6z + 21y = ¢

on ratkaisu (x,y) € Z x Z jos ja vain jos 3 | c.

Kuva 2.1 — Lineaarisen Diofantoksen yhtélon 6z + 21y = ¢ ratkaisujen geometrinen
tulkinta luvun c eri arvoilla. Punaiset affiinit suorat vastaavat vakion c luvulla 3 jaollisia
arvoja. Seurauksen [2.11] nojalla yhtalolla on ratkaisuja tasmélleen nailld luvun ¢ arvoilla.

Palaamme lineaaristen Diofantoksen yhtéloiden pariin luvussa[6.1] jossa loydamme nii-
den kaikki ratkaisut. Lukuteoriassa tarkastellaan myos korkeamman asteen Diofantoksen
yhtaloita. Esimerkiksi yhtalolla

2+ oy’ =27 (2.4)

on ddrettéméin monta ratkaisua (z,y,z) € Z?, joita kutsutaan Pythagomarﬂ kolmikoik-
si, koska Pythagoraan lauseen nojalla yhtalon [2.4) ratkaisut ovat jonkin suorakulmaisen
kolmion sivujen pituudet. On helppo tarkastaa, etta esimerkiksi (3,4,5) on Pythagoraan
kolmikko. Pythagoraan kolmikoita tarkastellaan osassa [[I] luvussa [9.1

Fermatﬁ kirjoitti 1600-luvulla Diofantoksen Arithmetica-kirjan marginaaliin 16ytaneen-
sé todistuksen sille, ettd (0,0,0) on Diofantoksen yhtalon

xn+yn:zn

SPythagoras Samoslainen oli kreikkalainen filosofi, joka eli noin 570-490 eaa.
Pierre de Fermat (1601-1665).
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ainoa ratkaisu, jos n > 3. Wiles todisti tamén Fermat'n suuren lauseen 1990-luvulla.
Tapaus n = 4 todistetaan osassa [[I] luvussa [9]

2.4 Suhteelliset alkuluvut

Téssé luvussa todistamme Gaussin téarkeédn tuloksen jaollisuudesta, kun kahden késitel-
tavan luvun suurin yhteinen tekija on 1.

Jos a,b € Z ja syt(a,b) = 1, niin a ja b ovat suhteellisia alkulukuja ja luvut a ja b ovat
keskenddn jaottomia.

Jos a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, niin (a,b) on suhteellinen alkulukupari.

Kuva 2.2 — Suhteelliset alkulukuparit joukossa {(a,b) € Z*: —11 < a,b < 11}.

Huomautus 2.13. Bézout'n yhtilon| nojalla luvut a,b € Z ovat keskendin jaottomia
jos ja vain jos xza + yb = 1 jollain z,y € Z.

Seuraavat hyodylliset jaollisuustulokset pétevit vain keskendén jaottomille luvuilleﬂ

Seuraus 2.14. Olkoot a,b € Z keskenddn jaottomia ja c € Z. Tdlloin

"Seuraus
8Katso Harjoitustehtivi m
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(1) Jos a|c jab|c, niinab|c.
(2) Jos a | be, niin a | c. (GAUSSIN LEMMA )

Todistus. Koska syt(a,b) = 1, niin Bézout’n yhtalon mukaan za + yb = 1 jollain z,y € Z,
joten
¢ = c(za + yb) = cxa + cyb. (2.5)

((1)) Oletuksen nojalla on k,l € Z, joille ka = ¢ = Ib, joten yhtélon (2.5 nojalla
¢ = cxa+ cyb = (Ib)xa + (ka)yb = ab(lx + ky).

Siis ab | c.
((2)) Koska a | a ja a | be, niin kaavan ([2.5)) ja Lauseen nojalla a | c. O

Suhteellisilla alkuluvuilla on mielenkiintoinen tulo-ominaisuus, johon palaamme Lu-
vussa [12.2

Lause 2.15. Olkoot a,b,m € Z. Jos syt(a,m) = syt(b,m) = 1, niin syt(ab,m) = 1.
Todistus. Bézout'n yhtélon nojalla on x,y, 2z, w € Z, joille xa + ym = 1 = zb + wm. Siis
(xa)(zb) = (1 —ym)(1 —wm) =1+ ( — (y + w) + ywm)m,

joten
(xz)(ab) + (y + w — ywm)m = 1.
Bézout'n yhtalon nojalla syt(ab, m) = 1. O

2.5 Eukleideen algoritmi

Tekijoiden listaaminen ja suurimman yhteisen tekijan etsiminen yhteisten tekijoiden jou-
kosta on isoilla luvuilla tyolasta. Jakoyhtaloon ja seuraavaan lemmaan perustuva Euklei-
deen algoritmi on tehokkampi tapa.

Lemma 2.16. Jos a,b,q,r € Z ja a = qb + r, niin syt(a,b) = syt(b,r).

Todistus. Lauseen [1.3(3)| nojalla jokainen lukujen b ja r yhteinen tekijd jakaa summan
gb + r = a. Vastaavasti jokainen lukujen a ja b yhteinen tekija jakaa luvun a — gb = r.
Pareilla a,b ja b, r on siis samat yhteiset tekijit. Siten on myos syt(a, b) = syt(b,r). O

Esimerkki 2.17. Madritetddn lukujen 56 ja 32 suurin yhteinen tekija Lemman [2.16]
avulla. Seuraavassa laskussa esiintyvii lukuja on korostettu lisimerkinnoilla, ettd laskun
logiikan seuraaminen helpottuisi.

56 = 1-32 +[24]

32=1-[24]+38
24]=3-8.

Siis syt(56, 32) = 8.
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Eukleideen algoritmi

Olkoot a,b € Z, a # 0. Jos b = 0, niin d = |a|. Voidaan siis olettaa, ettd a,b # 0.
Huomautuksen [2.2] nojalla voidaan olettaa, ettd 1 < b < a.
Jakamalla a luvulla b jakoyhtélon avulla saadaan yksikésitteiset luvut g1, € Z, joille

a=qb+r ja 0<r <b.

Jos r1 = 0, niin b | a. Talloéin syt(a,b) = b ja voimme lopettaa. Jos 71 > 0, niin jaetaan b
luvulla ;. Jakoyhtalo antaa yksikasitteiset luvut g, o € Z, joille

b=qri+7ry ja 0<ry <ry.

Lemman nojalla syt(a,b) = syt(b,r1). Siten, jos 1o = 0, niin syt(a,b) = r; voimme
lopettaa. Jos ro > 0, jaetaan r; luvulla ro. Jakoyhtalo antaa yksikéasitteiset luvut ¢z, r3 € Z,
joille

ri=qsro+ 13 ja 0<r3 <o
Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtdalon antamien jakojaannosten jono (r;) on aidosti

vihenevé ja
b>ri>ryg>--->0,

niin jollain n on oltava r, = 0[] Viimeiset kaksi vaihetta ovat

Tn-3 = Qn-1"n—2 + Tn—1, 0< Tn—1 < Tnp—2,

Thn—2 = QnTn-1 + Tn, Tn = 0. (26)

“Lause
YEukleideen algoritmi siis paittyy korkeintaan b askeleen jélkeen.

Lause 2.18. Olkoot a,b € N—{0}, a > b. Kun Eukleideen algoritmia sovelletaan lukuihin
a ja b, niin viimeinen positiivinen jakojidnnds on syt(a,b).

Todistus. Lemma sovellettuna Eukleideen algoritmissa olevien lukujen a, b, ry, ...,7—3
yhtaloihin kertoo, etta

syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(ri,re) = -+ = syt(rn_2,"n—1). (2.7)
Koska yhtalon (2.6]) perusteella r,, 1 | 7,_2, niin syt(r,_2, r,—1) = r—1. Yhtaloketjun ([2.7))
nojalla syt(a,b) = r,_1. O

Jos b f a, niin Eukleideen algoritmi peruuttaen antaa Bézout'n yhtilossd| esiintyvit
kertoimet x ja y: Toiseksi viimeinen yhtalo ilmaisee suurimman yhteisen tekijan d = r,_;
jakojaannosten r, o ja r,_s kokonaislukukertoimisena lineaarikombinaationa. Edellinen
yhtalo ilmaisee jakojaannoksen r, o jakojaannosten r,_ 3 ja r,_4 kokonaislukukertoimi-
sena lineaarikombinaationa. Siis

Thn—1 = Th—3 — Qn—1Tpn—2 = T'n—3 — qn—l(rn—4 - Qn—2rn—3) .

Jatkamalla nain paadytaan haluttun esitykseen.

9Seuraus
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Esimerkki 2.19. Lasketaan syt(18,64) ja etsitddan luvut z,y € Z, joille syt(a,b) =
xa + yb. Eukleideen algoritmilla saadaan

64 =3-18 +[10] 10 = 64 — 318

18 =1-[10]+8 8§=18-10
[10]=1-8+2, 2=10-38

8=4-2,
Siten syt(18,64) = 2. Peruuttamalla algoritmissa saadaan

2=10-8=10—(18=10)=2-10—-18 =2(64—3-18) — 18 =2-64 — 7 - 18.

2.6 Pienin yhteinen jaettava

Luku ¢ € Z on lukujen ay,as,...,ay € Z — {0} yhteinen jaettava, jos a; | ¢ kaikilla
1<i<N.
Lukujen ay,as,...,ay € Z — {0} pienin yhteinen jaettava, pyj(ai,as,...,ay) on niiden

pienin positiivinen yhteinen jaettava.

Kahden luvun tapauksessa luku ¢ € Z on lukujen a,b € Z — {0} yhteinen jaettava,
josa|c jab|c Lukujen a ja b pienin yhteinen jaettava pyj(a,b) on niiden pienin
positiivinen yhteinen jaettava.

Seurausta vastaava tulos pienimmélle yhteiselle jaettavalle on

Lause 2.20. Olkoot a,b,c € Z ja a,b # 0. Tdlloin a | ¢ ja b | ¢ jos ja vain jos pyj(a,b) | c.

Todistus. Jos pyj(a,b) | ¢, niin yhteisen jaettavan mééritelmén ja Lauseen [1.3(2) nojalla
alc jab|e.

Oletetaan, ettd a | ¢ ja b | c. Jaollisuuslauseen nojalla on ¢ € Z ja 0 < r < pyj(a,b),
joille ¢ = ¢ pyj(a, b) + r. Koska a | pyj(a,b) jab| pyj(a,b), niin Lauseen [1.3| kohtien (2) ja
(3) nojalla a | r jab|r, joten r on lukujen a ja b yhteinen jaettava. Koska r < pyj(a,b),
taytyy olla r = 0. Siis pyj(a,b) | c. O

Lemma 2.21. Olkoot a,be Z — {0}. Jos syt(a,b) = 1, niin pyj(a,b) = ab.

Todistus. Jos x € Z, niin luvuilla z ja —x on samat positiiviset tekijat ja jaettavat, joten
voimme olettaa todistuksessa, ettd a,b € N — {0}. Koska a | pyj(a,b), niin pyj(a,b) = ka
jollain k € N. Koska b | pyj(a,b) = ka, niin Gaussin lemman["nojalla b | k. Lauseen [L.3[(9)|
nojalla k& > b, joten pyj(a,b) = ka = ab. Mutta ab on lukujen a ja b yhteinen jaettava,
joten méiritelman nojalla pyj(a, b) < ab. O

Lemma on erikoistapaus seuraavasta tuloksesta, jonka todistus tehdadn hieman
myOohemmin kurssilla.

Lause 2.22. Olkoot a,b e N —{0}. Tdlloin syt(a,b) pyj(a,b) = ab.
Todistus. Harjoitustehtéva |3.22 O

10Geuraus [2.14(2)
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Harjoitustehtavia

2.1. Maarita kokonaislukujen 126 ja 308 yhteiset tekija ja suurin yhteinen tekija.

2.2. Olkoon (ay,as,...,ayn) € ZY — {0}. Oletetaan, ettd kaikilla 1 < i # j < N pitee
syt(ai,a;) = 1 . Osoita, etta
syt(ay, ag,...,an) = 1.

2.3. Anna esimerkki positiivisista luonnollisista luvuista ag, as, ag € N — {0}, joille pétee
syt(ai,as) # 1, syt(az, az) # 1, syt(as, a1) # 1 ja syt(ai, as, a3) = 1.

2.4. Onko yhtélsilla 1262 — 308y = 1 ja 93z + 11y = 1 kokonaislukuratkaisujaZ"]

2.5. Olkoot a, b € Z kokonaislukuja, joille syt(a,4) = syt(b,4) = 2. Maarita syt(a+b,4).
2.6. Todista Seuraus 2.10l

2.7. Olkoon n € Z. osoita, ettd 6 | n(n + 1)(n +2) ja 24 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3)[

2.8. Olkoon N = a,a,_1---aijag luvun N € N esitys 10-jarjestelméassi. Olkoon

N —a
N, = 0 0 2aq.

Osoita, ettd 7 | N, jos ja vain jos 7 | Ny.

2.9. Tutki Harjoitustehtavin menetelmalld, onko luku 158015 jaollinen luvulla 7.
2.10. (1) Etsi luvut a,b, c € Z, joille syt(a,b) > 1, a | ¢ ja b | ¢ mutta ab } ¢,

(2) Etsi luvut a, b, c € Z, joille syt(a,b) > 1 ja a | bc mutta a f b ja a f CH

2.11. Olkoot a, b, c € Z—{0} siten, etté syt(a,c) = 1. Osoita, etté syt(a,b) = syt(a, bc)[7]

2.12. Olkoot a,b,c,d, x,y,u,v € Z siten, ettd ad —bc =1, u = ax + by ja v = cx + dy.
Osoita, ettd syt(z,y) = syt(u,v)[

2.13. Laske syt(126,308) Eukleideen algoritmilla. Etsi luvut z,y € Z, joille
syt(126, 308) = 126z + 308y.
2.14. Laske syt(78,123) Eukleideen algoritmilla. Etsi luvut z,y € Z, joille
syt(78,123) = 78z + 123y.
2.15. Laske syt(175,441) Eukleideen algoritmilla. Etsi luvut z,y € Z, joille
syt(175,441) = 175z + 441y .
2.16. Laske syt(594,814) Eukleideen algoritmilla. Etsi luvut z,y € Z, joille

syt(594, 814) = 594z + 814y .

Vihje: Tehtéiva

2K&yta Gaussin lemmaa.

13T4ssé tehtivissd niytetdin, ettd Seurauksen vaitteet eivit pade ilman oletusta syt(a,b) = 1.
MKayta Bézoutin yhtilon seurausta ja Gaussin lemmaa.

a b

150lkoon A = (c d)' Auttaisivatko lineaarialgebra ja Bézout?

29. huhtikuuta 2024



2.6. Pienin yhteinen jaettava 27

2.17.

2.18.
2.19.
2.20.
2.21.

Laske syt(234,1026) Eukleideen algoritmilla. Etsi luvut x,y € Z, joille
syt(234,1026) = 234z + 1026y .

Maéritd Eukleideen algoritmin avulla syt(1891,651).
Etsi lineaarisen Diofantoksen yhtalon 6542 — 9876y = 42 ratkaisu.
Etsi lineaarisen Diofantoksen yhtalon 12345z 4+ 54321y = 9 ratkaisu.

Miten 6 cm mitataan mittatikuilla, joiden pituudet ovat 174 cm ja 72 cm?
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Luku 3
Alkuluvut

Tassa luvussa madaritellian alkuluvun kasite ja tutustutaan alkulukujen teorian perus-
asioihin. Osoitamme, ettd jokainen luonnollinen luku n > 1 voidaan esittaa alkulukujen
tulona tasmalleen yhdella tavalla tekijoiden jarjestysté vailla ja ettéd alkulukuja on aéret-
toman monta. Liséksi tutkitaan alkulukujen esiintymistiheytta.

3.1 Alkuluvut ja yhdistetyt luvut

Luonnollinen luku p > 1 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja p.
Luonnollinen luku p > 1, joka ei ole alkuluku, on yhdistetty luku.

Jos n € Z — {0} on jaollinen alkuluvulla p, niin p on luvun n alkutekijd tai alkulukutekija.

Huomautus 3.1. (1) Luku 1 ei ole alkuluku eikd yhdistetty luku.
(2) 2 on ainoa parillinen alkuluku|]

(3) Jos p,q € N ovat alkulukuja ja p # ¢, niin syt(p,q) = 1. Erityisesti Seurauksen
seurauksena saadaan kiyttokelpoinen tulos: Jos a € Z, p | a ja ¢ | a, niin pq | a.
Harjoitustehtéavassa todistetaan taméan havainnon yleistys: Jos py,p2,...,p, ovat eri
alkulukuja ja luvulle a € Z pétee py, | a kaikilla 1 < k < r. niin p1ps---p, | a.

Esimerkki 3.2. (1) 10 ensimmaéisté alkulukua ovat 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29.
(2) Luvulla 18 on (positiiviset) tekijat 1,2,3,6,9 ja 18, joten se ei ole alkuluku.

Lemma 3.3. Olkoon n e N, n > 2. Luku n on yhdistetty luku jos ja vain jos on alkuluku
p < 4/n, joka jakaa luvun n.

Todistus. Jos on sellainen alkuluku p, ettd p | n ja 1 < p < 4/n < n, niin n on yhdistetty
luku.

Oletetaan, ettd n € N, n > 2, on yhdistetty luku. Olkoon p luvun n pienin alkutekija.
Tilloin on k € N, k > p, jolle n = kp. Nyt n = kp = p?, joten p < y/n. O

! The only even prime is the oddest prime!
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Alkuluvut

Eratostheneen [*seula
Lukua x > 0 pienemmat alkuluvut loydetaan Eratostheneen seulan avulla seuraavasti:
(1) Kirjoitetaan taulukkoon luonnolliset luvut n < x.

(2) Luvun 2 positiiviset tekijat ovat 1 ja 2, joten 2 on alkuluku. Poistetaan luvun 2
monikerrat 2k, joille & > 2.

(3) Ensimméinen luku, jota ei ole poistettu on 3. Sen on oltava alkuluku. Poistetaan luvun
3 monikerrat 3k, joille k > 2.

(4) Seuraava luku, jota ei ole poistettu on 3. Sen on oltava alkuluku. Poistetaan luvun 5
monikerrat 5k, joille & > 2.

(5) Jatketaan néin, kunnes seuraava luku, jota ei ole poistettu on suurempi kuin \/EEI
Taulukon jaljelle jaaneet luvut ovat lukua x pienemmét alkuluvut.

“Eratosthenes Kyreneldinen eli muun muuassa Aleksandriassa noin vuosina 276-199 eaa.
bT4mé riittdd Lemman [3.3 nojalla.

Esimerkki 3.4. Etsitdan alkuluvut p, joille p < 40. Riittaa kdyda lapi alkuluvut p < 7,

silla 62 = 36 < 40 < 49 = 72
® G 7 g
11 13 1B 17 19
Pt 23 25 27 29
31 33 35 37 39

Etsityt alkuluvut ovat siis 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37.

Monet pienet alkuluvut ovat muotoa 2" + 1, esimerkiksi 3,5,7,17,31. Seuraavat tu-
lokset osoittavat, ettd luvun 2" esiintyminen kaavassa ei ole sattumaa.

Lause 3.5. Olkoota,ne N, a,n = 2. Jos a™ — 1 on alkuluku, niin a = 2 ja n on alkuluku.

Todistus. Lemman tai geometrisen summan kaavan nojalla (a — 1) | (a™ — 1). Luku
a™ — 1 voi siis olla alkuluku vain, jos a = 2.

Jos olisi n = km joillain m, k € N, m,k > 1, niin 2" — 1 = (2™)* — 1. Kuten edelli
nidemme siis, etta (2 —1) | (2" —1). Tam4 ei ole mahdollista, jos 2" — 1 on alkuluku. O

Lause 3.6. Olkoot a,m e N, a = 2. Jos a™+1 on alkuluku, niin a on parillinen ja m = 2"
jollain n € N U {0}.

Todistus. Jos a olisi pariton, niin a™ olisi pariton ja siten a™ + 1 > 3 + 1 = 4 olisi
parillinen. Koska 2 on ainoa parillinen alkuluku, a ei siis voi olla pariton.

Jos luvulla m olisi pariton tekija k£ > 1, niin olisi m = 2"k jollain kokonaisluvulla n > 0.
Tallsin a™ = (a®")* ja (—1)F = —1. Soveltamalla Lemmaa[1.24] kun b = —1, piittelemme,
ettd (a®" +1) | (a™+1). Koska a™ + 1 on alkuluku, niin tdimé on mahdotonta. Siis luvulla
m ei ole parittomia tekijoité. O]
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3.2 Aritmetiikan peruslause

Tassa luvussa osoitamme, ettd jokainen luonnollinen luku n > 2 voidaan esittda alkulu-
kujen tulona jérjestysta vaille yksikasitteisella tavalla.
Todistetaan ensin alkulukutekijéesityksen olemassaolo-osa.

Lemma 3.7. Olkoon n e N, n > 2. Tdlléin n on alkuluku tai alkulukujen tulo.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla. Koska 2 on alkuluku, niin vaite on totta kun
n = 2. Olkoon k € N, k > 2. Oletetaan, viite on totta luvuille 2, ..., k. Pitad néyttaa,
etta véite on totta luvulle £ + 1. Jos k& + 1 on alkuluku, niin vaite on totta. Jos k + 1 ei

ole alkuluku, niin Lauseen ((9)) nojalla on a,b e N, 1 < a,b < k, joille
k+1=ab.

Induktio-oletuksen mukaan a ja b ovat alkulukujen tuloja (tai alkulukuja). Siten myos
k + 1 on alkulukujen tulo.
Induktioperiaatteen nojalla véite on totta kaikille n € N, n > 2. O

Luvun n € N — {0}, n > 2, esitys
n= g, (3.1)

missa p; < --- < py ovat alkulukuja ja ey,...ex € N— {0}, on luvun n alkutekijiesitys.

Esimerkki 3.8. Esitetdan luku 80 alkulukujen tulona:
80=10-8=(2-5)-(2-4)=(2-5)-(2-2-2) =2*.5.
Jako voitaisiin tehdé myos seuraavasti
80=2-40=2-5-8=2"5.

Molemmilla tavoilla paadyttiin samaan esitykseen alkulukujen tulona.

Alkutekijaesityksen yksikésitteisyyden todistus kayttda seuraavaa tulosta, joka on Lu-
vussa todistetun Gaussin lemman erikoistapaus.

Lemma 3.9 (Eukleideen lemma). (1) Olkoon p alkuluku ja olkoot a,b € Z. Jos p | (ab),
niin p | a taip | b.
(2) Olkoot a; € 7 kaikilla 1 < i < n ja olkoon p alkuluku. Jos p | (ay---ay), niin p | a;

jollain 1 <1 < n.

Todistus. (1) Jos p | a, niin véite pétee. Jos p | a, niin syt(a,p) = 1, joten viite seuraa
Gaussin Lemmasta

(2) Harjoitustehtéva O
2Seuraus (2)
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Lause 3.10 (Aritmetiikan peruslause). Olkoon n € N, n > 2. On alkuluvut py, ..., px,
pi #Dpj kuni # j, ja ey, ... ey €N, joille

Esitys on tekijoiden jarjestystd vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon n € N, n > 2. Lemman perusteella n on alkuluku tai alkulukujen
tulo. Todistetaan esityksen yksikasitteisyys induktiolla luvun n suhteen.

Luku n = 2 on alkuluku eika silla ole muita alkulukutekijoitd kuin 2, joten sen ainoa
esitys alkulukujen tulona on 2 = 2. Siis véite on totta kun n = 2.

Oletetaan, ettd esitys on yksikasitteinen luvuilla 2,3,...,n — 1 ja naytetadn, myos
luvulla n on yksikasitteinen esitys. Jos n on alkuluku, niin esitys on yksikasitteinen,
koska luvun n ainoa alkutekija on n.

Voidaan siis olettaa, etta n on yhdistetty luku. Oletetaan, etta on alkuluvut p;, ¢; ja
luvut e;, f;eN, e =1,...,k, j=1,...,s, joille p; # p; ja ¢; # ¢; kun ¢ # j ja

n=pitpit =gt gl (32)

Koska p; | n, niin Eukleideen lemman perusteella se jakaa jonkin luvuista ¢;, j € {1,..., s}.

Numeroimalla luvut g; tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | ¢1. Koska p; ja
¢1 ovat alkulukuja, niin on p; = ¢;. Jakamalla yhtélon (3.2)) molempien puolien lausekkeet
luvulla p; saadaan

=t =l

Koska p; > 2 alkulukuna, niin ’p% <n-1

Induktio-oletuksen mukaan luvulla n/p; on (jarjestysté vailla) yksikésitteinen esitys
alkulukujen tulona. Jéarjestamalla tarvittaessa luvut p; ja g; suuruusjarjestykseen saa-
daan, ettd k = s, p; = ¢; ja ¢; = f; kaikilla ¢ = 1,... k. Siten luvun n + 1 esitys on
yksikasitteinen. Vaite seuraa induktioperiaatteesta. O

Huomautus 3.11. Alkutekijdesityksen yksikésitteisyys on syy siihen, ettd lukua 1 ei
kutsuta alkuluvuksi.

Esimerkki 3.12. Etsitdan luvun n = 156 alkutekijaesitys. Koska n on parillinen, niin
se ei ole alkuluku. Koska
12% = 144 < 156 < 169 = 137,

niin on 12 < 4/n < 13. Siten luvulla 156 alkutekija joukossa {2,3,5,7,11}. Nyt
2.78=22.39=22.3.13
156 =
3-52=3-4-13=2%-3-13.

Tekijat 2 ja 3 1oytyvét helposti luvun [1.5 jaollisuusaantojen avulla.

Alkutekijéesityksen avulla voidaan helposti todistaa esimerkiksi luvun /2 irrationaa-
lisuus.

Seuraus 3.13. Olkoot n,a € N. Jos {/a on rationaaliluku, niin {/a on luonnollinen luku,
erityisesti a = r™ jollain r € N.
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Todistus. Koska {/a on positiivinen rationaaliluku, niin on r, s € N joille

Seurauksen nojalla voidaan olettaa, ettd syt(r,s) = 1.|ﬂ Jos olisi s > 1, niin olisi

alkuluku p, jolle p | s. Lauseen ((3)) nojalla p jakaisi tulon as™ = r™. Siten Eukleideen
lemman perusteella p | r. Tdima on mahdotonta, silla syt(r,s) = 1 ja p on alkuluku. On
siis s = 1 ja siten /a = r. O

Alkutekijaesityksessa kannattaa joskus sallia alkulukujen potenssina myos 0. Tésta on
hyotyéd suurimman yhteisen tekijan kasittelyssa.

Lause 3.14. Olkoot p1,ps,...,p, eri alkulukuja ja olkoot
a=pips--py ja b=p{'py---pl

joillain ey, ..., e, f1,..., fr € N. Talloin

syt(a, b) _ prlmn{el,fl}p;mn{ez,fz} o .p;nin{emfr}
ja
pyj(a,b) = p;nax{el’fl}pgla"{e?’fﬁ o pmaxterfr)
Todistus. Harjoitustehtéava [3.14] .

3.3 Alkulukujen joukko on dareton

Tassa luvussa tutkitaan, kuinka paljon alkulukuja on ja kuinka ne sijoittuvat luonnollisten
lukujen joukkoon.

Lause 3.15 (Eukleideen lause). Alkulukuja on ddrettomdn monta.

Todistus. Néytetadn, ettd minké tahansa darellisen alkulukujoukon ulkopuolella on alku-
luku.
Olkoot py, ..., p, alkulukuja. Naytetdan, ettd on alkuluku, joka ei ole mikédan luvuista
P1s-- -, Pn. Olkoon
N=p - p,+ 1

Nyt N € N ja N > 2, joten se on Lemman mukaan joko alkuluku tai alkulukujen tulo.

Jos N on alkuluku, niin se on alkuluku, jolle N > p; kaikilla 1,2,... n. Jos N ei ole
alkuluku, niin Lemman mukaan on alkuluku ¢, jolle ¢ | N. Jos ¢ = p; jollain 4, niin
Lauseen perusteella ¢ jakaisi luvun N — p; - -+ p, = 1, mikd on mahdotonta. Siis
q # p; kaikilla ¢ = 1,...,n, joten ¢ on etsitty alkuluku. O]

Huomautus 3.16. (1) Jos luvut p; ovat n ensimmaistd alkulukua, niin Eukleideen
lauseen todistus antaa suurinta lukua p,, isomman alkuluvun.

3Supistetaan mahdolliset yhteiset tekijt.
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(2) Luku N = p; - - - p,+1 ei valttdmatta ole alkuluku. Jos 2 ei ole alkulukujen py, po, . . ., Py
joukossa, niin tulo p; ---p, on pariton. Télloin N = p;---p, + 1 > 2 on parillinen eika
siten ole alkuluku. Esimerkiksi, jos aloitamme kahdella alkuluvulla p; = 3 ja ps = 5, niin

N=3-5+1=16=2%

Luvun N alkutekija 2 on joukkoon {p;,ps} kuulumaton alkuluku.

Eukleideen lauseen nojalla alkulukujen joukko on luonnollisten lukujen joukon &are-
ton osajoukko. Se on siis numeroituva ja luvut ovat luonnollisessa suuruusjarjestyksessa.
Otamme kayttoon merkinnan, joka ei ole yleisesti kaytossa.

Olkoon pi k:s alkuluku kasvavassa suuruusjarjestyksessa.

Seuraava tulos antaa karkean ylarajan luvulle p,,.
Lause 3.17. Olkoon n € N. Télloin p, < 2% .

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n suhteen.
(1) Kun n = 1, niin p; = 2 = 2%,
(2) Oletetaan, etta arvio on totta alkuluvuille py, ..., p,. Kuten Lauseen todistuk-
sessa huomataan, etta luvulla
N = P1- " Pn+ 1

on alkutekijé p ja ettd p # p; kaikilla7 = 1,..., n. Koska alkuluku p ei ole n:n ensimmaisen
alkuluvun joukossa, niin p,+; < p. Lausetta (9), induktio—oletustaﬂ ja geometrisen
summan kaavaa kayttamalla saadaan

Pusi SP<PrPa+1<27.22 27 4
= 21+2+4+“_+2n71 + 1 _ 2277,71 +1
1 . .

Induktioperiaatteen noijalla véite on totta kaikille n € N. O

Esimerkki 3.18. Edellisen lauseen arvio ei vaikuta kovin tarkalta: 3 = py < 22" = 4,
5=py <2 =2'=16,7=ps < 2% = 25 = 256

3.4 Alkulukulause
Funktio 7 [0,00) — N,
7(z) = #{p : p on alkuluku, p < z},

on alkulukujen lukumddrdfunktiol’]

2Alkulukujen lukumééarafunktiota on tapana merkitd kreikkalaisella kirjaimella 7. Reaalilukuun w
sekoittamisen valttdmiseksi kdytdmme hieman poikkeavaa merkintétapaa.

4 p; <22 kaikillai=1,...,n
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Esimerkki 3.19. (1) w(1) =0, w(2) = 1, w(7) = 4 (alkuluvut 2, 3, 5 ja 7 ovat pienempié
tai yhtasuuria kuin luku 7) ja = (7,5) = 4.

(2) 7(pn) = 1.

Kuvassa havainnollistettujen kokeilujen pohjalta oli arveltu jo pitkaan, etté ar-

voa m(z) voi arvioida melko hyvin luvulla gz Lamé pitadkin paikkansa. Itse asiassa

seuraavan maaritelman funktio antaa tarkemman arvion.

Funktio Li: [2, 0] — R,

on (siirretty) logaritmin integraalifunktio.

a(x)

150

1 1 1
200} 400 600 800 T

X

Kuva 3.1 — Funktioiden 7 (mustalla) , Li (siniselld) ja z — % (punaisella) kuvaajat

log z
valilla [2,1000].

Hadamardﬂ ja de la Vallée Poussinﬁ todistivat toisistaan riippumatta vuonna 1896
seuraavan vaativan tuloksen:

Lause 3.20 (Alkulukulause).

7(x) log x

Pt Li(z) fim —=m(z) = 1.
Todistus. Katso esimerkiksi [Apol, Luku 13]. O

Kuva havainnollistaa sitd, ettd logaritmin integraalifunktio Li antaa erittdin hyvéin

arvion funktiolle 7r. Sen sijaan funktiolla z — logg”x tehtavin arvion virhe on suurempi.

5Jacques Hadamard (1865-1963).
6Charles de la Vallée Poussin (1866-1962).
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ar(x)/Li(x)

x

I I I I I
200 00K 400 000 GO0 00 SN0 000 1 % 108

logx

Kuva 3.2 — Funktioiden 52 r(z) (punaisella) kuvaajat valilla [2, 10°].

fl(é,)) (siniselld) |

()

Alkulukujen esiintymistiheys valilla [0, z] on
T

Koska alkulukuja on &érettoméan monta, niin 7 (x) — oo kun & — o0. Alkulukulauseen
nojalla alkulukujen tiheys 7 (z)/x ldhestyy nollaa kun x ldhestyy dédretontd mutta suppe-
neminen on melko hidasta kuten alla oleva taulukkokin havainnollistaa.

z || 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 106 |--- 1013
m(z) | 4 | 25 | 168 | 1229 | 9592 | 78498 | --- | 346065536839
@ 10,4 0.25 | 0.17 | 0.12 | 0,096 | 0.078 | --- 0.035

3.5 Alkuluvut aritmeettisissa jonoissa

Olkoot a,b € Z ja olkoon ¢’ = a + kb jokaisella k € N. Jono ¢ = (¢{*)%_, on aritmeet-

tinen jono.

Esimerkki 3.21. (1) Aritmeettisessa jono ¢! koostuu parittomista luonnollisista lu-
vuista. Se sisaltaa darettoman monta alkulukua, koska 2 on ainoa parillinen alkuluku.

(2) Kaikki lukua 2 suuremmat alkuluvut ovat muotoa 4k + 1 tai 4k + 3. Lukua 100
pienemmisté 24 parittomasta alkuluvusta alkuluvut 5, 13,17,29, 37,41, 53,61, 73,89 ja 97
(11 kappaletta) ovat muotoa 4k+1 ja luvut 3,7,11,19, 23, 31,43,47,59,67, 71,79 ja 83 (13
kappaletta) ovat muotoa 4k + 3. TAméan pienen otoksen nojalla vaikuttaisi uskottavalta,
ettd molempia tyyppeja on aarettoman monta. Seuraavat tulokset osoittavat, ettéd néin
todella on.

29. huhtikuuta 2024



3.5. Alkuluvut aritmeettisissa jonoissa

Lause 3.22. Muotoa
dn+3, neN,

olevia alkulukuja on ddrettomdn monta.
Todistus. Olkoot pq,...,pr muotoa 4n + 3 olevia alkulukuja, n > 1, ja olkoon
N =4py---pr + 3.

Luku N on muotoa 4n + 3. Se ei ole jaollinen millaén luvuista p;, i« = 1,...,k, koska
pi | 4p1 - - - pr, mutta p; } 3. Lisdksi N ei ole jaollinen alkuluvuilla 2 samasta syysté ja N
ei ole jaollinen alkuluvulla 3, koska Fukleideen lemmarﬂ nojalla 3 t 4p; - - - px.

Lauseen nojalla N = ¢q; - - - g, joillain alkuluvuilla ¢, .. ., ¢s. Naytetaédn, etta jokin
luvun N alkutekijoista ¢; on muotoa 4n + 3. Jakoyhtalon perusteella kaikilla ¢ = 1,...,s
on n;,r; € Z, joille

¢ =4n; +1r; ja 0<r; <3.

Koska 2 f N, niin r; ei voi olla 0 eikd 2. Jos olisi r; = 1 kaikilla ¢ = 1,...s, niin N
olisi muotoa 4n + 1 olevien lukujen tulona myods muotoa 4n + 1. Siis ¢; = 4n; + 3 jollain
1 =1,...s. Koska luvut py,...pg eivat ole luvun N tekijoita, niin g; ei ole mikaan luvuista
p;. Lisaksi ¢; # 3, silla muuten N olisi jaollinen luvulla 3 vastoin oletusta. [

Harjoitustehtdvissd huomaamme, ettd samalla menetelmélla voidaan osoittaa, etta
monissa muissakin aritmeettisissa jonoissa on aarettoméan monta alkulukua.

Esimerkki 3.23. Lauseen todistuksen idea ei toimi, jos yritetddn nayttad, ettéd
muotoa 4n + 1 olevia alkulukuja on aarettoméan monta: jos

N =4p;---pp +1

joista olisi muotoa 4n + 1. Esimerkiksi luku 21 = 3-7 = 4-5+ 1 on muotoa 4n + 1, mutta
sen alkutekijat 3 ja 7 =1-4 + 3 eivat ole muotoa 4n + 1.

Yleisen aritmeettisen jonon tapauksen tarkastelu on haastava tehtava. On selvad, et-
td jonossa c¢* voi olla ddrettoméin monta alkulukua vain, jos syt(a,b) = 1. Dirichle
osoitti vuonna 1837, ettd tdma ehto on riittava. Todistus kayttaéd edistyneita analyyttisen
lukuteorian menetelmié, jotka eivat ole talla kurssilla kdytettavissa.

Lause 3.24 (Dirichlet’n lause alkuluvuista aritmeettisissa jonoissa). Jos a,b € Z, a > 0
ja syt(a,b) = 1, niin muotoa
p=an+b, neN

olevia alkulukuja on ddrettomdn monta.

Todistus. Katso esimerkiksi [Apol, Luku 7]. O

"Lemma
8Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).

29. huhtikuuta 2024



38

Alkuluvut

Harjoitustehtavia

3.1. Tee Eratostheneen seula luvuille 1 — 100.
3.2. Tee Eratostheneen seula luvuille 101 — 200.
3.3. Todista Lemma [3.9)(2).

3.4. Olkoot p1,ps,...,p, erialkulukuja. Olkoon n € Z kokonaisluku, jolle py | n kaikilla
1 < k < r. Osoita, ettd pips - py | nﬂ

3.5. Madrita lukujen 117 ja 1005 alkutekijéesitykset[”]
3.6. Muodosta luvun 158015 alkutekijaesitys.

3.7. Maarita luvun 22599 alkutekijaesitys.

3.8. Muodosta luvun 10573 alkutekijiesitys[]

3.9. Muodosta luvun 111111 alkutekijéesitys.

3.10. Luvut 3,5 ja 7 ovat muotoa p,p + 2,p + 4 oleva alkulukukolmikko. Miksi ei ole
alkulukua p > 3, jolle luvut p, p + 2 ja p + 4 ovat alkulukuja? [

3.11. Montako muotoa p = n? — 1, n € N, olevaa alkulukua on?
3.12. Olkoon p > 3 alkuluku. Voiko p? + 2 olla alkuluku? E
3.13. Olkoon p > 5 alkuluku. Osoita, ettd 12 | (p* — 1).

3.14. Todista Lause B.14l

3.15. Eukleideen lauseen todistuksessa haettiin alkulukujoukon {py, po, . .., p,} ulkopuo-
lella olevaa alkulukua méarittelemélla

N =pip2---pn+ L
Etsi talld menetelmalld alkulukuja aloittaen joukosta {2}. Jatka, kunnes olet 16ytanyt viisi
uutta alkulukua.

3.16. Olkoon n = 3k + 2 € N — {0, 1}. Osoita, ettd luvun n alkutekijiesityksessa on
ainakin yksi alkuluku p, jolle p = 3a + 2 jollain a € N.

3.17. Osoita, ettd joukossa J = {6k —1: k € N} on ddrettoman monta alkulukua.
3.18. Osoita, ettéd joukossa J = {3k + 2 : k € N} on ddrettoman monta alkulukualf]

3.19. Olkoon n € N, n > 2, luku, joka jakaa luvun (n — 1)! 4+ 1. Osoita, ettd n on
alkuluku.

3.20. Olkoon n € N, n > 5 yhdistetty luku. Osoita, ettd n | (n — 1)!. Mitd tapahtuu, jos
n on alkuluku?

9Seuraus [2.14(1) ja induktio.

10 Joitain tekijoitd pitdisi nahda vain katsomalla niitd lukuja. . .
15114 Iuvulla ei ole kovin pienié alkutekijoité.

2Tarkastele jakojéinnoksii sopivalla jakajalla.

BTarkastele jaollisuutta luvulla 3.

1M iksi tdmé tehtivé on téssd kohdassa?
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3.21. Olkoon n € N — {0}. Osoita, ettd luvulla n! + 1 on alkutekija p, jolle patee p > n.
Todista Lause B.15 tdméan havainnon avulla.

3.22. [ Todista Lause 2.221
3.23. Maarita luvut syt(34086, 14630) ja pyj(34086, 14630).
3.24. Maarita luvut syt(11662,95795) ja pyj(11662,95795).

15T ause
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Luku 4

Ratkaistuja ja ratkaisemattomia
kysymyksia alkuluvuista

Landau] esitti vuonna 1912 kansainvélisessi matemaatikoiden kongressissaf| nelja tasmél-
lisesti muotoiltua lukuteorian ongelmaa, joiden ratkaisujen han arvioi olevan saavutta-
mattomissa matematiikan tutkimuksen sen aikaisilla tunnetuilla menetelmilld P Kaikki
Landaun ongelmat ovat edelleen ratkaisemattomia talvella 2023. Tarkastelemme téssé
luvussa lyhyesti Landaun ongelmia ja niiden lisdksi Mersennen alkulukuja ja taydellisid
lukuja koskevia ratkaisemattomia kysymyksia.

4.1 Alkulukujen vilissa olevista aukoista

Koska alkulukuja on melko harvassa suureten lukujen joukossa, joidenkin perakkéisten
alkulukujen vélien tulee olla suuria.

Lause 4.1. Kaikille n e N, n > 2, on n — 1 perakkdaistd luonnollista lukua, joista mikdadn
et ole alkuluku.

Todistus. Olkoon n € N, n > 2. Perdkkéisid lukuja
n'+2n!'4+3,...,nl+n
on n — 1 kappaletta. Nyt
n+2=2-3--n+2=23---n+1)
on jaollinen luvulla 2,

n+3=2-3---n+3=32-4---n+1)

'Edmund Landau (1877-1938).
2International Congress of Mathematicians eli ICM
3Katso [Lanll sivu 105]
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on jaollinen luvulla 3, ja yleisesti
nl+i=2-3--n+i=i2---(@—-1)@G+1)---n+1)

on jaollinen luvulla 7, i = 2,3 ..., n. Siten mikaan luvuista n! +2,n!+3,... ,n! 4+ n ei ole
alkuluku. O

Koska 2 on ainoa parillinen alkuluku, ainoat perakkaiset luonnolliset luvut, jotka ovat
molemmat alkulukuja, ovat 2 ja 3. Mutta muita kahden perikkéisen alkuluvun vélejéa
esiintyy enemmaén ja tdmé on johtanut seuraavaan méaritelméan. Kahden perakkaisen
lukua 2 suuremman alkuluvun erotus on aina parillinen, koska muuten toinen luvuista
olisi parillinen.

Jos p ja p + 2 ovat alkulukuja, niin ne ovat alkulukukaksosia.

Jos p ja p + 4 ovat alkulukuja, niin ne ovat alkulukuserkuksia.

Esimerkki 4.2. (1) Alkulukukaksosia ovat esimerkiksi (3,5), (5,7), (11,13), (17,19)
ja (29,31). Harjoitustehtévin nojalla luku 5 on ainoa alkuluku, joka on kahdessa
alkulukukaksosparissa.

(2) Alkulukuserkuksia ovat esimerkiksi (3,7), (7,11) ja (13,17).

uurin tunnettu alkulukukaksospari : + 1 loydettiin syyskuussa
3) Suuri lkulukukak i 2996863034895 - 21290000 4 1 15ydettii k
2016, katso [Call.

Avoin kysymys 4.3 (Alkulukukaksosotaksuma). Onko alkulukukaksosia ddrettémdn mon-
ta?

Yleisesti uskotaan, ettd alkulukukaksosia on aarettoméan monta. Taméan vuoksi véitet-
ta alkulukukaksosia on ddrettomdan monta kutsutaan alkulukuotaksumaksi eli alkuluku-
konjektuuriksi. Otaksumalla eli konjektuurilla tarkoitetaan todistamatonta vaitetta, jon-
ka uskotaan pitavin paikkansa esimerkiksi ahkeran kokeilemisen perusteella. Toinenkin
Landaun kysymys késittee alkulukujen valissa olevia lukuja:

Avoin kysymys 4.4 (Legendren otaksuma). [[| Onko lukujen n* ja (n+1)* vilissi alkuluku
kaikilla n € N?

Tata kysymysta on helppo tarkastella pienilla luvuilla. Yhtaan vastaesimerkkia ole

16ydetty vaikka kysymys on tarkastettu ainakin lukuun n = 2 - 10° saakka. Kysymys on
edelleen ratkaisematon.

4.2 Goldbachin otaksuma

Avoin kysymys 4.5 (Goldbachin otaksuma). Onko jokainen parillinen kokonaisluku
n = 4 kahden alkuluvun summa?

4Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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4.3. Fermat’n luvut ja n? + l-otaksuma

Taméa kysymys esiintyy Goldbachinﬂ kirjeessé Eulerilleﬂ vuonna 1742. Pienille parilli-
sille luvuille on helppo loytaa esitys kahden alkuluvun summana: 4 = 2+ 2, 6 = 3 + 3,
8=3+5,10=3+7, ... Toisaalta viite ei selvasti pade ilman parillisuusehtoa: 11 ei ole
kahden alkuluvun summa. Tiedetaén, etta kaikki parilliset luvut, jotka ovat pienempia
kuin n < 4 - 10'® ovat kahden alkuluvun summia. Helfgott{7] on toistaiseksi julkaisematto-
massa kasikirjoituksessa todistanut heikon Goldbachin konjektuurin, jonka mukaan kaikki
parittomat luvut n > 7 voidaan esittda kolmen alkuluvun summana.

4.3 Fermat’n luvut ja n’® + l-otaksuma
Olkoon n € N. Luku
F,=2""+1

on n:s Fermat'n luku.

Jos Fermat'n luku on alkuluku, niin se on Fermat'n alkuluku.

Fermat huomasi, etta luvut

Fy=2"+1=3,
Fi=2"+1=5,
F=2"+1=17,
F3=224+1=257 ja
Fy=2"+1=65537
ovat alkulukuja. Téasta han ajatteli keksineensa kaavan, joka tuottaa alkulukuja. Fermat

esitti vuonna 1640 otaksuman eli, ettd kaikki luvut F, ovat alkulukuja, kun n € N. Euler
osoitti vuonna 1732, etta

Fs = 4294967297 = 641 - 6700417 .

Myohemmin alkutekijaesitys on l6ydetty luvuille Fj, ..., F}; ja lisdksi F,, on osoitettu
yhdistetyksi luvuksi monilla muilla luvun n arvoilla, esimerkikisi, kun 5 < n < 32.

Lemma 4.6. Kaikille m e N — {0} pdtee F,, = Fy- Fy--- F,_1 + 2.

Todistus. Huomataan ensin, ettd Fy = 5 = 3 + 2 = Fy + 2. Oletetaan, ettd Viite pétee
luvulle F,,. Talloin

Fo-Fy-  Fp Fp=(F,—2)F,=02" -1)2" +1)=2"" ~1=F,, - 2.
Viite seuraa induktioperiaatteesta. O

Avoin kysymys 4.7. Onko F,, yhdistetty luku kaikilla n > 42 Onko Fermat'n alkulukuja
ddrettomdn monta, entd yhdistettyja Fermat'n lukuja?

Christian Goldbach (1690-1764).
SLeonhard Euler (1707-1783).
"Harald Andrés Helfgott (1977-).
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Ratkaistuja ja ratkaisemattomia kysymyksid alkuluvuista

Melko yleisesti uskotaan, etta kaikki Fermat’'n alkuluvut tunnetaan jo. Olipa Fermat'n
alkulukuja adrettomén monta tai ei, niin Fermat'n lukujen alkutekijoita on aarettoméan
monta.

Lause 4.8. Jos n # m, niin syt(F,, Fy,) = 1.

Todistus. Oletetaan, etta m < n. Lemman nojalla F,, = Fy- Fy---F,, - F,_1 + 2.
Olkoon d luvun F,, tekiji. Talloin d # 2, joten joko d | 2 tai d = +1. Lauseen [L.3|3)
nojallaff| d ei ole luvun F, tekiji, jos d # 1. O

Huomautus 4.9. Lauseen [4.8|perusteella miké tahansa déreton joukko Fermat’n lukuja
antaa adarettoméan monta alkulukua. Tamé antaa uuden todistuksen Eukleideen lauseelle
B.151

Yksi Landaun ongelmista oli Fermat'n lukuja koskevan kysymyksen yleisempi versio:

Avoin kysymys 4.10 ((n?+1)-konjektuuri). Onko muotoan®+1, n € N, olevia alkulukuja
ddrettémdan monta?

H. Iwaniecﬂ osoitti vuonna 1978, ettd on ddrettomén monta lukua n € N, joille n? + 1
on alkuluku tai kahden alkuluvun tulo.

4.4 Mersennen luvut

Olkoon p alkuluku. Luku M, = 27 — 1 on Mersennen luku.

Jos M, on alkuluku, niin se on Mersennen alkuluku.

Lauseen [3.5] perusteella luku 2™ — 1 voi olla alkuluku vain jos p on alkuluku. Ensim-
maiset Mersennen luvut

My=2"-1=3,
My=23-1=1,
Ms=2"-1=31 ja
M,=2"—-1=127

ovat alkulukuja, mutta
My = 2" —1=2047 = 23 -89

ei ole alkuluku.
Avoin kysymys 4.11. Onko Mersennen alkulukuja ddrettomdan monta?

Tama kysymys ei ollut mukana Landaun listassa mutta kysymys muistuttaa Fermat'n
lukujen adrettomyyskysymysté, joten sitd on luontevaa kéasitella tassa yhteydessa. Mer-
sennen alkulukuja on 16ydetty 51 kpl. Suurin néista on suurin tunnettu alkuluku Mgosg9933,
joka loydettiin joulukuussa 2018. Vuoden 2022 loppuun mennessé kaikki eksponentit, jot-
ka ovat korkeintaan 111-10° on tarkastettu ainakin kerran ja laskut esponenttiin 62 - 10°
saakka on varmennettu, katso [GIM].

8Katso Harjoitustehtévi
9Henryk Iwaniec (1947-).
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Mersennen lukujen alkulukutestaukseen on tehokkaita testejé. Siksi suurimmat tun-
netut alkuluvut ovat Mersennen alkulukuja.

Harjoitustehtavia

4.1. Osoita yhtildiden 641 = 2* + 5* = 527 + 1 avulla, ettd 232 = 641k — 1 jollain
ke N[O

4.2. Olkoon n > 2. Osoita, ettd Fermat'n luvun F,, viimeinen numero on 7.

4.3. Olkoot p ja g alkulukuja, p # ¢. Maarité syt(M,, M,).

0Huomaa, ettd 232 = 24 . 228 Kiyts luvun 641 molempia esityksii.
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Luku 5

Kongruenssi

Tassa luvussa méaariteltava kongruenssi antaa keinon jaollisuutta ja erityisesti jakojaan-
noksia kisittelevien kysymysten tarkasteluun. Todistamme Fermat'n pienen lauseen(] ja
sovellamme kongruenssia kokonaislukukertoimisen polynomin juurten tarkasteluun.

5.1 Kongruenssi

Olkoon m € N, m > 1. Kokonaisluvut a € Z ja b € Z ovat kongruentteja luvun m suhteen
tai kongruentteja modulo m, jos m | (b — a). Talloin merkitaén a =b mod m.

Luku m on kongruenssin moduli.

Koska 1 jakaa minkéd tahansa kokonaisluvun, kaikille a,b € Z patee a = b mod 1.
Sallimme kuitenkin luvun 1 kongruenssin maéritelméssé, koska véiltymme erikoistapausten
listaamisesta esimerkiksi Lemmassa Kaytannossa olemme kuitenkin kiinnostuneita
ainoastaan tapauksista, joissa m > 2.

Lemma 5.1. Olkoon m € N — {0}. Tdlloin

(1) a=a mod m kaikilla a € Z.

(2) Jos a=0b mod m, niin b=a mod m

(3) Josa=b mod m jab=c mod m, niin a =c¢ mod m.

Todistus. Harjoitustehtéva [5.1] O

Olkoon A epéatyhjé joukko. Joukon A x A osajoukko on relaatio joukossa A.

Relaatio {(z,y) € Z x Z : a=b mod m} on kongruenssi modulo m[’]

“Lemman nojalla kongruenssi on ekvivalenssirelaatio. Télla kurssilla emme késittele (ekvivalens-
si)relaatioiden yleistd teoriaa.

Lause
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48 Kongruenssi
Esimerkki 5.2. (1) 1=6 mod 5, 1= -1 mod 2,8=5 mod 3,
(2) Kokonaisluku n on parillinen jos ja vain jos n = 0 mod 2 ja pariton jos ja vain jos
n=1 mod 2,
Lemma 5.3. Olkoon m € N, m > 1 ja olkoot a,b € 7Z.
(1) Jos a=b mod m ja d|m, niin a =0b mod d.
(2) Josa=r modm ja0<r<m,niina=qgm+r jollain q € Z.
(83) a=0 mod m, jos ja vain jos m | a.
(4) Jos a =b mod m ja c € N — {0}, niin ac = bc mod mc
Todistus. (1) Jos a =b mod m, niin m | (b— a). Koska lisdksi d | m, niin Lauseen |1.3(2)
nojalla d | (b — a), joten a =b mod d.
Kohdat (2) ja (3) seuraavat suoraan kongruenssin méaaritelmésta.
(4) Jos a = b mod m, niin m | (a — b). Siis a — b = mk jollain k € Z. Talloin
ca —cb=cla—"b)=(ecm)k,
joten ¢m | (ca — ¢b). Siis ca = ¢b mod cm. O

Seuraava lause kertoo kongruenssin yhteensopivuudesta yhteenlaskun ja kertolaskun
kanssa.

Lause 5.4 (Laskusdénnot). Olkoon n e N, n =1 ja olkoot a,b,c,d, x,y € Z. Tdlldin
(1) josa=b mod n ja c=d mod n, niin ax + cy = br + dy mod n,

(2) josa=b modn jac=d modn, niin ac=bd mod n,

(3) jos a=b mod n, niin a™ = b™ mod n kaikilla m € N.

Todistus. Oletuksen mukaan kohdissa |(1)|ja|(2)[n | (b —a) jan | (d—c).
(1) Lauseen [1.3(3)| nojalla n jakaa luvun

z(b—a) +y(d—c) = (bx + dy) — (azx + cy).

Siten ax + cy = bx + dy mod n.

(2) Lauseen [1.3(3)[ nojalla n jakaa luvun
(b—a)c+ (d—c)b = bc— ac + bd — be = bd — ac.

Siten ac = bd mod n.

(3) Todistetaan vaite induktiolla eksponentin m suhteen. Jos m = 1, niin véite on sama
kuin oletus. Oletetaan, ettd o™ = 0™ mod n. Valitsemalla kohdassa c =a" ja
d = b™, saadaan aa™ = bb™ mod n eli ™! = ™! mod n. Induktioperiaatteen nojalla
véite on totta kaikilla m € N. O

Seuraus 5.5. Olkoon m € N, m > 1 ja olkoot a;,b; € 7Z siten, ettd a; = b; mod n kaikilla
1=1,..., k. Talloin

Yo

=1 7

k
b; modn ja ajay---ar =bby---b, mod n. O
=1
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5.1. Kongruenssi

Esimerkki 5.6. (1) 3* =81 =1 mod 10, joten 3'% = (3%)100 = 1190 = 1 mod 10. Siis
luvun 3%%° viimeinen numero desimaaliesityksessd on 1.

(2) Koska 2 = 5 mod 3, niin Lauseen perusteella 2! = 5! mod 3. Edelleen,
Lauseesta [5.4] seuraa, etta
2% +5=5""42 mod 3.

Voimme sieventad lausekkeet kuten kohdassa (1): 2= —1 mod 3, joten
2100 = (71)100 = 1100 =1 mod 3.
Siis 2! +5=6=0 mod 3.

Lemma 5.7. Olkoon n € N — {0} ja olkoot a,b € Z siten, etti a = b mod n. Talloin
syt(a,n) = syt(b,n).

Todistus. Harjoitustehtéava [5.7] O

Kongruenssi ei yleensé ole yhteensopiva jakolaskun kanssa. Esimerkiksi 14 = 8 mod 6,
mutta 7 # 4 mod 6. Lukua 2 ei siis voi supistaa pois. Seuraava tulos kertoo, milloin
kongruenssi on yhteensopiva supistamisen kanssa.

Lause 5.8 (Supistussaanto). Olkoon n € N — {0} ja olkoot a,b,c € Z. Tdilloin ac = be
mod n, jos ja vain jos a =b mod m

Todistus. Jos ac = be mod n, niin n | ¢(b—a). Koska syt(n, ¢) on lukujen n ja ¢ yhteinen
tekijd, saadaan Lauseen [1.3|(5) nojalla

n
syt(n, c)

Seurauksen nojalla

. n c
S =
Y syt(n, c)’ syt(n,c)

Gaussin Lemma nojalla, - | (b—a), joten a =b mod PTEWIR

Jos taas a = b mod i, niin Lemman (4) nojalla ca = cb mod n . Lem-

man (1) nojalla ca = ¢b mod n, koska n | n—-— O

syt(n,c) *

Seuraus 5.9. Olkoon n € N—{0} ja olkoot a,b, c € Z lukuja, joille syt(n,c) = 1 ja ac = bc
mod n. Tdlloin a =b mod n. O

Esimerkki 5.10. Luvun 2*% viimeisen numeron selvittdminen vaatii enemmén tyoté
kuin Esimerkki [5.6(1), koska syt(2,10) = 2 # 1. Lauseen supistusséddnnon nojalla
2490 = 24 mod 10, jos ja vain jos 23 = a mod 5. Koska 2* = 16 =1 mod 5, saadaan

2999 = 239623 = (2M)%2° =2 =8 =3 mod 5.
Siis 240 =2.3 =6 mod 10.

Lause 5.11. Olkoot my,ms,...,m, € N—{0} ja olkoot x,y € Z. Tdlloin x =y mod m;
kaikilla 1 < i < r, jos ja vain jos v =y mod pyj(my,...,m,).

2Seuraus (2)
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Kongruenssi

Todistus. Oletetaan, ettd x = y mod m; kaikilla 1 < ¢ < r. Talloin m; | (x — y) kaikilla
1 <4 < r, joten z — y on lukujen mq,...m, yhteinen jaettava. Lauseen [2.20| nojalla

pyj(my,ma,...,m;) | (x —y). Siis x =y mod pyj(my, ms,...,m,).

Oletetaan, ettd x =y mod pyj(my, mo,...,m,). Yhteisen tekijin méaritelman nojal-
la m; | pyj(mi,ma,...,m,) kaikilla 1 < ¢ < r. Lemman [5.3(1) nojalla 2 = y mod m;
kaikilla 1 <7 < r. ]

Seuraus 5.12. Olkoot my,my € N — {0,1} suhteellisia alkulukuja ja olkoot x,y € Z.
Talloin x =y mod my ja x =y mod me, jos ja vain jos x =y mod mims.

Todistus. Véite seuraa Lemman nojalla Lauseesta [5.1 O

Seuraus 5.13. Olkoot pi,pa,...,p, eri alkulukuja ja olkoot x,y € Z. Tdilloin x = vy
mod py, kaikilla 1 < k < r, jos ja vain jos x =y mod pipy - - p,. Erityisesti py, | © kaikilla
1 <k <r, jos ja vain jos p1ps -+ p, | .

Todistus. Vaite seuraa Lauseesta koska pyj(p1,p2,---,Pr) = P1D2 " Dr- O

5.2 Jaollisuussaantoja kongruenssien avulla

Tasséa luvussa palaamme lyhyesti Luvussa [1.5] késiteltyihin jaollisuusddntoihin ja tarkas-
telemme niitd kongruenssin avulla.

Lemma 5.14. Olkoon n = (asas_1 ...aja0)10 € N. Tdllsin
(1) (asas—1...a1a0)10 = (a1a9)10 mod 4.

(2) (
(3) (
(4) (

Todistus. (1) Koska 100 = 25 -4 ja 10F = 1072100 = 0 mod 4 kaikilla k € N, k > 2,
niin Lauseen ja Seurauksen [5.5| perusteella on

Ass_1 ... A1G0)10 = Do @ mod 9.
sg—1 ... a1a0)10 = ZZ:O Qg mod 3.
)

a
Aslg—1...0A100)10 = ZZ:O(—l)kak mod 11.

(CLSCLs_l Ce a1a0)10 = aslos + -+ CL2102 + (a1a0)10

=0+0+---4+0+ (a1a0)10 = (a1a0)10 mod 4.

(2) Huomataan ensin, ettd 10 = 1 mod 9. Lauseen ((3)) perusteella 10* =1 mod 9
kaikilla & € N. Lauseen [5.4] ja Seurauksen [5.5] perusteella

(asas—1 . ..a1a9)10 = Z ap10F = Z ar mod9.
k=0 k=0
(3) Viite seuraa kohdasta (2) ja Lemmasta [5.3(1).

)
(4) Koska 10 = —1 mod 11, Lauseen [5.4{3) nojalla saamme 10* = (—1)* mod 11 kaikilla
k € N. Seurauksen [5.5| nojalla

S S

(asas_1 . ..a1a9)10 = 2 ap10F = Z ar(—1)* mod 11. O
k=0 k=0
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Lauseen [1.27 todistus. Lemman nojalla 3 | n, jos ja vain jos 3 | 7 _, ax. Luvulla 9
jaollisuutta koskeva saanto todistetaan samalla tavalla. O

Lauseet [1.14}1.16} [1.18] {1.20]ja |1.26]| todistetaan samaan tapaan.

Esimerkki 5.15. Olet laskenut késin kertolaskun
267539 - 765927 = 204925343653 . (5.1)
Laskun mahdollisen virheen voi huomata kongruenssitarkastelun avulla. Koska
267539 =2+64+7+5+3+9=32=5 mod9

ja
765927=74+6+54+9+24+7=36=0 mod9,

pitéisi Lauseen [5.4)((2)) nojalla olla

0=15-0=204925343653=2+0+44+94+24+5+3+4+34+6+5+3=46=1 mod9.

Laskussa (5.1]) on siis virhe ]

5.3 Kongruenssiluokat
Olkoon m € N — {0}. Luvun a € Z kongruenssiluokka (modulo m) on joukko

a—i—mZ:{beZ:aEb modn}.

Seuraava tulos selittda, miksi valitsimme ylldolevan merkinnan kongruenssiluokille.

Lemma 5.16. Olkoon m € N — {0} ja olkoon a € Z. Tdlloin

a+mZ={a+mk:kel}.

Todistus. Harjoitustehtava [5.11} [

Esimerkki 5.17. 4+5Z={...,—6,—1,4,9,14,...}.
Lause 5.18. Olkoon n € N ja olkoot a,b € Z. Tdlloin
(1) a€a+nZ,

(2) a=b mod n, jos ja vain jos a + nZ = b+ nZ.

(8) joko a + nZ = b+ nZ tai (a +nZ) n (b+nZ) = &.

3Qikea tulos on 204915343653.
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Todistus. (1) on selva.

(2) Oletetaan, ettd a = b mod n. Talléin a = b + m/ jollain ¢ € Z. Jos x € a + mZ, niin
x = a + mk jollain k € Z. Talloin

r=a+mk=b+m{l+k)eb+mZ.

Siis a + mZ < b+ mZ. Vastaavasti osoitetaan b + mZ < a + mZ. Siis a + mZ = b + mZ.
Jos a + mZ = b+ mZ, niin a € b + mZZ. Siis jollain k € Z péitee a = b + mk, joten

a —b=mk. Siis a =b mod m.

(3) Jos (a + mZ) n (b + mZ) # &, niin on = € (a + mZ) n (b + mZ). Téll6in on luvut

k.l e Z, joille a + mk = x = b+ mt. Siis b — a = m(k — (), joten a =b mod m. Kohdan

(2) nojalla a + mZ = b+ mZ. O

Lause 5.19. Olkoon n € N. Kongruenssiluokat 0 + nZ,1 + nZ,...,(n — 1) + nZ ovat
erillisid ja niiden yhdiste on 7Z.

Todistus. Jos0<i<j<mn—1,niinl<j—i<n—1.Siisn f (j—1i),joten j #i mod n
ja Lauseen nojalla (i + nZ) N (j + nZ) = &.

Toisaalta, jos k € Z, niin jakoyhtdlon nojalla on luvut ¢,r € Z, joille k = qn + r ja
0<r<n-—1. Siten k=7r mod n ja k er+ nZ, joten

n—1

Z=|J(i+nZ). O

1=0

Lauseen mukaan jokainen kongruenssiluokka vastaa yhta luvulla n jaettaessa
jaavaa jakojaannosta 0,1,...,m — 1. Jokainen kokonaisluku on kongruentti modulo n
tasmalleen yhden kokonaisluvun 0,1,...n — 1 kanssa.

5.4 Fermat’n pieni lause

Tassa luvussa todistamme Fermat'n pienen lauseen, joka on hytdyllinen tyokalu kongruens-
sien tarkastelussa.

Lemma 5.20. Olkoot a,by,by,n € Z, n = 1 kokonaislukuja
(1) Jos syt(a,n) =1, niin on b € Z, jolle ab=1 mod n.
(2) Jos syt(a,n) > 1, niin yhtdlolla ab=1 mod n ei ole ratkaisua.

(3) Jos aby =1 mod n ja aby =1 mod n, niin by = by mod n.

Todistus. (1) Bezout’n yhtélénﬁ nojalla on b, k € Z, joille patee ab + nk = 1, joten ab = 1
mod n.

(2) Jos yhtélolla ab = 1 mod n on ratkaisu, niin on k € Z, jolle pétee ab + nk = 1. Siis
Bézout'n yhtalon nojalla syt(a,n) = 1.
(3) Kohdan (2) nojalla syt(a,n) = 1. Seurauksen [5.9 nojalla b; = by mod n. O

Lemma 5.21. Olkoon p alkuluku ja olkoon a € 7 siten, ettd p f a. Tdlléin on b € Z, jolle
ab =1 mod p.

4Seuraus
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Todistus. Oletuksen nojalla syt(a,p) = 1, joten véite seuraa Lemmasta m O

Esimerkki 5.22. (1) Jos p = 7, niin Lemman lupaamat luvut b on helppo 16y-

tad. Lauseiden p.4((2)) ja nojalla riittdd tarkastella tapaukset a € {1,2,3,4,5,6}.
Kokeilemalla huomaamme, etté

1-1=1 mod 7, 2:4=1 mod 7,
3-5=1 mod 7, 6-6=(—1)>=1 mod6.

(2) Lemman véite ei pade, jos syt(a,n) > 1. Esimerkiksi, kun n = 6 huomaamme,
etta

2.1=2#1, 2.2=4%#1, 2.3=6=0%1,
2.4=8=2=£1, 2.5=10=4%#1,

joten yhtalolla 2z =1 mod 6 ei ole ratkaisua.

Lause 5.23 (Fermat'n pieni lause). Olkoon p alkuluku. Tdlloin o = a mod p jokaiselle
a € 7. Erityisesti, jos p f a, niin a?~* = 1 mod p.

Todistus. Jos a = 0, niin a? = 0P = 0 = a, joten voimme olettaa, ettd p | a. Lemman [5.2]]
nojalla on b € Z, jolle ab = 1 mod p. Olkoot 1 < z,y < p siten, ettd ax = ay mod p.

Télloin Lauseen [5.4]((2)) nojalla
r=bar =bay =y mod p,

joten x = y. Siis ax # ay mod p kaikilla 1 <z <y < p.
Lauseen [5.19 nojalla jokaisella 1 <k <p—1on 1 < x, < p—1, jolle ak = x; mod p.
Edella ndimme, ettd x) # xy, jos 1 < k,{ <p—1jak # (, joten

{1, 29,...,xp1} ={1,2,...,p—1}.
Lauseen nojalla
A tp—-D=(a-Da-2)---(alp—1)=zm9--7p 1 = (p—1)! mod p.
Seurauksen nojalla a?~! = 1 mod p, josta seuraa a? = a mod p O

Esimerkki 5.24. Fermat’'n pienen lauseen ja Lauseen 1]) nojalla a**P~1 = ¥
mod p jokaiselle a € Z, k € N ja jokaiselle alkuluvulle p.

(1) Esimerkiksi 2° = 1 mod 5, 2! = 2 mod 5, 22 = 4 mod 5, 2> = 8 = 3 mod 5,
2¢=6=1 mod 5 jasiten 2° = 2*.2 =2 mod 5 ja potenssin 2¥ mod 5 arvo muuttuu
jaksolla 4, kun k kasvaa.

(2) Toisaalta 4° =1,4' =4, 42 =16=2 mod 7,4*=4-2=1 mod 7,4 =4 mod 7 ja
potenssin 4 mod 7 arvo muuttuu 3-jaksollisesti ja siis my6s 6-jaksollisesti.

Fermat'n pienen lauseen nojalla n € N ei ole alkuluku, jos esimerkiksi 2" # 2 mod n.
Tuloksen avulla saadaan yksinkertainen alkulukutesti, joka tosin voi vain osoittaa, etté
testattava luku ei ole alkuluku.
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Fermat’n alkulukutesti

Luonnollinen Iuku n ei ole alkuluku, jos a® ! # 1 jollain 2 < a < n — 1.

Esimerkki 5.25. On yhdistettyja lukuja n € N, joille 2" = 2 mod n. Pienin téllainen
esimerkki on 341 = 11 - 31. Nimittdin Fermat'n pienen lauseen nojalla 2! = 1 mod 11
ja on helppo huomata, ettd 2° = 32 = 1 mod 31, joten Lauseen [5.4{2) nojalla 21° = 1
mod 31. Seurauksen nojalla 2! = 1 mod 341. Siis 23*° = 1 mod 341. Yhdistetty
luku 341 lapéisee siis Fermat'n alkulukutestin kannassa 2, joten sitd sanotaan valealkulu-
vuksi kannassa 2.

Huomaa, ettd Fermat’n pieni lause antaa tiedon 23° =1 mod 31 mutta tésta tiedosta
ei ole hyotyé tassa esimerkissa, silla 30 y 340.

Yhdistetty luku n e N—{0,1} on (Fermat'n) valealkuluku kannassa a € {2,3,...,n— 1},
jos a”'=1 mod n.

Esimerkki 5.26. (1) Yhdistetty luku 341 on Esimerkin nojalla valealkuluku kan-
nassa 2. Kuitenkin lasku osoittaa, ettd 3% = 56 mod 341, joten 341 ei ole valealkuluku
kannassa 3.

(2) Samaan tapaan nahdadn, ettd 4 on valealkuluku kannassa 5: 4 = —1 mod 5, joten
4*=(-1)" =1 mod 5.

Yhdistetty luku m € N—{0, 1} on Carmichaelin luku eli Fermat’n valealkuluku, jos kaikille
a € Z, joille syt(a,m) = 1, pitee a™ ' =1 mod m.

Esimerkki 5.27. Yhdistetty luku 561 = 3-11-17 on Carmichaelinf’| luku: Olkoon a € Z
siten, ettd syt(a,561) = 1. Talloin 3 } a, 11 f a ja 17 f a. Fermat’n pienen lauseen nojalla
a’>=1 mod 3, a'® =1 mod 11 ja a'® =1 mod 17 Siis

a0 = (@220 =129 = | 1mod 3,
a®® = (@) =1%=1 mod 11 ja

a®® = (') =1% =1 mod 17.

Seurauksen nojalla a®® =1 mod 561.

Carmichaelin lukuja kutsutaan valealkuluvuiksi, koska ne lapéisevat Fermat'n alkulu-
kutestin kaikilla kantaluvuilla, jotka eivéit ole niiden kanssa suhteellisia alkulukuja. Alford,
Granville ja Pomerancd?| osoittivat vuonna 1994, ettd Carmichaelin lukuja on ddrettoméan
monta.

SRobert Carmichael (1879-1967).
SWilliam Alford (1940-2005), Andrew Granville (1962-), Carl Pomerance (1944-).
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5.5 Wilsonin lause

Lemma 5.28. Olkoon p alkuluku. Kongruenssiyhtilon x®> = 1 mod p ratkaisut ovat
r =41 mod p.

Todistus. Jos x = +1 mod p, niin Lauseen (2) nojalla z? = od p. Osoitetaan,

1 m
ettd muita ratkaisuja ei ole. Jos 22 = 1 mod p, niin (z — 1)(x + 1) = 0 mod p. Siis
p | (x —1)(x+1). Eukleideen lemmar{|nojalla p | (z—1) taip | (x+1). Siisz =1 mod p
tai x = —1 mod p. O

[Imeisesti Wilsonﬁ arvasi kokeilujen perusteella, ettd kaikki alkuluvut p toteuttavat
kongruenssiyhtélén (p — 1)l = —1 mod p. Lagrangd’| esitti ensimméisen tunnetun todis-
tuksen seuraavalle Wilsonin mukaan nimetylle tulokselle vuonna 1773.

Lause 5.29 (Wilsonin lause). Luonnollinen luku n € N —{0,1} on alkuluku, jos ja vain
jos (n —1)! = —1 mod n.

Todistus. Harjoitustehtévissi osoitettiin, ettd (n — 1)! = 0 mod n, josn =5 on
yhdistetty luku. Lisdksi (4 — 1)! = 6 = 2 mod 4, joten (n — 1)! #£ —1 mod n, jos n on
yhdistetty luku.

Olkoon n alkuluku. Lemman nojalla jokaisella 1 < a < n — 1 on yksikésitteinen
1 < b(a) < n—1siten, ettd ab =1 mod p. Lemman nojalla b(a) = a, jos ja vain jos
a =41 mod p. Siis jokaiselle 2 < a < p—2 on yksikésitteinen b(a) # a, 1 < b(a) < n—1,
jolle ab=1 mod p. Siis

m—11=1-(2-3---(n—=2))(n—1)=n—-1=-1 modn. O

Esimerkki 5.30. Wilsonin lauseen todistuksessa jokaisella luvulla 2 < a < p — 2 on
2<b<p—2,jolleab=1 mod p. Esimerkiksi, kun p = 11, saadaan

100! =2-3-4-5-6-7-8-9-10
= (2‘6)(3-4)(5'9)(7‘8)10
=1-1-1-1-(-1) =-=1 mod 11.

Wilsonin lause antaa testin, jolla voidaan todeta, onko jokin luku alkuluku vai ei.

Kéytannossa yhtalon (n—1)! =0 mod n tarkastaminen on niin raskasta suurille luvuille
n, ettd Wilsonin lauseen merkitys alkulukujen selvittdmisessé jaa teoreettiseksi.

5.6 Kokonaislukukertoimisista polynomeista

Lause 5.31. Olkoot n,k € N ja olkoot a,b € Z. Olkoon P kokonaislukukertoiminen poly-
nomt,
P(x) =Co+01$+02$2+~-+ckxk, Co,Cly-..,Cr € L.

Jos a =b mod n, niin P(a) = P(b) mod n.

"Lemma
8 John Wilson (1741-1793).
9Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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Todistus. Koska a = b mod n, niin Lauseen nojalla a* = b* mod n kaikilla i € N ja
siten c;a' = ¢;b° mod n kaikilla . Seurauksen nojalla Zf:o cab = Zf:o c;b' mod n.
Siten P(a) = P(b) mod n. O

Luku a € Z on kokonaislukukertoimisen polynomin P(z) juuri, jos P(a) = 0.

Jos kokonaislukukertoimisella polynomilla P(z) on juuri a € Z, niin P(a) =0 mod n
kaikilla n € N. Lauseen [5.31] avulla voidaan joskus paatelld, ettd polynomilla ei ole koko-
naislukujuuria.

Seuraus 5.32. Jos on n € N, jolle yhtilolli P(x) =0 mod n ei ole kokonaislukuratkai-
sua, niin polynomilla P ei ole juuria. O

Esimerkki 5.33. Olkoon P(z) = 2° — 2? + = — 3. Néytetdén, ettd polynomilla P ei
ole kokonaislukujuuria. Huomaamme ensin, ettd P(1) = =2 =0 mod 2 ja P(0) =3=0
mod 3, joten kongruenssilaskut modulo 2 tai modulo 3 eivat anna haluttua tulosta. Sen
sijaan P(0) = —3 #% 0 mod 4, P(1) = =2 # 0 mod 4, P(2) = 27 # 0 mod 4 ja
P(—1) = —6 # 0 mod 4. Lauseen yhtalolla

Plx)=2"—2"4+2-3=0 mod 4
ei ole ratkaisua. Seurauksen nojalla P(z) = 2° — 2® + x — 3 # 0 kaikilla z € Z.

Esimerkki 5.34. Ei ole kokonaislukukertoimista polynomia P(x) = a,x" +...a1x + ay,
n € N, a, # 0, jolle P(k) on alkuluku kaikilla k£ € Z. Osoitamme tdmén kongruenssin
avulla. Todistuksessa kdytdmme kurssilla RENKAAT JA KUNNAT todistettavaa tietoa,
ettd milld tahansa polynomilla, jonka aste on n on korkeintaan n juurta["]

Oletetaan, ettd P on kokonaislukukertoiminen polynomi, jolle P(k) on alkuluku kai-
killa k € Z. Olkoon k € Z. Nyt P(k) = ¢ on alkuluku. Jos b € Z siten, ettd b = k mod g,
niin Lauseen [5.31 nojalla P(b) = P(k) mod ¢. Koska P(k) = ¢ =0 mod g, niin ¢ | P(b).

Koska oletimme, ettd P(b) on alkuluku, niin ¢ = P(b). Kongruenssiluokassa k + ¢Z on
ddrettoméin monta kokonaislukua, joten téstd seuraa, ettd polynomilla Q(z) = P(z) — ¢
on aarettoméan monta juurta, mikd on mahdotonta.

5.7 Kongruenssiluokkien laskutoimitukset

Tassa luvussa tarkastelemme kongruenssiluokkia algebralliselta kannalta. Téata aihepiiria
késitellddn tarkemmin algebran kursseilla RENKAAT JA KUNNAT ja RYHMAT.

Olkoon A epétyhja joukko. Kuvaus =: A x A — A on joukon A laskutoimitus tai lasku-
toimitus joukossa A.

Olkoon n € N — {0}. Kongruenssiluokkien joukko
Z/nl = {i+nZ:icl}

on kokonaisluvut modulo n tai jaianndsluokkarengas modulo n.

10Katso esimerkiksi [Par, Lause 6.20].
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Lauseen nojalla joukossa Z/nZ on n alkiota.
Esimerkki 5.35. Z/27 = {0+ 2Z,1 + 2Z}.

Lauseesta seuraa, ettd kokonaislukujen luonnolliset laskutoimitukset maardavat
laskutoimituksia kongruenssiluokkien joukoissa.

Olkoon n € N — {0} ja olkoot a,b € Z. Madritellaan laskutoimitukset joukossa Z/nZ

seuraavasti
(a +nZ)+ (b+nZ) = (a+0b) +nZ,

(a +nZ)— (b+nZ) = (a—0b)+nZ, (5.2)
(a +nZ)(b+nZ) = ab + nZ

Jotta laskutoimitukset olisivat hyvin méariteltyjéd, kohdan (5.2]) kaavojen oikeat puolet
saavat riippua vain kongruenssiluokista a + nZ ja b+ nZ, eivit kongruenssiluokkien edus-
tajista a ja b.

Lemma 5.36. Kongruenssiluokkien yhteenlasku on hyvin mddritelty.

Todistus. Oletetaan, ettd a + nZ = o' + nZ ja b+ nZ = b + nZ. Lauseen (1(2))
nojalla a = a’ mod n jab="¥V mod n, joten Lauseen (1)) perusteella a +b=a" + ¥’
mod n. Seurauksen ((2)) toinen suunta kertoo, etta (a +b) +nZ = (a' + V') +nZ. O

Kongruenssiluokkien kertolaskun tuloksen riippumattomuus kongruenssiluokkien edus-
tajista todistetaan samalla tavalla.

Esimerkki 5.37. Esimerkkeja kongruessiluokkien yhteen- ja kertolaskusta:

(1+3Z)+(2+3Z)=(14+2)+3Z=3+3Z=0+3Z
(24 5Z)(4+5Z)=(2-4) +5Z=8+5Z =3+ 5Z.

0+5Z=5+5Z=(2+5Z)+ (3 +5Z)

1+5Z =6+5Z = (2 +5Z)(3 + pZ)

C.Ci Q.Qi .Ql

+7 —6 -5 —4 3 —2 -1 0 1 4 5 6

2+5Z=—3H5Z="--
345Z=-2+5Z="--

Kuva 5.1 — Kongruenssiluokat modulo 5 ja esimerkkeja laskutoimituksista.
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Harjoitustehtavia

5.1. Todista Lemma 5.1l

5.2. Olkoon p = 5 alkuluku. Osoita, ettd p = +1 mod 6.
5.3. Onko 467 + 89%7 jaollinen luvulla 5?

5.4. Onko 20%°22 + 222922 jaollinen luvulla 77

5.5. Maarita jakojaannokset, kun
(1) 234 jaetaan luvulla 5 ja

(2) 3156 jaetaan luvulla 6.
5.6. Osoita yhtiloiden 641 = 2* + 5% = 5-27 + 1 avulla, ettd 232 = —1 mod 641.
5.7. Todista Lemma 5.7
5.8. Olkoon p alkuluku. Osoita, ettd (x 4+ y)? = 2P + y? mod p kaikille z,y € Z.

5.9. Miksi Harjoitustehtivissa ei vaitetd, ettd (z +y)" = 2™ + y" mod n kaikille
x,y € Z ja kaikille n e N — {0, 1}?

5.10. Osoita, etté
1

o

0
=0 mod4.

~
Il
—

5.11. Todista Lemma (.16
5.12. Osoita, ettd 4 | (asas_1 . ..a1ag)10, jos ja vain jos 4 | (2a; + agp).

5.13. Olkoon p alkuluku, joka ei ole 2 eika 5. Osoita, etté
(1) p jakaa ddrettoméin monta luvuista 9, 99, 999, 9999, 9999, . .. m
(2) p jakaa ddrettoméan monta luvuista 11, 111, 1111, 11111, ... E]

5.14. Osoita, ettd 645 on valealkuluku kannassa 2.
5.15. Osoita, ettd 91 on valealkuluku kannassa 3.
5.16. Osoita, ettd 1105 on Carmichaelin luku.
5.17. Osoita, ettd 2821 on Carmichaelin luku.

5.18. Olkoot p1,pa,...,p, eri alkulukuja, n > 2, ja olkoon m = p1p;y - - - p,. Oletetaan,
ettd (pr — 1) | (m — 1) kaikilla 1 < k < n. Osoita, ettd m on Carmichaelin luku.

5.19. Niyta kongruenssien avulla, ettd polynomeilla P(z) = z° —z + 1 ja Q(z) =
2% + 2% — 2 + 1 ei ole kokonaislukujuuria.

5.20. Olkoon n € Z. Osoita, ettd 30 | n® — nl
5.21. Olkoon n € Z. Osoita, ettd 42 | n7 — n]]

5.22. Olkoon n € Z siten, ettd n ei ole jaollinen milldan luvuista 5, 7 ja 11. Osoita, etta
385 | n% — 1.

HEsimerkki
120lisiko kohdan (1) tuloksesta hyotyd?
13Vihje: 30 = 2- 3 - 5 ja Seuraus [5.13
14Vihje: 30 = 2-3 - 7 ja Seuraus [5.13
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Luku 6

Lineaariset kongruenssiyhtalot

Lemman todistuksessa osoitimme, etta lineaarisella kongruenssiyhtalollda ax = 1
mod n on ratkaisu, jos syt(a,n) = 1. Téssa luvussa tarkastelemme tdmén yhtélon yleis-
tyksia ja samalla palaamme luvussa tarkasteltujen lineaaristen Diofantoksen yhtéloi-
den tarkasteluun. Kurssin lopuksi tarkastelemme lineaaristen kongruenssiyhtéloiden ryh-
mia ja Eulerin ¢-funktiota.

6.1 Lineaarinen kongruenssiyhtalo

Olkoon n € N — {0} ja olkoot a,b € Z, a # 0. Luku z € Z, joka toteuttaa ehdon
ar=b mod n, (6.1)

on (yhden muuttujan) lineaarisen kongruenssiyhtilon ax = b mod n ratkaisu.

Jos x € Z ja y € Z ovat yhtdlon (6.1) ratkaisuja ja * = y mod n, niin ne ovat yhtalon
sama ratkaisu mod n.

Kokonaisluku x on kongruenssiyhtalon ax = b mod n ratkaisu, jos ja vain jos
ar +ny =b

jollain y € Z.

Esimerkki 6.1. Ainakin luvut z = 3, x = 9 ja x = 15 ovat kongruenssiyhtilon 2z = 6
mod 12 ratkaisuja. Koska 15 =3 mod 12, niin se 3 ja 15 ovat kongruenssimielessa sama
ratkaisu mod 3.

(2) Kongruenssiyhtalolld 2 = 3 mod 4 ei ole ratkaisuja, koska 2z on parillinen kaikilla
x € Z, 3 on pariton ja moduli 4 on parillinen.

Lemma 6.2. Jos c € Z, niin joko kongruenssiluokan c + nZ kaikki luvut ovat lineaarisen
kongruenssiyhtdlon (6.1) ratkaisuja tai mikaan luvuista x € ¢ + nZ ei ole ratkaisu.
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Todistus. Jos x =y mod n, niin Lemman (1) nojalla ar = ay. O
Koska jokaisen luvun z € Z jakojadénnokselle r modulo n patee x = r mod n,

niin haettaessa ratkaisua yhtdloon riittdd Lemman perusteella tutkia luvut
0,1,...,n—1. Se, ettd Esimerkin yhtalolla ei ole ratkaisuja, voitaisiin perustella
myos tarkastamalla, ettd mikdan luvuista 0,1, 2, 3 ei ole yhtalon ratkaisu modulo 4.

Lemman perusteella kongruenssiyhtalon ratkaisuista voidaan kayttad myos toisen-
laista sanastoa:

Kongruenssiluokka ¢ + nZ on kongruenssiyhtalon ax = b ratkaisu, jos ay = b mod n
kaikilla y € ¢ + nZ.

Esimerkki 6.3. Kongruenssiluokat 3 + 12Z ja 9 + 12Z ovat Esimerkin [6.1[(1)]) yhtdlén
2z =6 mod 12 ratkaisuja.

Lause 6.4. Olkoon n € N — {0}, olkoot a,be Z, a # 0.

(1) Jos syt(a,n) [ b, niin lineaarisella kongruenssiyhtdlolli ax = b mod n ei ole ratkai-
sua.

(2) Jos syt(a,n) | b, niin lineaarisella kongruenssiyhtdlélli ax = b mod n on syt(a,n)
ratkaisua modulo n. Jos xo on ratkaisu, niin kaikki ratkaisut saadaan kaavalla

xzxo—l_isyt(z,n) mod n, i=0,1,...,syt(a,n)—1. (6.2)

Todistus. (1) Lauseen [2.7| mukaan yhtalolla
b=axr+ny,

ei ole kokonaislukuratkaisua (x,y) € Z x Z, jos syt(a,n) f b.
(2) Bézout’n yhtélon nojalla on kg, ¢y € Z, joille

ako + nly = syt(a,n).

Kertomalla tama yhtalo puolittain luvulla % € 7 saadaan
b b
——k — by =0D. 6.3
¢ syt(a,n) o syt(a,n) ° (6:3)

Siten xp = —2f - mod n on kongruenssiyhtilon axz = b mod n ratkaisu.
syt(a,n)

Koska syt(a,n) | a ja cn = 0 mod n kaikilla ¢ € Z, niin Lauseen [5.4] nojalla kaikille
j € Z patee

n

)>=ax0—|—j

n=arg=b modn.
syt(a,n

+ ] —
a(:co J syt(a,n)

Siis zo+7 ¢ ( 7y on ratkaisu kaikilla j € Z. Ratkaisut zy+1 jaxo+y; ( luvuﬂle

S t(a n)
1,j €L ovat kongruentteja mod n, jos ja vain jos syt(a,n) | (i — j), joten Jokalselle jEL

pitee xg + j =20+ 1 jollain i € {0, 1,2, ..., syt(a,n) — 1}.

n
syt(a n) syt(a,n)
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Néytetddn vield, ettd muita ratkaisuja ei ole. Olkoon (z,y) € Z x Z yhtélon ax+ny = b
ratkaisu. Jos kg, £y ja 2o ovat kuten ylli ja yo = —2% - niin yhtélon (6.3) nojalla

syt(a,n)’

a(x — x9) + n(y — yo) = ax + ny — (axg + nyy) = 0.

Koska syt(a,n) on lukujen a ja n tekijé, niin
a n
——(x—x9) =

syt(a, n)< 0)

j}oteg §yt1’;,n) | O (x — o). Seurausten mja nojalla - | (x — o). Siten on
i €Z, jolle

—W(Q—yo),

n
rT=29+1i——. [
" “syt(a, n)
Seuraus 6.5. Josn € N, a € Z ja syt(a,n) = 1, niin lineaarisella kongruenssiyhtalolla
ar =b mod n on ratkaisu kaikilla b € Z. Ratkaisu on yksikdsitteinen modulo n.

Todistus. Lause 6.4l [

Esimerkki 6.6. (1) Koska syt(7,12) = 1, niin Lauseen nojalla yhtalolla 7z = 3
mod 12 on tésmélleen yksi ratkaisu. Samaan tapaan kuin Lauseen [6.4/2) todistuksessa
ratkaisemme ensin kongruenssiyhtélon 7z =1 mod 12. Tarkastelemme Bézout'n yhtaloa

Tr+12y =1. (6.4)
Eukleideen algoritmilla saamme
12=T74+5
T=5+2
5=2-2+1,

josta peruuttamalla loyddmme Bézout'n yhtalon (6.4) ratkaisun (=5) -7 +3-12 = 1.
Lauseen nojalla yhtalon 7z = 3 mod 12 ainoa ratkaisu on x = 3 - (=5) = —=15 =9
mod 12.

(2) Koska syt(10,12) = 2 ja 2 | 6, niin Lauseen [6.4| nojalla yhtéalolla 10x = 6 mod 12 on
kaksi ratkaisua modulo 12. Téassa tapauksessa ndemme helposti, ettd —1-10+1-12 = 2,
joten zg = 3-(—1) = —3 = 9 on yksi ratkaisu. Toinen ratkaisu on lausekkeen (/6.2)) nojalla
T] = T + % mod 12 eli z; =3 mod 12.

Lauseen todistuksessa todistimme myo6s seuraavan tuloksen, joka tédydentdd Seu-
rauksen tuloksen lineaaristen Diofantoksen yhtéléiden ratkaisuista.

Seuraus 6.7. Olkoot (a,b) € Z* — {(0,0)} ja c € Z. Lineaarisella Diofantoksen yhtdlélli
ar + by = ¢ on ratkaisu (x,y) € Z?, jos ja vain jos syt(a,b) | c. Jos (xo,y0) on on yhtdilin
ratkaisu, niin kaikki ratkaisut saadaan kaavalla
b . a

e — —_ 7/ e —
syt(a,b)’ Yo syt(a,b)
Esimerkki 6.8. (1) Esimerkin ja Seurauksen nojalla lineaarisen Diofantoksen
yhtélon 7x + 12y = 3 kaikki ratkaisut ovat (=5 +12k,3—7k) = (=5,3) +k(12,—7), k € Z.
(2) Lineaarisella Diofantoksen yhtalolla 4x + 6y = ¢ on ratkaisuja tdsmélleen silloin, kun

¢ on parillinen. Jos 4xy + 6y = ¢, niin Seurauksen nojalla kaikki yhtalon ratkaisut
ovat (zg + 3k,yo — 2k), k € Z.

(m,y)=<x0+i ), i€Z. O
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RN
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Kuva 6.1 — Lineaarisen Diofantoksen yhtélon 4x+6y = c ratkaisuja vakion c eri arvoilla.
Jokainen punainen suora vastaa luvun c jotain parillista arvoa.

6.2 Kiinalainen jaannoslause

Tassa luvussa tarkastelemme kongruenssiyhtédloiden muodostamia yhtaloryhmia.

Esimerkki 6.9. (1) Tarkastellaan lineaaristen kongruenssiyhtaléiden ryhméaa

r=2 mod 3,
r=3 modb5 . (6.5)
r=2 mod?7

Lauseen [6.4 nojalla jokaisella ryhmén [6.5] kongruenssiyhtalolla on yksikésitteinen ratkaisu
kunkin yhtalon oman modulin suhteen, koska kaikissa yhtaloissa muuttujan x kerroin on 1.
Ensimmaisen yhtélon ratkaisuja ovat luvut x = 243k, k € Z. Sijoitetaan téllainen ratkaisu
toiseen yhtaloon, jolloin saadaan uusi yhtalo 2 + 3k = 3 mod 5, joka on yhtapitava
yhtélon 3k =1 mod 5 kanssa. Taman yhtalon ratkaisu on & = 2 + 5¢, ¢ € Z. Siis luvut
x =2+ 3(2+ 50) = 8 + 15¢ ovat kongruenssiyhtaloparin

6.6
z=3 mod?H (6:6)

{x =2 mod 3,
ratkaisuja kaikilla ¢ € Z. Kun tdma ratkaisu sijoitetaan kolmanteen yhtéloon, paadytaan
yhtaloon 8 + 15¢ = 2 mod 7, joka on yhtapitava yhtalon ¢ = 150 = —6 = 1 mod 7
kanssa. Siis £ = 1 4+ 7m, m € Z. Sijoittamalla tdmé yhtaloparin ratkaisuun, saadaan
yhtaloryhmén (6.5) ratkaisu x = 23 + 105m, m € Z.
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(2) Kongruenssiyhtéloparilla

=3 mod?9
z=2 mod®6

ei ole ratkaisua. Jos x = 3 mod 9, niin 3 | (3 — ) ja siten 3 jakaa luvun z. Jos x = 2
mod 6, niin 3 | (2 — z). Jos 3 | z, niin 3 jakaisi luvun 2, miké ei ole totta.

Esimerkin (1) ongelma ja sen ratkaisu esitetdédn Mestar: Sum'rﬂ matemaattisessa
oppaassa, joka lienee kirjoitettu Kiinassa noin 2000 vuotta sitten. Téllaisten kysymysten
ratkeavuutta kasitteleva lause tunnetaankin nimelld kiinalainen jadnnoslause.

Lause 6.10 (Kiinalainen jédénnoslause). Olkoon k € N. Olkoot ny,...,n; € N—{0,1} ja
bi,....by € Z. Jos syt(n;,n;) = 1 aina, kun i # j, niin kongruenssiyhtaloryhmdlld

z=b modn

z =by, mod ne

r=b, mod n;

on yksikdsitteinen ratkaisu modulo n = ny - - - ny.

Todistus. Olkoon
C = —, 221,27716
n;
Koska syt(n;,n;) = 1 aina, kun ¢ # j, niin Lauseen tai Lauseen ja induktion
avulla ndemme, ettd syt(c;,n;) = 1 kaikilla ¢ = 1,2,..., k. Seurauksen perusteella
yhtalolla
cr=1 modn;

on yksikésitteinen ratkaisu d; mod n;.
Olkoon
o = blCldl + bgCde + -+ bkckdk . (68)

Jos i # j, niin n; | ¢; ja siten bjc;d; = 0 mod n;. Luvun zy mééritelmdn mukaan on
siis g = b;c;d; = b; mod n;. Siis xg on kaikkien ryhméan kongruenssiyhtéloiden ratkaisu
mod n.

Naytetdan seuraavaksi, ettd muita ratkaisuja ei ole. Olkoon z € Z yhtaloryhmén rat-
kaisu. Koska talloin x = b; mod n; ja xry = b; mod n;, niin o = x mod n; ja siten
n; | (z — xo) kaikilla ¢ = 1,2,... k. Koska syt(n;,n;) = 1, niin Seurauksen perus-
teella luku n = nq - - - n jakaa luvun x — xg eli © = ¢y mod n. Siis z¢ on ainoa ratkaisu
modulo n. O

Esimerkki 6.11. Luku x = 23 toteuttaa Esimerkin lineaariset kongruenssiyhta-
l16t. Kiinalaisen jaannoslauseen perusteella 23 on yhtéloryhméan yksikasitteinen ratkaisu
modulo 105. Asian voi my0s ilmaista hieman toisin toteamalla, ettd kongruenssiluokka
23 4+ 105Z on yhtaloryhman yksikésitteinen ratkaisu.

Yhtaloryhméan ratkaisun voi etsid myos Kiinalaisen jaannoslauseen todistuksen
menetelmalld. Todistuksen merkinnéilla n = 3-5-7 = 105, ¢; = 35, ¢ = 21 ja c3 = 15.

ISun Zi eli ilmeisesti 400-luvulla.
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Yhtalon 35z = 2x = 1 mod 3 ratkaisu on d; = 2 mod 3. Yhtédlon 21z = x =1 mod 5
ratkaisu on ds = 1 mod 5. Yhtédlon 152 = z = 1 mod 7 ratkaisu on d3 = 1 mod 7.
Kaavan mukaan ratkaisuksi saadaan

20=2-35-243-21-14+2-15-1=233=23 mod 105.

Harjoitustehtavia

6.1. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtdlé 3z =5 mod 11.
6.2. Ratkaise lineaariset kongruenssiyhtalot

(a) bz =2 mod 7,

(b) 4x =5 mod 6.

6.3. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtdlé 12z =9 mod 15.
6.4. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtalo 240x = 21 mod 561.
6.5. Ratkaise lineaarinen Diofantoksen yhtalo 6x + 21y = 15. Etsi kaikki ratkaisut.

6.6. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtéalopari

r=3 mod 7,
r=5 mod9

6.7. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtaloryhmé

r=0 mod 3,
r=1 mod4
r=5 mod7

6.8. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtédloryhma

r=2 mod3
r=2 mod 17
r=7 mod 25

6.9. Ratkaise lineaarinen kongruenssiyhtaloryhmé

r=3 mod 13
r=7 mod 20
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Luku 7

Kahden nelion summat

7.1 Additiivisesta lukuteoriasta

Addititvisessa lukuteoriassa tarkastellaan esimerkiksi seuraavanlaisia kysymyksid: Olkoot
A, BcZ.

(1) Voidaanko kaikki luvut n € B esittdd summina
n=a +ay+---+as,

kun ay,as,...,as € A ja s on rajoittamaton tai rajoittamalla s < N jollain N € N* tai
s = M jollain M € N* ?

(2) Monellako eri tavalla n voidaan esittaa tallaisena summana? Téssé kysymyksessa voi-
daan valita laskea summat, joissa on samat yhteenlaskettavat eri jérjestyksessé, samaksi
tai eri esitykseksi.

Esimerkki 7.1. (1) Olkoot A = B = N*. Tarkastelemme siis positiivisten luonnollisten
lukujen esittamisté positiivisten luonnollisten lukujen summina. Téll6in kysymyksessé (1)
ei ole mitddn tarkastelemista mutta kysymys (2) on mielekés. Jos yhteenlaskettavien luku-
jen maaraa ei rajoiteta eikd samojen lukujen eri jarjestyksid huomioida, niiin esimerkiksi
luku 5 voidaan esittaa seitsemalld tavalla

5=14+1+14+14+1=1+14+14+2=1424+2=1+14+3=2+3=1+4.

Tallaisia esityksia kutsutaan luonnollisten lukujen rajoittamattomiksi osituksiksi.

Jos luonnollinen luku esitetdan positiivisten luonnollisten lukujen summana ja samojen
yhteenlaskettavien eri jarjestykset lasketaan erikseen, niin luvun 5 esityksid on 1+1+4 +
3+3+2+2=16. Talldinsiis 1 +1+1+2,1+1+2+1,14+2+14+1ja2+1+1+1
lasketaan eri esityksiksi.

(2) Goldbachin otaksumaﬂ on esimerkki kysymyksesté, jossa yhteenlaskettavien lukumaéa-
rad rajoitetaan. Téssé ongelmassa A < N on alkulukujen joukko, B = {k € 2N : k > 4} ja
M = 2.

TKatso luku
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7.2 Kahden nelion lause

Luonnollinen luku n on kahden nelion summa, jos on a,b € Z, joille n = a® + b2

Funktio ro: N — N maéritellaédn asettamalla jokaiselle n € N
ra(n) = #{(a,b) € Z* : a®> + b* = n} .

Kahden nelion summassa sallitaan, ettd a = 0 tai b = 0, joten kokonaislukujen neliot
ovat kahden nelion summia. Kahden nelion summalla on geometrinen tulkinta, jota Kuva
[Z1] havainnollistaa.

Kuva 7.1 — Luku 8 on kahden nelién summa 4 eri tavalla. Luku 50 on kahden nelion
summa 12 eri tavalla. Luku 30 ei ole kahden nelion summa. Tama nakyy kuvassa siten, etté
origokeskinen 4/30-séteinen ympyréa ei kulje yhdenkadn kokonaislukukertoimisen pisteen
kautta.

Luonnollinen luku on kahden nelion summa, jos ja vain jos se on euklidisen tason koko
naislukukertoimisen pisteen normin nelio.

Taulukko antaa esityksia kahden nelion summana niille positiivisillle luonnollisille
luvuille 1 < n < 60, joilla tallaisia esityksid on. Taulukossa annetaan myos arvo ro(n),
joka kertoo, kuinka monella eri tavalla luku n voidaan esittda kahden nelion summana,
kun esitykset a? + b? ja b? + a® lasketaan eri esityksiksi, jos a # b.

Lause 7.2 (Kahden nelion lause). Positiivinen kokonaisluku n on kahden nelion summa,
jos ja vain jos jokaisen alkuluvun p = 3 mod 4 eksponentti luvun n alkutekijdesityksessd
on parillinen.

Lause [7.2] todistetaan luvussa [[.Al Seuraavissa kahdessa luvussa valmistelemme tar-
vittavia aputuloksia.
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n ro(n) | alkutekijaesitys || n ro(n) | alkutekijaesitys
1 0% +12 4 1 31 . 0 31!
2 12 + 12 4 2! 32 42 + 42 4 25
3 ° 0 3! 33 ° 0 3111t
4 0% + 22 4 22 34 3% + 52 8 2117t
5 12 4 22 8 5! 35 . 0 57t
6 . 0 2131 36 0% + 62 4 2232
7 . 0 7! 37 12 4 62 8 37!
8 22 + 22 4 23 38 . 0 21191
9 0% + 32 4 32 39 . 0 313!
10 12 + 32 8 2151 40 22 + 62 8 2351
11 . 0 111 41 42 + 52 8 411
12 . 0 2231 42 . 8 213171
13 22 + 32 8 13! 43 . 0 431
14 . 0 2171 44 . 0 22111
15 . 0 3151 45 32 +62 8 335!
16 0% + 42 4 24 46 . 0 21231
17 12 + 42 8 17! 47 . 0 47"
18 32 + 32 4 2132 48 . 0 2431
19 . 0 19! 49 0% + 72 4 72
20 22 + 42 8 2251 50 | 52 + 52,124+ 72| 12 2152
21 . 0 3i7t 51 . 0 317t
22 . 0 21711 52 4% + 62 8 2213!
23 . 0 231 53 22 + 72 8 53!
24 . 0 233! 54 . 0 2133
25 [ 02 452,32 +42| 12 52 55 . 0 5111t
26 12 4 52 8 21131 56 . 0 2371
27 . 0 33 57 . 0 319!
28 . 0 2271 58 32+ 72 8 21291
29 22 + 52 8 291 59 . 0 591
30 . 0 213151 60 . 0 223151

Taulukko 7.1 — Luonnollisten lukujen 1 < n < 60 esityksid kahden nelion summana.
Merkki e tarkoittaa, ettd luku ei ole kahden nelion summa. Alkutekijiesityksen punaiset
termit 3!, 71, 111, 191, 231, 311, 431, 474, 59! ja 33 antavat viitteitd siitd, miké alkutekija-
esityksen ominaisuus on ratkaiseva kahden nelion summien lukuteoreettisessa luonnehdin-
nassa. Téassé taulukossa ei esitetéd kaikkia tapoja kirjoittaa luku kahden nelion summana,
lisda esityksia saa vaihtamalla neliditdvien lukujen merkkeja ja useimmissa tapauksissa
my0s niiden jarjestysté.
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7.3 Kokonaisosa

Olkoon z € R. Olkoon
|z] = max{k e Z: k < x}.

Jos x > 0, niin |z| on luvun z kokonaisosa.

-3 -2 -1 : 1 2 3
_
Kuva 7.2 — Funktion x — |z| kuvaajaa. Huomaa, ettd esimerkiksi |—0.5] = —1.

Lemma 7.3. Olkoon x € R. Tdlloin:
(1) 0 <z —|z| <1.

(2) lz] + |y < |z +y] <|z] + |y + 1.
(3) Jos m € N*, niin liJ = “wJJ

m m
Todistus. Harjoitustehtéava [7.3] O
Lemma 7.4 (Thuen lemma)ﬂ Olkoon p alkuluku ja olkoon a € Z, p f a. Tdlloin kahden

muuttujan kongruenssiyhtdlolla
ar =y mod p

on ratkaisu (zo,1y0) € Z?, jolle pitee 0 < |xol, |yo| < /P
Todistus. Olkoon f,: {O, 1,2,..., [\/ﬁJ}Q — Z/pZ,
fa(u,v) =u+av modp.

Lemman (1) nojalla (|/p| + 1)> > p. Kyyhkyslakkaperiaatteenﬂ nojalla f, ei ole
injektio, joten on (uy,wv), (uz,v2) € [0, [\/ﬁj]z, joille uy; + av1 = wug + avy mod p ja
(u1,v1) # (ug,v2). Sils uy — uy = a(vy — vy) mod p. Lisaksi 0 < uy,vi,ug,v2 < /D,
joten |u; —ug| < \/p ja vy —vi| < \/p. Siis luvut zg = uy — uy ja yo = v — v1 toteuttavat
vaitteen ehdot. O

2 Axel Thue (1863-1922).
3 Kyyhkyslakkaperiaate eli lokeroperiaate: Jos N + 1 palloa jaetaan N lokeroon, niin ainakin yhteen
lokeroon tulee kaksi palloa.
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7.4 Nelionjaannokset

Olkoon n € N — {0,1}. Luku 0 < r < n — 1 on neliénjiinnés mod n, jos r = x> mod n
jollain = € Z[]

%Lukua 0 ei aina lasketa nelionjadnnokseksi. Liséksi, jos n ei ole alkuluku, saatetaan rajoittua lukuihin
1<a<n-—1,joille syt(a,n) = 1.

Kun halutaan maarittaa nelionjaannokset mod n, riittaa tarkastella lukujen 0 < x < n—1
neliénjadnnokset mod n, koska (z + kn)? = z* mod n kaikilla k € Z.

Lemma 7.5. Olkoon ne N —{0,1}.
(1) Jos n on parillinen, niin on korkeintaan § + 1 neliénjidnndstd mod n.
ntl pelionjadnnéstd mod n.

2
(8) Jos p on pariton alkuluku, niin nelionjidnnoksié mod p on %.

(2) Jos n on pariton, niin on korkeintaan

Todistus. (1) Kaikille 1 < k& < % — 1 patee k* = (—k)* = (n — k)?> mod n. Liséksi
nelionjaannoksid antavat 0 ja 3. Siis nelionjaannoksia on korkeintaan § —1+2 = 2 + 1.
(2) Todistetaan samaan tapaan kuin kohta (1). Harjoitustehtava [7.4]

(3) Harjoitustehtavi O
Esimerkki 7.6. (1) Luvut 0 = 0%, 1 = 12 = 4 mod 5 ja 4 = 22 = 3> mod 5 ovat
nelionjaannokset mod 5.

(2) Luvut 0 = 0%, 1 = 1> = 4? = 52 mod 6, 3 = 3? mod 6 ja 4 = 2% ovat nelionjadnnokset
mod 6. Neliojaannoksidé mod 6 on suurin mahdollinen méaara 4 = g + 1.

B)Luvut 0 = 02, 1 =12 =52 =7 =11 mod 6,4 = 2 = 42 = 82 = 10> mod 12 ja
9 = 3?2 = 9?2 mod 12 ovat neliénjidinnokset mod 12. Neliojaannoksia mod 12 on siis 4,

joka on vihemman kuin Lemman antama ylaraja 7 = % + 1.

Propositio 7.7. Olkoon p alkuluku. Tdlléin —1 on nelionjdinnds mod p, jos ja vain jos
p =2 tai p=1mod 4.

Todistus. Olkoon p = 1 mod 4 alkuluku. Olkoon a = (2)!. Oletuksen mukaan 2% on
parillinen, joten Wilsonin lauseenE] nojalla

o — <<p;1>'>2 _ (p;l>, <(_1)(_2)... (_p;1>> =(p—1)!=-1 modp.

Harjoitustehtéavassa [7.6| osoitetaan, ettd —1 ei ole nelionjaannés mod p, jos p = 3 mod 4.
Lisiksi —1 =1 = 12 mod 2. O

Seuraus 7.8. Olkoot a,b € Z ja olkoon p = 3 mod 4 alkuluku. Jos p | a® +b%, niin p | a ja
p | b. Erityisesti p* | a* + b>.

Todistus. Olkoon p alkuluku siten, ettd p | a® + b® ja p t a. Oletuksen nojalla pitee
a? = —b? mod p ja Lemman nojalla on ¢ € Z, jolle ac = 1 mod p. Siis

1= (ac)® = a®c* = —b*c®* = —(bc)* mod p,
joten —1 on neliénjaannos mod p. Proposition nojalla p = 2 tai p = 1 mod 4. ]

4Lause
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7.5 Kahden nelion lauseen todistus

Lause 7.9 (Fermat). Olkoon p > 3 alkuluku. Tdlldin p on kahden nelién summa, jos ja
vain jos p = 1 mod 4.

Todistus. Esimerkissa havaittiin, ettd jokaisen parittoman luvun neli6 on kongruentti
luvun 1 kanssa mod 4 ja lisaksi jokaisen parillisen luvun neli6 on jaollinen luvulla 4. Jos x
on kahden nelién summa, niin Lauseen nojalla pitee x = 0 mod p, x = 1 mod p tai
x = 2 mod p. Siis mikdan luku, joka on kongruentti luvun 3 kanssa mod 4, ei ole kahden
nelion summa.

Olkoon p = 1 mod 4 alkuluku ja olkoon a = (7%1)! . Proposition nojalla a? = —1

mod p. Thuen lemmanﬂ nojalla on g, yo € Z, joille patee

0 < [aol, lyo] < v/p (7.1)
ja arg = yo mod p. Siis Lauseen nojalla

—ay = a’ry = (azo)’ =y5 mod p,
joten p | 23 + y2. Epéayhtélon (7.1]) nojalla 0 < 22 + y2 <p+p=2p. Siis 23 + 42 =p. O
Lemma 7.10 (Diofantos). Olkoot a,b,c,d € Z. Tdlldin
(a® + b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?

Todistus. Tamén voi todistaa suoralla laskulla, Harjoitustehtava [7.7)] O

Seuraus 7.11. Jos luonnolliset luvut x ja y ovat kahden nelion summia, niin xy on
kahden nelion summa. O]

Lauseen [7.9 todistus. Harjoituksissa osoitetaan Lauseen ja Seurauksen [7.11] avulla,
ettd n on kahden nelion summa, jos jokaisen alkuluvun p = 3 mod 4 eksponentti luvun
n alkutekijaesityksessa on parillinen.

Olkoon p = 3 mod 4 alkuluku, jolle p | n = a® + b?. Seurauksen nojalla a = pa, ja
b = pb, joillain ay, by € Z, joten n = p*(a? + b?).

Olkoon

o = max{k e N:p*|n}.

Talloin n = p®ng ja syt(p,ne) = 1. Jos a = 23 + 1 on pariton, niin edella tehty lasku
osoittaa, ettd on luonnolliset luvut ag, bs, joille png = a3 + b3. Seurauksen nojalla
p | np, mutta tdma on ristiriita. Siis @ on parillinen. O]

SLemma
6 Algebrallisempi tapa todistaa tdméi yhtild on osoittaa, ettd Gaussin kokonaislukujen renkaan Z[i]
algebrallinen normi z — |z|2> = 2Z on homomorfismi (Z[i] — {0},-) — R*.
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Harjoitustehtavia

7.1. Maarita luvun 6 rajoittamattomien ositusten lukuméaara.

7.2. Osoita, ettd luku n € N* voidaan esittda positiivisten kokonaislukujen summana
271 tavalla, kun samojen yhteenlaskettavien eri jarjestykset lasketaan erikseen kuten

Esimerkin [7.1] lopussa. [[]
7.3. Todista Lemma [7.3]

7.4. Todista Lemman [7.5| kohdat (2) ja (3).

7.5. Maaritd nelionjaénnokset mod 8.

7.6. Olkoon p > 2 alkuluku. Osoita, ettd p = 1 mod 4, jos —1 on neliénjaannés mod pﬂ
7.7. Todista Lemma [Z.10l

7.8. (1) Olkoon z kahden nelién summa ja olkoon y € Z. Osoita, ettd xy* on kahden
nelion summa.

(2) Olkoon n € N — {0} luonnollinen luku, jonka alkutekijéesityksessé (3.1]) jokaisen alku-
luvun p = 3 mod 4 eksponentti on parillinen. Osoita, ettd n on kahden nelién summa.

7.9. Esita luku 10285 kahden nelion summana.
7.10. Esita luku 1517 kahden nelién summana.
7.11.  Mitké luvuista 105, 2205 ja 5951 ovat kahden nelién summia’]

7.12. Olkoot z,y, z € Z.
(1) Osoita, ettd 2? + y? + 22 £ 7 mod 8.
(2) Olkoot z,y,z € Z siten, ettd 4 | 22 + y* + 2%. Osoita, etti r =y =2 =0 mod 2.

7.13. Olkoon n = 4%(8b+7) € N joillain a, b € N. Osoita, ettd n ei ole kolmen kokonais-
luvun nelion summa 5]

7Aseta n palikkaa jonoon. Niiden véleissd on n — 1 rakoa, joista palikoiden jono voidaan jakaa aset-
tamalla siihen erottaja. Jokaiseen rakoon siis valitaan, laitetaanko siihen erottaja vai ei. Tamén valinnan
voi koodata luvuilla 1 ja 0 ...

8Fermat’n pieni lause, Lause

9Esityksid kahden nelién summina ei kysyta.

0Harjoitustehtévi ja induktio.
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Luku 8

Neljan nelion summat

Luvussa[7]selvitimme, mitké luonnolliset luvut ovat kahden nelion summia. Téassé luvussa
todistamme, etta kaikki luonnolliset luvut ovat neljin nelion summia.

8.1 Neljan nelion lause

Lause 8.1 (Lagrange). Jokainen luonnollinen luku on neljin nelion summa.

Lauseen todistus palautetaan alkulukujen tarkasteluun Diofantoksen lemman vas-
tineen avulla.

Lemma 8.2 (Euler). Olkoot 1, xo,x3, T4, Y1, Y2, Y3, Y4 € Z. Tdlldin
(@7 + a5 + 25 + ) (U + v + 3 +yi) =

(x1y1 + 22y + 23y + 95494)2 + (21Y2 — ath + T3ys — x4y3)2
+ (21Y3 — Toys — Tay1 + Taya)® + (T1Ys + ToYsz — T3y — Tay1)? .

Todistus. Harjoitustehtava [8.1] O

Seuraus 8.3. Jos luonnolliset luvut x ja y ovat neljd nelion summia, niin xy on neljin
nelion summa. [

Seurauksen nojalla riittda nayttéa, etté jokainen alkuluku on neljédn nelién summa.

Lemma 8.4. Olkoon p alkuluku ja olkoon m € N* parillinen luku, jolle

Ui+ ys syl =mp

joillain y1, Y2, Y3, Ya € Z. Tdlléin yhtdlolla
m
x%—i—x%#—x%—l—xi = Ep
on ratkaisu.
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n ma(n) n ra(n)

1 12 1 3152 4+22+124+12| 4 |3-8+7
2 12 +12 2 32 42 + 42 2

3 12412412 3 33| 4%2+4%2412 3

4 22 1 34 52 + 32 2

5 22 + 12 2 35 52 + 32 412 3

6 22 412 + 12 3 36 62 1
7122412412412 4 7 37 62 + 12 2

8 22 4 22 2 38| 6%2+12412 3

9 32 1 39 [624+12+12+12| 4 | 4-8+7
10 32 +12 2 40 62 + 22 2

11 32 +12 412 3 41 52 + 42 2

12 22 + 22 4 22 3 42 52 + 42 412 3

13 32 + 22 2 43| 52432432 3

14| 32422412 3 44 | 6%+ 22 4 22 3

15|32 +22+12+12 4 8+7 |45 62 + 32 2

16 42 1 46 62 +32+1 3

17 42 412 2 47| 62 +32 41 +12 4 |5-847
18 32 +32 2 48 | 4% + 42 + 42 3

19| 32432412 3 49 72 1

20 42 + 22 2 50 72 412 2

21 4% 422 112 3 51 72412 412 3

22 | 32432422 3 52 62 + 42 2

23 132 4+32+22 412 4 2.-84 7] 53 72+ 22 2

24 | 42 422 422 3 54 | 7?22 412 3

25 52 1 55 | 72 +22 412412 4 | 6-847
26 52 + 12 2 56 | 62+ 42 4 22 3

27 | 52 +12 412 3 57 | 7% 422 422 3

28 [ 524+ 12 +12 412 4 4.7 || 58 72 4 32 2

29 52 + 22 2 59 | 7?2 4+32 412 3

30| 52422412 3 60 [ 72 +32+12412| 4 4847

Taulukko 8.1 — Luonnollisten lukujen 1 < n < 60 esityksid nelididen summina. Luku
ma(n) on pienin mééra neliditd, joiden summana n voidaan esittdi. Lauseen [8.1] nojalla

luvun n arvoille patee ma(n) < 4. Taulukon 60 luvusta yhdeksille patee ma(n) = 4.
Neljas ja kahdeksas sarake antavat lukujen esitykset kolmen nelion lauseessa esiintyvissé
muodossa.
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Todistus. Luku mp on parillinen, joten 0, 2 tai 4 luvuista yi, y2, Y3, y4 on parillisia. Eri-
tyisesti voimme olettaa, etta y; = y» mod 2 ja y3 = y4 mod 2. Talléin luvut

:y1—y2
2 )

:Z/1+y2 w=y3_y4
2 0 2

Y3 + Ya
Ty =

T T2 ja 9

ovat kokonaislukuja ja niille patee

_ 2 + 2 — 2 + 2
xf +x3 +x§ +$421 _ <y1 yz) n (yl y2> n (3/3 y4> n <y3 y4>
2 2 2 2
ittty om -
- 2 — o

Propositio 8.5. Olkoon p alkuluku ja olkoot a,b,c € Z. Kongruenssiyhtdlolld
ar? + by’ + c2z*>=0 mod p
on ratkaisu (x,y,2) € Z* — {0,0,0}.
Todistus. Jos a = 0 mod p, niin x = 1, y = 0 = z on ratkaisu ja vastaavasti saadaan
ratkaisuja, jos b = 0 tai ¢ = 0. Siis voimme olettaa, ettd a,b,c % 0 mod p.
Jos p = 2, niin juuri tehdyn oletuksen nojalla @ = b = ¢ = 1 mod 2. Esimerkiksi

a+b=14+1=0 mod 2, joten x = 1 =y, z = 0 on ratkaisu.
Jos p > 2, niin p — 1 on parillinen. Olkoot

-1
yz{a+by2:0<y<L}
ja
ﬂz{—czzzOézép_l}.
Jos a + by; = a + by3, niin Lauseen [5.4/1) nojalla

0=by — by% =b(y1 + y2)(v1 — v2) -

Supistussdannon| nojalla y; = y, tai y; = —y;. Joukkojen . ja .7 miéritelmien nojalla
0 < y1,y2 < p—;l, joten saamme y; = yo. Siis joukossa . on pT_l +1 = % alkiota,

jotka ovat kaikki eri kongruenssiluokissa. Samalla tavalla ndhdéén, ettd joukossa 7 on
myos % alkiota, jotka ovat kaikki eri kongruenssiluokissa. Kongruenssiluokkia mod p on
p<p+1==2"14 28 joten kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla on 0 < yg, 20 < 25+, joille
a+ byl = —cz2 mod p. Siis a1? + by + cz2 = 0 mod p, joten (1,0, 29) on haluttu

ratkaisu. O

Lemma 8.6. Olkoon p pariton alkuluku. On pariton luonnollinen luku 0 < m < p, jolle
yhtdlolla

2 2 2 2
on ratkaisu

ISeuraus
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Todistus. Proposition nojalla on x9, x3 € N, 0 < 9, 23 < % ja k e N* joille pétee

(p—1? (=17 _p*
5

kp=1+az3+a5+0><1+ Tt <

Siis haluttu yhtalo pétee jollain luonnollisella luvulla 0 < k& < p.
Jos k on pariton, niin véite on todistettu. Oletetaan siis, ettd k£ on parillinen. Lemman
.4 nojalla yhtalolla

k
l+as+a3+0°=<-p

2
on ratkaisu. Jos % on pariton, véite on todistettu. Muuten voimme soveltaa Lemmaa
riittavin monta kertaa kunnes paadymme parittomaan lukuun 2% O

Propositio 8.7. Jokainen alkuluku on neljin nelion summa.

Todistus. Alkuluku p = 2 = 12 + 12 + 0? + 0% on neljin nelién summa.
Olkoon p pariton alkuluku. Lemman nojalla on pariton m € N*, m < p, ja koko-
naisluvut xq, x9, 3, 14, joille patee

x] 4+ x5+ 25 + 75 = mp. (8.1)

—_ ai,ag,0as, a -

siten, etta a; = x; mod m kaikilla 1 <1 < 4E| Talloin
a2+aital+ai=ri+ri+2i+25=0 modm.

Siis on £ € N, jolle a? + a3 + a3 + a3 = {m.
Luvut aq, as, as, as valittiin siten, etta

2 2 3 2 @2_ 2
ay +ay +az+a; <4 5) =m

joten £ < m. Jos £ = 0, niin a; = as = a3 = a4 = 0. Talloin x1, 9, x3, x4 = 0 mod m.
Yhtalon nojalla siis piatee m? | mp, joten m | p, mutta tdmé on mahdotonta, koska
1 < m < pja p on alkuluku. Siis 0 < ¢ < m.

Lemman [8.2 nojalla

m*lp = mplm = (27 + 23 + 23 + 23) (a] + a3 + a3 + a}) (8.2)
=(2101 + Toay + T3a3 + T404)* + (T1a9 — Toay + T304 — T4a3) (8.3)

2 2
+ (l‘lag — ToQy — T30Q71 + x4a2) + (1‘16L4 + Toa3 — T3a9 — 274&1) . (84
Lukujen ay, as, as, ay valinnan nojalla

2 2 2 2
xlal+x2a2+x3a3+x4a4le+x2+x3+x4=mpEO mod m
T1Q2 — LA + T3A4 — T403 = T1To — ToX1 + T3Ty — T4T3 = 0 modm
X143 — Ty — L3071 + T40o = T1X3 — ToLyg — T3T1 + TyTo = 0 modm ja

X104 + ToQ3 — T3A9 — T401 = T1Ty4 + ToT3 — T3Tg — Ty = 0 mod m,

2Huomaa, etti 5 ei ole kokonaisluku.
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joten valitsemalla

X101 + Toao + T3a3z + X404

Y1 = m € Zu
T1Q9 — ToQ1 + T3Q4 — T403
y2 = S Z,
m
T103 — ToQy — T3G1 + T402 )
Ys = m €Z ja
X104 + T2z — T3Ao — T40a7
Yy = m € Zu

saamme yhtalon (8.2)) nojalla

2
m-Lp
Ay Y= = .

Lemman nojalla voimme olettaa, ettéd ¢ on pariton. Jos £ > 1, niin voimme toistaa
edelld tehdyn paéttelyn ja loytaéa ratkaisun yhtélolle

Uity + Y5y =mp,

jollain parittomalla luvulla 1 < m < ¢. Néin jatkettu prosessi paattyy édarellisen monen

askeleen jilkeen ja antaa lopulta ratkaisun yhtélolle y? + y2 + y2 + y3 = p. O]
Lauseen [8.1) todistus. Viite seuraa Propositiosta [8.7 ja Lemmasta [8.2] O

8.2 Waringin ongelma

Olkoon k € N* ja olkoon

¢
g(k)zinf{ﬁeN*:VneNﬂxl,xQ,...,xgeN*,joillenzZx?}.

J=1

Jos g(k) # oo, niin se antaa pienimméan maaran ¢, jolla kaikki luonnolliset luvut
voidaan esittdd ¢ kokonaisluvun k. potenssin summana. Luvun ¢(k) aarellisyyskysymys
on Waringinf’| ongelma. Hilbert ratkaisi vuonna sen 1909.

Lause 8.8 (Hilbert). Luku g(k) on ddrellinen jokaisella k € N.

Esimerkki 8.9. Neljin nelion lauseen nojalla g(2) < 4. Toisaalta 7 ei ole kolmen nelién
summa, koska ainoat neliot, jotka ovat korkeintaan 7 ovat 1 = 12 ja 2 = 22, joista 7
saadaan ainoastaan summana 7 = 2% + 12 + 12 + 12. Siis ¢(2) = 4.

Esimerkissa tehty havainto voidaan laajentaa kolmen nelion summien taydelliseksi
kuvailuksi.

Lause 8.10 (Kolmen nelién lause). Jokainen positiivinen luonnollinen luku, joka ei ole
muotoa 4°(8k + 7) joillain a, k € N, on kolmen nelién summa.

Todistus. Harjoitustehtévissa osoitetaan, ettd luku 4*(8k + 7) ei ole kolmen nelién
summa milldan a, k € N. Toinen suunta on vaativampi. Se todistetaan esimerkiksi lahteissé
[Lan2, Thm. 187] ja [TBl, Thm. 9.8]. O

3Edward Waring (1736-1798).

29. huhtikuuta 2024



80

Neljian nelion summat

8.3 Diofantoksen ja Eulerin lemmoista

Tassa luvussa oletamme, ettd kompleksilukujen perusominaisuudet ovat tunnettuja. Ne
on esitetty tiiviisti esimerkiksi lahteen [Par] luvussa 1.8. Olkoot z = x+iy, w = u+iv € C.
Talloin

2w = (x4 1) (u + w) = (xu — yv) + i(xv + yu) . (8.5)

Kompleksiluvun z = x + iy € C algebrallinen normi on

n(z) =2z =2 +1°.
Lemma 8.11. Olkoot z,w € C .Tdllin n(zw) = n(z)n(w). O

Gaussin kokonaisluvut on kompleksilukujen kunnan alirengad’|

Zli] ={a+ib:a,be Z}.

*Katso [Parl Luku 4.3].

Lemma 8.12. Luonnollinen luku n on kahden nelién summa, jos ja vain jos n = n(z) jol-
lekin z € Z[i]. O

Diofantoksen lemman [7.10 toinen todistus. Olkoot m ja n kahden nelién summia. Lem-
man [8.12| nojalla on z = x + iy, w = u + i € Z[i], joille m = n(z) ja n = n(z). Télléin
Lemman [8.11] ja yhtélon (8.5) nojalla

mn = n(z)n(w) = n(zw) = n((zu — yo) + i(zv + yu)) = (2u — yv)* + (v + yu)?
on kahden nelion summa. O]

Eulerin lemma [8.2] voidaan todistaa samaan tapaan kuin Diofantoksen lemma kéytta-
malla kompleksilukujen sijaan Hamiltonin kvaternioita

H = {.1’0 +I1i+$2j +$3k 2o, %1,X2,T3 € R},
missé i ,j ja k toteuttavat yhtalot
i’=j =k*= -1 (8.6)

ja

ij=k =—ji, ki=j=-ik, jk=1i=—kj. (8.7)
Kvaternioiden yhteenlasku maédritelldin kuten avaruudessa R* ja niiden kertolasku maa-
ritelldén ottaen huomioon yhtélot ja (8.7). Gaussin kokonaislukujen sijaan tarkas-

tellaan Lipschitzin kokonaislukuja

L={xo+mi+xoj+axsk:xg,x1,29,23€7Z}.
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Harjoitustehtavia

8.1. Todista Lemma 2]

8.2. Esita luku 2024 neljan nelion summana.

8.3. Esita luku 29887 neljéan nelion summana.

8.4. Osoita, ettd g(3) =9 ja g(4) > 19[]
4Katso luku
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Luku 9

Pythagoraan kolmikot ja Fermat’n
suuri lause

Tassa luvussa tarkastelemme epélineaarisia Diofantoksen yhtéaloita
"4yt =",

kun n > 2. Tapauksessa n = 2 yhtélollad on darettoméan monta ratkaisua, joita kutsutaan
Pythagoraan kolmikoiksi. Parametrisoimme ndmaé ratkaisut luvussa [9.1} Jos n > 3, niin
(0,0,0) on ainoa ratkaisu. Taméa on Fermat'n suuri lause, johon tutustumme luvussa .
Todistamme tapauksen n = 4 Pythagoraan kolmikoiden avulla.

9.1 Pythagoraan kolmikot

Olkoot a, b, c € N*. Jos
a’ +b* = ¢,

niin (a, b, ¢) on Pythagoraan kolmikko. Jos lisiksi syt(a, b, c) = 1, niin (a, b, ¢) on primitii-
vinen Pythagoraan kolmikko.

Esimerkki 9.1. (1) (3,4,5), (5,12,13) ja (8,15, 17) ovat primitiivisid Pythagoraan kol-
mikoita.

(2) Jos (a,b,c) on Pythagoraan kolmikko ja k € N* niin (ka, kb, kc) on Pythagoraan
kolmikko, joka ei ole primitiivinen, jos k > 2.

(3) Jaollisuussdannoistéd ja Pythagoraan kolmikot méadarittelevasta yhtalosta seuraa, etta
syt(a,b,c) > 1, jos syt(a,b) > 1, syt(b,c) > 1 taisyt(a,c) > 1.

Tassa luvussa osoitamme, ettd Pythagoraan kolmikot voi parametrisoida parittomien
luonnollisten lukujen pareilla, jotka ovat suhteellisia alkulukupareja. Sitda ennen pohdim-
me, mitd lukuja primitiivisessi kolmikossa (a, b, ¢) voi olla.
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Lemma 9.2. (1) Olkoon (a,b,c) Pythagoraan kolmikko. Tdllin a =3, b > 3 ja ¢ = 3.
(2) Olkoon a € N, a = 3. Tdlloin on b,c € N* siten, ettd (a,b, c) on Pythagoraan kolmikko.

Todistus. (1) Kaksi ensimmaista neliod 12 ja 22 = 4 eivit ole kahden nelién summia, joten
jokaiselle Pythagoraan kolmikolle patee ¢ > 3.

Koska a? < a® + 12 < (a + 1)?, niin a® + 12 ei ole nelié millién a € N*. Siis b > 2
Vastaavasti ndhdaén, ettd a > 2.

Jos b = 2, niin tietoa a > 2 kédyttden saadaan

a?<a?+b=d*+4<(a+1)?,

joen a® + b? ei ole neli6. Siis b > 2. Samaan tapaan nahdiin, etti a > 2.

2

Jos a = 3 on pariton, niin a® on pariton ja ¢ +1, @1 ¢ N*, Lasku osoittaa, etta
p p J

a® 4+ 1\2 a’ —1\2 9
() - (5) =
2 2

joten (a, “22’ 1 “2; 1) on Pythagoraan kolmikko. Jos a on parillinen, niin ‘21—2 e N* ja

a? 2 a? 2
() e
( 17 A “

joten (a, & — 1, a + 1) on Pythagoraan kolmikko. ]

Esimerkki 9.3. Taulukko luettelee Lemman antamat Pythagoraan kolmikot pa-
rametrin a arvoilla 3 < a < 20. Lauseen todistuksessa ndemme, ettd parametrin a pa-
rittomat arvot antavat primitiivisia Pythagoraan kolmikoita. Sen sijaan kaikki parilliset
parametrin a arvot eivat anna primitiivisia kolmikoita.

a (a,b,c) a (a,b,c)
3| (3,4,5) 4] (43,5
5 (5,12,13) 6 (6,8,10)
7| (7,24,25) || 8| (815,17)
9 | (9,40,41) || 10] (10,24,26

( )
11| (11,60,61) || 12| (12,35,37)
13| (13,84,85) | 14| (14,48,50)
( )
( )

15 | (15,112,113) || 16 | (16,63,65
17 | (17,144, 145) || 18 | (18,80,82
19 | (19,180,181) || 20 | (20,99, 101)

Taulukko 9.1 — Lemman [9.2] antamia Pythagoraan kolmikoita.

Lemma 9.4. Olkoon (a,b,c) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Talloin a # b mod 2
ja ¢ =1 mod 2.
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Todistus. (1) Jos a = b= 0 mod 2, niin a* = b> = 0 mod 2. Siten ¢ = a®*+b* =0 mod 2,
joten Eukleideen lemmanﬂ nojalla c =0 mod 2. Tama on mahdotonta, silla primitiiviselle
Pythagoraan kolmikolle patee syt(a,b,c) = 1.
Josa=b=1 mod2, niin a> = > = 1 mod 2, joten ¢ = a®> + b?> = 0 mod 2 .
Tallsin?]
2=a’+0* =c*=0 mod 4.

Tamé on mahdotonta. O

Olkoon
J={(s5,t) eN* xN*:s=t=1mod 2, syt(s,t) =1, s>t}

ja olkoon P: J — (N*)3,

52 — 12 52+ t?

P(s,t) = (st, , ) .

(s,t) 5 5

Lause 9.5. Kuvaus P on injektio ja sen kuvajoukko P(J) on niiden primitiivisten Pytha-
goraan kolmikoiden joukko, joilla a pariton.

Todistus. Olkoon (a, b, c) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Talloin
a>=c b = (c—b)(c+b). (9.1)

Néytetadn, ettd syt(c —b,c+b) = 1 ja ettd ¢ — b ja ¢ + b ovat neliditd eli ¢ + b = s? ja
¢ — b= t?joillain s,t € N.

Jos d on alkuluku, jolle d | (¢ — b) ja d | (¢ + b), niin jaollisuuslauseen perusteella d
jakaa myo6s luvut

(c+b)+(c—b)=2c ja (c+0b)—(c—b)=20b.

Siten d | 2c ja d | 2b. Eukleideen lemman ja Esimerkin [0.1[3) nojalla d = 2. Koska
toisaalta d jakaa myds luvun (¢ — b)(c + b) = a® ja a® on pariton, niin d # 2. On siis
syt(c —b,c+0b) = 1.

Koska syt(c —b,c+b) = 1 ja (c —b)(c+b) = a?, niin alkutekijaesityksen yksikésittei-
syydesta seuraa, ettd ¢ — b ja ¢ + b ovat nelioita eli on luvut s,t e N*| s > ¢, joille

c+b=g>

ja c—b=1t%
Nyt

s% + 12 b_SQ—t2
2 2

c=

ja siten yhtalon (9.1) nojalla
a=+/(c—=0b)(c+b) = st.

Toisaalta, jos s, t, a, b ja ¢ ovat kuten oletuksissa, niin

4 242 4 4 242 4
st — 28t +t s* + 287t +t
a’ + b = *t? + 1 = 1 = ?

Lemma
2Katso Esimerkki
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eli (a,b,c) on Pythagoraan kolmikko.

Osoitetaan, etta nain saatu Pythagoraan kolmikko on primitiivinen. Oletetaan, etta
on alkuluku p, jolle p | a ja p | b. Koska s ja t ovat parittomia, niin a on pariton ja
siten p on pariton. Jaollisuuslauseen nojalla p | ¢* ja Eukleideen lemman nojalla p | c.
Siten p jakaa luvun b + ¢ = s?. Eukleideen lemmasta seuraa, ettd p | s. Jaollisuuslauseen
nojalla p jakaa myés luvun 2b — s? = t? ja Eukleideen lemman perusteella p | t. TAmé on
mahdotonta, silla syt(s,t) = 1. Siis (a, b, ¢) on primitiivinen.

Kuvauksen P injektiivisyys seuraa siitd, etti s> = b+ ¢ ja t? = ¢ — b, joten nimi
parametrit méaraavat luvut s ja ¢ yksikasitteisesti joukossa J. [

Seuraus 9.6. Primitiivisien Pythagoraan kolmikoiden joukko on ddretin.

Todistus. Joukko J on déreton, koska se sisaltdad esimerkiksi joukon {(2k +1,1) : k € N*}.

Viite seuraa, koska kuvaus P on injektio. O
37¢ o
e o
e o
e o o o
e 6 o o o
e o e o
e o o o e o
23+ e o o e o [ J e o
e o [ J [ J [ J

17

1" 23 37

Kuva 9.1 — Joukko J.
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(s,t) (a,b,c)
(23,1) | (23,264, 265)
(23,3) | (69,260,269)
(23,5) | (115,252, 277)
(23,7) | (161,240, 289)
(23,9) | (207,224, 305)
(23,11) | (253,204, 325)
(23,13) | (299,180, 349)
(23,15) | (345,152, 377)
(23,17) | (391,120, 409)
(23,19) | (437,84, 445)
(23,21) | (483,44, 485)

800

Kuva 9.2 — Pythagoraan kolmikoita, joille s < 39 kartiolla a? + b* = ¢%. Kolmikot, jotka,
vastaavat parametreja, joissa s = 23, on merkitty punaisella.

9.2 Fermat’n lause - tapaus n =4
Lause 9.7 (Fermat'n suuri lause). Olkoonn = 3 luonnollinen luku. Diofantoksen yhtdlélld
4yt =z
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et ole ratkaisua, jolle ryz # 0.

Todistus. Taméan lauseen todistus on erittdin syvallinen ja pitka, emmeké késittele sita
talla kurssilla. Todistuksessa kaytettdvad matematiikkaa esitelladn esimerkiksi kirjassa

[Hell. O
Lause 9.8. Diofantoksen yhtdllld x* + y* = 2% ei ole ratkaisua, jolle vyz # 0.

Lause antaa valittiméana seurauksena Fermat'n lauseen erikoistapauksen, jossa
n = 4.

Seuraus 9.9. Diofantoksen yhtalélld

et ole ratkaisua, jolle xyz # 0. [

Lauseen [9.8 todistus. Oletetaan, ettd yhtalolla on muita ratkaisuja. Jos (z,y,2) on rat-
kaisu, niin ( |2/, |yl,|z]) on ratkaisu, joten riittédd tarkastella positiivisia ratkaisuja, joissa
kaikki luvut ovat positiivisia. Olkoon (a, b, ¢) positiivinen ratkaisu, jossa

c=min{z e N*: 2* + y* = 2% joillain z,y € N*} .

Talloin (a, b, ¢) on minimaalinen ratkaisu.
Jaollisuuslauseen (1.3 nojalla syt(a, b)* | ¢®. Jos syt(a,b) > 1, niin jollekin alkuluvulle
p pitee p | syt(a,b). Tallsin p* | ¢, joten Eukleideen lemmanf| nojalla p? | c. Siis

a\* b\* c\’

_ + (= == ,

p p D
joten (a,b, c) ei ole minimaalinen ratkaisu. Siis syt(a,b) = 1, joten (a?,b%, ¢) on primitii-
vinen Pythagoraan kolmikko.

Oletamme siis, ettd a on pariton ja b on parillinen. Lauseen [9.5| nojalla on parittomat
keskenadn jaottomat luonnolliset luvut ¢ < s, joille

a® = st, (9.2)
2 t2

=2 — a (9.3)
2 t2

c="2 ;r . (9.4)

Esimerkin [1.7] nojalla st = 1 mod 4, joten
s=t=1mod4 tai s=t=3mod4. (9.5)

Yhtélon (9.3) nojalla
2% =s>—t2 = (s—t)(s+1). (9.6)

3Lemma
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Tulon tekijiat s —t ja s+t ovat parillisia, koska s =t = 1 mod 2, joten syt(s—t,s+1) > 2.
Liséiksi vaihtoehtojen (9.5) nojalla s —¢ = Omod 4. Jos d | (s —t) jad | s+ t, niin
d | syt(2s,2t). Lemman nojalla syt(2s,2t) = 2syt(s,t) = 2, joten d < 2. Siis

syt(s —t,s+1t) =2. (9.7)

Yhtalon nojalla on u,v € N*  joille s + t = 2u?, s —t = 4v? ja syt(u, 2v) = 1. Talloin
s =u? + 20?% ja t = u? — 202, joten yhtilon (9.2) nojalla a? = u* — 4v*. Siis

a® + (20%)? = a® + 0* = vt = (u?)?, (9.8)

joten (a,2v? u?) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Huomaa, etti u < ¢, koska
v =1 ja yhtélén (9.4) nojalla ¢ = u* + 402
Lauseen [9.5 nojalla on parittomat keskenaén jaottomat luonnolliset luvut 7' < S, joille

S?2 -T2 , ST+ T?

a=ST, 2°= 5 ja u =G (9.9)
Keskimmaéisen yhtélon nojalla
b =8 -T*=(S-T)(S+T). (9.10)

Samalla tavalla kuin yhtdlé (9.7), saamme syt(S — T, S + T) = 2, joten yhtélén ([9.10)
nojalla joillakin A, B € N* pitee S — T = 2A% ja S + T = 2B2 Siis S = A? + B? ja
T = A% — B2, joten oikeanpuoleisen yhtilon nojalla

, (A% 4 B2)? 4 (A% — B2)?

= = A*+ B*.
U 5 +

Edellda ndimme, ettd 0 < u < ¢, joten (a,b,c) ei ole minimaalinen ratkaisu ja olemme
paatyneet ristiriitaan. (]

Lauseen todistuksessa kaytettava Fermat'n ddarettomdn laskeutumisen menetelmd
on tarkea todistustekniikka. Tésséd menetelmassa oletetaan jonkin vaitteen péatevéin luon-
nollisella luvulla n > 1, jonka oletetaan olevan minimaalinen. Sitten osoitetaan, ettd n ei
ole minimaalinen.

Harjoitustehtavia
9.1. Olkoon (a, b, ¢) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Osoita, etté a tai b on jaollinen
luvulla 3, mutta c ei ole jaollinen luvulla 3.

9.2. Olkoon (a, b, ¢) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Osoita, etté a tai b on jaollinen
luvulla 4, mutta c ei ole jaollinen luvulla 4.

9.3. Olkoon (a,b,c) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Osoita, ettd tdsmaélleen yksi
luvuista a, b tai ¢ on jaollinen luvulla 5.

9.4. Olkoon (a,b, c) Pythagoraan kolmikko. Osoita, ettd a # b.
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9.5. Oletetaan tunnetuksi, ettd Diofantoksen yhtalon
2P+ yP = 2P

ainoa ratkaisu on (0,0, 0) milld tahansa parittomalla alkuluvulla p. Todista Lause [0.7]
9.6. Olkoon (a,b, c) Pythagoraan kolmikko. Osoita, etté

(ab)* + (be)* + (ca)* = (c* — a®V?*)? .
9.7. Osoita, ettd Diofantoksen yhtalolla
r® +y° =32

ei ole ratkaisuja, joille zyz # OE]

9.8. Osoita ddrettoméan laskeutumisen menetelmalld, ettd /2 on irrationaaliluku.

Olkoot a, b, c,d € N*. Jos

a’+ b+ =,

niin (a,b, ¢, d) on Pythagoraan nelikko. Jos lisdksi syt(a,b,c,d) = 1, niin (a,b,c,d) on
primititvinen Pythagoraan nelikko.

9.9. Olkoot m,n,p e N* ja olkoot

a = 2mp
b= 2np
c=p*—(m*+n?)
d=7p*+ (m*+n?).

Osoita, etté (a, b, ¢, d) on Pythagoraan nelikko.

9.10. Tarkasta, etta (36,8, 3,37) on Pythagoraan nelikko. Osoita, etta tehtéivéinkaa—
va ei anna tatd nelikkoa.

Olkoot
1 -2 2 1 2 2 -1 2 2
U=12 -1 2|, A=|21 2|, D=|-2 1 2
2 -2 3 2 2 3 -2 2 3

9.11. Osoita, ettd U, A ja D ovat kiddntyvid matriiseja ja madritd niiden kadnteismat-
riisit.
9.12. Olkoon (a,b,c) Pythagoraan kolmikko. Osoita, etta U'a, A'a ja D'a ovat Pyt-

hagoraan kolmikoita.

9.13. Olkoon (a, b, ¢) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Osoita, ettd U ‘a, A'a ja D'a
ovat primitiivisia Pythagoraan kolmikoita.

4Kéytd ddrettomin laskeutumisen menetelmii. Tarkastele kysymystd mod 3.
5Muotoile viite Diofantoksen yhtdlon avulla.
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Diofantoksen approksimaatio

Tassa luvussa tarkastelemme reaalilukujen arvioimista rationaaliluvuilla.

10.1 Johdantoa

Rationaaliluku p/q € Q on supistetussa muodossa, jos g € N* ja syt(p,q) = 1.

Rationaalilukujen joukko @Q on tunnetusti reaalilukujen joukon R tihea osajoukko, kun
lukujen z,y € R etéisyytend kdytetaan niiden erotuksen itseisarvoa |x—y|. Jos 2 € R—Q on
irrationaaliluku ja € > 0, niin epdyhtélolla

o2 <o
q

on aarettomén monta ratkaisua g e Q.

Diofantoksen approksimaatiossa tarkastellaan irrationaaliluvun arvioimista rationaalilu-
vulla mahdollisimman tarkasti arvioinnissa kdytettavan rationaaliluvun nimittdajasta riip-
puvan funktion suhteen.

Olkoon ¢: N* — ]0, oo[. Diofantoksen approksimaatiossa tarkastellaan epdyhtaloiden
p
‘04 - 5 <9(q)

rationaalisten ratkaisuiden g € Q lukumaaraé reaaliluvuilla «. Yleensd o on irrationaali-
luku ja ¢ on monotoninen ja lim, ., ¥ (g) = 0. Tyypillisesti

joillain vakioilla ¢, 8 > 0.
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Propositio 10.1. Olkoon x € R ja olkoon q € N*. Epdyhtdlolld

ql  2q
on ratkaisu. Jos x on irrationaalikulu, niin yhtdlolla

1

ql  2q

on ratkaisu.

Todistus. Koska

r-|)[5 ],

a€”Z

niin jokaiselle z € R on a € Z, jolle a < x < a + 1. Kolmioepédyhtalon nojalla patee
|z —a| < 3 tai [(a+1) — 2| < 3. Molemmissa yhtéloissd pétee yhtdsuuruus ainoastaan

valin [%, “T“] keskipisteessa % e Q. Kaikilla muilla reaaliluvuilla pétee siis toinen
aidoista epayhtéloista jollain a € Z. O

10.2 Dirichlet’n approksimaatiolause

Tassa luvussa osoitamme, ettéd irrationaaliluvuille voimme kéyttad funktioita ¢, jotka

menevit nollaan darettomyydessid nopeammin kuin g — %.

Propositio 10.2. Olkoon a € R ja olkoon N € N*. Tdlloin on p,q€ Z, 0 < q < N, joille

patee
1

— < —.
lga — pl N

Todistus. Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla on ki, ky € {k € N : k < N}, ky < ko, ja
kokonaisluku 0 < s < N — 1, joille

ko — (o, kaor — ko) € LSV 8;1[
Talloin
(k1 — ke — (kra] — [ksa])] = [rar — [kaa] — (koer — [koar])| < ;f
Viite seuraa valitsemalla p = |koat| — |k1c| ja ¢ = ko — k1. O

Esimerkki 10.3. Olkoot a = /2 ja N = 8 kuten Propositiossa |10.2]

k
ka — |kal

~
x

1 2 3 4 5 6 7 8

V2—12¢2-2[3v2—4|4V2—-5| 5427 | 64/2—-8|7/2—-9|8/2—11

0.41421 | 0.82843 | 0.24264 | 0.65685 | 0.071068 | 0.48528 | 0.89949 | 0.31371
3 6 1 5 0 3 7 2

oo oo

S
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Lasku osoittaa, etta lokeroissa 0 ja 3 on kummassakin kaksi murto-osaa:
1
0<0<mf—7<§

ja
:< 2—1<m@—8<2.

Néisté pareista saadaan sama arvio % =1= §j luvulle 4/2. Lauseen mukaisesti

[V2—1| ~ 0.0142 < 0.04 = 2 ja Proposition [10.2{mukaisesti [5a—7| ~ 0.071 < 0.125 =

1
g

Lause 10.4 (Dirichlet’'n approksimaatiolause). Olkoon o € R — Q. Epdyhtdlo
1
‘a—£<—— (10.1)

pidtee ddrettémdan monelle § € Q.
Todistus. Proposition [10.2] nojalla jokaisella N e N* on pe Z jage N*, 1 < ¢ < N, joille

P 1 1
| 3

— < 10.2
AN (10.2)

Osoitetaan, ettd epayhtdlo péatee adrettoman monella rationaaliluvulla }% e Q. Olkoot

rationaaliluvut %, ce Z—ﬁ epéayhtalon ((10.3) ratkaisuja. Koska « ei ole rationaaliluku,
min{|a - %| 1<i< M} > 0, joten on () € N*, jolle patee

1
Q

’ Di
Q
q;

kaikilla 1 <17 < M.
Edella tehdysta havainnosta (10.2]) valinnalla N = @ seuraa, etta on g eQ,1<qg<Q,
jolle

P 1 1
‘a — | S —= < =
g q@Q Q
Siis .
q q
mutta g # % kaikilla 1 < i < M. Tésté seuraa, ettd epayhtalon (10.3]) ratkaisujen joukko
ei ole aarellinen. O
Propositio 10.5. Olkoon § € Q. Epdiyhtdlon
a p 1
N 10.3
b ql ¢ (103)
ratkaisujen joukko on ddrellinen.
Todistus. Harjoitustehtava [10.2 [
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10.3 Huonosti arvioituvat luvut

Reaaliluku z € R on algebrallinen luku, jos se on kokonaislukukertoimisen polynomin
juuri.

Jos x on jonkin n. asteen kokonaislukukertoimisen polynomin juuri, mutta ei ole minkéan
alemman asteen kokonaislukukertoimisen polynomin juuri, niin  on n. asteen algebralli-
nen luku.

Esimerkki 10.6. (1) Rationaaliluvut ovat tdsmélleen ensimmaéisen asteen algebralliset
luvut.

(2) Harjoitustehtévéssé osoitimme tunnetun tuloksen, ettd /2 ei ole rationaaliluku.
Siis se ei ole ensimméisen asteen algebrallinen luku. Madritelménsé nojalla /2 on ko-
konaislukukertoimisen polynomin X2 — 2 juuri, joten se on toisen asteen algebrallinen

luku.

Toisen asteen polynomin P(X) = aX? + bX + c diskriminantti on

Disc(P(X)) = b* — 4ac.

Lemma 10.7. Olkoot a,b,c€ R, a # 0 ja olkoot « ja o polynomin P(X) = aX? + bX +
¢ juuret. Tdlloin
Disc(P(X)) = a*(a — o/)?.

Todistus. Harjoitustehtéva [10.3] O

Propositio 10.8. Olkoon P(X) kokonaislukukertoiminen toisen asteen polynomi, jonka
diskriminantti on D, ja olkoon A > \/D. Olkoon irrationaaliluku o polynomin P(X) juuri.

Epayhtdlolla
) _E‘ P (10.4)

on vain darellisen monta ratkaisua.

Todistus. Olkoon P(X) = aX?+bX +c ja olkoon o polynomin P(X) toinen juuri. Talloin
polynomin Disc(P (X)) = a*(a — a/)? > 0.
Olkoon £ epéyhtélon (10.4) rationaalinen ratkaisu. Koska P(%) # 0, patee

ol

Epéayhtalon ((10.5]), polynomin juuriesityksen ja sen nojalla, etta % on ratkaisu, saamme
kolmioepéyhtéalosta arvion

ap?® + bpq + cq?
e

1
i
2

> (10.5)

1 ) p p p 1 p
— < p(,)) = ’a—fHa o — = ‘<—a(o¢—o/)+a a— = ‘
7 q q ( q) Ag? ( q)
YD al
A2 A2
Saatu epiyhtilo pétee, jos ja vain jos ¢* < %, joten nimittdjan g mahdollisten
arvojen joukko on aarellinen. O]
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® ® @
0 1 ©

Kuva 10.1 — Kultaisen leikkauksen suhde jakaa janan niin, ettd pidemmén palan pi-
tuuden suhde koko janan pituuteen on sama kuin lyhyemman janan pituuden suhde pi-

demmén janan pituuteen: 1 = el
© 1

Irrationaaliluku  on huonosti arvioituva luku, jos on ¢ > 0 jolle epayhtalolla |z — §| < q%
ei ole ratkaisuja.

Lause 10.9. Toisen asteen irrationaaliluvut ovat huonosti arvioituvia.

Todistus. Harjoitustehtava [10.4] [

Esimerkki 10.10. Kokonaislukukertoimisen polynomin P(X) = X?— X —1 juuret ovat

kultaisen leikkauksen luku @ = 1+—2\/5 ja sen konjugaatti ¢ = 1_2\/5. Polynomin P(X) dis-

kriminantti on 5, joten epayhtélon
P s
po—=|<
‘ gl V5¢?
ratkaisujen joukko on &érellinen kaikille 0 < g < 1.
Kultaisen leikkauksen lukua voi arvioida rationaaliluvuilla, joita saadaan seuraavalla

prosessilla: Kirjoitetaan yhtilo ¢* — ¢ — 1 = 0 muodossa ¢ = 1 + é. [teroimalla téta
saamme yhtéloketjun

1
=14+—-—=1+
v ® 1+é

Kun jatdmme jokaisesta yhtaloketjussa esiintyvistd murtolausekkeesta pois termin é,
saamme rationaaliluvut

Pl

Q1 1’

Pl

@2 7

By Lol

Qg_ 1+%_27

P 1 5

Py 15

Q4 1+@ 3

P 1 8

B 1 8

Qs I+ 70— 5
1+4

jotka antavat hyvia arvioita luvulle ¢ kuten Taulukossa [10.10| kootut laskut osoittavat.
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Flao| v-a o

1| 1| 0618034 0.447214
2 | 2| —0.381966 | 0.447214
3121 0118034 0.111803
41 3] —0.0486327 | 0.0496904
5| 8 0.018034 0.0178885
6 | 2| —0.00696601 | 0.00698771
7| 2| 0.00264937 | 0.00264623
8 | 31 —0.00101363 | 0.00101409
9 | 3| 0.00038693 | 0.000386863
10| & | —0.000147829 | 0.000147839

Taulukko 10.1 — Ketjumurtoluvuilla saatavia kultaisen leikkauksen luvun ¢ arvioita.

Viimeisessa sarakkeessa oleva merkki e osoittaa, etta silla rivilla oleva rationaaliluku or

on epayhtélon |p — %| < ﬁ% ratkaisu.

Harjoitustehtavia

10.1. Etsi ratkaisu epéyhtélolle

V3Tl <

q

siten, ettd [gv/3 — p| < %'

10.2. Todista Propositio [10.5]
10.3. Todista Lemma [I0.7

10.4. Todista Lause [10.9

Reaaliluku on transkendenttiluki’) jos se ei ole algebrallinen luku.

q2

%Toinen mahdollinen kirjoitusasu on transsendenttiluku.

10.5. Osoita, etta transkendenttilukujen joukko on ylinumeroituva.

I Esimerkki m

Py
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Olkoot Fy =0 ja I} =1 ja asetetaan kaikille n > 2
Fn :anl"i_anQ-

Lukujono (F},)neny on Fibonaccin jono.

10.6. Todista etta

" — "
F,=—
V5
kaikilla n € N.
10.7. Todista, etta
hm Fn+1 .
n—wo [ o

10.8. Todista, etta
Fn+2Fn - Ffr3+1 = (_1)n+1

kaikilla n € N.

10.9. Mita edelliset tehtévit kertovat siité, kuinka hyvin jono (ngl Jnen arvioi kultaisen
leikkauksen lukua ¢?

2Induktio.
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Luku 11

Fordin ympyrat ja Hurwitzin lause

Tassa luvussa todistamme Hurwitzin approksimaatiolauseen todistuksella, jossa kayte-
tdan geometrista menetelmaa.

11.1 Rationaaliluvun naapurit
Rationaaliluvut %, g € Q ovat naapureita, jos |ad — be| = 1.

Esimerkki 11.1. Luvut i% ovat rationaaliluvun 0 = % naapureita.

Jos ¢ ja & ovat naapureita, niin ¢ on niiden mediantti.
c d ) c+d

Lemma 11.2. Jos rationaaliluvut % ja g ovat naapureita, niin niiden mediantti on kum-
mankin naapuri.

Todistus. Jos ad — c¢b = 1, niin
(a+b)c—alc+d)=—(ad —bc) = —1
ja
(a+b)d—blc+d)=ad—bc=1. O

Lemma 11.3. Jokaisella rationaaliluvulla on ddarettomdan monta naapuria. Jos g on luvun

2 naapuri, niin luvun £ naapurien joukko on
C C

(2) - (S nez),

Todistus. Olkoon % € Q supistetussa muodossa. Lineaarisella Diofantoksen yhtalolla

ar —cy =1 (11.1)
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on Bézout’n yhtz'ilénE] nojalla ratkaisu, koska syt(a,c) = 1. Jos (b,d) on yhtalon ([11.1])
ratkaisu, niin Seurauksen nojalla yhtalon (11.1)) ratkaisujen joukko on

{(b+ak,d+ck): keZ}.

Vastaavasti saadaan yhtalon ax — cy = —1 ratkaisut. O]

Esimerkki 11.4. (1) Jos ¢ = 9, niin Lemman m todistuksessa loydetty ratkaisujen
joukko sisaltdd myos parin (1,0), joka ei vastaa rationaalilukua. Nain kiy itse asiassa

tasmaélleen silloin, kun ¢ € Z. Jos nimittain d + ck = 0, niin d = —kc ja saadaan

+1 = ad — bc = —(ak + b)c,

joten ¢ = 1.

On katevaa ajatella, ettd kokonaisluvuilla on darettoman monen rationaalilukunaapurin
lisaksi my6s naapuri o0 = %, joka ei ole rationaaliluku.

(2) On helppo tarkastaa, etta % on rationaaliluvun % naapuri. Lemman nojalla

N<1>: k ez :{__‘7—37—2,—1,0,1,273,.“}
2) " \1+2k 53 -1'1'3'5'7
oy 3210123 |
- ‘757371717 75777"'

(3) Jos ¢ ja ¥ ovat naapureita, niin

lim = — = lim .
k—od+kc ¢ k-o—od+ ke

b+ka «a . b+ ka

Lemma 11.5. Jos ¢ ja g ovat naapureita, niin f’ii]f;: ja Zi((]]iill))’z ovat naapureita.
Todistus. Harjoitustehtéava [11.3] O]

Lemma 11.6. Jos q = 2, niin tdsmdalleen kahdella luvun % naapurilla on nimittaja, joka
on pienempi kuin q.

Todistus. Harjoitustehtava [11.5] [

11.2 Fordin ympyrat

FordE] esitteli geometrisen menetelméan Diofantoksen approksimaation tarkastelemiseen.
Tassa menetelmassa jokaiseen rationaalilukuun liitetda suljettuun ylempdadn puolitasoon

H={(z,y) e R*: y > 0}

sisaltyva ympyra.

IKatso Seuraus
2Lester R. Ford (1886-1967).
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Olkoon % € Q supistetussa muodossa. Fordin kiekko pisteessi g on

o= fememes o (2 5)] < )

q

Fordin kiekon 7% reuna 0.¢2 on Fordin ympyrd pisteessa %.
q q

Puolitaso

A ={(r,y) eR* 1y > 1}

on Fordin kiekko ddarettomyydessd.

On helppo tarkastaa, ettd Fordin ympyra (7%”% on ympyré, jonka sdde on # ja joka
sivuaa z-akselia pisteesséa (g, O). Koko Fordin kiekko sisaltyy ylempéaan puolitasoon.

Samastamme reaalilukujen joukon z-akselin {(z,y) € R? : y = 0} kanssa.

Lemma 11.7. Jos ¢, g € Qu{wo} ovat naapureita, niin Fordin kiekot J“i”% ja %”% stvuavat

toisiaan. Muuten kiekot % ja ,%”% ovat erillisid.

Todistus. Harjoitustehtéava [11.6] O]
1
0
- .
1 11 0 11 1
1 2 3 1 3 2 1

Kuva 11.1 — Rationaaliluvun % naapureita vastaavia Fordin ympyroita.

Jos r;s,t € QU {00} ovat pareittain naapureita, niin (r, s, t) on naapurikolmikko. Naapu-

rikolmikoiden joukko on Nj.
Jos (r, s,t) on naapurikolmikko, niin kiekkojen ., 7 ja 74 rajaama kompakti joukko

tasossa R? on Fordin kolmio A(r, s, t).

Esimerkki 11.8. (%, %, %) ja (%, %, %) ovat naapurikolmikoita.
Propositio 11.9.
H — I = U A(r, s, t).
reQu{oo} (r,s,t)eN3
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1 2 1

0

0 1
1 3 2 3 1

Kuva 11.2 — Rationaaliluvun % naapureita vastaavia Fordin ympyroita.

Todistus. Olkoon (z,y) € H —J,cqo o) /- Olkoon

szin{z>y:(a§,z)e U %Or}

reQu{oo}
Talloin (x,y) € 0.7 jollain s € Q U {o0}. Lemmojen ja nojalla (x,y) € A(s,t,u)
joillain ¢, u € N(s), jotka ovat naapureita keskendén. ]

11.3 Hurwitzin approksimaatiolause

Seuraava Dirichlet’n approksimaatiolauseenﬂ vahvennus havainnollistaa Fordin ympyroi-
den kayttokelpoisuutta Diofantoksen approksimaatiossa.

Lause 11.10. Olkoon o € R — Q. Epdyhtdilo

1
‘a - 2 <58 (11.2)

pidtee ddrettémdan monelle g e Q.

Todistus. Olkoon ps: [0,00] = H = {(z,y) : y > 0}, pa(s) = (a,e™*). Kuvauksen p, ku-
vajoukko
Vo = pa([0,0[) = {(,t) : t > 0}

on pystysuora jana ja
lim p,(s) = («,0) € R x {0}.

§—00

Jos V, n t%”g # & jollain g € Q, niin I% = p (Vo N f%’%) on kompakti jana, koska
muuten o = £ € Q. Samoin kuvajoukon V,, leikkaus jokaisen Fordin kolmion kanssa
on kompakti, koska kolmiot ovat kompakteja. Siis kayra V,, leikkaa darettémén montaa

Fordin kiekkoa.

3Lause m
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0.8

0.6

04r

0.2

86
0.

Kuva 11.3 — Fordin ympyroéité, joiden sivuamispiste on yksikkovalilla [0, 1].

Jana V, ei sivua Fordin kiekkoja, koska Fordin kiekon ja x-akselin sivuamispisteen
koordinaatit ja niiden siteet ovat rationaalilukuja. Jos Vi, nint #%, niin |o— 2| < ﬁ. O
q

Mikaan nimittaja ¢ ei esiinny Lauseen todistuksessa saatavassa jonossa enem-
paa kuin kerran, koska néité rationaalilukuja vastaavien Fordin kiekkojen sateet olisivat
samat. Télloin ainoa mahdollisuus olisi, ettd V,, sivuaisi molempia kiekkoja niiden sivua-
mispisteessa. Tama ei ole mahdollista, silla sivuamispisteen z-koordinaatti on rationaali-
luku.

Seuraavassa todistuksessa tarkastelemme janan V,, ja Fordin kolmioiden leikkauksia
yksityiskohtaisemmin.

Lause 11.11. Olkoon o € R — Q. Epdyhtdilo

P 1
b_* NG (11.3)

pdtee ddrettomdan monelle % € Q. Josc <1, niin on we R —Q, jolle epayhtdilon

p—g ¢ (11.4)

V5¢?

ratkaisujen joukko on ddrellinen
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Todistus. Oletetaan, ettda V, N A(g, . %) # . Oletetaan lisaksi, etté

g<s<u=q+s (11.5)
ja etté % > =, jolloin ps — qr = 1.
A
<P
A“ o
2 1
;A3 G 1
Kuva 11.4 — Esimerkki tapauksesta A; < B;. Téssa ]Ej = %, L= % ja L= %
Olkoot Fordin kolmion A = A(E, %, L) kérjet
A:(A17A2):<%%m<%é,
B:(Bl,BQ):c}fgﬁ% ja
C = (01,02) = ﬂjfg.
Talloinf] . .
pq+rs rs+tu . U + pq
A = By = ——— Ci=——— 11.6
joten

52 — gs — ¢* 5\2 s
By — A — _((5) =3
s e - ()

4Harjoitustehtéva m
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Olkoon z = 3 > 0. Lausekkeen B; — A; merkki on sama kuin lausekkeenﬂ

v —r—1=(z-p)z-9)

merkki.
Jos Ay < By, niin A} < a < %, joten

[ D S T 1
a—=|<==-A = = -
‘ ¢l g T () Pl

Lauseen ensimméinen vaite péatee, jos voimme osoittaa, ettd 75 < %ﬁ Jos

x
2+ 1

>

-

niin epayhtélé saadaan helposti muotoon

(x—w)(x—\/i_l) =s*— Vb +1<0.

2—2—-1>0, joten x > ¢, koska p < 0 < x. Toisaalta

0< @ < ¢, joten (x — ¢) (x — @) > 0 ja on pdadytty ristiriitaan.

Oletuksesta A; < B seuraa x

Tapaus A; > Bj kasitelladn samaan tapaan. Talloin x < . Nyt osoitamme, etté % on

haettu ratkaisu. Nythan B; < a < ;. Huomaamme, etta i — B >C, — %, koska oska

Cy > By. Kayttamalla yhtdloa (11.5)), saamme

’t ‘<t B s z(x+1) 1
——a|l<——-B; = = —.
u u Pu(s?+u?) 24 (z+1)2

z(x+1) 1 .
5 > %, nin

Jos m

(V5 =22+ (V5 -2)z —1>0.

Siis

<x+\/52+3>(x—g0)=x2+x—(\/5+2)>0,

mutta tdma on ristiriita, koska x + @ > 0 ja oletuksen mukaan x — ¢ < 0.

STissi o on kultainen leikkaus ja ¢ on sen konjugaatti. Katso Esimerkki ‘10.10l
SHuomaa, ettd yhtdsuuruus ei ole mahdollista, koska verrataan rationaalilukua ja irrationaalilukua.
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& @
A A 4 A4

24 41 17
11 A 70 29

Kuva 11.5 — Esimerkki tapauksesta A; < Bj.

Lauseen toinen véaite seuraa Esimerkisté [10.10l OJ

Esimerkki 11.12. Olkoon a = é =p—1= \/52_1 ~ 0.618. Seuraavista kuvista nékee,
ettd ainakin % ja % arvioivat lukua ¢ — 1 Hurwitzin lauseen lupaamalla tarkkuudella.
Saamme jonon rationaalilukuja, jotka toteuttavat Lauseen [11.10| ehdon luvulle ¢ — 1:
11235 8 21 34

Kuva 11.6 — Irrationaaliluvun ¢ — 1 arviointia. Fordin kiekon 7% sisélla olevan piste-
q

viivalla piirretyn ympyran sédde on \/%QQ.
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Kuva 11.7 — Irrationaaliluvun ¢ — 1 arviointia, lahikuvia.

Kuva 11.8 — Irrationaaliluvun ¢ — 1 arviointia, lahikuva.
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108 Fordin ympyrat ja Hurwitzin lause

11.4 Fareyn sarja

Olkoon n € N*. Kertaluvun n Fareyr{’] jono on

Sn:{ge(@:()épéq, ;qén}.
q

2John Farey (1766-1826) oli englantilainen geologi.

Esimerkki 11.13. Ensimmaéiset Fareyn jonot ovat

01 31
34—{?1@’5’571’1}'

Fareyn jonoja voidaan kayttda Hurwitzin lauseen todistuksessa ilman Fordin ympy-

roitd. Todistamme joitain niiden perusominaisuuksia tamén luvun tulosten avulla.

Propositio 11.14. (1) Fareyn jonossa §, perdkkdain esiintyvdt luvut ovat naapureita.

(2) Olkoot & < $ < ¢ kolme perdkkdistd lukua Fareyn jonossa §,. Tdlloin § = pe

Todistus. Harjoitustehtavéat ja[11.10f O]

Harjoitustehtavia

11.1. Maérita rationaaliluvun % naapurit.

11.2. Maadrita rationaaliluvun 22 naapurit.

a1
11.3. Todista Lemma

11.4. Olkootr,s € Qu {%} naapureita. Osoita, ettd on niilld on tdsmélleen kaksi yhteisté
naapuria, joista toinen on niiden mediantti.

11.5. Todista Lemma 16l

11.6. Todista Lemma I1.7

11.7. Todista yhtalot (11.6)).

11.8. Etsi nelja rationaalista ratkaisua epéyhtélolle
. ) L
V2ol 2¢?

kuvien ja avulla.

"Lemma m
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Kuva 11.9 — Irrationaaliluvun % arviointia.

Kuva 11.10 — Irrationaaliluvun % arviointia, lahikuvia.

11.9. Todista Propositio [11.14](1)f]
11.10. Todista Propositio [11.14)2).

8Kaytd Fordin ympyroitd ja sopivaa janaa.
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Luku 12

Lukuteoreettisia funktioita

Olkoon M < C, M # &&. Funktio f: N* — M on lukuteoreettinen funktio eli aritmeettinen
funktio.

Yleensé ajatellaan, ettd lukuteoreettinen funktio kuvaa jotain luonnollisten lukujen
lukuteoreettista ominaz’suuttaﬂ Kaikki funktiot f: N* - N, f: N* - Z, f: N* - Q ja
f: N* — R ovat aritmeettisia funktioita, koska niiden méarittelyjoukko on N* ja niiden
maalijoukko on kompleksilukujen joukon osajoukko.

12.1 Multiplikatiiviset funktiot

Tassa luvussa tarkastelemme yleisella tasolla tarkeaéd aritmeettisten funktioiden luokkaa.

Funktio f: N — {0} — Z on multiplikatiivinen funktio, jos f(1) =1 ja
f(mn) = f(m)f(n)
kaikille m,n € N, joille syt(m,n) = 1.
Esimerkki 12.1. (1) Olkoon « € C. Aritmeettinen funktio id®,
id*(n) = n®,
on multiplikatiivinen. Erityisesti vakiofunktio 1 = id®: N* — Z,
1(n)=1,

on multiplikatiivinen funktio.

Ttse asiassa Hardy ja Wright[HW) §16.1] sisillyttivit tdmin ajatuksen lukuteoreettisen funktion
madritelméan. Talloin madritelmé ei kuitenkaan ole erityisen tdsmallinen.
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112 Lukuteoreettisia funktioita

(2) Aritmeettinen funktio

0 muuten

1 .k =1
5(k)={ Jkun k

on multiplikatiivinen funktio.
Propositio 12.2. Olkoon f multiplikatiivinen funktio. Jos luvun n alkutekijiesitys on
n= g
missd p1 < -+ < pg ovat alkulukuja ja ey, ...ex € N — {0},
fn) = fi") - f(p") -

Todistus. Harjoitustehtéava [12.1} O]

Multiplikatiivisen funktion f summafunktio on F: N — {0} — Z,

F(k) =) f(d).

d|k

Propositio 12.3. Multiplikatiivisen funktion summafunktio on multiplikatiivinen funktio.

Todistus. Olkoot a,b € N — {0} suhteellisia alkulukuja. Talloin d | ab, jos ja vain jos
d = d,dy siten, ettd d, | a ja d, | b. Siis

F(ab) = ) f(d) = Y ) f(dudy)

dlab dala dy|b
= DI Fda) f(d) = D" f(da) Y. f(dy) = F(a)F(b). O
dala dp[b dala dp b

12.2 FEulerin funktio

Suhteellisten alkulukujen tarkastelusta esimerkiksi Fareyn sarjan?|yhteydessi padtyy luon-
tevasti téarkean lukuteoreettisen funktion maaritelméaan:

Kuvaus ¢: N — {0} — N,

o(n) = #{1 <k <n:syt(k,n) =1}
on FEulerin ¢-funktio .

Olkoon
A(n) ={1<k<n:syt(k,n) =1}
luvun n € N — {0} kanssa jaottomien positiivisten luonnollisten lukujen joukko. M&éri-
telmén nojalla siis ¢(n) = #Z(n).
Taulukko [12.1] ja Kuva [12.1] ndyttéavit, ettd Eulerin funktion arvot vaihtelevat melko
paljon perédkkaisilla luvuilla.
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n 3145|678 |9]10[11]12(23|14|15|16|17]18|19 |20
o)l 1|1 ] 22 |4|2]6|4|6|4|10]4|12|/6 |8 |8 [16|6 |18] 8

n 2112212324125 |26|27|28(29|30|31|32|33|34|35|36|37|38]|39]40
dp(n) || 121022 8 |20|12 |18 12|28 | 8 [30[16[20|16|24|12|36| 18|24 16

Taulukko 12.1 — Eulerin ¢-funktion arvot ¢(n), kun 1 < n < 40.

100 - )

00/ o

60} .o - . °. .

40 - e " . .. ’ st .,
20 40 60 80 100

Kuva 12.1 — Eulerin ¢-funktion arvot ¢(n), kun 1 < n < 100.

Eulerin funktion avulla voimme muotoilla Eulerin yleistyksen Fermat'n pienelle lauseel-
leP] Todistuksen idea on sama.

Lause 12.4. Olkoot a,n € N — {0} siten, ettd syt(a,n) = 1. Tdlloin a®™ = 1 mod n.

Todistus. Olkoon Z(n) = {b1, b, ..., bgwm)}. Kuten Fermat'n lauseen todistuksessa nédem-
me Lauseen [6.4)2) nojalla, ettd jokaiselle by, 1 < k < ¢(n), on 1 < x5 < n — 1, jolle
aby = x, mod n ja ettd x; # x;, jos i # j. Lauseen nojalla z), € Z(n) jokaisella
1 <k < ¢(n), joten {x1, 22, ..., 24w} = Z(n).

Lauseen [5.4/((2)) nojalla
a®™biby - - bygny = aby - aby -+ abg(ny = biba -+ by mod n,
joten véite seuraa Seurauksen [5.9| nojalla O

Esimerkki 12.5. Koska syt(3,10) = 1 ja ¢(10) = 4, voimme selvittdd luvun 3!
viimeisen desimaalin Lauseen [[2.4] avulla:

31000 _ 3250¢(10) _ (3¢(10))250 = 1250 =1 mod 10.

Siis viimeinen luku desimaaliesityksessa on 1.

2Katso luku

3Lause
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Eulerin funktion kayttdytymisessa on helppo ndhda multiplikatiivisuuteen viittaavia
sdannonmukaisuuksia, sillé esimerkiksi

Lause 12.6. Fulerin ¢-funktio on multiplikatiivinen funktio.

Todistus. Olkoot mq, my € N* siten, ettd syt(mq, ms) = 1. Olkoon

Sy ={kmi+7r:0<k<my—1}

jokaisella 1 < r < my. Talloin | J, S, = {1,2,3,...,mima}.
S1 1 |mi+1|2my+1]--- (m2~1)m1+1
So 2 lmi+2|2m+2]--- (mg—l)m1+2
Se |l r |mi+r|2my+r || (my—1D)my + 7
Sm1 mi le 3m1 te mi1me

Jos syt(my,r) > 1, niin syt(kmi+r, mimsy) > 1 kaikille 0 < k € Z. Siis S,nZ(mims) = I,
jos syt(mq,7) > 1, joten

R(mimy) = | | S, (12.1)

re%#(mai)

Olkoon r € %Z(my). Télléin kaikille s € S, pétee syt(s,m;) = 1. Harjoitustehtévéin [12.2]
nojalla mitkaan kaksi joukon .S, alkiota eivéit ole kongruentteja mod ms, joten joukossa
S, on edustaja jokaisesta kongruenssiluokasta mod my. Siis ¢(ms) joukon S, alkioista on
luvun my kanssa suhteellisia alkulukuja jokaisella r € 2(m1) [ Lauseen nojalla naméa
®(m2) lukua ovat suhteellisia alkulukuja luvun myms kanssa. Jos taas syt(s,ms) > 1, niin
syt(s, mims) > 1, joten inkluusion ([12.1)) nojalla

p(mima) = #Z(mimy) = ¢(my)d(ma) . [

Proposition nojalla Eulerin funktion arvot voidaan laskea, kunhan tunnetaan sen
arvot alkulukujen potensseilla.

Lemma 12.7. Olkoon p on alkuluku. Tdlloin ¢(p*) = p*~1(p — 1) kaikille k e N — {0}.
Todistus. Harjoitustehtéva [12.3] O
Seuraus 12.8. Olkoon n = p{* p3? - - pi* luvun n alkutekijaesitys. Talloin

d(n) = o(p7") o(p5?) - - - P(pi) -

4Huomaa, ettd luku ¢(ms) on riippumaton luvusta r € Z((m1).
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Todistus. Vaite seuraa Lauseesta Lemmasta ja Propositiosta [12.2] O
Esimerkki 12.9. Koska 4312 = 237211, saamme Seurauksen nojalla
$(4312) = ¢(2%)p(7T*)p(11) = 22(2 -~ 1) 7(7 — 1)(11 — 1) = 1680.

€1 €2

Olkoon n = p{'pg?---pi* luvun n € N — {0,1} alkutekijéesitys. Olkoon f: N — R.
Talloin kaytetdan merkintaa

[1/®) = F@u)fs) - Fon).

pln

Lause 12.10. Olkoon n € N —{0,1}. Tdalloin

€k

Todistus. Olkoon n = pi'ps? - - - pir.
¢(n) = o(p7") 63) - - S(p3")
=7 o =D pg e = 1) p T (e - 1)

= pf* (1—;)1?2 (1—;)"'292’“(1—;)
So3)0-3)0-8) D

Lause 12.11. Olkoon n € N —{0}. Tdllgin Y4, ¢(d) = n.

Todistus. Olkoon

Zs(n) ={l < a<n:syt(a,n) = d}
jokaiselle luvun n tekijille 0. Seurauksen nojalla a € .5, jos ja vain jos ¢ on lukujen
a ja n yhteinen tekija ja syt(§,%) = 1. Siis #%5(n) = ¢(%). Koska joukot %s(n) ovat
erillisia ja

| J%s(n) = {beN*: b <n},

d|n
saamme n
n=20(5) = 2ol
dln dn
silla {5 :0eN, 6 [n} ={deN:d|nj}. O

12.3 Tekijafunktiot

Olkoon k € N. Luonnollisten lukujen k:s tekijifunktid] on o): N — {0} > N

=>d".

dln

?

Funktio d = ¢ on tekijoiden lukumddrifunktio ja o = o1 on tekijoiden summafunktio.

2Sita olisi ehkd selvempi kutsua pidemmaélla nimelld tekijapotenssisummafunktio.
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Propositio 12.12. Funktio oy on multiplikatiivinen jokaisella k € N.

Todistus. Funktio o}, on multiplikatiivisen funktion id® summafunktio, joten viite seuraa

Propositiosta [12.3] O
Esimerkki 12.13. Jos p on alkuluku ja k € N, niin luvun p* positiiviset tekijit ovat
1,p,...,p" Siten geometrisen summan osasummana on
k+1 _ 1
o) =14p+-+pt=
p—1

Propositio 12.14. Olkoon luvun n € N* alkutekijiesitys n = pi* - - - pr. Tdlldin

T

ao(n) = J(e; +1).

Jj=1

Todistus. Multiplikatiivisuuden nojalla vaite seuraa havainnosta, ettd luvun p® tekijat

ovat 1,p,p?, ..., p% jos p on alkuluku ja a € N*. O
Propositio 12.15. Olkoon k > 1. Olkoon luvun n € N* alkutekijiesitys n = pi*---pr.
Tdlloin .
(n) L@ -1
or(n) = —
j=1 by — 1
Todistus. Harjoitustehtéava [12.9] O
8+ ° °
6 ° ° ° °
4 ° ° ° o o o o o o
2- o o . ° ° . . [ [ °
5 10 15 20 2 30

Kuva 12.2 — Tekijéiden lukuméaarafunktion arvot og(n), kun 1 < n < 30.

Luku n € N* on tdydellinen lukd?] jos o(n) = 2n. Se on runsas luku, jos o1(n) > 2n ja
vajaa luku, jos o1(n) < 2n.

Taydellisten lukujen kasite lienee periisin Pythagoraan koulukunnalta.
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Lemma 12.16. Positiivinen luonnollinen luku n on tdydellinen luku, jos ja vain jos se
on itseddan aidosti pienempien positiivisten tekijoidensd summa. [

Esimerkki 12.17. (1) Taydellisia lukuja ovat esimerkiksi

6=202"-1)=1+2+3,

28 =2%(2° — 1) =1+2+4+7+ 14,
496 =242 — 1) =1+2+4+8+16+31 +62 + 124 + 248 ja
8128 = 26(27 — 1).

(2) Kaikki alkuluvut ovat vajaita lukuja. Lisaksi esimerkiksi 0(4) = 14+24+4 =7 < 8 = 24,
joten 4 on vajaa luku.

(3)o(12) =14+2+3+4+6+12=28> 24 =212, joten 12 on runsas luku.

a(n)

(8] n L
® ]
Q%r !
_jlgl 1 1 It I 1 I 1 i i L 1 1 1 L 1 1 1 I 1 1 i 1 1 1 L 1 1 .'J

3 10 15 20 25 3o

Kuva 12.3 — Tekijoiden summafunktion arvot o(n), kun 1 < n < 30 siniselld. Punaiset
ympyrat osoittavat luvun 2n jokaisella n. Sininen nelié punaisessa ympyrassa osoittaa
taydelliset luvut 6 ja 28.

Joulukuussa 2018 tehdyn 16ydon jalkeen tunnetaan 51 taydellista lukua. Ne ovat kaikki
parillisia. Jos parittomia téydellisid lukuja on, niin ne ovat suurempia kuin 10*% ja niilla
on ainakin 10 eri alkutekijéiéi.lﬂ

Avoin kysymys 12.18. Onko taydellisten lukujen joukko ddretén? Onko parittomia tdy-
dellisid lukuja?

Seuraava lause kytkee tdydelliset luvut Mersennen alkulukuihin.ﬂ Ensimméinen kohta
on Eukleideksen tulos ja jalkimmainen kohta on Eulerin tulos vuodelta 1849.

®Katso [OR].

6Katso luku
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Lause 12.19. (1) Jos 2° — 1 on alkuluku, niin luku n = 2P71(2P — 1) on tdydellinen.

(2) Jos n on parillinen tiydellinen luku, niin n = 2P~1(2P — 1) jollain Mersennen alkulu-
vulla M, = 2P — 1.

Todistus. (1) Olkoon n = 2P~1(2P — 1). Koska syt(2P~!, 27 — 1) = 1 ja 2”7 — 1 on alkuluku,
niin Proposition [12.12] ja Esimerkin [12.13] perusteella on

2P =1
21

o(n) = a2 Ho (2P — 1) (2P —1+4+1) = (2P —1)2F = 2n.

Siten n on taydellinen.
(2) Koska n on parillinen, niin on p, ¢ € N, siten, ettd p > 2, ¢ on pariton ja

n = 2""1q.
Luvun n taydellisyytta, Propositiota ja Esimerkkia [12.13 kdyttden saadaan

2°q =2n = o(n) = o(2" Ho(q) = (2° — 1)o(q), (12.2)

mistd seuraa, ettd (2P —1) | 2Pq. Koska syt(2P—1,2P) = 1, niin Seurauksen [2.14] perusteella
(2 — 1) | g. On siis 7 € N, jolle ¢ = (2P — 1)r ja siten yhtéalon (12.2) nojalla

2Pr = o(q).
Nyt ¢ ja r ovat luvun ¢ kaksi eri positiivista tekijaé ja

g+r=2 =1)r+r=2"r=o0(q).

Funktion ¢ mééritelmdn mukaan ¢ ja r ovat luvun ¢ ainoat tekijat. Siten luku ¢ on
alkuluku, r = 1 ja g =2 —r = 2P — 1. Siis n = 2P71(27 — 1). Koska 27 — 1 on alkuluku,
niin Lauseen [3.5 nojalla my6s p on alkuluku. O

Seuraus 12.20. Mersennen alkulukujen joukko on ddreton, jos ja vain jos parillisten
taydellisten lukujen joukko on ddreton. [

Mersennen lukujen joukon direttomyys on Avoimen kysymyksen aihe. Mersennen
lukuja tunnetaan 51, joten parillisia taydellisia lukuja tunnetaan yhtd monta.

Esimerkki 12.21. Esimerkin taydelliset luvut vastaavat neljad ensimmaéista Mer-
sennen alkulukua. Seuraavat tdydelliset luvut ovat

212(21% — 1) = 22 M3 = 33550336

ja
210217 — 1) = 2'% M/, = 8589869056 .

12.4 Aritmeettinen funktio

Lukuteoreettinen funktio ry, jolle ro(n) on luvun n esitysten lukuméird kahden nelion
summina, ei ole multiplikatiivinen funktio, koska r9(1) = 4.

Taulukossa [7.1] ndimme, ettd funktion ry arvot eivit kayttdydy saannollisesti. Kuvat
124 ja havainnollistavat tata ilmiotd. Sen sijaan funktion ry keskimddrdinen kdyt-
taytyminen on hyvin saannollisté.
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Aritmeettiset funktiot f ja g ovat asymptoottisia, jos lim, (—"g = 1. Jos f ja g ovat

g(n
asymptoottisia, kiytetdan merkintdda f ~ g.

olkoot f ja F' aritmeettisia funktioita. Jos funktiot F' ja
LS k)
n— —
"=

ovat asymptoottisia, niin F on funktion f keskimddrdinen kertaluki]

“Englanniksi average order.

Keskimaariisen kasvunopeuden maéritelmassa kaytetaan yleensa mahdollisimman yk-
sinkertaista funktion F' lauseketta, esimerkiksi F'(n) = Cn® joillain C,a € R, F(n) =
Cn®log(n)? joillain C, o, B € R tai F(n) = Ce™ joillain C, o € R.

r2(n)

16|

Kuva 12.4 — Funktion r, arvot kun 1 < n < 100.

Lause 12.22. Funktion ro keskimdadrdinen kertaluku on .

Todistus. Jos x € R? niin olkoon I(x) = [x1,z; + 1] X [x9, 2 + 1]. Mééritelméan nojalla

S rak) = Y #{(ah) € B a4 17 = k)

k=1 k=1
=#{(a,b)eZ?:a®> +V* <n} —1

= Ala U I(a,b) — 1.
(a,b)€Z? :a2+b%2<n
On helppo tarkastaa, etta

B(0,+/n —/2) c U I(a,b) © B(0,v/n—+/2),

(a,b)€Z? : a2 +b2<n
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r2(n)
16« .

—9 o o 0o o | o 0 0o 0o 0 0 0o 0 0 0 00 0o 00 0o 0 oo o | o

16868 16 889 n

Kuva 12.5 — Funktion ry arvot kun 16860 < n < 18890. Kahden nelién summien
joukossa on talla valilla 20 luvun pituinen aukko.

joten

i VIR 1% (k) < n(yi £ V2 -
Viite seuraa tistd, silld (y/n + v/2)? = n + O(y/n). O

Lause 12.23. Tekijoiden lukumddrdfunktion oy keskimddardinen kertaluku on logn.
Todistus. Katso [HW, Theorem 319]. O
Lause 12.24. Fulerin ¢-funktion keskimddrdinen kertaluku on 37”

Todistus. Katso [HW| Theorem 330]. O

Harjoitustehtavia

12.1. Todista Propositio [12.2]
12.2. Olkoot r,m,n € Z, n = 2. Osoita, ettd mitkddn kaksi joukon

{km+r:0<k<n-—1}

alkiota eivat ole kongruentteja mod n.
12.3. Todista Lemma

12.4. Maiaritd ¢(1000) ja ¢(2343).
12.5. Maéritd ¢(75141).
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Kuva 12.6 — Lauseen [12.22] todistuksen idea.

12.6. Mitki ovat luvun 3% desimaaliesityksen kaksi viimeistd numeroa?

12.7. Olkoot m,n € N ja olkoon s =[] p. Osoita, etta

plm ja pln

_ omon)
¢(mn) - ¢(8 :

12.8. Olkoot m,n € N — {0, 1} siten, ettd ¢(mn) = ¢(n). Osoita, ettd m = 2 ja n on
pariton.

12.9. Todista Propositio

12.10. Anna esimerkki parittomasta runsaasta luvustal]

"Kuvat [12.7]ja m
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2n—o(n)

1000+

500+

LI -.]‘0‘00 n
500/ "
~1000,
Kuva 12.7 — Lausekkeen 2n — o1(n) arvot luvuilla 1 < n < 999.

2n—o(n)
1000,
800 il
600,
400, .
200, -

'.\"'-’.f‘-‘ ‘ ‘ ‘ | -

200 400 600 800 1000

Kuva 12.8 — Lausekkeen 2n — o1(n) arvot parittomilla luvuilla 1 < n < 999.
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