LuUTE A. METRISET AVARUUDET

Metrisid avaruuksia kasitellddn laajemmin omalla kurssillaan. Téssd valitsemme teo-
riasta vain tarpeelliset osat. Hyvid lahteitd itseopiskeluun ovat esimerkiksi [Vai|, |Pit].*

Olkoon X # (). Kuvaus d: X x X — [0, 00 on etdisyysfunktio eli metriikka joukossa X,
jos silla n seuraavat ominaisuudet

e d(z,y) =0, jos ja vain jos z = y (positiivisuus),

e d(z,y) = d(y,x) kaikille z,y € X (symmetrisyys), ja

o d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) kaikille x,y, z € X (kolmioepayhtild)
Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Metriikka on tapa mitata joukon X pisteiden etéisyyksia, sen maaritelmaan on valittu
ominaisuuksia, jotka euklidisen normin madraamaélla avaruuden R™ euklidisella etaisyy-
delld (metriikalla)

du(z,y) = [l —y| =

on.

Esimerkki A.1. Metrisia avaruuksia ovat esimerkiksi seuraavat:
(1) Euklidinen metrinen avaruus (R", dg).
(2) Olkoon X epatyhjé joukko. Diskreetti metriikka § joukossa X médritellddn asettamalla

5(a,b) = 1, josa#b
10, josa=b.

Pari (X, d) on diskreetti metrinen avaruus.

(3) Kahden metrisen avaruuden (X, dy) ja (Y, dy) tuloavaruudessa X x Y on erilaisia
"luonnollisia” metriikoita: Jokaiselle p > 1 méaaritellddn metriikka

dp((x1,31), (22, 42)) = /dx (1, 22)7 + dy (y1, 32)P -

Lisaksi maksimimetriikka

s (1, 91), (22, 42)) = max(dx (21, 22), dy (41, y2))

on myos usein kdyttokelpoinen.

Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon zy € X ja olkoon r > 0. Joukko
B(zg,r) ={z € X : d(z,x¢) < r}

on r-sateinen avoin pallo ja

B(zg,r) ={z € X : d(z,x¢) <71}

on r-sdateinen suljettu pallo. Avaruuden X osajoukko on awvoin, jos se voidaan esittédd
avoimien pallojen yhdisteend ja suljettu, jos sen komplementti on avoin.

Kuvaus F': (X;,d;) — (Xa,ds) on jatkuva pisteessd xy € Xj, jos ja vain jos jokaisella
€ > 0on é > 0 siten, ettd do(F(xg), F(x)) < € kaikilla x € Xj, joille dy(zg,z) < 0.
Kuvaus on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Kuvaus
F on K-Lipschitz -jatkuva vakiolla K > 0, jos kaikille z,y € X pétee

do(F(z), F(y)) < K di(z,y) .

Cauchyn jonot ja jonojen suppeneminen méaritellddn kuten euklidisessa avaruudessa.
Metrinen avaruus X on tdydellinen, jos sen kaikki Cauchyn jonot suppenevat.

*Lahde [Pit| on laillisesti skannattuna archive.org-internetkirjastossa.
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Kokoelma (Uj)jes on joukon B peite, jos B C (U, ; U; ja se on avoin peite, jos joukot
U; ovat avoimia. Peite on ddrellinen, jos indeksijoukko J on &érellinen. Jos J' C J, niin
peite (U;)jes on peitteen (Uy) e alipeite.

Metrisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteel-
14 on dédrellinen alipeite. Joukko A on jonokompakti, jos jokaisella jonolla, jonka alkiot
kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti jotain joukon A pistettd. Metrisen
avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on jonokompakti. Heinen ja Borelin
lause, jonka mukaan euklidisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on
suljettu ja rajoitettu, ei pdde yleisesti.

Esimerkki A.2. Olkoon I C R suljettu véli. Valilla I maariteltyjen jatkuvien kuvausten
f: I — R™ vektoriavaruus C”(1, R") varustettuna maksiminormilla

1 lloe = max [ f ()]

on taydellinen metrinen avaruus, kun se varustetaan metriikalla d(f, g) = || f — ¢/| 0. Tdma
seuraa kurssilla Sarjat ja Approksimointi/Analyysi 3 todistettavasta tuloksesta, jonka
mukaan tasaisesti suppeneva jono jatkuvia funktioita suppenee kohti jatkuvaa funktioita.

Metrinen avaruus (X, d) on ultrametrinen avaruus, jos kolmioepéyhtdlod vahvempi
epayhtalo
d(x,y) < max (d(z, z),d(z,y))
patee kaikille z,y, z € X. Diskreetti metrinen avaruus
Kuvaus F': (X1,dy) — (X2, ds) on isometrinen upotus, jos kaikille z,y € X pétee

dy(F(2), F(y)) = di(2,y) .
Jos isometrinen upotus on bijektio, niin se on isometria. Jos G: (Xa,d2) — (X3,d3) on
isometrinen upotus, niin G o F' on isometrinen upotus.
Esimerkki A.3. (1) Olkoon b € R,. Kuvaus x — z + b on euklidisen avaruuden
(R™, dg) isometria.
(2) Ortogonaalinen n x n-matriisi A méarad isometrian x — A x eukdlidisessa avaruudessa
(R", dg) ja pallon pinnalla (S*~!, dg).

Metrinen avaruus X on separoituva, jos silla on numeroituva tihed osajoukko. Esimer-
kiksi R* = Q~, S' = {[q] : ¢ € Q}, joten ndm# metriset avaruudet ovat separoituvia.
Kaikki kompaktit metriset avaruudet ovat separoituvia. Toisaalta, jos Y on ylinumeroi-
tuva joukko varustettuna diskreetilld metriikalla d(a,b) = 1 kaikilla @ # b, niin Y ei ole
separoituva.

Piste x € X on eristetty, jos B(x,r) on ddrellinen joukko jollain r > 0. Esimerkiksi
kaikkien diskreettien metristen avaruuksien kaikki pisteet ovat eristettyja.

Harjoitustehtavia.
A.1. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Osoita, ettéd lauseke

di((w1,91), (22, 92)) = dx (21, 2) + dy (Y1, Y2)
on metriikka joukossa X x Y.

A.2. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Osoita, etti lauseke

Ao (21, Y1), (22, 92)) = max(dx (1, 22), dy (y1,92))
on metriikka joukossa X x Y.
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Olkoon X ultrametrinen avaruus.
A.3. Osoita, etté kaikille y € B(x,r) C X pétee B(y,r) = B(z, 7).

A.4. Osoita, kaikki avaruuden X pallot ovat avoimia ja suljettuja

A.5. Osoita, ettd Heinen ja Borelin lauseen viite ei pidde ddrettomaésséa diskreetissd met-
risessé avaruudessa.

A.6. Osoita, ettd Heinen ja Borelin lauseen véite ei ole voimassa metrisessi avaruudessa

(R" — {0}, dg).

A.7. Osoita, ettd kompaktit metriset avaruudet ovat separoituvia.
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