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Kirjoita selkeéisti jasennelty esitys yhdesta tehtavéista. Tyodssa on suotavaa kiyttaa lahde-
materiaalia, joitain ldhteitd on mainittu tehtdvin annossa, muitakin voi etsié kirjastosta.
Kirja [2] on saatavana myos e-kirjana yliopiston kirjaston kautta. Autan tarvittaessa esi-
merkiksi ldhteiden hankkimisessa ja tulkitsemisessa.

Kurssin suoritus arvostellaan, kun harjoitustyo on palautettu. Palauttamiseen ei ole aika-
rajaa, mutta mychaiset palautukset luetaan ehké vielakin tarkemmin.

Harjoitustyo kirjoitetaan ensisijaisesti LaTexilla. Tarvittavia pohjatiedostoja saa esimer-
kiksi Ari Lehtosen TeX-oppaasta http://users.jyu.fi/ lehtonen/texopas/. Muulla-
kin tavalla siististi toteutettu tyo voidaan hyviksyé.

Ryhmatyo pienisséd ryhmisséd on sallittu. Téllaisissa tapauksissa palautetaan ainostaan
yksi harjoitustyo, jonka tekemiseen oletan kaikkien ryhmaléisten osallistuvan aktiivisesti.

1. Esittele Birkhoffin keskiarvo-operaattori, joka madritelldin funktioille ¢: S — R aset-
tamalla

Bo(0)(w) = = " o))

kaikille z € S*.
Olkoon a € R — Q ja olkoon R, ympyréin irrationaalinen kierto. Osoita, ettéd kaikille
Riemann-integroituville funktioille ¢: S — R pétee
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Lahteet: |2, Luku 4.1.5], erityisesti Thm. 4.1.15.

2. Osoita, etta logistisella funktiolla F), on puoleensavetdva aidosti 3-jaksollinen rata so-
pivalla parametrin g arvolla. Selitd, miten tdma ilmenee bifurkaatiokaaviossa.

Lihteita: [4], [1].

3. Todista seuraava versio Sharkovskin lauseesta. Olkoon I C R kompakti vali, ja olkoon
f: 1 — I jatkuva. Jos dynaamisella systeemillad f: I — I on piste, jonka aito jakso on 3,
niin systeemilld on piste, jonka aito jakso on ¢ millad tahansa ¢ > 2.

Lahteita: |2, Luku 11.3.2], [3| Luku 3.1].

4. Topologisella Markovin ketjulla tarkoitetaan vasemman siirron maaraamaé dynaamista
systeemia melko yksinkertaisella sddnnolla maéaritellyilla jonoavaruuden Xy osajoukolla.
Esittele topologisen Markovin ketjun maéritelmé, anna jokin esimerkki ja todista tulos,
joka antaa n-jaksollisten pisteiden lukumaéréin kaikilla n.

Lahteita: [2, Luvut 7.3.4 ja 7.3.7|. Jaksollisten pisteiden méadraa koskeva tulos on Corollary
7.3.6.
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