JOHDATUS DYNAAMISIIN SYSTEEMEIHIN 2016

JOUNI PARKKONEN

TASTA KURSSISTA

Tama kurssi antaa pikaisen johdannon joihinkin dynaamisten systeemien keskeisiin ké-
sitteisiin. Kurssi on aineopintotasoinen, esitiedoiksi riittavét ensimmaisen vuoden analyy-
sin ja lineaarialgebran kurssit ja perustiedot euklidisen avaruuden geometriasta ja topolo-
giasta (avoimet ja suljetut joukot, tiheét joukot, jatkuvuus, raja-arvo jne.). Vektorifunk-
tioiden analyysin kurssit antavat hyodyllistd koneistoa néiden késitteiden tarkasteluun.

Osa yleisistd mééritelmisté tuloksista muotoillaan metristen avaruuksien kontekstissa.
Tarkastelemme myo6s symbolista dynamiikkaa, joka tapahtuu jonoavaruuksissa, joita tar-
kastelemme metrisind avaruuksina. Tarvittavat metristen avaruuksien teorian méaritelmét
ja tulokset kasitelladn kurssilla.

Suositeltavaa lukemista kurssin tueksi on lueteltu materiaalin lopussa olevassa ldhde-
luettelossa, hyvid oppikirjoja ovat muun muassa [Dev], [HSD],[HK]. Tété kurssia suunni-
tellessa [HK| on ollut térkeé ldhde.

Suurin osa tekstin kuvituksesta on tehty Mathematica-ohjelmiston avulla.

Tekstissé on joitakin viittauksia Wolfram Demonstrations Projectissa tuotettuihin ha-
vainnollistuksiin [

MERKINTOJA JA SOPIMUKSIA

Tekstissé on symbolein *, { jne. merkittyja alaviitteita. Liséksi, jos harjoitustehtavadn
a.b. on annettu vihje, se on alaviitteeni *Vihje:

Luonnollisten, kokonais-, rationaali- ja reaalilukujen joukoista kiytetdén tavanomaisia
merkintéja N, Z, Q, R ja C. Télla kurssilla 0 € N.

Joukkojen erotusta merkitdéin A — B={x € A:x ¢ B}.

Last update: marraskuuta 29, 2016.
*http://demonstrations.wolfram.com/ N&iden havainnollistusten tarkastelemista varten on asennet-
tava ilmainen Wolfram CDF Player.Havainnollistukset eivéiit toimi Google Chrome -selaimella.
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1. KIINTOPISTEET, JAKSOLLISET PISTEET, ASYMPTOOTTINEN KAYTTAYTYMINEN

Olkoon X joukko ja olkoon f: X — X. Kuvauksen f n:s iteraatti f™ méaritelladn
kaikille n € N asettamalla f° = id ja asettamalla rekursiivisesti

fr=fofrt=fofo.of.
—_—

n kertaa

Pisteen x (positiivinen) rata on
0" (x) = O0f (x) = {f*(z): k € N}.

Jos f on bijektio, voidaan tarkastella myds sen negatiivisia iteraatteja f* = (f~1)=*
kaikille £ < 0 ja voidaan tarkastella pisteen x tdayttd rataa

O(x) = O(x) = {f*(x) - k € Z}.

Muodollisesti sanomme, ettd kolmikko ((X,d), f, A) on diskreetti dynaaminen systee-
mi, missd A € {N,Z} kertoo, mité iteraatteja tarkastellaan. Kokonaislukuja tai luonnol-
lisia lukuja voi téssé ajatella diskreettind aikana, jolloin kuvauksen f iterointi tarkoittaa
systeemin aikakehityksen tarkastelua.

Yleensd dynaamisia systeemeja tarkasteltaessa ollaan kiinnostuneita myos siitd, miten
jonkin tarkasteltavan pisteen lahelld olevat pisteet kayttaytyvat. Yleisesti tarkastellaan-
kin metrisiss avaruuksissa (X, d) méaariteltyja kuvauksiam Tarkasteltavat kysymykset
liittyvat ratojen asymptoottiseen kdyttaytymiseen:

e Onko jonolla (f*(z))ren raja-arvoa?

e Onko rata Of(x) tihed?

e Miten lahekkéisten pisteiden radat kiyttaytyvét toistensa suhteen?

Talla kurssilla tutustumme dynaamisiin systeemeihin suuressa maérin esimerkkien kaut-
ta. Kurssin aikana tapaamme myos joitakin dynamiikan sovelluksia muihin matematiikan
aloihin kuten differentiaaliyhtéloiden teoriaan ja lukuteoriaan.

1.1. Kiintopisteet ja jaksolliset pisteet. Jos f(z) = x, niin x on kuvauksen f tai
dynaamisen systeemin (f, X) kiintopiste. Jos fP(x) = z jollain p € N — {0}, niin x on
p-jaksollinen piste. Erityisesti kiintopiste on 1-jaksollinen. Dynaamisen systeemin (f, X)
p-jaksollisten pisteiden joukko on

(1) = Py X) = {x € X : f(x) =z}

Jos = on p-jaksollinen ja se ei ole k-jaksollinen millddn 1 < k < p, niin p on pisteen =
jakso. Talloin sanotaan myos, ettd x on aidosti p-jaksollinen piste.

Esimerkki 1.1. (1) Olkoon 0 < k < 1. Lineaarikuvauksella K : R" — R", Kz = kx on
kiintopiste 0 € R: K0 = 0. Liséiksi jokaiselle z € R pétee L*z — 0, kun k — oo. Kaikki
radat siis suppenevat kohti puoleensavetivid (attraktiivista) kiintopistetta 0.
(2) Olkoon f: R — R,

_x(z®—2)

f(%’)—T~

Piste 0 on kiintopiste ja

on 2-jaksollinen rata.

*ja joskus yleisemmissé topologisissa

TKatso liite
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Esimerkki 1.2. Collatzin (3n+1)-ongelma on esimerkki hyvin yksinkertaisesta dynaami-
sesta systeemisté, jonka ilmeistd asymptoottista kiayttaytymisté ei osata todistaa. Olkoon
C:N—-{0} - N— {0} médritelty asettamalla

Cn) 3n + 1, kun n on pariton
n) =
%, kun n on parillinen .

Pisteen 1 rata on 1 — 4 +— 2 — 1. Kokeilemalla huomaamme, etté kaikkien pisteiden
radat nayttavat paatyvan lopulta tdhén 3-jaksoiseen rataan. Esimerkiksi

3, 10—m5—16—w8—4—2—1—4—2—1

Tamé havainto on tarkastettu ainakin noin lukuun 5.76 x 10'® saakka. Collatzin ongel-
masta voi lukea esimerkiksi artikkelista [Con| ja sen viittauksista.

Olkoon f: X — X. Sanotaan, ettd joukko A C X on f-invariantti, jos f(A) C A.

Esimerkki 1.3. (1) Méaéritelmén mukaan jokainen rata on invariantti.
(2) Olkoon k: R* — R?, k(z) = %. T&lléin kaikki O-keskiset pallot ovat invariantteja.

Olkoon z p-jaksollinen piste. Talloin x on (lokaalisti) puoleensavetivd, jos on pisteen
x avoin ympaéristd U siten, ettd fP(y) — x kaikille y € U. Vastaavasti x on lokaalisti
hylkivd, jos on pisteen x avoin ympéristo U siten, ettd jokaisella y € U — {z} on n = n(y)
siten, ettd f"(y) ¢ U. Se on hylkivd, jos on pisteen x avoin ympéaristdé U siten, ettd
jokaisella y € U — {x} on N = N(y) siten, ettd 0/, (f"?(y))NU = 0.

Jos d(zo,yr) < K*d(zo,7) kaikille z € X, niin sanotaan, etti pisteet v, ldhestyviit
pistettd xo eksponentiaalisella nopeudella.

1.2. Differentioituvaa dynamiikkaa. Jos dynaamisen systeemin kuvaus on differen-
tioituva, kiintopisteiden luonne voidaan usein selvittdd derivaatan/differentiaalin avulla:

Propositio 1.4. Olkoon I C R on avoin vdili. Olkoon xy € I C-funktion g: I — I kiin-
topiste.

(1) Jos |g'(xo)| < 1, niin on avoin g-invariantti vili U C I, joka sisdltdd pisteen o siten,
etti g*(z) — x¢ eksponentiaalisella nopeudella kaikille x € U, kun k — oo.

(2) Jos |g'(xo)| > 1, niin xo on lokaalisti hylkivd kiintopiste.

Todistus. (1) Olkoon z € I. Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on & pisteiden
xo ja x valissa, jolle patee

f(x) = fxo) = f'(€)(x — o) -
Koska g on C! ja |f'(z0)| < 1, niin jollain zq-keskiselld vélilla J pétee |f'(y)] < K < 1
jollain K kaikille y € J.
Toinen viite todistetaan samaan tapaan. 0

Jos ¢'(xy) = £1 Propositiossa , niin pisteen xy luonnetta ei voi paitella pelkalla
derivaattatiedolla. Sanomme téllaista kiintopistetta epamddrdiseksi.
Jos xy on Cl-kuvauksen f: I — I p-jaksollinen piste, niin

() (=)= [ f@
xeﬁ;r(xo)
on vakio kaikille jaksollisen radan pisteille. Jos xy on kuvauksen fP puoleensavetava kiin-
topiste, niin kaikki muutkin radan &% (zq) pisteet ovat puoleensavetivii kiintopisteita.
Talloin pisteen zy rata on puoleensavetdvd rata.
Esimerkki 1.5. Esimerkin tapauksessa f'(0) = —3, joten 0 on hylkivé kiintopiste.

Toisaalta f'(—1) = f'(1) = —3, joten —1___>1 on puoleensavetivi 2-jaksollinen rata.
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Olkoon f: X — X dynaaminen systeemi. Piste x on positiivisesti (tai eteenpdin) asymp-
toottinen pisteen p kanssa, jos d(f"(x), f*(p)) — 0, kun n — +oo. Jos f on homeo-
morfismi, niin z on negatiivisesti (tai taaksepdin) asymptoottinen pisteen p kanssa, jos
d(f™(z), f*(p)) — 0, kun n — —oo. Pisteen p kanssa positiivisesti asymptoottiset pisteet
muodostavat pisteen p vakaan joukon W*(p) = Wi(p) ja negatiivisesti asymptoottiset
pisteet muodostavat pisteen p epivakaan joukon W*(p) = W (p).

Propositio 1.6. Olkoon I C R on avoin vili ja olkoon xy € I Cl-kuvauksen g: I —
I kiintopiste. Jos |¢'(xg)| < 1, niin puoleensavetdvin kiintopisteen xo vakaa joukko on
avoin.

Todistus. Harjoitustehtdva. Avoimmuus seuraa derivaatan jatkuvuudesta. 0

Esimerkki 1.7. Olkoon L: R* — R?, Lz = (2, 5x2). Kiintopiste 0 vetéé puoleensa
To-akselin pisteitd ja on sen lokaalisti hylkivé systeemille L: R? — {(a,0) : a # 0}.
Kaikki pisteet x € R?, joille x; # 0 ovat positiivisesti asymptoottisia pisteen (zy,0)
kanssa:
Wi(r) ={y €eR*:y1 =11},
Vastaavasti, jos x5 # 0, niin
Wiz) ={y €R?: yy = 25} .

Propositio yleistyy moniulotteiseen tilanteeseen oleellisesti samalla todistuksella.
Olkoon seuraavassa Dg kuvauksen g: U — U differentiaali. Matriisin A normi on
[All = max [[Az| .
llell=1
Propositio 1.8. Olkoon V' C R"™ on avoin joukko ja olkoon xy C'-kuvauksen g: V —
V' kiintopiste. Jos ||[Dg(xo)|| < 1, niin on g-invariantti avoin joukko U C V', joka sisdltdd
pisteen xq siten, ettd pisteet g&(x) lihestyvit pistettid xo eksponentiaalisella nopeudella

kaikille x € U. Erityisesti U C W*(xq). Puoleensavetivin kiintopisteen xy vakaa joukko
on avoin. U

1.3. Graafinen analyysi. Olkoon I C R vili. Kuvauksen f: I — [ dynamiikkaa on
joskus hyodyllista havainnollistaa graafisella analyysilla:

(1) Piirretdén samaan kuvaan tarkasteltavan funktion ja identtisen funktion kuvaajat.
(2) Valitaan piste z € 1.

(3) Piirretdén pystysuora jana [(x,x), (z, f(z))] € I x I.

(4) Piirretdén vaakasuora jana [(x, f(x)z), (f(x), f(x))] C I x 1.

(5) Palataan vaiheeseen (3| ja korvataan x — f(z).

Graafisen analyysin ensimmaéinen vaihe nayttaa kuvauksen f kiintopisteet: Kuvaajien leik-
kauspisteissa péitee f(x) = x. Jaksollisia pisteitd jaksolla p voi etsid tekemalld graafista
analyysia kuvaukselle fP.

Seuraava tulos voi olla hyddyllinen graafisen analyysin paikkansapitdvyyden peruste-
lussa.

Lemma 1.9. Olkoon I C R suljettu ja rajoitettu vili ja olkoon f: I — I jatkuva kasvava
funktio. Talloin jokaiselle x € I on kuvauksen f kiintopiste p = p(x) € I, jolle pitee
fE(x) — p, kun k — oco.

Todistus. Harjoitustehtava. 0]

Lemman antama kiintopiste ei kuitenkaan valttdmatta ole puoleensavetava kuten
seuraava esimerkki osoittaa:
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Kuva 1. Jos xq on kiintopiste, | f'(xo)| < 1 ja alkuarvo x on riittavén lahelld
pistettd zg, niin f™(z) — x¢ eksponentiaalisella nopeudella, jolloin kuva on
esimerkiksi téllainen.

-0.3L

Kuva 2. Esimerkin kuvauksen z — f(x) = x + x* graafinen analyysi.

Esimerkki 1.10. Olkoon f: R — R, f(z) = z + 2% Tillsin f(0) = 0 ja f(0) = 1,
joten kiintopisteen 0 luonnetta ei voi paatelld Proposition [1.4] avulla. Nyt kuitenkin péatee
kaikille f(z) = x4+ 2 > x kaikille z # 0. Siis kaikille x > 0 pétee

0<z<f(z)<fiz)< - < ffa)< fflia)<...,
joten f*(z) /4 0, kun k — oco. Sen sijaan kaikille —1 < x < 0 pitee x < f(z) < 0, joten

jono (f*(z))ren suppenee kohti jotain raja-arvoa z.,. Kuvauksen f jatkuvuuden nojalla
f(rs) = 74 ja koska 0 on ainoa kiintopiste, pitee siis f*(z) — 0, kun k — oo.
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1.4. Dynamiikkaa kompleksitasossa. [] Tarkastellaan funktiota Py: C — C, Py(2) =
22, Muista: Jos 2 = 2 + iy ja w = u + iv ovat kompleksilukuja, niin
2w = zu — yv + i(zv + yu)
ja erityisesti
22 =2 —y* + 2xyi.
Napakoordinaateissa '
z=r(cos¢+ising) =e'?,
joten on helppo nahda, etta
P(2) = 2* = 1r*(cos(2¢) + isin(2¢)) = "¢
Téastd muodosta nikee, ettd joukot
B(0,1) ={z € C: |z| < 1},
S00,1)={z€C:|z| =1} ja
C-B(0,1)={z€C:|z| > 1}
ovat invariantteja ja ettii pisteet 0 ja 1 ovat kiintopisteitd. Kaikille joukon C — B(0, 1)
pisteille patee |Pi(z)| = |z|" — oo, kun n — oo.

Polynomin F, dynamiikka néyttaéd siis melko yksinkertaiselta. Tosin, kun myohem-
min kurssilla tarkastelemme ldhemmin kuvauksen P, rajoittumaa ympyrélle S(0, 1), huo-
maamme, ettd tdméankin kuvauksen dynamiikka on melko runsasta. Osoitamme itse asias-
sa, ettd Fy: S(0,1) — S(0,1) on kaoottinen dynaaminen systeemi kunhan ensin méérit-
telemme kaaoksen késitteen luvussa [0l

Polynomifunktioiden P.: C — C, P.(z) = 2 + ¢ dynamiikka sen sijaan on ilmeisen
mielenkiintoista. Esimerkiksi polynomin P.(z) tdaytetty Julian joukko

K.={z € C: Op(2) on rajoitettu}
ja Mandelbrotin joukko
M = {c € C: K. on yhteniinen}
ovat mielenkiintoisia fraktaaleja lukuunottamatta joukkoa Ky, joka on suljettu yksikko-
kiekko, kuten edella néihtiin.ﬁ]

Julian ja Mandelbrotin joukkojen késittely edellyttdéd hieman edistyneempad komplek-
sianalyysin tuntemusta. Talla kurssilla emme perehdy kompleksidynamiikan edistyneem-
piin osiin.

Harjoitustehtavia.

1.1. Olkoon I C R suljettu ja rajoitettu vali. Olkoon f: I — R jatkuva funktio. Osoita,
ettd kuvauksella f on kiintopiste,

(1) jos f(I) C I ja

(2) jos I C f(I).

Osoita esimerkkien avulla, etté valia I koskevat oletukset ovat tarpeellisia.

1.2. Olkoon A C R™ epétyhjéa suljettu joukko ja olkoon f: A — A jatkuva kuvaus. Osoita,
ettd kuvauksen f kiintopisteiden joukko on suljettu.

{Kompleksilukujen perusasioita voi kerrata tai opiskella esimerkiksi lihteesté http://users. jyu.
fi/~ juhaleh/kompleksiluvuista.pdf

SNiihin fraktaaleihin voi tutustua esimerkiksi demonstraatiolla http://demonstrations.wolfram.
com/JuliaSetsAndTheMandelbrotSet/|

Yihje: Kurssit Raja-arvo ja jatkuvuus ja Reaalimuuttujan analyysin perusteet.
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Kuva 3. Douadyn jams K_0.123+0.745i.
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Kuva 4. K_;.

1.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon f: X — X jatkuva kuvaus. Osoita, etté
kuvauksen f kiintopisteiden joukko on suljettu.

1.4. Todista Proposition [I.4] toinen viite.
1.5. Todista Propositio (1.6
1.6. Todista Lemma

1.7. Olkoon A C [0, 1] suljettu joukko, A # (. Osoita, ettd on kasvava kuvaus f: [0,1] —
0, 1], jonka kiintopisteiden joukko on A.

1.8. Olkoon f: [0, 1] — [0, 1] kasvava ja olkoon g: [0, 1] — [0, 1] viiheneva. Osoita, etté ku-
vauksen f jokainen jaksollinen piste on kiintopiste ja etté kuvauksen g jokaisen jaksollisen
pisteen jakso on 1 tai 2.

1.9. Olkoot f17 f2, f3Z R — R,
fi(z) =2+ 23,
fo(z) = 2 — 23
7Vihje: Lemma Tehtéivéi
7 29/11/2016



-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Kuva 5. Mandelbrotin joukko
ja
fa(z) = — 2.

Piste 0 on kaikkien kuvausten fi, f ja f3 kiintopiste. Kuvaile ldhelld origoa olevien pis-
teiden kayttdytyminen néaita funktioita iteroitaessa?

1.10. Olkoon f: [—m, 7] = [—m, 7],
f(z) =mcosx.

Montako kiintopistettd kuvauksella f on? Maarita kiintopisteiden tyypit. Onko dynaami-
sella systeemilld (f,[—m,7]) pisteitd, joiden jakso on 27 Havainnollista tilannetta graafi-
sella analyysilla.

1.11. Onko piste 1 € C dynaamisen systeemin Fy: C — C lokaalisti hylkiva kiintopiste?
Onko se hylkivé kiintopiste?
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2. KUTISTAVAT KUVAUKSET

Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus F': X — Y on K- Lipschitz-
kuvaus tai K -Lipschitz-jatkuva, jos

dy(F(z), F(y)) < Kdx(z,y)

kaikille x,y € X. Jos F' on K-Lipschitz jollain K > 0, niin sanotaan, ettd F' on Lipschitz-
jatkuva. Jos F on K-Lipschitz jollain K < 1, niin sanotaan, ettd F' on (K-)kutistava.

Lause 2.1 (Kutistusperiaate eli Banachin kiintopistelause). Olkoon X tdydellinen met-
rinen avaruus. Tdlloim jokaisella kutistavalla kuvauksella F: X — X on tdsmalleen yksi
kuintopiste. Jos F' on K-kutistava ja xo on sen kiintopiste, niin

d(xg, F¥(z)) < K*d(2, 2)
kaikille x € X.

Todistus. Olkoon x € X, ja olkoot m,n € N, m < n. Télléin

d(F™"(2), F"(x)) < ) d(F™*(x), F" (@)

< K™ d(z, F(x)) <

d(z, F(x)) .

Siis jono (F7(x))52, on Cauchyn jono, ja koska X on téydellinen, jono (F7(x))52, suppenee
kohti jotain pistettd z,, € X.
Piste x,, on kuvauksen F' kiintopiste, silld kaikille 7 € N pétee

A(To0, F(250)) <d(To0, F/ (2)) + d(F (2), F/*(2)) + d(F'" (2), F(2s0))
<(1+ K)d(2oo, F'(2)) + K’d(z, F(z)) — 0,
kun 7 — oo. Metriikan positiivisuudesta seuraa, ettid xo, = F(2s).
Osoitetaan vield, ettd kiintopisteitd on tdsmaélleen yksi. Jos z, ja Yy, ovat kiintopisteité,
niin
Kd(Too, Yoo) = d(F(2e0), F(Yoo)) = d(T oo, Yoo)

joten d(Zoo, Yoo) = 0, ja siiS Too = Yoo-
Eksponentiaalinen suppenemisnopeus kiintopisteeseen on helppo todeta: Jos xg on kiin-
topiste, niin kaikille x € X pétee

d(F* (), z0) = d(F*(2), F*(x0)) < K*d(F*(z),20). O

Seuraavissa luvuissa sovellamme kutistavia kuvauksia differentiaaliyhtéléiden teoriaan
ja numeeriseen analyysiin.

2.1. Picardin iteraatio. Olkoon U C R" ja I C R avoimia joukkoja ja f: U x [ — R"
jatkuva kuvaus. Merkintd #(t) = 2/(t) tarkoittaa vektoriarvoisen kuvauksen z: A — R™
A C R derivaattaa.

Differentiaaliyhtélon

(1) &= f(z,1),
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ratkaisu alkuarvolla z(ty) = o on differentioituva kuvaus x: A — R” joltain avoimelta
valiltd A C R, jolle pétee &(t) = f(xz(t),t) kaikilla t € A ja z(ty) = zo. Komponenteittain
kirjoitettuna yhtalo on differentiaaliyhtaloryhma on

1= fil(z1, ..., 2,), 1),
(2) -:172 :fQ((xlw"vxn)?t)?
T = fu((z1,. .., 20),1).

Jos differentiaaliyhtdlon oikean puolen kuvauksen arvo ei riipu muuttujan ¢ arvosta,
tdma riippuvuus jatetddn pois ja tarkastellaan kuvauksen f: U — R™ maardaméas auto-
nomista differentiaaliyhtéaloa

(3) &= f(x)
Autonomisen differentiaaliyhtélon (3|) ratkaisu alkuarvolla x(tg) = x¢ on differentioituva
kuvaus z: A — R” joltain avoimelta véliltd A C R, jolle pétee @(t) = f(z(t)) t € A ja
x(to) = Xop-

Todistamme kutistusperiaatteen avulla differentiaaliyhtéldiden alkuarvotehtévien rat-
kaisujen olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen. Todistus on itse asiassa sama Picardin
iteraatio, jolla yksiulotteinen tapaus on tapana todistaa differentiaaliyhtéloiden kurssilla.

Lause 2.2 (OY-lause). Olkoon I C R avoin vdli, ja olkoon U C R™ avoin. Olkoon
f:1IxU — R" jatkuva kuvaus, jolle kuvaus x — f(t,x) on M-Lipschitz jokaisella t € 1.
Jokaisella (a,b) € I x U on § > 0 siten, ettd alkuarvotehtivalli

T = f(t7 x)?
(4) {x(a) =b

on valilld Ja — 0, a + §[ madritelty yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Todistamme lauseen tapauksessa, jossa U = R" ja f: R x R" — R” on M-
Lipschitz[]

Valitaan 0 < 0 < 57. Olkoon (a,b) €]a — §,a + 0[ xR". Picardin operaattori on kuvaus
Py Cla—d,a+ 5] R™) — C%([a — 6, a + 6], R"), joka méiiritellisin asettamalla

e —b+/f

kaikille ¢ € C°([a — 6, a + 6], R™).
Teemme kaksi oleellista havaintoa Picardin operaattorista:

Lemma 2.3. Kuvaus ¢: [a — 6,a + 0] — R"™ on alkuarvotehtivin ratkaisu valilld
la —6,a+ 4], jos ja vain jos se on Picardin operaattorin P, kiintopiste.

Todistus. Kuvaus ¢ on Picardin operaattorin kiintopiste, jos ja vain jos

(5) o) =v+ [ ' Fls, 6(s))ds

Jos ¢ on kiintopiste, se toteuttaa siis selvésti alkuehdon ¢(a) = b. Liséksi kuvaus ¢ on
differentioituva ja toteuttaa ehdon ng(t) = f(t, #(t)) analyysin peruslauseen nojalla.

Toisaalta, jos ¢ on alkuarvotehtavan (4)) ratkaisu valilla Ja — d,a + 0[, niin kaikilla
t €la — 0, a + §] pitee

7 —b+/f ds—b+/qb (1),

*Yleisen tapauksen todistus samalla idealla esitetaéan esimerkiksi kirjassa [HK].
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joten ¢ on kiintopiste. O
Lemma 2.4. Picardin kuvaus on kutistava maksimimetritkan suhteen.

Todistus. Kayttamalla oletusta Lipschitz-jatkuvuudesta funktion f toisen komponentin
suhteen saamme

1220(6) ~ Zastw)l = s, | ['(75.0060) — fts. w5

[t—al<d
< max | 1f(s.9(s)) = fls,v(s))ll ds
<Ml - . -

Harjoituksissa osoitetaan, ettd C°([a — d, a+ 4], R") varustettuna maksimimetriikalla on
taydellinen metrinen avaruus. Lemman [2.4]ja Lauseen [2.1) mukaan Picardin operaattorilla
on tasmalleen yksi kiintopiste. Lemman mukaan tdma kiintopiste on tarkasteltavan
alkuarvotehtévin (4] ainoa ratkaisu vélilld Ja — 6, a + d]. O

Lausetta voi soveltaa aina, kun f: U — R™ on C', silld f|z on Lipschitz-jatkuva,
kun B C U on suljettu pallo.

Seuraus 2.5 (Autonominen OY-lause). Olkoon U C R"™ awvoin. Olkoon f: U — R™ C'-
kuvaus. Jokaisella a € R ja xqg € U on § > 0 siten, ettd alkuarvotehtdvailld

&= f(x),
(6) {x(a) =b

on valilld la — 0, a + 8] madritelty yksikdsitteinen ratkaisu. O

Esimerkki 2.6. Etsitdan alkuarvotehtavan

y=y

y(0) =1
ratkaisua Picardin iteraatiolla: Valitaan ensimmaéiseksi arvaukseksi vakiofunktio yo(t) = 1.
T&ll6in

yi(t) = P(yo)(t) =1+ /Otds =1+t,

2

yo(t) = P(y)(t) =1+ /Ot(l +s)ds=1+1t+ %,

ja induktiolla
k4k
wlt) = Pye-1)(t) = ) -
5=0
Kuvausten 1, muodostama jono suppenee kohti eksponenttifunktiota tasaisesti kompak-
teilla valeilla.

2.2. Newtonin menetelmi. Derivoituvan funktion nollakohtia voi etsid numeerisesti
seuraavalla klassisella Newtonin menetelmdlld: Olkoon f: I — R derivoituva. Arvataan,
ettd pisteen x( ldhelld voisi olla funktion f nollakohta. Piirretdan funktion f kuvaajalle
tangentti pisteeseen (zo, f(x¢)). Otetaan seuraavaksi arvaukseksi piste

~ J(®@o)
0 f/(ZL'()) ’
11 29/11/2016
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0.4}
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0.6F

KuvaA 6. Fresnelin S-funktio.

jossa tangenttisuora leikkaa z-akselin. Iteroidaan tétad prosessia: Oletetaan, ettd piste
x) on konstruoitu. Piirretdén funktion f kuvaajalle tangentti pisteeseen (xy, f(zg)). Ote-
taan seuraavaksi arvaukseksi piste

f(ﬂfk)

Tyl = T — fl(mk) ;

jossa tangenttisuora leikkaa z-akselin. Néin voidaan tehd4 tietenkin vain, jos f'(z) # 0.
Geometrisen tarkastelun sijaan Newtonin menetelméé voidaankin siis tarkastella ku-
vauksen

x
x— F(z) =z — f/( )
f'(z)
iterointina sellaisessa valin I osajoukossa, jossa se mahdollisesti méérittelee dynaamisen

systeemin. Kuvauksen F kiintopisteessé x pitee xo = F(xg) = xg— J{,(é?), siis f(xg) = .

Esimerkki 2.7. Esimerkiksi optiikassa esiintyva Fresnelin S-funktio S: R — R méari-
tellddn asettamalla kaikille x € R

S(z) = /Ox sin (g t%) dt.

Etsitdaan Newtonin menetelmalld likiarvoa pienimmalle positiiviselle muuttujan x ar-

volle, jolla S(x) = % Olkoon siis h = S — % Arvataan kuvien |§| ja @ perusteella, etté
h(t)

funktion h nollakohta on pisteen xy = 0.8 ldhella. Olkoon Fj(t) =t — - Nyt
Kt h(?) Fr(D)
0.8 —0.251 1.09687
1| 1.09687 0.0335346 1.06156
21 1.06156 | —0.000585372 | 1.06215
311.06215 | —1.18172 107 | 1.06215

Kolmas ja neljas iteraatti antavat siis saman arvon viiden desimaalin tarkkuudella. Nayt-
tdd silté, ettd likiarvo jonon (FF(zg))ren raja-arvolle on 16ytynyt ja etté se on funktion h
nollakohta.

Osoitamme seuraavaksi, ettd sopivilla oletuksilla Newtonin menetelmé antaa hyvén
likiarvon nollakohdalle erittdin nopeasti.
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I 0.8 /10/ 1.2 1.4
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KuvA 7. Fresnelin S-funktion %—arvon etsiminen Newtonin menetelmaélld graafisesti.

Lause 2.8 (Newtonin menetelmé). Olkoon f: I — R kaksi kertaa jatkuvasti differentioi-
tuva. Olkoon Jy C I suljettu ja rajoitettu vdli. Oletetaan, ettd funktiolla f on nollakohta
valilld Jy ja ettd sen derivaatalla ei ole nollakohtaa vdililld Jo. Olkoon F': Jy — R,

i

f'(@)
Téllgin on jokin vili J C Jy C I siten, etti jono F*(x) suppenee kohti funktion f nolla-
kohtaa eksponentiaalisella nopeudella kaikilla x € J.

F(z) =

Todistus. Koska F'(z) = L (jf,)(]; l)lg(x), niin sen kiintopisteessi xg, joka on funktion f nolla-
kohta, pdtee F'(xy) = 0. Siis jokaisella 0 < ¢ < 1 on pisteen z, ympéristo, jossa patee

|F'(z)| < c. Téssd ympéristossd F' on c-kutistava Proposition nojalla. 0J

Esimerkki jatkuu. Ei ole kovin vaikea tarkastaa, ettd Newtonin menetelmassa kay-

tettava kuvaus

1 t?
Fy(z) =nt(S(z) - 5) cot %
toteuttaa |F}(z)| < 3 vlilld [0.8,1.2]. Koska funktion S nollakohta z, on talld vlilla,

pétee |0.8 — x| < 0.4. Lauseen [2.§ nojalla pitee
11
k
(7) [EF(08) = o] < 2 5 < 0.001

kun £ > 8. Edella tehtyjen kokeilujen nojalla iteraatit suppenevat kohti nollakohtaa huo-
mattavasti nopeammin. Arviota voisi tarkentaa parantamalla derivaatan Fj(x) itseisar-
von arviota iteraation edetessd. Esimerkiksi tiedetdén, ettd |F7(0.8) — 25| < 0.1, joten
Too € 0.96,1,17] ja télla vélilld |Fy(x)| < § ja niin edelleen. Tyydymme kuitenkin tlld
kertaa hieman karkeaan eksponentiaaliseen arvioon @

Harjoitustehtavia.

2.1. Osoita, etta lauseke
d(f,9) = max [f(s) = 9(s)]

on etiisyysfunktio jatkuvien funktioiden avaruudessa C°([a,b], R).

2.2. Osoita, etta (CO([a, b, R), d) on tédydellinen metrinen avaruus, kun d on tehtavissa
madritelty etadisyysfunktio.
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2.3. Etsi alkuarvotehtavan

T = z?
z(0) =1
ratkaisua Picardin iteraatiolla kolmen iteraation verran. Alkuarvotehtavan ratkaisun voi

arvata kolmen iteraation jalkeen tai laskea muilla menetelmilld, jos tuntee differentiaa-
liyhtéloiden ratkaisutekniikoita.

2.4. Laske Newtonin menetelmin avulla luvun /2 likiarvo kolmen desimaalin tarkkuu-
della. Perustele arvion tarkkuus.

2.5. Laske Newtonin menetelméan avulla luvun 7 likiarvo viiden desimaalin tarkkuudella.
Perustele arvion tarkkuus.

4Vihje: Etsi likiarvo polynomifunktion z ~— 22 — 2 nollakohdalle, jonka tiedetéién olevan valilld [1,2].
Vihje: sin(r) = 0.
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3. YMPYRAN KIERROT
Parametrisoidaan ympyré
St={rcR*: |jz]| =1} ={z€C:|z| =1}
kuvauksella ®: R — S!,
®(s) = (cos(27s),sin(2ms)) = cos(27s) + isin(27s) = e 2™

Talloin ®(s + k) = ®(s) kaikilla s € R ja kaikilla & € Z. Samastamme ympyrén S!
tekijajoukon R/Z kanssa, missd s ja t ovat samassa ekvivalenssiluokassa [s] = s + Z, jos
ja vain jos s — t € Z. Huomaa, ettd ®(s) = ®(t), jos ja vain jos s — t € Z.

Tehddédn ympyréstd metrinen avaruus asettamalla pisteiden [s], [t] € R/Z etéisyydeksi

8) d([sh[th = min {|s'=#¢|,1—|s' |} =min {[|[s] - [t][,1— |Ls] = [t]|}.

s'els], t’€[t]
Téssd [z] on reaaliluvun x kokonaisosa
|z] =max{n €Z:n <z},

joka antaa ekvivalenssiluokalle [s] yksikésitteisen edustajan |s| € [0,1]. Jos ympyré aja-
tellaan kompleksitason osajoukkona ja u = ®(s),v = ®(¢) € S! C C, niin

£(®(s), 0(1)) _ | Arg(u/v)]

d t]) =

() 1) = <7 (/)]
missd Argz €| — 7, m] on kompleksiluvun z # 0 argumentin pddhaara, yksikasitteinen
luku vililla | — 7, 7], jolle pitee z = |z] € Argz.

Olkoon o € R. Ympyrin S' kierto R,: S' — S!' méiritelliin ympyrin mallissa
R/Z asettamalla

Ro([s]) = [s + o

kaikille s € R. Tamé maaritelmé on hyvin asetettu, silla jos k € Z, niin pétee
R.js+kl=[s+k+a]=[s+a]=R,s].

Euklidisessa tasossa kierto on ortogonaalinen lineaarikuvaus, jota esittdd standardikan-
nassa matriisi

cos(2m ) — sin(2m «v)
R,=1{ .

sin(2ra)  cos(2m )
ja kompleksiluvuilla

Ro(2) = ™ 2
kaikilla z € C. On helppo tarkastaa, ettd ympyréan kierto on isometria: kaikille s,t €
St pitee
d(Ra(s), Ra(t)) = d(s,t).
Kierron asymptoottinen kiyttdytyminen riippuu vahvasti kulmasta «. Sanomme, etta

kierto R, on rationaalinen, jos a € Q ja irrationaalinen, jos a € R — Q.

Olkoon I C R vili. Joukkoa ®(I) sanotaan ympyrin S' wviliksi. Yleensd kutsumme
valid ®(I) yksinkertaisemmin ympyran véliksi I. Erityisesti, jos a,b € R, tarkoitamme
ympyrén valilla [a, b] joukkoa ®([a, b]).

Propositio 3.1. (1) Rationaalisen kierron kaikki radat x € S* ovat jaksollisia. Jos o € Q
ja o = §, missd p € Z, ¢ € N — {0} ja lukujen p ja q suurin yhteinen tekiji on 1, niin
jokaisen pisteen x € S* jakso kierrolla R, on q.

(2) Irrationaalisen kierron kaikki radat ovat tiheitd.
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Kuva 8. Rationaalisen kierron R 3 radat ovat 10-jaksollisia.

Todistus. (1) Huomataan, ettd R ([s]) = [s + p] = [s] kaikille s. Jos rationaaliluku 2 on

supistetussa muodossa, niin k§ ¢7Z,kun 1 <k < q.
(2) Jos olisi « € S, jolle O (x) # S', niin olisi jokin avoin véli
D#UCS—0f (x).

Olkoon U inkluusion suhteen maksimaalinen téllainen vili. Tillsin R* (U)NR(U) = 0 kai-
killa k # ¢, k, ¢ € Z. Jos nimittidin R*(U) = R’,(U), niin R*~* = id, miki on mahdotonta.
Koska U on valittu maksimaaliseksi, niin vilit eivit voi leikata muulla tavalla. Mutta
nythén joukko (o, RE(U) koostuu keskenddn samanpituisista erillisisté villeisté, koska
kierrot ovat ympyran S! isometrioita. Siis sen pituus on ddretén. TAmé on mahdotonta,
koska ympyran pituus on 1. 0

3.1. Tasainen jakautuminen. Tarkastelemme seuraavassa lahemmin, miten pisteen ra-
ta jakautuu ympyrélle irrationaalisella kierrolla. Proposition [3.1] nojalla rata on tiheé ja
nyt osoitamme, etté se on tihed hyvin tasaisella tavalla.

Olkoon o € R — Q. Olkoon A C S! vili ja olkoon

Na(n,z) = #{k € [0,n)NN: RE(z) € A}.
Funktio p: N — [0, 1],
pa(n.2) = ~ Aa(n,2)

on suhteellinen taajuus, jolla pisteen x positiivisen radan alkuosa iteraattiin R (z) saakka
vierailee vililli A. Olkoon vilin A C S* pituus A(A).

Lemma 3.2. Olkoon a € R — Q ja olkoot Ay, Ay C S wileji. Jos AM(A1) < M(Ay), niin
on N € N siten, etti N, (n,z) < Na,(n+ N, ) kaikille z € S* ja kaikille n € N.

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Haluamme osoittaa, ettd jono (pa(n,))nen—{1} suppenee kohti raja-arvoa, joka on
riippumaton pisteesti x € S'. Téssi tarkastelussa on sujuvaa kiyttiéd reaalilukujonon
(an)nen—q1y Yliraja-arvoa

limsup a,, = lim sup a,, = inf sup a,,
n—00 n—=00 m;m>n neN;y;>n
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ja alaraja-arvoa

liminf a,, = lim inf a,, = sup inf a,,,
n—00 n—oo m>n neN m>n

jotka jokaisella jonolla on laajennetussa reaalilukujen joukossa

[—00,00] = {—c0} URU{—0o0}.
Reaalilukujonolla (@, )nen—q1} on raja-arvo tédsmélleen silloin, kun sen ylé- ja alaraja-arvot
yhtyvéat. Talloin

lim a, = limsupa, = liminfa,, .
n—o0 n—oo n—o0

Lemma 3.3. Olkoon o € R — Q ja olkoon A C S wili. Jos A(A) = ¢, niin
1

I <.
15§2PPA@3”)—»k__1

Todistus. Olkoot V; = [1=1, ZL-[C S*. Télléin vilit V; ovat erillisid ja
ViuVaU-- UV =St

Lemman nojalla on N € N siten, ettd Ax(z,n) < Ay, (z,n + N) kaikille n € N ja
j€e1,2 ... k—1. Siispa

k—
(k — 1) Aa(x,n) SZ (z,n+N)=Sa(x,n+N)=n+N,

joten

N
(k= Dpaln,z) < 2=,

misté viite seuraa, koska lim,,_,« "J;N =1. O

Lause 3.4. Olkoon a € R — Q. Olkoon A C S' véli. Télléin
lim pa(n,x) = A(A).

Todistus. Olkoon e > 0. Olkoon A’ vili, joka sisaltdd valin A siten, ettd jollain ¢,k € N
patee

A@q:£<mm+e

Nyt jakamalla A" yhté pitkiin osavéleihin, joita on ¢ kappaletta, saadaan

14
lim sup pa(z,n) < limsup par(z,n) < 1 < (A(A) +¢)

Lemman ja suhteellisen taajuuden additiivisuuden nojalla. Kun ¢ — 0, valttamatta
k — oo, joten

9) lim sup pa(z,n) < A(A).

n—0o0

Vilin A komplementin tarkasteleminen antaa
limsup psi_a(x,n) < A(S' — A).

n—oo
Koska aina pétee pa(z,n) + psi_a(z,n) = 1, niin

hmlnpr(:L' n) + limsup psi_a(z,n) =1,

n—oo
ja saamme
(10) liminf pa(z,n) > 1 —A(S' — A) = A(A).
n—oo
Viite seuraa epayhtaloistéa @ ja : ([l
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Lauseen nojalla sanotaam, etté irrationaalisen kierron rata on tasaisesti jakautunut
ympyralld. Viite yleistyy vélien karakterististen funktioiden avulla integroituvia funktioi-
ta koskevaksi:

Lause 3.5. Olkoon o € R — Q. Riemann-integroituville funktioille ¢: S' — R pitee

(11) lim 30 0(R2 ) = | ols)ds.

Todistus. Olkoon 1,4 joukon A karakteristinen funktio eli indikaattorifunktio, joka saa
arvon 1 joukossa A ja arvon 0 sen komplementissa. Ehto R*(x) € A on yhtipitivi ehdon
1A(R%(z)) = 1 kanssa. Siispd Lauseen [3.4 viiite on

1
lim —

I SENCADIEY SINCTS

Funktion ¢ Riemann-integraali méaéritelladn muotoa

N

Z apla,

k=1

olevien porrasfunktioiden avulla, joille viite pétee lineaarisuuden nojalla. Yksityiskohtai-
nen todistus esitetédén esimerkiksi lahteesséd [HK|, Thm. 4.1.15]. O

Koska ympyran S! pituudeksi on sovittu 1, niin yht#lén oikealla puolella esiintyvi,
integraali fsl ¢(s)ds on funktion ¢ avaruuskeskiarvo ja

o1
lim —
n—oo M

S OB ()

on sen avaruuskeskiarvo. Jos X on kompakti metrinen avaruus ja £': X — X on jatkuva
kuvaus, sanotaan, ettd F' on yksikdsitteisesti ergodinen, jos

1 n

lim — n

nlg;7lzg;<ﬁ(3a(x))

suppenee tasaisesti kohti vakiofunktiota kaikilla jatkuvilla funktioilla ¢: X — R. Koska
jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroutuvia, Lauseen mukaan siis ympyrian S! irra-
tionaaliset kierrot ovat yksikésitteisesti ergodisia.

3.2. Kakkosen potenssit ja Benfordin laki. Benford [Ben| havaitsi, ettd monissa ai-
neistoissa esiintyvien lukujen ensimméaisen numeron jakauma ei suinkaan ole tasainen vaan
luvun 1 esiintymistiheys on noin 0.3[] Tarkastelemme yhté téllaista aineistoa ja selitimme
Benfordin havaitseman jakauman téssa tapauksessa dynamiikan keinoilla.

Luvun 2 ensimmaiset 50 potenssia ovat

*Ttse asiassa Newcomb oli tehnyt saman havainnon jo vuonna 1881 mutta ilmid on tullut nimetyksi
Benfordin mukaan. Esimerkkejé Benfordin lain mukaan kayttaytyvista tilastoista on esitelty verkkosivulla
http://www.testingbenfordslaw.com/|
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2 2048 2097152 2147483648 2199023255552

4 4096 4194304 4294967296 4398046511104

8 8192 8388608 8589934592 8796093022208

16 16384 16777216 17179869184 17592186044416
32 32768 33554432 34359738368 35184372088832
64 65536 67108864 68719476736 70368744177664
128 | 131072 | 134217728 | 137438953472 | 140737488355328
256 | 262144 | 268435456 | 274877906944 | 281474976710656
012 | 524288 | 536870912 | 549755813888 | 562949953421312
1024 | 1048576 | 1073741824 | 1099511627776 | 1125899906842624

Néiden lukujen ensimmaéisten numeroiden jakauma joukossa {1,2,3,4,5,6,7,8,9} niyttaa
mielenkiintoiselta. Ensimmaisen 40 numeron joukossa ei esiinny 7 eikd 9. Vasta luvun
246 ensimméiinen numero on 7!

T T T T

14} ]
12L ]

10 ]

2 4 6 K
KuvAa 9. Lukujen 2" ensimméisten numerojen jakauma, 1 < n < 50.

Korkeammilla potensseilla kuitenkin esiintyy kaikkia eri numeroita ja 10000 ensimmaéisen
nédin muodostetun numeron jakauma esitettyné eri numeroiden suhteellisena esiintymisti-
heytend nayttda vakiintuvan kohti tiettyéd jakaumaa:

0.30F ]

0.25F -

0.20F 1

0.15F ]

0.10F -

0.05F 1

0.00LC

2 4 6 8 10

Kuva 10. Ensimmiisten numeroiden suhteelliset osuudet luvuilla 2%, kun
k < 10000.
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Luvun 3 ensimmaisten 50 potenssin ensimmaisten numeroiden sarja ei nayta yhtd hyvin
jarjestyneeltad kuin luvun 2 tapauksessa:

3 177147 10460353203 617673396283947 36472996377170786403
9 531441 31381059609 1853020188851841 109418989131512359209
27 1594323 94143178827 5559060566555523 328256967394537077627

81 4782969 282429536481 16677181699666569 984770902183611232881
243 14348907 847288609443 50031545098999707 2954312706550833698643
729 43046721 2541865828329 150094635296999121 8862938119652501095929
2187 | 129140163 | 7625597484987 450283905890997363 26588814358957503287787
6561 | 387420489 | 22876792454961 | 1350851717672992089 | 79766443076872509863361
19683 | 1162261467 | 68630377364883 | 4052555153018976267 | 239299329230617529590083
59049 | 3486784401 | 205891132094649 | 12157665459056928801 | 717897987691852588770249

Néiden lukujen ensimméisten numeroiden jakauma nayttaéd karkeasti samanlaiselta kuin
kakkosen potensseille

121 : : ]

101 y

2 T4 6 T8 10
Kuva 11. Lukujen 3" ensimmadisten numerojen jakauma, 1 < n < 50.

ja 10000 numeron jakauma nayttdd lahestyvin samaa jakaumaa kuin edelld kuten kuvien
ja [12] vertailu osoittaa.

0.30F 1
0.25F ]

0.20F ]

0.15}F -

0.10F -

0.05F ]

0.00LC

2 4 6 8 10

KUvA 12. Ensimmiisten numeroiden suhteelliset osuudet luvuilla 3%, kun
k < 10000.
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Seuraava lause osoittaa tekemédmme havainnon oikeaan osuneeksi ja ettd potenssien
ensimmaiset numerot todellakin noudattavat Benfordin lakia.

Seuraus 3.6. Olkoon b € N— 10N, b > 2. Tdilloin

#{m e NN[0,n]: luvun b™ ensimmdinen numero on k}

lim
n— 00 n

= logyo(k) —logio(k —1).

Todistus. Luvun b" ensimméinen numero on k € {1,2,...9}, jos ja vain jos
k-10°<b" < (k+1)-10°

jollain ¢ € N. Toisin sanoen

(12) logio k + ¢ < nlog,,b < logyo(k+1)+¢.

Vilit

Ly = [logyo k, logyo(k + 1)[,

ke {1,2,...9} jakavat ympyrin S' kymmeneen osaan, joiden pituudet ovat log;,(k) —

log,,(k — 1). Epayhtélopari (12)) voidaan ilmaista ympyrélle kuvattuna muodossa

ﬁgmz([o]) = [nlogyy 0] € L.
Oletuksen nojalla o = log,;,b € R — Q, joten kierron R, rata on tasaisesti jakautunut.
Viite seuraa tasaisesta jakautumisesta, Lause [3.4] 0
Kuten pitdakin, vélien Ly pituuksista
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.301 | 0.176 | 0.125 | 0.097 | 0.079 | 0.067 | 0.058 | 0.051 | 0.046

muodostettu pylviasdiagrammi (Kuva muistuttaa hyvin tarkasti Kuvien |10] ja |12] ja-
kaumia.

0.30F ]
0.25F -

0.20F 1

0.15:- -:

0.05F 1

0.00 L e e e

Kuva 13.

Harjoitustehtavia.

3.1. Osoita, etta lauseke midrittelee etdisyysfunktion ympyrilla S' = R/Z. Osoita,
ettd ympyran kierrot ovat isometrioita.

3.2. Todista Lemma 3.2

3.3. Osoita, ettd reaalilukujonolla (a,)nen—{13 on yldraja-arvo ja alaraja-arvo laajenne-
tussa reaalilukujen joukossa [—o0, 00] = {—oc0o} UR U {—o0}.
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3.4. Osoita, etté reaalilukujonolla (a, ),en on raja-arvo tasmélleen silloin, kun sen yliraja-
arvo ja alaraja-arvo ovat samat.

3.5. Olkoon (a,)nen reaalinen lukujono, jolle limsup,, .. a, € R. Olkoon b, = 1 — a,
kaikilla n € N. Osoita, etta

limsup a,, + liminf b, = 1
n—00 n—00

3.6. Olkoon k € N—{0}. Osoita, ettd on n € N, jolle luvun 2" ensimmaéiset numerot ovat
k. (Esimerkiksi, jos k = 5497, niin luvuksi n kiy 39, silld 23° = 549755813888. Ratkaisu
ei toki ole yksikésitteinen.)
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4. KULMAN m-KERTAISTAVA KUVAUS

Luvuissa[2)ja[3|tarkasteleva dynamiikka on hyvin rauhallisesti kdyttaytyvaa: Kutistavien
kuvausten tapauksessa kaikkien pisteiden radat ldhestyvit samaa kiintopistetta eksponen-
tiaalisella nopeudella ja ympyran kierrolla kaikki pisteet kayttaytyvit tdsmaélleen samalla
tavalla. Tésté luvusta alkaen tarkastelemme monimutkaisemmin kayttaytyviad systeemeja.

4.1. Kulman m-kertaistava kuvaus. Olkoon m € N, m > 2. Olkoon E,,: S — S!
kulman m-kertaistava kuvaus, jonka lauseke kulmaparametrin s € R avulla lausuttuna on

En([s]) = [ms].

Kompleksilukujen avulla ilmaistuna FE,, on kuvauksen z +— 2™ rajoittuma yksikkoympy-
rélle.

Lemma 4.1. Jokaisella pisteelli p € St on tismilleen m alkukuvaa kuvauksella E,,.

Todistus. Olkoon p = [s] € R/Z. Havaitaan, ettd E,,([££]) = [s] kaikilla k € Z. Luvut
s+k € [0,1], k € {0,1,2,...,m — 1}, antavat jokaiselle ekvivalenssiluokalle tdsmélleen
yhden edustajan. 0
Harjoituksissa osoitetaan, etta
Po(Bn) =4 | |estikezy.
() = {[rg] 8" ke

Joukossa &2, on m™ — 1 pistettd, jotka jakautuvat ympyrélle tasaisin vélein. Ne jaka-
vat ympyran S! vileihin, joiden pituus on ﬁ On helppo tarkastaa, ettd jaksollisten

pisteiden joukko
= P.(E

neN
on tihea.

Esimerkki 4.2. Kuvauksen F, kiintopisteiden joukko on 2 (Fs) = {0} ja 2-jaksollisten

pisteiden joukko
12
Py(Es) =10,=, =
2( 2) { a373}

koostuu kiintopisteesté 0 ja 2-jaksollisesta radasta 5~ 2 . Joukossa P3(Es) on 7 pis-
tettd: kiintopiste 0 ja kahden 3-jaksollisen radan %C%;\"% ja %@%

pisteet.
Kaikille jonoille (b;)$2,, missé b; € {0,1,2,...,m — 1} pétee

Eal Yo i) = I 3] = (3B,

i=1 = i=1

ja erityisesti
Ay Y AN
EY EN = [0
M) =B D=1
kaikille N € N — {0}. Kulman m-kertaistava kuvaus kiyttaytyy siis hyvin reaalilukujen
m-kantaisen esityksen kanssa.

Reaalilukuvélid [, 252] ja ympyrédn S* vilid
kK k+1
_ gk _
= = [mwvm}
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sanotaan m-adiseksi vc’ilz’ksz' Koska jokainen piste o € S! sisiltyy ddrettomin moneen
sisakkéiseen m-adiseen viliin, jotka kuvautuvat koko ympyréksi kuvauksen E,, sopivilla
iteraateilla, on jokaisella téllaisella vélilla piste, joka kuvautuu toiselle puolelle ympyraé
kuin z. Sanotaan, ettd systeemi (E,,,S") rigppuu herkdsti alkuarvoista.

Esimerkki 4.3. Kuvauksen F,, ratoja voi tarkastella m-adisten vilien avulla. Rajoitu-
taan yksinkertaistamisen vuoksi tutkimaan kuvausta F,. Jokainen ympyran piste voidaan

esittdd muodossa
[ee]
bi
>3]
i=1
ja kuvaus Fs sopii tdmén esityksen kanssa hyvin yhteen. Pédtee nimittéain

o0 [e.9]

B b =3 k).

i=1 =1

Tamaén havainnon avulla voi maérittaé pisteité, joiden radoilla on haluttuja ominaisuuk-
sia: Olkoon (a;)$2, jono, joka saadaan luettelemalla perdkkéiin kaikki dérelliset jonot, jotka,
voidaan muodostaa numeroista 0 ja 1:

(13) 01000110110000001010011100101110111 -+~ .
Olkoon

Huomaamme, etté
[e%S) N
k k+1 b; 4
ko _ _ L N—i _
%N—>EN,QN}-—{[§:§N}-§:@2 —k}'
i=1 i=1

Siis sopivalla M € N pitee EM(p) € J§N mille tahansa dyadiselle vilille, joten pisteen
p rata on tihed. Vastaavalla tavalla voidaan antaa esimerkki tiheédsta radasta kuvaukselle
E,,, kun m > 3, luettelemalla kaikki darelliset jonot, jotka voidaan muodostaa numeroista
0,1,2,....,m.

*Kun m = 2, puhutaan dyadisista vileista.
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Jonon avulla saadaan esimerkki ehka vield mielenkiintoisemmasta radasta kuvauk-
selle F5. Johdantona tatéa varten kisitelladn tarkead reaalilukujen osajoukkoa:

Esimerkki 4.4. Cantorin joukkoa

1(:{§:m34:%e{uﬂ}cjau
i=1

kannattaa ajatella dérettéména leikkauksena seuraavasti: Olkoot Io = [0, 1], I? = [0, 5] ja
It = [3,1]. Valit 1Y ja I} ovat siis ne kaksi suljettua vilid, jotka jiévét jéljelle, kun vélistd

I3 poistetaan keskelté avoin vli |3, 2[. Olkoot

1 2 1 2 7 8
0 1 2 3
g {0’321’ 5 [32’3]’ b {5’321’ 5 [32’1]

ne nelji suljettua vilid, jotka jdivit jiljelle, kun vileistd I ja I} poistetaan keskelté
avoimet valit, joiden pituus on 3% Jatketaan induktiolla: Vaiheessa n on 2" suljettua valia
IO, 1Y ... 12"~ Jokaisen villin I* pituus on 37". Niisté vileistd muodostetaan vaiheen

n + 1 vilit poistamalla jokaisesta keskeltd avoin vili, jonka pituus on 3=+,
Olkoon

2n—1
K,= 1.
k=0
Talloin
[e'e] oo 2"—1
K=(K.= U«
n=1 n=1 k=0
Vaihe
0 1
1 2
3 3
1
1 2 7 8
o o 2
3

Koska K on joukon K, osajoukko jokaisella k € N, ja vilien I¥ pituuksien summa on (2),
niin Cantorin joukko K on nollamittainen joukko.

Jos valitsemme sisékkéisen jonon Cantorin joukon konstruktiossa esiintyvié jonoja I f )
If @ 5 I?’f ® 5 .-+, niin analyysin kursseilla késiteltavin sisdkkdisten vdlien periaatteen

nojalla (2, I Zk @ on yvhden pisteen joukko jokaisella téllaisella vélien muodostamalla jonol-
la. Selvasti kahta eri jonoa vastaa kaksi eri pistetta koska jossain vaiheessa toiseen jonoon
on valittu kahdesta mahdollisesta vilistd oikeanpuoleinen ja toiseen vasemmanpuoleinen.
Toisaalta jokainen piste méirii tismélleen yhden jonon (I} (i))zozl.

Jokaiseen Cantorin joukon pisteeseen voidaan liittaé yksikésitteinen osoite, joka on jono
(a;)$2,, missé ay = 0, jos k. vaiheessa valitaan vasemmanpuoleinen kahdesta mahdollisesta
jonosta ja ay = 1, jos k. vaiheessa valitaan oikeanpuoleinen vili. Jos z € If, niin dérellisen

pituiseksi katkaistu koodi ajas ... a; on luvun ¢ bindériesitys.
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Edella esitetty koodaus antaa bijektion Cantorin joukon ja jonoavamuderﬂ
Yo ={w:N—={0,1}}

vélille. Cantorin diagonaalitodistuksen avulla on nyt helppo osoittaa, ettd K on ylinume-
roituva.

Esimerkki 4.5. Kaikille jonoille (b;)$°, pétee

ZIDSEDEICEDIE ARSI F

joten Esimerkissé esitellyn Cantorin %—joukon K kuva ympyralla
[K]={[z] €S':z € K}

on Fs-invariantti.

Olkoon (a;)°; Esimerkissd [4.3) mééritelty jono (13). Olkoon

[e.o]

2a;
q:[z 3?]681'

=1

Kuten kuvauksen F, tapauksessa ndemme, etti sopivalla M € N pitee EY (q) € I¥ mille
tahansa NV € N ja k € Z. Siis pisteen g radan sulkeuma on Cantorin %—joukon K kuva
ympyralld St.

KuvA 14. Pisteen q rataa kuvauksella Fs.

TTarkastelemme jonoavaruuksia lahemmin luvussa
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Harjoitustehtavia.

4.1. Osoita, ettd pisteet [52~] € S ovat jaksollisia kuvaukselle E, kaikilla n € N — {0}

ja k € Z. Osoita, ettd muita jaksollisia pisteita ei ole.

4.2. Osoita, ettd kuvauksen F,, jaksollisten pisteiden joukko on tihea.
4.3. Mairité kaikki systeemin E5: S' — S! radat, joiden jaksot ovat 1, 2 tai 3.

4.4. Olkoon z € S' ja olkoon ¢ > 0. Osoita, ettd vililli Jx — €,z + €[ on kuvauksen
E5 jaksollisia pisteitd ja pisteitd, joiden rata kuvauksella Fy on tihea.

4.5. Osoita, ettd Cantorin %—joukko K C R on ylinumeroituva.

4.6. Osoita, etté
[VkEN}.

[K]={[z] €S':2 € K}.
Olkoon s: [K] — S! kuvaus, joka mééritelldin asettamalla

Wl N

K= {sesti B¢ |5,

4.7. Olkoon

b 2 b;/2 b
() - 55 - (3
i=1 i=1 i=1
Osoita, ettd s on hyvin méaéaritelty jatkuva surjektio, joka ei ole injektio. Osana tété osoita,
etta pisteilld, jotka ovat muotoa 2%, k € Z, n € N on kaksi bindaristd esitystd. Osoita,
etta

soF3=Fyo0s.
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5. JONOAVARUUDET JA VASEN SIIRTO

Olkoon & &érellinen joukko, jossa on ainakin kaksi alkiota. Kutsumme joukkoa o7 aak-
kostoksi ja sen alkioita symboleiksi tai kirjaimiksi. Yksipuolinen jonoavaruus aakkostolle

</ on
Yo = {w: N — &} = {apaiaz - - - : a; € & kaikilla i € N}
ja kaksipuolinen jonoavaruus on
Oy = {w: Z— A}y ={--a_sa_japa1ay---:a; € of kaikilla 1 € Z} .

Hyvin usein valitsemme o = {0,1,2,...,N — 1} = [0,N — 1] NN, N > 2. Tallsin
kiytdmme merkintoja

Sy ={w:N—={0,1,...,N—-1}}
ja

Qy = {w: Z—[0,N —1]NN}.

Tilanteesta ja mieltymyksista riippuen jonoavaruuden alkioita voi késitelld jonoina tai
kuvauksina. Merkintojen helpottamiseksi sovimme, etté @, on dérellinen sana aa - - - a, jos-
sa symboli a esiintyy n kertaa ja ettd @ on tarpeen mukaan joko vasemmalta, oikealta tai
molemmista suunnista déreton sana, jossa esiintyy ainoastaan symboli a. Yleisemmin, jos
w on jokin darellinen sana, w on tarpeen mukaan joko vasemmalta, oikealta tai molem-
mista suunnista aareton sana, jossa toistuu aarellinen sana w adarettomén monta kertaa
perakkéin.

Kaksipuolisen jonoavaruuden alkion w € Qy kirjoittaminen jonona on itse asiassa hie-
man hankalaa koska on jollain tavalla sovittava, mikd jonon indeksointi on. Toisin sanoen
tarvitaan jonkinlainen osoitin, joka kertoo, missd kohtaa jonoa on w(0). Yksipuolisessa
jonoavaruudessa ei ole tata ongelmaa.

Varustetaan avaruudet Xy ja €y metriikoilla d, jotka maéritellddn asettamalla d(w, w) =
0 kaikille w € ¥ ja w € Qu ja kaikille w # '

(14) d(w, w') = s[;p W — 2—m(w,w’)

missa
m(w,w’) = min {|k| : w(k) # ' (k)} .

Esimerkki 5.1. (1) d(0,00010) = 1.

(2) Olkoon w € Y. Méaéritellaan alkiot w, € Xy asettamalla

kaikill
won (k) = w(k) kaikilla k # n
wn)+1 mod N, kun k=n.

jokaiselle n € N. Nyt d(w,w,) = 27" ja w, — w, kun n — oo.

Esimerkki 5.2. (1) Metriikan méiritelmén nojalla kahden pisteen etiisyys on aina 27
jollain ¢z € N.

(2) B(w, 1) on koko avaruus milld tahansa keskipisteelld w € ¥y tai w € Qy .
(3) Olkoon w € Y. Télloin

B(w,1) ={w € Xy : '(0) = w(0)}.
(4) Olkoon w € Q. Télloin jokaisella k € N pétee
B(w,27%) = {w € Qy : W' [[—k+1,6-1) = W[—k+1,6-1}-
Lemma 5.3. Avaruudet (Xy,d) ja (Qn,d) ovat ultrametrisii avaruuksialf]
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Todistus. Harjoitustehtéava. 0

Propositio 5.4. Seuraavat vditteet pdtevdt jonoavaruuksissa Xy ja .

(1) Jokaisen pallon jokainen piste on sen keskipiste.
(2) Avoimet pallot ovat suljettuja palloja ja suljetut pallot ovat avoimia palloja. Kaikilla
27" < < 27 g 27 < 5 < 27 pitee avaruudessa Yy

B(0,r) = B(0,s) = {w € ¥n : w|jpn = 0}

Kaksipuolisten jonojen avaruudessa )y pdtee

B(0,7) = B(0,5) = {w € Qn : W|[—nn = 0}
Todistus. (1) Olkoon x € ¥y ja olkoon r > 0. Olkoot y, z € B(xz,r). Talléin ultrametri-
syyden nojalla
d(y, 2) = max(d(y, 2), d(z, 2)) <7

Siis B(z,r) C B(y,r). Samalla paattelyllda vaihtamalla pisteiden x ja y roolit saadaan
B(y,r) C B(z,r). Viite todistetaan samalla tavalla kaksipuoleisessa jonoavaruudessa.

(2) Harjoitustehtava. O

Seuraavat merkinnét ovat kiyttokelpoisia: Olkoon n = (n; < ny < -+ < ng) luonnollis-
ten lukujen tai kokonaislukujen jérjestetty aérellinen jono ja olkoon oo = (a1, ag, . .., ) €
o/ K. Joukot

Cl={we Xy :whn) =awo}
ja
Cl={we Qy:whn) =}
ovat sylintereitd. Joskus, erityisesti yksipulisten jonojen avaruudessa kiytetdan merkintda

[y ... o] = CC[YO,n]ﬁN ‘

Esimerkki 5.5. Proposition [5.4| nojalla jonoavaruudessa Yy pitee B(0,27 (") = C%O’"]

ja jonoavaruudessa Yy pitee B(0,2~"+1) = ol

02n41
Lemma 5.6. Avaruuden ¥y pallot ovat sylintereitd COKINN - Avaruuden Qn pallot ovat
. e A-K,K|NZ
symmetrisid sylintereitd Cg . 0
Todistus. Harjoitustehtava. 0

Seuraava tulos, joka kokoaa jonoavaruuksien topologisia perusominaisuuksia. Metrisen
avaruuden X piste x on eristetty, jos on r > 0, jolle B(z,r) = {x}. Jos metrisessé
avaruudessa X ei ole eristettyjd pisteitéd, sanotaan, ettd X on perfekti.

Propositio 5.7. Avaruudet (Xy,d) ja (Qn,d) ovat kompakteja, tiydellisid, ja perfektejd
metrisia avaruuksia.

Todistus. Kompaktius todistetaan harjoitustehtéavana.

Taydellisyys seuraa jonokompaktiudesta: Jos Cauchyn jonolla on suppeneva osajono,
niin jono suppenee. Viitteen voi todistaa myos konstruktiolla: Olkoon (wg)reny Cauchyn
jono avaruudessa 2. Talloin jokaisella £ € N on M, € N siten, ettd patee wm\[_kﬁk] on
vakio kaikille m > M. Asetetaan w(=£k) = wpy, (£k). Selviisti w on tarkasteltavan jonon
raja-arvo.

Yksipuolinen jonoavaruus ¥ on perfekti esimerkin nojalla. Kaksipuolisten jonojen
tapaus todistetaan samaan tapaan. O
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Kuvauksia 0 = on: ¥y — Xy ja o =opn: Qy — Qp, jotka madritelladan asettamalla
o(w)(k) =w(k+1)

kaikille £ € N tai k£ € Z, kutsutaan vasemmaksi siirroks: tai topologiseksi Bernoullin siir-
roksi. Yksipuolisen jonoavaruuden vasen siirto on surjektio ja kaksipuolisen jonoavaruuden
vasen siirto on bijektio, sen kiddnteiskuvaus on oikea siirto

o~ (w)(k) = w(k — 1)

Jonoavaruuden X osajoukko X on siirtoinvariantti, jos o(X) C X ja jonoavaruuden
Qn osajoukko X on siirtoinvariantti, jos o(X) = X. Jos X on jonoavaruuden siirtoin-
variantti osajoukko, niin o|x méadrad dynaamisen systeemin, jota kutsutaan symboliseksi
dynaamiseksi systeemiksi.

Jos L-Lipschitz-kuvaus f on bijektio ja jos sen kddnteiskuvaus on L-Lipschitz-kuvaus,
niin f on L-biLipschitz-kuvaus.

Propositio 5.8. Vasen siirto o: ¥, — X, on 2-Lipschitz-kuvaus. Vasen siirto o: €2, —
Q,, on 2-biLipschitz-kuvaus.

Todistus. Olkoot w,w’ € Xy jonoja, joiden etdisyys on 27%. Talldin siis w|jp 1oy =

W'[jo,k—1)nn ja w(k) # w'(k). Vastaavasti o(w)|jr—gnn = 0(W)|jok—2nn ja o(w)(k — 1) #
o(w)(k —1), joten

d(o(w),o(w)) =27* D =297F = 2d(w, ).
Vaite kaksipuolisille jonoille todistetaan samaan tapaan. 0

Propositio 5.9. Sirroille o: ¥, — Xy ja o: Q, — Qn pdtee #P,(c) = N™. Molem-
milla systeemeilld jaksollisten pisteiden joukko on tihed.

Todistus. Olkoon W, niiden dérellisten sanojen joukko, joiden pituus on n. Selvésti #W,, =
N" ja patee

P, ={weQy:weW,}.
Olkoon w € €y ja olkoon w, = w|[—n7n]ﬂZ- Selvasti w,, — w, kun n — oo. Koska w0,
on jaksollinen, jaksollisten pisteiden tiheys seuraa kaksipuolisille jonoille. Yksipuolisten
jonojen viaite todistetaan vastaavalla tavalla. U

Propositio 5.10. Surroilla o: Xy — Xy ja 0: Qn — Qn on tiheitd ratoja.

Todistus. Esimerkissé késitellyt jonot antavat esimerkkejéa pisteistéd, joiden rata on
tihed avaruuksissa Y. Kaksipuolisten jonojen tapaus todistetaan samaan tapaan. O

Olkoot w,w" € ¥y, w 7é W'. Téllsin on k € N, jolle w(k) # '(k). Siis d(c*w, o*w’) =
1. Erityisesti, jos w ja w’ ovat ldhelld toisiaan niin wlp,n; = w'[jo,n jollain N mutta
w(m(w,w’)) # W' (m(w,w’)]). Siis d(o™“+")w Um(w""/)w’) = 1 ja ndemme, ettd Bernoullin
siirto riippuu herkésti alkuarvosta samaan tapaan kuin kulman m-kertaistavat kuvaukset.
Harjoitustehtavia.

5.1. Osoita, ettd lauseke madrittelee etdisyysfunktion.

5.2. Osoita, ettd jonoavaruudet ovat ultrametrisia avaruuksia.

5.3. Osoita, ettd jonoavaruudet >y ovat ylinumeroituvia.

5.4. Olkoot z,y € X5 ja olkoot r < s. Mité voit sanoa leikkausjoukosta B(x,r) N B(y, s)?
5.5. Todista Proposition [5.4| kohta (2).

3Vihje: Cantorin diagonaalitodistus
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5.6. Osoita, ettd jonoavaruuksien pallot ovat sylintereité.

5.7. Osoita, ettd jokaisella jonoavaruuden > jonolla on suppeneva osajono. Tamé osoit-
taa, ettd metrinen avaruus Yy on kompakti.

5.8. Osoita, ettd avaruudet €2 ja Yo ovat homeomorfiset. Témaéa osoittaa, ettd metrinen
avaruus {2, on kompakti.

5.9. Anna esimerkki pisteestd o € (2491}, jonka rata on tihed vasemmalla siirrolla o.

5.10. Osoita, ettd sylinterit ovat avoimia ja suljettuja joukkoja.

Olkoon Fi: ¥n — [0, 1] kuvaus, joka mairitelladn asettamalla

Fe() = 3 i

kaikille w € Y.
5.11. Osoita, ettd kuvaus Fy on jatkuva surjektio.

5.12. Olkoon ®: R — S! ympyrin parametrisointi, joka miiriteltiin luvun |3| alussa ja
olkoon Ey: S' — S' kulman N-kertaistava kuvaus. Osoita, etti

EnoboFy=®0Fyoo.

Maaritelladn kuvaus a: Xy — Y5 asettamalla

a(w)(i) = 1 —w(i), jos w(j) = 1 kaikille j < 1,
| w(i) muuten.

Esimerkiksi siis «(0) = 10 koska ei ole luonnollisia lukuja j < 0. Siis kaikille sellaisille
luvuille péatee miké tahansa viite.

5.13. Osoita, ettd o on bijektio ja madrita sen kadnteiskuvaus.

Osoita, ettd o kuvaa sylinterit CLOH] sylintereiksi.

Osoita, ettd o on homeomorfismi.

Osoita, ettéd o on topologisesti transitiivinen.

Miten « liittyy kuvaukseen z +— = + 1, kun luonnolliset luvut esitetddn 2-kantaisesti?

"Vihje: Olkoon (w,)S2., #dretén jono. Tallsin direttémén monelle n pétee w, (0) = 0 tai Adrettéméin
monelle n pétee w,(0) = 1. Siirry osajonoon ja tarkastele jonon alkioiden arvoja wy,(1).
8Vihje: Miten kaksipuolinen jono kuvataan yksipuoliseksi jonoksi?

31 29/11/2016



6. TOPOLOGISET OMINAISUUDET, KAAOS

Edella tarkastelemamme esimerkit kulman m-kertaistavista kuvauksista ja Bernoullin
siirroista paljastavat, ettd ndméa dynaamiset systeemit ovat "dynamiikaltaan runsaampia”
ja jossain madrin vaikeammin hallittavia kuin kutistavat kuvaukset ja ympyran kierrot.
Dynaamisilla systeemeilld (E,,,S') ja (0, Xy) on ainakin seuraavat ominaisuudet

e jaksollisten pisteiden joukko on tihed,

e systeemilld on tiheitd positiivisia ratoja,

e pisteilld, joiden etdisyys on hyvin pieni, voi olla kesken#dén téysin erilainen asymp-
toottinen kayttaytyminen.

Tassé luvussa tarkastelemme dynaamisten systeemien ominaisuuksia abstraktimmin kuin
alemmissa.

6.1. Topologinen transitiivisuus. Diskreetti dynaaminen systeemi f: X — X on to-
pologisesti transititvinen, jos kaikille avoimille epéatyhjille joukoille U,V € X on N € N
siten, ettd fN(U)NV # (D. Se on topologisesti sekoittava, jos kaikille avoimille epatyhjille
joukoille U,V C X on N € N siten, etta f*(U) NV # 0 kaikille n > N. Topologisesti
sekoittavat systeemit ovat topologisesti transitiivisia.

Esimerkki 6.1. Esimerkin jalkeen osoitimme, ettd kuvaus E,, on topologisesti se-
koittava.

Propositio 6.2. Vasemmat siirrot o: Xy — Xy ja 0: Qn — Qpn ovat topologisesti
sekoittavia.

Todistus. Yksipuolisen jonoavaruuden tapaus on helppo: Jos U C Xy on epétyhji avoin
joukko, niin U sisdltda jonkin sylinterin CLO-M] jollain M € N. Koska o™ +1(C’C[9 ’M]) =X,
niin pitee oM *H(U) = Xy, misti viite seuraa.

Olkoot U,V C €y epétyhjid avoimia joukkoja. T&lloin U siséltdéd jonkin symmetri-

sen sylinterin Cl Mo Mul ja V siséltdd jonkin symmetrisen sylinterin CE_MV’MV] joillain
My, My € N. Kun n > ny = 2(max(My, My) + 1), niin

Jn<C([;MU,MU]) N CL[;MV,MV} _ CL*UJXU*HO,MU*W]U[*MV,MV}
on sylinteri, erityisesti siis epétyhjé joukko, joka sisiltyy leikkaukseen o™(U) N V. U

Tarkastelemme seuraavaksi topologista transitiivisuutta. Metrinen avaruus on separoi-
tuva, jos silla on numeroituva tiheéd osajoukko.

Esimerkki 6.3. (1) Separoituvia metrisid avaruuksia ovat esimerkiksi kaikki euklidiset
avaruudet koska Q7 = R".

(2) Kompaktit metriset avaruudet kuten S! ja jonoavaruudet ¥y ja Qy. Niméi esimerkit
ovat separoituvia sillakin perusteella, etté olemme késitelleet dynaamisia systeemejé, joilla
on naissa avaruuksissa tiheitd ratoja.

(3) Ylinumeroituva diskreetti metrinen avaruus ei ole separoituva.

Jos X ei ole separoituva, niin millddn diskreetilld dynaamisella systeemilla f: X — X ei
ole tihedd rataa koska pisteen rata on numeroituva tai aérellinen joukko. Separoituvassa
tilanteessa topologinen transitiivisuus ja tiheéd rata ovat ldhes ekvivalentteja kuten seu-
raava tulos osoittaa.

*Jos f on homeomorfismi, topologisen transitiivisuuden mééritelméassi on tapana sallia N € Z. Mai-
ritelmé on kuitenkin valitsemamme kanssa yhtéapitava esimerkiksi separoituvissa kompakteissa metrisissa
avaruuksissa, katso [BS| Prop. 2.2.2|, [HKl Prop. 7.2.2|.
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Lause 6.4. Olkoon f: X — X jatkuva. Jos systeemillid f: X — X on tihed rata ja
avarvudessa X et ole eristettyjda pisteitd, niin f on topologisesti transitiivinen. Jos X on
taydellinen ja separoituva ja f on topologisesti transititvinen, niin silla on tihed rata.

Todistus. Oletetaan, ettd on x € X, jolle ﬁ}“(a:) = X. Olkoot U ja V epéatyhjia avoimia
joukkoja. T&lloin on ny € N siten, etta yy = f™(x) € U. Pisteen yy rata on tihed koska
metrisessi avaruudessa X ei ole eristettyji pisteitd. Siis on Ny siten, ettd fNV(yy) € V,
miké osoittaa, ettd f on topologisesti transitiivinen.

Oletetaan sitten, ettd f on topologisesti transitiivinen. Olkoon A metrisen avaruuden
X numeroituva tiheid osajoukko. Olkoon

{Up: keN}={B(a,r):a€ A,reQ,}.

Osoitamme, ettd on z € X, jolle ﬁ}“(a:) N U, # 0 kaikilla k£ € N. Koska jokainen avoin

joukko sisdltdd ainakin yhden joukon kokoelmasta {Uy : k € N},ﬂ niin téllaisen pisteen
x rata on tihea.

Topologisen transitiivisuuden nojalla on N; € N, jolle fN (U;)NU, # (). Valitaan a; € A
ja 0 < 7 < 3 siten, ettd B(ay,r1) C Uy N (fM)~(Uy). Samoin on N, € N siten, ettd
Bl(ay,ry) N (fN2)71(Us) on avoin epiityhji joukko. Valitaan as € A ja 0 < 75 < 272 jne.
Néin saadaan Cauchyn jono (ay), joka tédydellisyyden nojalla suppenee kohti raja-arvoa
a € X. Konstruktiosta seuraa, etti a € (N, B(ax, %), joten f¥¢(a) € Upyy kaikilla
kE>1. O

6.2. Kaaos. Dynaamisten systeemien yhteydessé puhutaan usein hieman epadmaéraisesti
kaaoksesta ilman ettéd termin sisdltoa kiinnitetdan kovin tarkasti. Yksi kaaokselta yleensa
edellytettavista piirteista on perhosefekti eli herkka riippuvuus alkuarvoista. Dynaaminen
systeemi f: X — X rippuu herkdsti alkuarvoista, jos systeemilla on herkkyysvakio A > 0
siten, ettd jokaisella z € X jae > 0 on y € B(xz,¢) ja N € N, joille d(fV(x), fN(y)) >
A. Herkké riippuvuus alkuarvosta tarkoittaa, ettd pieni epatarkkuus ldhtotilanteessa voi
muuttaa tulevaisuuden kokonaan.

Esimerkki 6.5. Lineaarikuvaus L: R" — R", Lx = 2z riippuu herkésti alkuarvosta
mutta sité ei voi pitdd kovin ei ole kaoottisena: Kuvauksella on yksi kiintopiste 0 ja kaikki
muut pisteet x € R" toteuttavat ||L¥z| = 2F||x — y|| — oo, kun k — oco.

Yleensé, jos kaaoksen tai kaoottisuuden késite halutaan maéaritella, vaaditaan herkan
riippuvuuden lisdksi jotain muita ominaisuuksia. Devaneyn mééritelmén [Devi §1.8] mu-
kaan dynaaminen systeemi on kaoottinen, jos

(1) sen jaksollisten pisteiden joukko on tihed,
(2) se on topologisesti transitiivinen ja
(3) se riippuu herkésti alkuarvoista.

Esimerkki 6.6. (1) Ympyrén kaikki pisteet ovat rationaalisen kierron jaksollisia pisteité
ja irrationaalinen kierto on topologisesti transitiivinen. Kuitenkaan kumpikaan néista ei
ole kaoottinen systeemi: Mikdan ympyran kierto ei riipu herkésti alkuarvosta silla kierrot
ovat ympyrén isometrioita: d(R,(z), Ro(y)) = d(x,y) kaikilla z,y € S'.

(2) Luvussa [4 osoitimme, ettd kuvauksen E,,: S' — S! jaksollisten pisteiden joukko on
tihed. Olkoon U C S! avoin epityhji joukko. Talloin U siséltés jonkin m-adisen vdilin
Siis F,,(U) € EN(J) =S' ja kaikille epétyhjille V' C S! pétee EN(U)NV =V # 0, joten
E,, on topologisesti sekoittava ja siis topologisesti transitiivinen. Sama havainto osoittaa,
ctté ldhelld pistettd 2 € S' on piste y, jolle sopivaa m € N pitee d(EX (z), EN (y)) = 3.
Dynaaminen systeemi E,,: S! — S! on siis kaoottinen.

titse asiassa ddrettoméin monta joukkoa
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(3) Vasemmat siirrot o: Xy — Xy ja o: Qy — Qy ovat kaoottisia Propositioiden ja
[6.2] luvun 5] lopussa tehdyn havainnon nojalla.

Seuraava tulos osoittaa, ettd herkka riippuvuus alkuarvoista seuraa kaoottisuuden maa-
ritelmésté paitsi triviaaleissa tilanteissa.

Lause 6.7. Olkoon f: X — X jatkuva. Oletetaan, ettdi dynaaminen systeemi f: X —
X on topologisesti transititvinen ja sen jaksolliset radat ovat tihedssd. Jos avaruus X
et koostu yhdestd jaksollisesta radasta, niin dynaaminen systeemi f: X — X rippuu
herkdsti alkuarvosta, erityisesti se on sits kaoottinen.

Todistus. Olkoot ¢, g2 € X jaksollisia pisteité, joiden radat ovat erilliset. Olkoon
A = min{d(zq,79) : x; € O(q;)}/8.

Osoitetaan, ettd A on systeemin f: X — X herkkyysvakioﬂ

Olkoon z € X. Kolmioepéyhtalon nojalla patee d(z, 0(q1)) > 4A tai d(z, O(qs2)) > 4A.
Olkoon ¢ néin 16ydetty jaksollinen piste, jolle patee d(x, O (q)) > 4A.

Olkoon 0 < e < A. Koska jaksolliset pisteet ovat tiheéssé, on jaksollinen piste p €
B(z,€). Olkoon pisteen p jakso n.

Olkoon

U= B(f (). ).

Joukko U on &érellisen monen avoimen joukon leikkauksena avoin ja q¢ € U, joten U ei
ole tyhji joukko. Koska systeemilld on tihe# rata, on y € B(z,€), jolle pitee f*(y) € U
jollain k € N. Olkoon N = n(|£] + 1). Télléin k < N < n+ k. Koska N on pisteen p

jakson monikerta, pitee f~(p) = p ja kolmioepiyhtild antaa

(15) d(f¥(p), ¥ (y)) = d(z, fYq)) — d(f¥*(a), [V (y) — d(p, x)

Joukon U miéritelmén mukaan pitee fN=%(U) C B(fN=*(q),A), joten
) = Y (M) € B 0),A).

Epéyhtilon nojalla siis

(16) d(f¥(p). f¥(y)) 2 4A — A — A =2A.

Jos pitisi, d(fN(p), fN(x)) < Ajad(fN(z), fN(y)) <A, kolmioepiyhtild antaisi risti-
riiddan epayhtalon kanssa, joten pitee d(fN (p), f~¥(z)) > A tai d(fN(x), fN(y)) > A.
On siis osoitettu, etti on piste z € {p,y} C B(z,¢€), jolle pétee d(fN(2), fN(z)) > A. O

Seuraus 6.8. Olkoon X ddreton metrinen avaruus, jossa ei ole eristettyji pisteitd. Ol-
koon f: X — X jatkuva. Jos dynaamisella systeemilla f: X — X on tihed rata ja sen
jaksolliset radat ovat tihedssd, niin se on kaoottinen.

Todistus. Seuraa Lauseista [6.4] ja [6.7] O

Jos dynaaminen systeemi on topologisesti sekoittava pelkén transitiivisuuden sijaan, se
riippuu herkasti alkuarvoista ilman oletusta jaksollisten ratojen tiheydesté.

Lause 6.9. Olkoon f: X — X topologisesti sekoittava. Tdlldin f riippuu herkdsti alkuar-
voista.

Todistus. Olkoon A = W ja olkoot a,b € X siten, ettd d(a,b) > 4A. Osoitamme, ettd
A on systeemin herkkyysvakio. Olkoon x € X ja olkoon U sen ympéristd. Topologisen
transitiivisuuden nojalla on y, € U ja N, € N siten, ettd d(fN(y,),a) < Ajay, € U ja

‘Emme pohdi lainkaan sité, etta vakio ei valttamatta ole suurin mahdollinen.
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Ny € N siten, ettd d(f™(yy),b) < A. Jos pitisi d(z, fN(y,)) < A ja d(x, () < A,
niin kolmioepéyhtéalon nojalla

d(a,b) < d(a,y,) + d(ys, x) + d(x, yp) + d(ys, b) < 4A,
miki on ristiriita. Siis patee d(f(yq), ) > A tai d(fN(y), ) > A. O

Harjoitustehtavia.

6.1. Olkoon f: X — X jatkuva. Olkoon pisteen = positiivinen rata tihed metrisessa
avaruudessa X . Osoita, etté jokaisen pisteen fV(z), N € N, rata on tihed, jos avaruudessa
X el ole eristettyja pisteitd. Anna esimerkki tilanteesta, jossa pisteen x positiivinen rata
on tihed mutta jonkin pisteen fV(z), N € N, rata ei ole tihei.

6.2. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon f: X — X jatkuva. Oletetaan, ettd X ei
koostu yhdesté positiivisesta radasta ja ettd kuvauksella f on puoleensavetéva jaksollinen
piste. Osoita, ettd kuvauksella f ei ole tihedd positiivista rataa.

Pisteen x € X w-rajajoukko dynaamisessa systeemissa f: X — X on

wre) = () J{H)

neN k>n

6.3. Olkoon f: C — C kuvaus, joka mééritellddn asettamalla f(0) = 0 ja napakoordi-

naattien avulla ' '
flre'®) = /ret*,

kun 0 # z = re'?. Madritd w-rajajoukko wy(zp) kaikille 2 € C.
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7. KONJUGOINTI JA SEMIKONJUGOINTI

Tassé luvussa tarkastelemme keinoja, joilla tarkasteltavan dynaamisen systeemin luon-
netta voidaan joissain tianteissa tutkia toisen jo ennalta tunnetun dynaamisen systeemin
avulla.

Kuvaus g: Y — Y on kuvauksen f: X — X topologinen tekiji, jos on jatkuva surjektio
s: X — Y siten, ettd gos = so f. Kuvausta s kutsutaan semikonjugoivaksi kuvaukseksi.

x 1 x

y 25 v

Jos kuvaus s on homeomorfismi, niin kuvaukset f ja g ovat konjugaatteja ja s on konjugoiva
kuvaus.

Propositio 7.1. Olkoot f: X — X jag: Y — Y jatkuvia kuvauksia ja olkoon g kuvauksen
f topologinen tekiji semikonjugoivalla kuvauksella s: X — Y. Talloin

(1) s kuwvaa kuvauksen f jaksolliset radat kuvauksen g jaksollisiksi radoiksi.
(2) s kuwvaa kuvauksen f tihedt radat kuvauksen g tiheiksi radoiksi.

(8) jos f on topologisesti transititvinen, niin g on topologisesti transitiivinen.
Todistus. Harjoitustehtéva. O
Esimerkki 7.2. Lineaarikuvaus
S, = (1098(27?04) —2sin(27r04)) _ (2 O> (CQS(QWQ) —sin(27ra)) (% 0)
3 sin(27a) cos(2ma) 0 1) \sin(2ra)  cos(2rar) ) \O 1
on kierron R, konjugaatti ajateltuna tason R? kuvauksina, konjugoiva kuvaus s on dia-

gonaalimatriisia diag(2,1) vastaava kuvaus = — (221, 23). Jos a on irrationaaliluku, ku-
vauksella S, on tihed rata ellipsilli s(S!), jonka puoliakselit ovat pituuksiltaan 2 ja 1.

Seuraus 7.3. Olkoot f: X — X ja g: Y — Y jatkuvia kuvauksia ja olkoon g kuvauksen
f topologinen tekiji. Jos 'Y ei koostu yhdestd jaksollisesta radasta ja f on kaoottinen, niin
g on kaoottinen.

Todistus. Proposition nojalla kuvauksen ¢ jaksolliset radat ovat tihedssa ja silla on
tihed rata. Lauseen [6.7] nojalla g on kaoottinen. O

Esimerkki 7.4. TgebySovin[] polynomi P, on se yksikésitteinen polynomi, jolle pétee
P,(cosf) = cos(nh)
kaikille 8 € R. Polynomien P, lausekkeet saadaan de Moivren kaavasta:
Py(z) =22 -1, P3(x)=42> 32, Pyz)=8z"—8z"+1

ja niin edelleen.
Maéritelménsid mukaan kuvaus P,,: [—1,1] — [—1,1] on kulman m-kertaistaistavan
kuvauksen F,,: St — S! topologinen tekiji semikonjugoivalla kuvauksella s: S* — [—1, 1],

s([t]) = cos(27t) .
Seurauksen [7.3] ja Esimerkin [6.6|2) nojalla kuvaus P,,: [-1,1] — [—1,1] on kaoottinen.

*englanninkielisissé ldhteissd nimi esiintyy muodossa Chebyshev
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KuvaA 15. Pisteen cos(27 q) rataa kuvauksella P;, missé ¢ on kuten esimer-
kissé

L a)

-1.0 -0p 5 1.0

O.E

KuvA 16. Pisteen cos(2w ¢') rataa kuvauksella P3, missd ¢’ ~ 0.185764 on
luku, jonka esitys kannassa 3 on 0.012000102101112202122.

Esimerkki 7.5. Telttakuvaus T5: [0,1] — [0, 1],

Ty(z) 2z, kunxS%
xTr) =
2 2 — 2z, kunx>%.
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ja logistinen funktio Fy: [0,1] — [0, 1], Fy(z) = 4x(1 — z) ovat semikonjugaatteja. Kuvaus
Fy on kuvauksen T3 topologinen tekija semikonjugoivalla kuvauksella s: [0, 1] — [0, 1],

s(t) = %(1 — cos(2nt)) :
Nythén, jos z € [0, 1], pétee
soT(x) = %(1 — cos(4rt)) = 1 — cos?(2nx)
ja jos x € [£, 1], niin kosinin jaksollisuuden ja parillisuuden nojalla pitee
50 T(z) = %(1 ~ cos(2n(2 — 28))) = %(1 — cos(2n(—2t))) = %(1 _ cos(4mt)).
Toisaalta
Fyos(t) = 4(%(1 — cos(27t)))(1 — %(1 — cos(27t))) = 1 — cos?(27x) .

Harjoituksissa osoitetaan, ettd kuvaukset T, ja F) ovat kaoottisia Seurauksen ja
Esimerkin [7.4] nojalla.

Esimerkki 7.6. Olkoon [K] C S! Esimerkissi konstruoitu Fs-invariantti Cantorin
joukko. Olkoon s: [K] — S,

(Sp= (S8 [ ]

=1 1= =
Kuvaus s on jatkuva surjektio, jolle pétee s o F3 = E, o 5. Siis kuvaus E,: S — S! on
kuvauksen Ej3: [K]| — [K] topologinen tekija.

7.1. Koodaaminen. Koodaamisella tarkoitetaan dynaamisen systeemin f: X — X liit-
tamista symboliseen dynaamiseen systeemiin jakamalla avaruus X osiin Xy, Xo, ..., Xy_1,
joiden leikkausjoukot ovat pienié, ja tarkastelemalla pisteiden x € X reittid kuvauksen
f iteraateilla: Jos X = XjUXoU---UXy_; ja f"(z) € X,, kaikillan € Z tai n € N (riip-
puen siitd, onko f bijektio vai ei), niin symbolien a,, muodostama jono on pisteen x reitti.

Yleisessa tapauksessa voidaan joutua monenlaisiin vaikeuksiin: Pisteen reitti ei ole yk-
sikdsitteinen, jos joukot Xi, Xo,..., Xy_; eivit ole erillisid, ja toisaalta useammallakin
eri pisteelld voi olla sama reitti. Seuraava esimerkki antaa onnistuneen koodauksen eli
konjugaation symbolisen dynaamisen systemin kanssa. Téllaisessa tilanteessa X on siis
valttamattd homeomorfinen Cantorin joukon osajoukon kanssa.

Esimerkki 7.7. Olkoon T3: R — R,

Ty(z) 3z, kunxﬁ%
€Tr) =
’ 3 — 3z, kunx>%.

Miten rata (T5(z))52, kiyttdytyy muuttujan x eri arvoilla?
e Jos x < 0, niin T¥(x) = 3*z, ja téllaisen jonon raja-arvo on selviisti —oco.
e Jos > 1, niin T3(x) < 0, joten niillikin alkuarvoilla jonon raja-arvo on —oo.
o Josx E]%, %[, niin 73(x) > 1, joten néillakin alkuarvoilla jonon raja-arvo on —oo.
e Jos z €]g, 2[U]L, 3], niin T3(z) €3, 2], joten T3(x) > 1. Siis néillékin alkuarvoilla
jonon raja-arvo on —oo.. ..

Kuitenkin joillakin alkuarvoilla kiyttaytyminen on taysin erilaista:
e Systeemilld on kaksi kiintopistetta 0 ja %.
e (T3)™(3r) = 1 kaikilla m € N. Siis (T3)™(55) = 0 kaikilla M > m, joten némé jonot
ovat vakiojonoja suurilla indekseilla k. Pisteet, jotka ovat muotoa 3%,, ovat systeemin
esikiintopisteita.
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o T3(3) =2 Ty(3) =2, T3(5) = 1 ja niin edelleen.
3 — 3 — 9 — 27

e Systeemilld on runsaasti jaksollisia ratoja esimerkiksi = =

10&_/10 Ja Wro 2B - ®"

Ne pisteet, joiden radat siséltyvéit valiin [0, 1] muodostavat Cantorin g-Joukon.

0.1 - [](Tf)l (}%%[)

k=0

ﬁ ]) = {z € R: T} (z) € [0,1] kaikilla k € N}

={ iaii’)l ra; €{0,2}} = K

Muistamme Esimerkisté [£.4] Cantorin joukon konstruktion

o
K=K,
n=0
missd K, koostuu 2" erillisestd osavilistd I, joiden jokaisen pituus on 37". Erityisesti

1 2
=100,z>] ja I =][z1].
1 [ 73] Ja 1 [37 ]

Kayttamalla esitystd kannassa 3 on helppo tarkastaa, ettd K on Tz-invariantti. Telt-
takuvauksen rajoittuma Cantorin joukkoon riippuu herkésti alkuarvosta: Olkoon x € K
ja olkoon ¢ > 0. T&llsin on k,¢, joille x € I C B(x,e). Koska T*(If) = [0,1], on
a,b € B(x,¢), joille pitee T%(a) = 0 ja T*(b) = 1. Erityisesti on piste z € a,b C B(x,¢),
jolle pétee |T*(a) — T*(z)| > 1.

Olkoon S: K — ¥, kuvaus, joka médritelldin asettamalla S(x)(i) = a, jos Ts € I{.
Kuvaus S on hyvin méiritelty, koska K on Ts-invariantti ja joukot IV ja I} ovat erillisii.
Osoitamme, ettd S on bijektio. Se on injektio: Jos S(z) = S(y), niin pisteet T3'(x) ja
Ti(y) ovat samalla valilla I tai I kaikilla n € N. Jos z,y € I{, a € {0, 1}, niin

T3(z) — Ts(y)| = 3lz —yl,
joten
T3 () = T3 (y)| = 3"[x =yl
Koska K on Ts-invariantti, patee |75 (x) — T4 (y)| < 1 kaikilla n, miké on ristiriita ellei
|z —y| = 0. Siis z = y.
Kuvaus S on myo6s surjektio: Jokaisen vilin J C IY U I} alkukuva koostuu kahdesta

vilistd, joista toinen on vilin IV ja toinen vilin I} osajoukko. Olkoon w € ¥, ja olkoon
jokaisella n > 1

w(0 —1 7w(1)-w(n
Lo 0)w(1)--w(n) = O gty
— I;U(O) N Tgfl([iﬂ(l) N T:;II;U(Q)W(”))
= ;N ) NI 0 ™)
Vilit Iy 0)w(1)-wn), n € N ovat sisdkkiisia epétyhjid kompakteja vilejd, joten on

s ﬂ L (0)w(1)-w(n) = ﬂ Ty (1™

neN neN

Konstruktion perusteella S(z) = w. Koska vilit I, (0)w(1).-wn) ovat Cantorin joukon kon-
struktiossa esiintyvid n. sukupolven vélejd, niiden halkaisija on 37". Siispa konstruktio
todella antaa vain yhden pisteen z, jolle S(z) = w.
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Harjoituksissa osoitetaan, ettd S ja sen kdanteiskuvaus ovat jatkuvia, joten S on ho-
meomorfismi jonoavaruuden Y, ja Cantorin %—joukon valilla.
Tarkastetaan vielé, ettd dynaamiset systeemit o: X9 — Y9 ja T3: K — K ovat konju-
gaatteja:
Sol3=00S8S.

Olkoon S(z) = w. Télléin
{I} 7% (\ 71 rw jw u)n+1) _'{5' ( ( ))}7

neN neN
mista viite seuraa.

Esimerkin [7.7 havainnot voidaan yleistd4 seuraavasti: Olkoon A > 0 ja olkoon telttaku-

vaus T): R — R kuvaus
Az, k <i
Ty(x) = r, kun z < 3 1
A=Az, kun z > 3.

Olkoon 0 < v < 1. Cantorin v-joukko K, méaritellidn kuten Cantorin %—joukko mutta
jokaisessa vaiheessa poistetaan osavilien keskeltd avoin véli, jonka pituus on v kertaa
osavalin pituus. Erityisesti siis Cantorin %—joukko on Cantorin v-joukko, kun v = %

Seuraus 7.8. Olkoon \ > 2. Dynaaminen systeemi T : K% — K% on konjugaatti va-
semman siirron o: X9 — Yo kanssa. Erityisesti se on kaoottinen. Lisiksi # 2, (Ty) = 2"

jokaisella n € N. O

Avaruudet (X, d) ja (2n,d) ovat homeomorfisia Cantorin joukon K kanssa. Tamé
osoitettiin Esimerkissa [7.7] jonoavaruudelle 5. Homeomorfisuus Cantorin joukon kanssa
seuraa abstraktisti kompaktiudesta, perfektiydestd ja tédysin epéyhtendisyydesté, katso
esimerkiksi [HY], Thm. 2.97].

Esimerkki 7.9 (Smalen hevosenkenki). Olkoon H: R?* — R? homeomorfismi, jolla on
seuraava ominaisuus: H kuvaa yksikkonelion 72 = [0, 1] x [0, 1] hevosenkengéksi, joka kul-
kee kaksi kertaa vaakasuoraan nelion I? lipi kuten kuvassa. Oletamme, ettd hevosenkenki
muodostetaan nain: Yksikkoneliotd venytetdan melko tasaisesti ensimmaéisen koordinaa-
tin suunnassa ja kavennetaan samaan tapaan toisen koordinaatin suunnassa. Niin saa-
dun kaistaleen oikeanpuoleinen kolmannes leikkaa nelién I? alaosaa ja vasen kolmannes
leikkaa sen yldosaa. Keskiosa taivutetaan niin, ettd syntyy hevosenkenka. Tasmélliselld
lausekkeella ei ole suurta merkitysta tarkastelemallemme dynamiikalle. Olkoot leikkauk-
sen 12 N H(I?) komponentit Jy (alempi) ja J; (ylempi).

Kuvauksen H kaanteiskuvaus on vastaavanlainen hevosenkenkd, jonka leikkaus nelion
I? kanssa koostuu kahdesta pystysuuntaisesta kaistaleesta.

Oletetaan, etté niilld osilla neliotéa 12, jotka H kuvaa takaisin nelion I? sisién, H ku-
tistaa etdisyyksia toisen koordinaatin suunnassa vahintdén vakiolla A < % ja vastaavasti
nillé osilla, jotka H~! kuvaa takaisin nelion I? sisiin, H ' kutistaa etiisyyksid toisen
koordinaatin suunnassa viahintédén (samalla) vakiolla A < %

Kaistaleiden .Jy ja J; kuvat leikkaavat neliotd I? yhteensi neljissi vaakasuorassa kaista-
leessa joukkojen Jj sisillé siten, etta sekd Jy ettd J; sisdltaéd palan kaistaleen Jy kuvaa ja
palan palan kaistaleen J; kuvaa. Positiivisilla iteraateilla H" saadaan 2"*! kaistaletta vas-
taavaan tapaan edellisen sukupolven kaistaleiden sisdan samalla tavalla kuin Esimerkissa
[7.7] Nelion kuvat homeomorfismin H negatiivisilla iteraateilla muodostavat samanlaisen
rakennelman pystysuoria sisdkkaisiad kaistaleita.

Huomaamme, etté

() E"(I*) = [0,1] x K;
neN
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ja
(VH"(I*) = Ky x [0,1],
neN

missd K ja Ky ovat homeomorfisia Cantorin joukon kanssa. Dynamiikan kannalta mie-
lenkiintoisin joukko on

(VH'(I*) = Ky x K1,
neEL

joka on kompakti, tdysin epdyhtendinen perfekti joukko. Kuten Esimerkissé [7.7] voidaan
osoittaa, ettd pisteen r € Ky x Kj reitti antaa kuvauksen S: Ky x K; — () seuraa-
valla tavalla: Liitdmme jokaiseen pisteeseen x kuvauksen S(x): Z — {0,1} asettamalla
S(z)(i) = a, jos H' € J, kullekin i € Z. Kuten esimerkissi osoitetaan, ettd S on
konjugoiva homeomorfismi dynaamisten systeemien Hp,xx,: Ko X K; — Ky x K ja
o: Qy — Qs valilla.

Harjoitustehtavia.
7.1. Todista Propositio
7.2. Olkoon f: R = R, f(z) = 2%

(a) Osoita, ettd kuvaus fl1 oo: |1, 00[ =1, co[ riippuu herkésti alkuarvoista.

(b) Osoita, ettd kuvaus fj11: ]0, 1[—]0, 1] ei riipu herkésti alkuarvoista.
7.3. Osoita, ettd herkké riippuvuus alkuarvoista ei valttamétta saily konjugoinnissa.

7.4. Olkoot k € Z — {0} ja a € R. Osoita, ettd kierto Ry, on kierron R, topologinen
tekijé.

7.5. Osoita, ettd topologisesti sekoittavan dynaamisen systeemin topologinen tekija on
topologisesti sekoittava.
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7.6. Osoita, ettd kuvaus hy: [0,1] — [0, 1],

2
hi(z) = = arcsin(v/z)
T
on homeomorfismi, joka konjugoi kuvaukset T5 ja Fj:

0,1 —= [0,1]

lhl lhl
0,1 —2- [0,1]

7.7. Etsi homeomorfismi hy: [—1,1] — [0, 1], joka konjugoi kuvauksen Fj ja toisen TSe-
bySovin polynomikuvauksen P(x) = 22?2 — 1 rajoittuman vélille [—1, 1].

7.8. Osoita, ettd kuvaukset F ja Ty ovat kaoottisia.

7.9. Tee graafista analyysia telttafunktiolle 75 ja/tai funktiolle F niin, ettd joitain eri-
laisia ratoja havaitaan.

7.10. Osoita, ettd dynaamisen systeemin T3: K — K reittikuvaus S: K — >3 on ho-
meomorfismi.

7.11. Osoita, ettd dynaamisella systeemilld T3: K — K on tihed rata.

7Vihje: ensimmaéisen asteen polynomifunktio toimii.
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8. LOGISTISET KUVAUKSET

Yhdesté reaalisesta parametrista riippuva parametrisoitu perhe kuvauksia (gy)rea valilla
I C R on kahden muuttujan jatkuva funktio G: A x I — I,

G(A x) = ga(z)
missé parametrijoukko A C R on véli ja gy: I — I on jatkuva funktio jokaisella A € A.

Esimerkki 8.1. (1) Olkoon x> 0. Kuvaus F,: R — R,
Fylw) = (1 — ),

on logistinen funktio parametrilla p. Logistinen perhe on siled: Kuvaus (A, z) — px(1 —x)
on aarettomén monta kertaa derivoituva.
(2) Luvussa [7] médritellyt telttafunktiot muodostavat kuvausperheen (T3 )xso.

Téassé luvussa tarkastelemme, miten parametrisoidun perheen kuvausten dynamiikka
voi muuttua parametrin muuttuessa. Keskitymme Logistisen perheen tarkasteluun.

Esimerkki 8.2. Samalla tavalla kuin telttakuvausten tilanteessa voidaan osoittaa, etté
jokaisella parametrilla ;o > 4 logistisen funktion F), rajoittuma epdlineaariseen Cantorin

joukkoon
> 1 111 11
! o k\—1 - - - = - =

on topologisesti konjugaatti vasemman siirron o: ¥y — Y5 kanssa. Dynamiikka joukon
K L komplementissa on hyvin vakaata ja yksinkertaista. Katso esimerkiksi [Devl §1.5|.
Epilineaariset Cantorin joukko K, on homeomorfinen tavallisen Cantorin %-j oukon kanssa
vaikka sen konstruktio ei ole yhta sadnnollinen.

Harjoituksissa osoitettiin, ettd Fy: [0,1] — [0, 1] on kaoottinen

Tarkastellaan logististen kuvausten perhetté (F),)1<,<4. On helppo tarkastaa, ettéd kai-
kille z € R — [0,1] pitee F}}(r) — —oo, kun n — oo, joten kaikki mielenkiintoinen
dynamiikka tapahtuu yksikkovalilla. Kun 1 < p < 4, kuvauksen F}, maksimi toteuttaa

< F =F (=) <1
0< max F () = F,(3) <

ja voimme rajoittua tarkastelemaan dynaamista systeemié F,: [0, 1] — [0, 1].
On helppo tarkastaa, ettd 0 on kuvauksen F) epaméadrdinen kiintopiste. Se hylkii nega-
tiivisia lukuja ja vetdd puoleensa kaikkia yksikkovélin pisteité.

10~
0.8

0.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

43 29/11/2016



Kuvauksella F), on kaksi kiintopistetta 0 ja p, = “7_1 , kun g > 1. Kun g > 1, niin 0
on hylkivé kiintopiste. Toinen kiintopiste p, on Proposition nojalla puoleensavetiva
kiintopiste, kun 1 < p < 3 koska t&lléin

|EL(pp)| = | = 2ppp = 12— pf < 1.

Kun p = 3, Fj(p,) = —1 ja osoittautuu, ettd p; = % on puoleensavetava koko avoimella
yksikkovalilla. Nyt se ei kuitenkaan veda pisteité puoleensa eksponentiaalisella nopeudella
vaan huomattavasti hitaammin. Alla oleva kuva néyttaéd graafisen analyysin ensimmaéiset
10 iteraatiota ja ensimméiset 500 iteraatiota [T

101 , 101 ,

08 081

\
\

0.6 0.6

o C

\ /
ool . . . . \ 00 . . . . \
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

Kun p > 0, niin |F},(p,)| > 1, joten p, on hylkivd. Témén huomaa myds graafisella
analyysilla. Vasen kuva nayttaa 500 ensimmaista iteraatiota alkuarvolla x = 0.66, joka on
lahella kiintopistetta ja oikeanpuoleinen kuva nayttaa iteraatiot 450-500. Radat lahestyvéit

1.0 ; 1.0

08 08

0.6 0.6

04 04+

02/ \ o2 / \

/
0ol ‘ ‘ ‘ ‘ \ 00 ‘ ‘ ‘ ‘ \

nyt puoleensavetiivii rataa, jonka jakso on 2. Tétéd ilmentivit myds kuva funktion f2
graafista ja erotuksesta f2 —id (Kuva .

Kun parametria p kasvatetaan edelleen, dynamiikka sailyy luonteeltaan samanlaisena.
Kuva [1§| esittda tilannetta, kun pu = 3.3.

Kun = 1+ v6 ~ 3.4495, ensimmiisten iteraatioiden perusteella niyttid, ettd dy-
namiikka on muuttunut, mutta jos jatdmme radan alkuosan pois ja tarkastelemme vain
iteraatioita 4950 — 5000, havaitsemme, ettd systeemilld néyttaisi olevan edelleen puo-
leensavetéva rata, jonka jakso on 2. Lasku osoittaa, etta tallainen rata koostuu pisteista

*Naméa kuvat on tuotettu Mathematicalla. Logistisen kuvauksen graafinen analyysi on to-
teutettu hyvin Wolfram Demonstrations Projectin sivulla http://demonstrations.wolfram.com/
TrajectoriesOfTheLogisticMap/.
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KuvAa 17. Funktion F3; toinen iteraatti.
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Kuva 18. p=3.3.
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Kuva 19. =1+ 6.

1/10(4++/6+ /14 — 41/6), joissa (F7)' = —1, joten rata ei ole vahvasti puoleensavetéva,
mika on yhteensopiva edelld tekemédmme havainnon kanssa.

Kun parametria p kasvatetaan edelleen, ilmestyy 4-jaksollinen puoleensavetéiva ra-
ta. Nailla parametreilld kuvauksella ), on edelleen myos kiintopiste ja 4-jaksolliseen
rataan sisdltyméaton 2-jaksollinen rata, jotka ovat nyt kuitenkin hylkivid. Parametrilla
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L L L L
02 04 0.6 0.8 1.0

KuvA 20. Kuvauksen F,_, 5 toinen iteraatti.

uo~ 3.5440903596 4-jaksoinen rata muuttuu hylkivéiksi ja ilmestyy puoleensavetava 8-
jaksollinen rata. Parametrilla y = 3.55 8-jaksollinen puoleensavetéiva rata erottuu hyvin.
Mutta mitd on tapahtunut parametrilla 4 = 3.67 Molemmissa kuvissa on jitetty alusta
noin 5000 iteraatiota huomioimatta.

Osoittautuu, ettd on ddreton kasvava parametrijono (ux)p, = 1,3,1 + V6, ..., jolla
on se ominaisuus, ettd kuvauksella F}, on puoleensavetivé 2*-jaksollinen rata, kun p—; <
p < pg. Lisiksi kuvauksella F}, on 2%jaksollinen hylkivi rata jokaisella 0 < ¢ < k.
Tata hallittua logistisen funktion dynamiikan monimutkaistumista parametrin kasvaessa
kutsutaan jakson kaksinkertaistavaksi sarjaksi bifurkaatioita. Jono (1), suppenee kohti
raja-arvoa fleo ~ 3.58

1o- Lo ~

08 - S/ N 081

06 ! 06f

vat A 04l

02r ;“:‘. L"‘-.\l\ 02 / \
/ \ /
00 ! - ! . l"“‘ 0.0 L L L L

02 04 06 08 10 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Kuva 21. p=3.55ja u= 3.6
Saamme melko hyvéan kuvan dynamiikan kehittymisesta piirtamalla bifurkaatiokaavion,
joka perustuu seuraavaan havaintoon.

Propositio 8.3. Jos kuvauksella F,, on puoleensavetivi jaksollinen rata, niin kriittinen
piste % sisaltyy sen vakaaseen joukkoon.

Seuraus 8.4. Kuvauksella F,: [0,1] — [0,1] on korkeintaan yksi puoleensavetivd rata.
0

Bifurkaatiodiagrammin muodostamiseksi lasketaan tasavélisesti valituille parametriar-
voille p1 € [0, 4] funktion F), kriittisen pisteen rataa melko pitkélle. Jos kuvauksella F), on
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KuvA 22, p = 3.58 = i

kohtuullisen mittainen puoleensavetdavi rata, niin pisteet Fl’f (%) ovat lahella tata rataa,
kun k on riittdvan suuri Proposition nojalla. Piirretdan useita perdakkiisia pisteita
F¥(3) kriittisen pisteen radasta "riittévén suurilla” k. T&lléin puoleensavetiivii rata ni-
kyy bifurkaatiokaaviossa, olettaen tietenkin, ettd pyodristykset eivit aiheuta mainittavia
laskuvirheité.

o 060 -
055

0.50 -

045

L L L L L 0.30 L L L
Lo s 20 25 30 35 40 3.45 3.50 3.55

Kuva 23. Logistisen perheen bifurkaatiokaavio, kun p € [1,4] ja yksityiskohta.

Proposition todistuksessa kaytetddn Schwarzin derivaattaa: Kolme kertaa derivoi-
tuvan funktion f: I — R Schwarzin derivaatta on

- ];:8 - g (J;&) ) ’

Sf(x)

jos f'(x) # 0.
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Lemma 8.5. Jos f, g ovat sileitd ja Sf,Sg < 0, niin S(f o g) <O0.
Todistus. Seuraa ketjusddnnosta. O

Lemma 8.6. Jos Sf < 0, niin funktiolla [’ ei ole positiivista lokaalia minimid eikd
negatiivista lokaalia maksimia.

Todistus. Jos f"(yo) = 0, niin Sf(yg) = % < 0. Jos 1o on derivaatan maksimi, niin

" (yo) < 0, joten téaytyy olla f'(yo) < 0. O
Proposition [8.3 todistus. Olkoon g € I puoleensavetévan p-jaksollisen radan piste ja ol-
kool

J =le,d[C W3(xy) C 1
maksimaalinen avoin vili. Jos mikéén véleistd J, F,,(J),..., FF~'(J) ei sisilld kriittistd
pistettd, niin F?|; on monotoninen.

Oletetaan, ettéd F 5\ s on kasvava. Talloin paatepisteet ¢ ja d ovat p-jaksollisia koska ne
eivit sisilly vakaaseen joukkoon. Oletuksen mukaan 0 < (F7?)"(z) < 1 ja suljetulla vililla
[c, d] el ole muita kuvauksen F’ P kiintopisteitd kuin zo. Koska F} kuvaa viélin J itselleen,
villiarvolauseen nojalla on pisteet ¢ < ¢ < xy < d' < d, joissa (FF)'(c') = (FF)'(d) = 1.
Muuten nimittéin vali F,(J) olisi lilan lyhyt. Koska SF)(z) = ﬁ < 0 kaikilla = #
1 niin Lemmojen ja nojalla funktion F7 derivaatalla ei ole positiivista lokaalia

2
minimié. Siis silld on oltava nollakohta y, valilla [¢/, d']. Ketjusddnnon mukaan

0= (E2Y(w0) = [] EL(F wn)

joten pisteen y, rata sisdltdd funktion F), kriittisen pisteen.
Toinen tapaus todistetaan samaan tapaan tarkastelemalla kuvausta F/ j 0

Harjoitustehtavia.

8.1. Osoita, ettd logistisella kuvauksella F,, on puoleensavetava 2-jaksollinen rata, kun

3 < pu < 1+ /6. Kuvaile tdméin radan vakaata joukkoa. Millaisen joukon muodostavat ne
pisteet z € [0,1], joille on N € N siten, ettéd F, (z) = p,?

8.2. Todista Lemma .51

TMuista vakaan joukon W*(z() miiritelmé luvusta
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LIITE A. METRISET AVARUUDET

Metrisia avaruuksia kasitellddn laajemmin omalla kurssillaan. Téssé valitsemme teo-
riasta vain tarpeelliset osat. Hyvié léhteitd itseopiskeluun ovat esimerkiksi [Vai], [Pit] ]

Olkoon X # (. Kuvaus d: X x X — [0, 00 on etdgisyysfunktio eli metritkka joukossa X,
jos silla n seuraavat ominaisuudet

e d(z,y) =0, jos ja vain jos z = y (positiivisuus),

e d(x,y) = d(y,x) kaikille z,y € X (symmetrisyys), ja

e d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) kaikille z,y, 2 € X (kolmioepayhtalo)
Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Metriikka on tapa mitata joukon X pisteiden etaisyyksid, sen méaédritelmaén on valittu

ominaisuuksia, jotka euklidisen normin méaarddmalla avaruuden R™ euklidisella etéisyy-
delld (metriikalla)

di(2,y) = |lz —yll =

on.

Esimerkki A.1. Metrisid avaruuksia ovat esimerkiksi seuraavat:
(1) Euklidinen metrinen avaruus (R", dg).

(2) Olkoon X epatyhjé joukko. Diskreetti metriikka § joukossa X méaéritelldén asettamalla
1 j b
6(a,b)={ o Josa?
0, josa=b.

Pari (X, d) on diskreetti metrinen avaruus.

(3) Kahden metrisen avaruuden (X, dyx) ja (Y,dy) tuloavaruudessa X x Y on erilaisia
"luonnollisia” metriikoita: Jokaiselle p > 1 méaritellddn metriikka

dp((x17y1)> (22,92)) = {/dx(:vl, x9)P + dy (Y1, y2)P .

Lisaksi maksimimetriikka

Aax (21, Y1), (T2, Y2)) = max(dx (21, 22), dy (y1, y2))

on myos usein kayttokelpoinen.

Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon zy € X ja olkoon r > 0. Joukko
B(zg,r) ={z € X : d(x,x0) <1}

on r-sateinen avoin pallo ja

B(zg,r) ={zr € X : d(x,x9) <1}

on r-sdateinen suljettu pallo. Avaruuden X osajoukko on awvoin, jos se voidaan esittéa
avoimien pallojen yhdisteena ja suljettu, jos sen komplementti on avoin.

Kuvaus F': (Xi,d;) — (Xa,dy) on jatkuva pisteessi zq € X7, jos ja vain jos jokaisella
e > 0 on § > 0 siten, ettd dy(F(xg), F(x)) < € kaikilla x € X, joille dy(zg,z) < 0.
Kuvaus on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Kuvaus
F on K-Lipschitz -jatkuva vakiolla K > 0, jos kaikille z,y € X pétee

dy(F(x), F(y)) < K di(z,y).

Cauchyn jonot ja jonojen suppeneminen méaaritellddn kuten euklidisessa avaruudessa.
Metrinen avaruus X on tdydellinen, jos sen kaikki Cauchyn jonot suppenevat.

*Léhde [Pit] on laillisesti skannattuna archive.org-internetkirjastossa.
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Kokoelma (Uj;) es on joukon B peite, jos B C UjeJ Uj ja se on avoin peite, jos joukot
U, ovat avoimia. Peite on ddrellinen, jos indeksijoukko J on &érellinen. Jos J' C J, niin
peite (U;)jes on peitteen (Uy),c; alipeite.

Metrisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteel-
14 on &arellinen alipeite. Joukko A on jonokompakti, jos jokaisella jonolla, jonka alkiot
kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti jotain joukon A pistettd. Metrisen
avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on jonokompakti. Heinen ja Borelin
lause, jonka mukaan euklidisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on
suljettu ja rajoitettu, ei pade yleisesti.

Esimerkki A.2. Olkoon I C R suljettu vali. Valilla I maéariteltyjen jatkuvien kuvausten
f: I — R" vektoriavaruus C°(7, R") varustettuna maksiminormilla

1 llo = max [/ (1)]

on téydellinen metrinen avaruus, kun se varustetaan metriikalla d(f, g) = || f — g||co- TAma
seuraa kurssilla Sarjat ja Approksimointi/Analyysi 3 todistettavasta tuloksesta, jonka
mukaan tasaisesti suppeneva jono jatkuvia funktioita suppenee kohti jatkuvaa funktioita.

Metrinen avaruus (X,d) on ultrametrinen avaruus, jos kolmioepéyhtdlod vahvempi
epayhtalo
d(z,y) < max (d(z, 2),d(z,y))
patee kaikille x,y, z € X. Diskreetti metrinen avaruus
Kuvaus F': (X1,d;) — (X2, ds) on isometrinen upotus, jos kaikille z,y € X; pétee

da(F(x), F(y)) = di(2,y) .
Jos isometrinen upotus on bijektio, niin se on isometria. Jos G: (Xa,d2) — (X3,d3) on
isometrinen upotus, niin G o F' on isometrinen upotus.
Esimerkki A.3. (1) Olkoon b € R,. Kuvaus x — x + b on euklidisen avaruuden
(R", dg) isometria.
(2) Ortogonaalinen n X n-matriisi A maaréaé isometrian z — A x eukdlidisessa avaruudessa

(R", dg) ja pallon pinnalla (S"~!, dg).

Metrinen avaruus X on separoituva, jos silli on numeroituva tihed osajoukko. Esimer-
kiksi R = Q~, S' = {[q] : ¢ € Q}, joten nim& metriset avaruudet ovat separoituvia.
Kaikki kompaktit metriset avaruudet ovat separoituvia. Toisaalta, jos Y on ylinumeroi-
tuva joukko varustettuna diskreetilld metriikalla d(a,b) = 1 kaikilla a # b, niin Y ei ole
separoituva.

Piste x € X on eristetty, jos B(x,r) on dérellinen joukko jollain r > 0. Esimerkiksi
kaikkien diskreettien metristen avaruuksien kaikki pisteet ovat eristettyja.

Harjoitustehtavia.
A.1. Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) metrisid avaruuksia. Osoita, ettéd lauseke

di((x1, 1), (22, 92)) = dx (21, 22) + dy (y1,Y2)
on metriikka joukossa X x Y.

A.2. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Osoita, ettéd lauseke

Amax (21, 91), (22, y2)) = max(dx (1, x2), dy (Y1, y2))
on metriikka joukossa X x Y.
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Olkoon X ultrametrinen avaruus.
A.3. Osoita, etta kaikille y € B(x,r) C X pétee B(y,r) = B(z,1).

A .4. Osoita, kaikki avaruuden X pallot ovat avoimia ja suljettuja

A.5. Osoita, ettd Heinen ja Borelin lauseen viite ei pade ddrettomaéssa diskreetissa met-
risessé avaruudessa.

A.6. Osoita, ettd Heinen ja Borelin lauseen véite ei ole voimassa metrisessd avaruudessa
(R — {0}, dg).

A.7. Osoita, ettd kompaktit metriset avaruudet ovat separoituvia.
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