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Harjoitus 5: ratkaisuja

1. Osoita, että kuvaus h1 : r0, 1s Ñ r0, 1s,
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on homeomorfismi, joka konjugoi kuvaukset T2 ja F4:
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Ratkaisu. Sini on injektio välillä r0, π
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2 2p1 ´ xqq “ sin2
pπ ´ πxq “ sin2

pπxq, kun x P r
1
2 , 1s .

2. Etsi homeomorfismi h2 : r0, 1s Ñ r´1, 1s, joka konjugoi kuvauksen F4 ja toisen Tše-
byšovin polynomikuvauksen P2pxq “ 2x2 ´ 1 rajoittuman välille r´1, 1s. 1

Ratkaisu. Vihjeen mukaisesti etsitään ratkaisua muodossa h2pxq “ ax ` b, a ‰ 0. Yhtä-
löstä

´4ax2
` 4ax ` b “ h2 ˝ F4pxq “ P2 ˝ h2pxq “ 2a2

` x2
` 4abx ` 2b2

´ 1

löydämme helposti ratkaisun a “ ´2, b “ 1.

3. Osoita, että kuvaukset F4 ja T2 ovat kaoottisia.

Ratkaisu. Kuvaukset P2 ja F4 ovat konjugaatteja Harjoitustehtävän 2 nojalla ja P2 on
kaoottinen Esimerkin 6.17 nojalla, joten F4 on kaoottinen Seurauksen 6.16 nojalla.

Kuvaukset T2 ja F4 ovat konjugaatteja Harjoitustehtävän 1 nojalla ja edellä näimme,
että F4 on on kaoottinen, joten T2 on kaoottinen Seurauksen 6.16 nojalla.

4. Tee graafista analyysia telttafunktiolle T2 ja/tai funktiolle F4 niin, että joitain erilaisia
ratoja havaitaan.

1Ensimmäisen asteen polynomifunktio toimii.



Ratkaisu.
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Kuva 0.1: Pisteen 2
9 rataa kuvauksella T2.
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Kuva 0.2: Pisteen cosp2π q1q rataa kuvauksella T2, missä q1 « 0.185764 on luku, jonka
esitys kannassa 3 on 0.012000102101112202122.
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Kuva 0.3: Pisteen sin2pπ
9 q rataa kuvauksella F4.
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Kuva 0.4: Pisteen sin2pπ
2 cosp2πq1qq rataa kuvauksella T2, missä q1 « 0.185764 on luku,

jonka esitys kannassa 3 on 0.012000102101112202122.

5. Olkoot M, N P N ´ t0, 1u, M ă N . Osoita, että että vasen siirto σ : ΣM Ñ ΣM on
vasemman siirron σ : ΣN Ñ ΣN topologinen tekijä.2

2Riittää tarkastella tapaus M “ 2, N “ 3.



Ratkaisu. Olkoon F : Σ3 Ñ Σ2,

pF pωqqpiq “

#

0, jos ωpiq P t0, 2u,

1, jos ωpiq “ 1 .

Kuvaus F on surjektio koska F |Σ2 “ id. Se on selvästi 1-Lipschitz-jatkuva.
Olkoon ω P Σ3. Tällöin σωpkq “ ωpk ` 1q jokaisella k P N. Siis pF ˝ σqpωqpkq “

F pωpk ` 1qq “ pσ ˝ F qpωqpkq.

6. Osoita, että vasen siirto σ : Ω2 Ñ Ω2 ja oikea siirto σ´1 : Ω2 Ñ Ω2 ovat konjugaatteja.

Ratkaisu. Olkoon h : Ω2 Ñ Ω2, phpωqqpkq “ ωp´kq. Selvästi h ˝ h “ id, joten h on
bijektio. Lisäksi

mpω, ω1
q “ mint|k| P Z : ωpkq ‰ ω1

pkqu “ mint|k| P Z : hpωqpkq ‰ hpω1
qpkqu ,

kaikille ω, ω1 P Ω2, joten h on isometriana homeomorfismi. Lisäksi pätee

ph ˝ σqpωqpkq “ ωp´pk ` 1qq “ ωp´k ´ 1q “ pσ´1
˝ hqpωqpkq .


