
Johdatus dynaamisiin systeemeihin 2022

Harjoitus 4: ratkaisuja

1. Osoita, että kuvaus FN on jatkuva surjektio.

Ratkaisu. Kuvaus FN on surjektio, koska jokainen reaaliluku x P r0, 1s voidaan esittää
kannassa N sarjana
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joten FN on 1-Lipschitz-kuvaus.

2. Olkoon Φ: R Ñ S1 ympyrän parametrisointi, joka määriteltiin luvun 3 alussa ja olkoon
EN : S1 Ñ S1 kulman N -kertaistava kuvaus. Osoita, että

EN ˝ Φ ˝ FN “ Φ ˝ FN ˝ σ .

Ratkaisu. Katso Esimerkki 4.6.

3. Olkoon f : R Ñ R, fpxq “ x2.
(a) Osoita, että kuvaus f |s1,8r : s1, 8r Ñs1, 8r riippuu herkästi alkuarvoista.
(b) Osoita, että kuvaus f |s0,1r : s0, 1r Ñs0, 1r ei riipu herkästi alkuarvoista.

Ratkaisu. (a) Olkoot 1 ď x ă y. Tällöin
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kun k Ñ 8.
(b) Kaikille 0 ă x ă 1 pätee fkpxq “ x2k Ñ 0, kun k Ñ 8.

4. Osoita, että herkkä riippuvuus alkuarvoista ei välttämättä säily konjugoinnissa.

Ratkaisu. Kuvaus s : s0, 1r Ñ s1, 8r, spxq “ 1
x
, on homeomorfismi, jolle pätee
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“
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x2 “ s ˝ fpxq .

5. Todista Proposition 6.13 kohdat (2) ja (3).

Ratkaisu. (2) Olkoon x P X piste, jonka rata on tiheä. Olkoon V Ă Y avoin joukko,
joka ei ole tyhjä. Joukko rV “ s´1pV q on avoin, koska s on jatkuva ja se ei ole tyhjä, koska
s on surjektio. Siis on k P N, jolle fkpxq P U . Tällöin gkpspxqq “ spfkpxqq P sprV q “ V .
Siis pisteen spxq rata on tiheä.



(3) Olkoot U, V Ă Y avoimia joukkoja, jotka eivät ole tyhjiä. Tällöin joukot rU “ s´1pUq ja
rV “ s´1pV q on avoimia, koska s on jatkuva ja ne eivät ole tyhjiä, koska s on surjektio.
Koska f on sekoittava, on N P N, jolle fkp rUq X rV ‰ H kaikilla k ě N . Tällöin

gk
pUq X V “ gk
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6. Olkoot k P Z´ t0u ja α P R. Osoita, että kierto Rk α on kierron Rα topologinen tekijä.

Ratkaisu. Olkoon x P S1. Tällöin

Ek
˝ Rαpxq “ Ekpx ` αq “ kpx ` αq “ kx ` kα “ Rkα ˝ Ekpxq .


