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Harjoitus 3: ratkaisuja

1. Olkoon
rKs “ trxs P S1 : x P Ku .

Olkoon s : rKs Ñ S1 kuvaus, joka määritellään asettamalla
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Osoita, että s on hyvin määritelty jatkuva surjektio, joka ei ole injektio. Osana tätä osoita,
että pisteillä, jotka ovat muotoa k

2n , k P Z, n P N on kaksi 2-kantaista esitystä. Osoita,
että

s ˝ E3 “ E2 ˝ s .

Ratkaisu. Cantorin joukon pisteet 0 ja 1 “ 2
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j“1
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3k vastaavat samaa ympyrän S1 pistet-
tä. Kuvauksen s lausekkeen mukaan 0 ÞÑ 0 ja 2
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2k “ 1, joten kuvauksen
tarkastelu ympyrällä on kunnossa, kunhan kuvauksen s lauseke määrää kuvauksen yksi-
käsitteisesti muissakin pisteissä. Riittää osoittaa, että Cantorin joukon pisteen sarjaesitys
on yksikäsitteinen. Olkoot aj, bj P t0, 2u kaikilla i P N ´ t0u. Oletetaan, että aj “ bj

kaikilla 1 ď j ď k ´ 1 ja ak ‰ bk. Tällöin
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Siis
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3i , joten kuvaus on hyvin määritelty.
Olkoot a1

i, b1
i P t0, 1u. Jos ai “ 2a1

i ja bi “ 2b1i, niin
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joten s on surjektio. Vastaavalla laskulla kuin edellä näemme, että
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ja vain jos jollekin k P N ´ t0u pätee a1

j “ b1
j kaikilla 1 ď j ď k ´ 1 ja a1

k “ 1, b1
k “ 0,

a1
j “ 0 ja b1

j “ 1 kaikilla j ě k ` 1 tai jonojen ak ja bk roolit voidaan vaihtaa. Siis
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joten s ei ole injektio.
Olkoon x “ r

ř8
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ai

3i s P rKs. Osoitetaan, että s on jatkuva pisteessä x. Jos x “ r1s,
valitaan sitä esittäväksi sarjaksi tarpeen mukaan 0 tai

ř8

k“1
2

3k . Jos y “ r
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bi

3i s P rKs ja
dpx, yq ă 3´N , niin a1 “ b1, . . . , aN “ bN . Tällöin dpspxq, spyqq ă 2´N , koska pisteitä spxq

ja spyq esittävissä sarjoissa on alussa 1N samaa kerrointa. Olkoon ϵ ą 0 pieni. Valitsemalla
N riittävän suureksi, että 2´N ă ϵ, näemme, että kaikille y, joille dpx, yq ă 3´N pätee
dpspxq, spyqq ă ϵ.

Viimeinen väite seuraa suorasta laskusta:
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2. Todista Propositio 5.3.

Ratkaisu. Määritelmän nojalla d saa arvoja joukossa r0, 8r. Jos ω “ ω1, niin jollain k
pätee ωpkq ‰ ω1pkq, joten 0 ď mpω, ω1q ă 8 ja dpω, ω1q ą 0.

Symmetrisyys seuraa kuvauksen m symmetrisyydestä, joten kolmioepäyhtälö on ainoa,
jossa on todistamista. Olkoot ω, ω1, ω2 eri jonoja samassa jonoavaruudessa. Oletetaan,
että mpω, ω1q “ k. Jos mpω, ω2q ą k ja mpω2, ω1q ą k, niin ωpkq “ ω1pkq “ ω2pkq, niin
mpω, ω1q ‰ k. Täytyy siis olla mpω, ω1q ě minpmpω, ω2q, mpω2, ω1qq. Siis

dpω, ω1
q “ 2´mpω,ω1q

ď 2´ minpmpω,ω2q,mpω2,ω1qq
“ maxpdpω, ω2

q, dpω2, ω1
qq .

3. Olkoot x, y P Σ2 ja olkoot 0 ă r ď s. Mitä voit sanoa leikkausjoukosta Bpx, rqXBpy, sq?

Ratkaisu. Oletetaan, että Bpx, rq X Bpy, sq ‰ H. Olkoon z P Bpx, rq X Bpy, sq. Proposi-
tion 5.4 nojalla Bpx, rq “ Bpz, rq Ă Bpz, sq “ Bpy, sq.

4. Todista Lemma 5.6.

Ratkaisu. Se, että pallot ovat sylintereitä tehtiin Esimerkissä 5.5. Erityisesti palloja vas-
taavat sylinterit ovat avoimia ja suljettuja joukkoja Proposition 5.4(2) nojalla.

Olkoot n “ pn1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ ă nKq ja olkoot α1, α2, . . . , αK P A K . Tarkastellaan
yksipuolista jonoavaruutta ΣN . Joukko

I “ tβ P t0, 1, . . . , N ´ 1u
nK : βni

“ αi kaikilla 0 ď i ď nKu
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on suljettujen ja avoimien pallojen äärellisenä yhdisteenä suljettu ja avoin. Kaksipuolisten
jonojen tapaus tehdää samaan tapaan.

Jos oletamme Proposition 5.8 tunnetuksi, niin väitteen voi todistaa myös huomaamal-
la, että
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Väite seuraa tästä, sillä sylinteri on nyt avoimien joukkojen äärellinen leikkaus ja suljet-
tujen joukkojen äärellinen leikkaus.

5. Osoita, että jokaisella jonoavaruuden Σ2 jonolla on suppeneva osajono. 1

Ratkaisu. Olkoon pωnq8
n“1 ääretön jono. Tällöin äärettömän monelle n pätee ωnp0q “

0 tai äärettömän monelle n pätee ωnp0q “ 1. Valitaan tarvittaessa toinen näistä vaih-
toehdoista ja määritellään näin osajono pω0

kqk. Jonolla pω0
kqk on osajono pω1

kqk, jossa arvo
ω1

kp1q on vakio. Jatketaan näin ja muodostetaan alkupoeräisen jonon osajonot ωℓ
k, joille

arvojen muodostamat jonot ωℓ
kp0q, . . . , ωℓ

kpℓq ovat vakiojonoja. Määritellään alkio ω8 P Σ2
asettamalla ω8pkq “ ωk

0 pkq kaikilla k P N.
Alkuperäisen jonon osajono rωk “ ωk

k on suppeneva jono, jonka raja-arvo on ω8.
1Tämä osoittaa, että metrinen avaruus Σ2 on kompakti. Olkoon pωnq8

n“1 ääretön jono. Tällöin ää-
rettömän monelle n pätee ωnp0q “ 0 tai äärettömän monelle n pätee ωnp0q “ 1. Siirry osajonoon ja
tarkastele jonon alkioiden arvoja ωnp1q.



6. Osoita, että avaruudet Ω2 ja Σ2 ovat homeomorfiset.

Ratkaisu. Olkoon F : Ω2 Ñ Σ2,
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2 q muulloin.

Tämä kuvaus on bijektio. Se kuvaa sylinterit sylintereiksi ja sylinterien alkukuvat ovat
sylintereitä. Lemman 5.6 nojalla pallot ovat sylintereitä ja sylinterit ovat avoimia ja sul-
jettuja, joten kuvaus on jatkuva.


