
Differentiaaliyhtälöiden jatkokurssi 1
Harjoitustyöt

Kirjoita selkeästi jäsennelty esitys yhdestä tehtävästä. Työssä on suotavaa käyttää
lähdemateriaalia. Joitain lähteitä on mainittu tehtävänannossa, muitakin voi etsiä
kirjastosta. Autan tarvittaessa esimerkiksi lähteiden tulkitsemisessa.

———

Harjoitustöitä käsitellään marraskuun puolivälin paikkeilla järjestettävässä tilaisuu-
dessa, josta ilmoitetaan tarkemmin. Kurssin suoritus arvostellaan, kun harjoitustyö
on palautettu.

———

1. Selosta yksityiskohtaisesti Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtälö:

• Mitä malli kuvaa?
• Esitä ratkaisujen käyttäytyminen: koordinaattiakseleita lukuunottamatta kaikki

alkuarvot määräävät jaksollisia ratoja, perustele tämä.
• Piirrä kuvia radoista.
• Osoita, että jaksollisella radalla haiden ja hainruoan populaatioiden keskiarvot

ovat samat kuin tasapainopisteessä.
• Mitä vaikuttaa, jos mallia muutetaan niin, että malli ottaa huomioon populaation

sisäisen kilpailun, ja tarkastellaan differentiaaliyhtälöä{
ṙ = ar − bhr − er2,

ḣ = −ch + dhr − fh2,

missä vakiot a, b, c, d, e, ja f ovat positiivisia?

Lähteet: Luennot, harjoitukset, [Bra] luku 4.10 [HSD] luku 11.2.

2. Luentojen luvussa 6 käsitellään Grobmanin ja Hartmanin lausetta epäli-
neaarisen differentiaaliyhtälön ja sen linearisoinnin yhteydestä. Tämän lauseen mu-
kaan C1-vektorikentän antaman differentiaaliyhtälön ratkaisut ovat tasapainopisteen
lähellä konjugaatteja yhtälön linearisoinnin kanssa.

• Osoita, että luentojen esimerkin 6.5 linearisointi toimii kuten siinä väitetään.
• Osoita, että tässä esimerkissä konjugoiva kuvaus ei voi olla C1.

Lähteet: Luennot, harjoitukset, [Har], luku 9.

3. Putzer kehitti menetelmän matriisin eksponenttifunktion määrittämiseen ilman
Jordanin kanonisen muodon käyttöä. Menetelmän todistuksessa käytetään lineaa-
risia autonomisia differentiaaliyhtälöitä ja Cayleyn ja Hamiltonin lausetta, jonka
mukaan jokainen matriisi toteuttaa oman karakteristisen yhtälönsä.

• Todista Cayleyn ja Hamiltonin lause.
• Muotoile ja todista Putzerin tulos.
• Tee esimerkkejä.

Lähteet: Luennot, harjoitukset, [Apo], luvut 7.11, 7.13.
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