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Tama teksti sisaltad syksyn 2014 kurssien Differentiaaliyhtaloiden jatkokurssi 1 ja
2 materiaalin. Ensimmaiselld jatkokurssilla tutustutaan differentiaaliyhtaloryhmien
teoriaan erityisesti lineaaristen systeemien kautta. Télla kurssilla myos todistetaan
epélineaaristen yhtéloryhmien ratkaisujen olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause ja
aloitellaan epilineaaristen yhtaloiden ratkaisujen tarkastelua. Pédasiassa tarkastel-
laan autonomisia yhtaloitd kuten myos jalkimmaisessé osassa.

Jalkimmainen kurssi on syventavimpaad materiaalia. Talla kurssilla tutustutaan
epélineaaristen yhtéaloiden kvalitatiiviseen teoriaan ja tarkastellaan ratkaisujen asymp-
toottista kiyttaytymista. Kurssin lopussa todistetaan Poincarén ja Bendixsonin lause,
joka antaa melko tarkan kuvan tason systeemien kayttaytymisesta. Talla kurssilla
autonomisia differentiaaliyhtéloita tarkastellaan tavalla, joka liittdd ne osaksi dy-
naamisten systeemien teoriaa.

Molemmilla kursseilla edellytetaén differentiaali- ja integraalilaskennan ja line-
aarialgebran osaamista tasolla, joka saavutetaan naiden alojen peruskursseilla. On
my0s hyvé osata tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisumenetelmia yksiulottei-
sessa tapauksessa. Jalkimmaéiselld kurssilla kiytetdén joitain edistyneempid metris-
ten avaruuksien tuloksia mutta topologian kurssin tiedot eivit ole tallakaan kurssilla
valttamaton esitieto.

Olen pyrkinyt havainnollistamaan kasiteltdvaa teoriaa runsailla esimerkeilld ja
kuvituksella. Tekstin lopussa olevassa lahdeluettelossa on monia kurssin materiaalia
tukevia ja laajentavia lahteité. Erityisesti néistd nousevat esille [Har2],[HSD] ja [Per].
Néiden lisiksi suosittelen elokuvaa Chaos [LGA].
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1. JOHDANTO

Olkoot U C R™ ja I C R avoimia joukkoja ja olkoon f: U x I — R"™ (jatkuva)
kuvaus. Talla kurssilla tarkastelemme (ensimmaéisen kertaluvun) differentiaaliyhtd-
loryhmad

(1) i(t) = f(z,1),

ja niihin liittyvid alkuarvotehtévié, joissa vaaditaan lisdksi z(ty) = x¢ joillain zy € U
ja to € 1. Merkintéd #(t) = 2/(t) tarkoittaa vektoriarvoisen kuvauksen z: A — R™,
A C R, derivaattaa. Komponenteittain kirjoitettuna differentiaaliyhtaloryhmé (1))
on

:.Cl = fl((xla cee 7xn)7t>7
Zo = fo((@1,...,20),1),

(2)

T = fu((z1,. .., 20),1).

Yleensa kutsumme differentiaaliyhtéloryhmééa yksinkertaisemmin differentiaaliyhtd-
loksi tai systeemiksi. Differentiaaliyhtalon muotoilussa kuvauksen f maéérittelyjouk-
ko jatetddn usein hieman epamaéraiseksi.

Differentiaaliyhtdlon (1) ratkaisu alkuarvolla z(ty) = xq eli alkuarvotehtivin

{x:ﬂ%o
$(t0) = 2o

ratkaisu on differentioituva kuvaus z: A — R” joltain avoimelta valiltda A C R, jolle
patee @(t) = f(x(t),t) kaikilla t € A ja x(ty) = xo.

Jos differentiaaliyhtalon oikean puolen kuvauksen arvo ei riipu muuttujan ¢ arvos-
ta, tdma riippuvuus jatetadn pois ja tarkastellaan kuvauksen f: U — R™ maardadmaa
autonomista differentiaaliyhtaloéa

(3) &= f(z).

Kun tarkastellaan autonomisen alkuarvotehtédvan @ = f(z), x(tg) = x¢ ratkaisua
maksimaalisella méérittelyvélilla I C R, joukkoa z(I) kutsutaan usein pisteen z
radaksi.

Parametrié ¢ kutsutaan usein ajaksi ja differentiaaliyhtéalon ajatellaan kuvaavan
jonkin systeemin tilan z kehittymisté ajan kuluessa. Monissa esimerkiksi fysiikasta
tai biologiasta tulevissa differentiaaliyhtéloissé tilanne on juuri tama.

Joissakin tapauksissa differentiaaliyhtélé voidaan ratkaista taydellisesti niin, etta
ratkaisulle voidaan antaa tdsmaéllinen lauseke. Térkeimpéand esimerkking téllaisis-
ta systeemeistd tarkastelemme ensimmaéisen kurssin alkupuolella lineaarisia auto-
nomisia yhtaloita. Yleisessa epélineaarisessa tapauksessa kasittelemme jonkin ver-
ran ratkaisujen olemassaolo- ja yksikésitteisyyskysymyksia ja erityisesti ensimmai-
sen kurssin lopulla ja toisella kurssilla tutkimme ratkaisujen lokaalia ja globaalia
kayttaytymista.

Téassé johdantoluvussa tutustumme muutamiin esimerkkeihin erilaisista differen-
tiaaliyhtaloisté ja niiden sovelluksista. Tutustumme terminologiaan ja autonomisten
yhtéloiden geometriseen tulkintaan ja aloitamme myo6s hieman teoreettista tarkas-
telua.

Esimerkki 1.1. (1) Olkoot A, a € R. Lineaarisen alkuarvotehtavin
T = Az

(4) _
z(0)=a
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ratkaisu on x(t) = aeM

a=—1.

. Kuvassa ratkaisut parametrien arvoilla A =a =2 ja A =1,

X

Alkuarvotehtavan (4]) ratkaisu voidaan mééritelld koko reaaliakselilla. Témé alkuar-
votehtava liittyy populaatioiden kehityksen varhaiseen mallintamiseen. Jos = kuvaa
populaation kokoa, Malthusin lain mukaan populaation kasvuvauhti on suoraan ver-
rannollinen populaation kokoon.

Verhulst korjasi Malthusin mallia ottamalla huomioon sen, ettd tarkasteltava ym-
paristo ei voi eldattdd rajattoman suurta populaatiota. Verhulstin mallia kuvaa [o-
gistinen differentiaaliyhtdlo

x
5 i = az(l — =),
) b= ar(l - )
(2) Alkuarvotehtévan
T = z?
z(0)=a
missé a € R — {0}, ratkaisu z(t) = % “rdjahtad didrellisessd ajassa tulevaisuudessa

tai menneisyydessd” vaikka yht#lon oikean puolen funktion x — 22 on médritelty
koko reaalilukujen joukossa.

X
10

—

_10L

Autonomisen differentiaaliyhtilon geometrinen tulkinta: Autonomisen dif-
ferentiaaliyhtalon oikean puolen kuvaus f maarda vektorikentdn joukossa U.
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Alkuarvotehtavan

ratkaisu on differentioituva polku joukossa U, jonka tangenttivektori @ (t) pisteessé
x(t) on vektorikentdn f arvo tuossa polun pisteessi. Liséksi polku kulkee pisteen x
kautta ja toteuttaa x(ty) = wo.
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Kuva 1. Vakiovektorikenttd f(z) = (1,1) tasossa ja alkuarvotehté-
vin ¢ = f(x), (0) = p = (0.3,1) ratkaisu aikavélilld ¢ €] — 2, 2].

Esimerkki 1.2. Olkoot A{, A9, a,b € R. Tason alkuarvotehtévian

x1(t) = aeM?,

ratkaisu on Esimerkin 1.1 kohdan (1) mukaan { Kun Ay <0 < Ay,

15(t) = aet?!

ratkaisut kayttaytyvit kuten kuvassa, jossa on esitetty osia kolmesta radasta:
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Jos alkuarvo on z;-akselilla, i € {1,2}, niin koko rata sisdltyy z;-akseliin. Erityi-
sesti vakiokuvaus 0 on ratkaisu alkuarvolla x(0) = 0. Muilla alkuarvoilla ratkaisut
lahestyvat xi-akselia, kun ¢ — oo ja xo-akselia, kun ¢ — —oo.

Differentiaaliyhtalo @ voidaan esittdd matriisimuodossa: Asetetaan

A= g = ()

jax = (il) Talloin yhtalo @ saadaan matriisimuotoon & = Ax.
2

Esimerkki 1.3. Kiinnitetdan ideaalinen jousi seindén toisesta padstdan. Kiinnite-
tdan jousen toiseen padhén pisteméinen paino, jonka massa on m. Ajatellaan, etté
jousen liike on rajoitettu parametrilla z parametrisoidulle viivalle, jota pitkin sita
voi vetdd tai painaa kokoon. Olkoon jousen toinen péa pisteessd x = 0. Kun jousta
venytetadn tai painetaan kasaan, se vastustaa siirtyméaa voimalla —kx, missa k > 0
on jousiwakio. Jousi aiheuttaa siis tarkasteltavalle painolle kiihtyvyyden yhtalolla
mi = —kx. TAma on harmonista vdrdhtelijdd kuvaava toisen asteen lineaarinen
differentiaaliyhtalo.
Erikoistapauksen m =k =1

(7) y'(t) +y(t) =0

kaikki ratkaisut saadaan funktioiden sin ja cos lineaarikombinaatioina. Jokaisella
alkuarvotehtavalla

y'(t) +y(t) =0,
y(0) = a,
y'(0) =0,

on koko avaruudessa R maééritelty ratkaisu y(¢) = acost + bsint:
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Differentiaaliyhtdloé (|7) voidaan muuntaa tason differentiaaliyhtéloksi: Asetetaan
z1 =y ja xo = y'. Téllsin siis yhtdlo (7)) on

To = —X1.

Matriisimuodossa yhtalo on siis ¢ = Ax, missa (_01 (1)) Yhtalo(pari)n (8]

ratkaisu on siis luettavissa edelta: Yleinen ratkaisu on

(t) = ( acost +bsint ) ‘

—asint + bcost

Differentiaaliyht&lon vektorikenttd f(x) = Az ja ratkaisut alkuarvoilla zq =

(0.3,1), 2 = (=1,1) ja 29 = (—V/2, —V/2):
/ ST e XZ,

AN

Esimerkin menettely yleistyy korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtéloille:
Kertaluvun m differentiaaliyht&lo

(9) y™ = fly, 9,y oy )

muunnetaan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloryhméksi asettamalla y; =
y@ jokaiselle i € {0,1,...,m — 1}. Tilldin differentiaaliyhtélon () sijaan voidaan
tutkia m yhtélon ryhmaa

j;mfl - f(ylu Y2, ... 7ym717t>'
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Asettamalla z = (Yo, Y1, .-+, Ym-1) ja F(z,t) = (y1,Y2, - - -, Ym, [(2, 1)), saadaan yh-
talo muotoon

Z=F(z1).

Voimme itse asiassa aina olettaa, ettd differentiaaliyhtélé on autonominen: Ole-
tetaan, ettd n muuttujan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyht&lo

(11) &= f(x,1)

ei ole autonominen. Maaritellddn x,, = t ja tarkastellaan differentiaaliyhtéloa

12 {@:ﬂ@ﬂ@hhlgign
Tnt1 = 1.
Kuvaus t — (z1,...,2,) on differentiaaliyhtélon (11)) ratkaisu, jos ja vain jos ¢ —

(x1,..., 2, Tny1) on differentiaaliyhtilon ratkaisu.

Talla kurssilla tarkastelemme 1ahinné autonomisia ensimmaéaisen kertaluvun
differentiaaliyht&loita.

Esimerkki 1.4 (Lotka-Volterra). Tarkastellaan esimerkkia differentiaaliyhtaldiden
kéytostd biologisen tilanteen mallittamisessa. Meressd on kahdenlaisia kaloja: haita
ja hainruokaa. Olkoon haitten lukumééara A ja hainruoan lukumééara r. Oletetaan,
ettd ilman haita hainruoan populaatio kehittyisi Esimerkissd [1.1)(1) kéisitellyn Malt-
husin lain mukaan eksponentiaalisesti yhtdlon 7 = ar mukaan, missd a on positii-
vinen vakio. Hain ja hainruoan kohtaamisia tapahtuu byhr kappaletta ja jollain to-
dennékoéisyydelld hai sy6 hainruoan. Siis hainruoan méaré vihenee nopeudella bhr.
Vastaavasti haitten lukuméadran luonnollinen poistumanopeus on suhteessa luku-
méaaraan ch ja ruoan saanti kasvattaa populaatiota nopeudella dhr. Naiden kahden
lajin lukumaéria sadtelee tdméan paédttelyn mukaisesti differentiaaliyhtalépari

(13) 'r:’:ar—bhr,
h = —ch + dhr

joillain positiivisilla vakioilla a, b, ¢, d.
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Osoittautuu, ettd positiivisilla alkuarvoilla ratkaisut ovat jaksollisia: z(t +T') =

x(t) kaikilla ¢ € R jollain 7" € R. Lisdksi alkuarvoa (¢/d, a/b) vastaa vakioratkaisu:
Nythan

f(r,h) = (ar — bhr, —ch + dhr) = ((a — bh)r, (dr — c)h),

c a a\ ¢ c a

F(ap) = ((a=25) G (a5-9)5) =0
Vakiokuvauksen ¢ — (g, 2) derivaatta on nolla, joten se toteuttaa differentiaaliyh-
talon (13).

joten

Vektorikentan f nollakohdat ovat differentiaaliyhtélon @ = f(x) tasapainopisteitd
(equilibrium point). Esimerkissi teimme pienen mutta tiarkean havainnon:

Lemma 1.5. Jos zy on differentiaaliyhtilon @ = f(x) tasapainopiste, niin vakioku-

vaus t — xqg on alkuarvotehtdvdn t=f@)
x(t) = xo

Todistamme kurssilla myohemmin tuloksen, joka kertoo, milloin alkuarvotehta-

valla on tésmélleen yksi ratkaisu. Tulos yleistaé kurssilla Differentiaaliyhtédlot todis-
tetun 1-ulotteisen tuloksen:

ratkaisu. O

Lause 1.6 (Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause). Olkoon U C R™ avoin joukko ja
olkoon f € C'(U). Olkoon x¢ € U. Tilldin alkuarvotehtivilld

{i—ﬂ@,
x(0) = xg

on yksikdsitteinen ratkaisu, joka on mddritelty jollain avoimella valilld | — 6, 0[.
Jos Lauseen[I.6oletukset eivét ole voimassa, niin alkuarvotehtévilld voi olla useita
eri ratkaisuja kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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Esimerkki 1.7. Alkuarvotehtavalla
i = 323,
z(0) =0,
on #drettoméan monta ratkaisua x: R — R: esimerkiksi vakiofunktio 0(¢) = 0 ja

funktiot
0,, kinz <c¢
xc(t) = " 3 N
(t—c)°, kunz > ¢
ovat kaikki ratkaisuja. Téssé esimerkissé vektorikenttd fo/3(z) = 22/3 on jatkuva,
mutta se ei ole differentioituva pisteessid x = 0. Sama havainto voidaan tehdé kaikille

vektorikentille f,(x) = 2%, kun 0 < o < 1. Esimerkiss [1.1] késitelty vektorikentté
f1 on C! ja ratkaisu on yksikésitteinen Lauseen nojalla.

Harjoitustehtavia.

1.1. Ratkaise logistinen differentiaaliyht&lo parametrilla ' = 1 ja tarkastele sen
ratkaisujen kayttaytymisté eri alkuarvoilla, kun ¢ — oo.

1.2. Tarkastellaan vektorikenttda f: R? — {0} — R? f(z) = —%.

Bl
(1) Hahmottele kuva vektorikentésta f.
(2) Voiko vektorikentin f jatkaa koko tasossa R? méiritellyksi jatkuvaksi vektori-

kentaksi?
(3) Olkoon zy € R? xy # 0. Osoita, ettd lauseke
o
x(t) = xog — t—r
[loll

on alkuarvotehtavan
1 {x = f(a),

ratkaisu.
(4) Piirrd kuva muutamasta ratkaisusta alkuarvon z, eri arvoilla.
(5) Miké on alkuarvotehtavin ratkaisun maksimaalinen méaarittelyvali?

1.3. Olkoon zy € R. Tarkastele alkuarvotehtévai

T =22,
z(0) =z
ja osoita, ettd ratkaisut eivit yleensé ole koko reaaliakselilla méariteltyja.

1.4. Olkoon zy € R?. Tarkastele alkuarvotehtivis
& = x|z,

15

(15) {x(O) = Iy

(1) Hahmottele kuva vektorikentésté.
(2) Ratkaise alkuarvotehtava.
(3) Kuvaile ratkaisujen kdyttaytymista.
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2. TASON LINEAARISET AUTONOMISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Olkoon A reaalinen m x n-matriisi. Differentiaaliyhtdlé £ = Az on lineaarinen
autonominen differentiaaliyhtdlé ja A on sen kerroinmatriisi. Johdannossa tarkas-
telimme kahta tason lineaarista autonomista differentiaaliyhtélod, joiden ratkaisut
kéyttaytyvit selvisti eri tavoin:

e Esimerkissa|l.2|kerroinmatriisi on A = (8 2), i< 0 < \jadifferentiaaliyhtélon
radat ovat rajoittamattomia muilla alkuarvoilla kuin x¢g = 0. Jos alkuarvo xy ei
ole kummallakaan koordinaattiakselilla, niin ||z(t)|| — oo, kun t — oo tai t — oo.

° Esimerkisséi kerroinmatriisi on A = <_(1) é) ja kaikki radat ovat rajoitettuja.

Lineaarisia autonomisia differentiaaliyhtaloitd voi kasitella lineaarialgebran kei-
noilla ja eksakti ratkaiseminen on periaatteessa mahdollista kaikissa tapauksissa.
Téasséd luvussa luokittelemme kaikki tason autonomiset lineaariset autonomiset dif-
ferentiaaliyhtalot. Téata varten kertaamme ja laajennamme lineaarialgebran kurssien
antamia tietoja. Kurssimateriaalien lisaksi tassa ja seuraavassa luvussa kasiteltaviin
asioihin voi perehtyé esimerkiksi lahteiden [Gre], [Gro| tai [HJ| avulla.

2.1. Lineaarialgebraa. Jos A on reaalinen n x n-matriisi, niin vektori v € R"—{0}
on matriisin A ominaisvektori ominaisarvolla A € R, jos Av = Av. Ominaisvektori
on siis nollasta poikkeava vektori matriisia A — Al standardikannassa vastaavan
lineaarikuvauksen ytimessa. Téstd nahdéan, ettd matriisin A reaaliset ominaisarvot
ovat matriisin A karakteristisen polynomin

Xa(A) = det(A— \)

reaaliset juuret. Kursseilla LAG1 ja LAG2 on tapana késitelld ainoastaan reaalisia
ominaisarvoja, mutta talla kurssilla on luontevaa késitella myos karakteristisen po-
lynomin kompleksisia juuria. Kutsumme néitdkin matriisin A ominaisarvoiksi, eri-
tyisesti kompleksisiksi ominaisarvoiksi. Jos A on reaalisen matriisin A ominaisarvo,
niin myos sen kompleksikonjugaatti A on ominaisarvo. Tamé& on helppo niahdé, kos-
ka karakteristisen polynomin kertoimet ovat reaalisia. Mikdan vektori v € R™ ei ole
kompleksista ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

Karakteristisen polynomin aste on n, joten Algebran peruslauseen (todistetaan
kursseilla Lukualueet ja Kompleksianalyysi 1) mukaan karakteristisella polynomilla
on kertaluku huomioiden n juurta. Ominaisarvon kertaluku karakteristisen polyno-
min juurena on sen algebrallinen kertaluku.

Matriisin A reaalista ominaisarvoa A vastaavat ominaisvektorit muodostavat nol-
lavektorin kanssa ominaisavaruuden

E\=E\(A) ={v eR": Av = \v}.

Ominaisavaruuden F\ dimensio on ominaisarvon \ geometrinen kertaluku.

Esimerkki 2.1. (1) Matriisilla A = ( y 1) el ole reaalisia ominaisarvoja. Sen

-1 0
karakteristinen polynomi on

B -A 1)
XA(/\)—det (_1 _>\> =\ +1,

joten silld on kompleksiset ominaisarvot ¢ ja —z.
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(2) Matriisilla on yksi algebrallisesti kaksinkertainen ominaisarvo 1. Omi-

11
(0 1
naisarvon 1 geometrinen kertaluku on 1: Ominaisvektorit maarittava yhtaloryhmé
Av = v kutistuu yhtéloksi v, = 0, joka madrad 1-ulotteisen aliavaruuden.

Lineaarialgebrassa (LAG2) osoitetaan, ettd 2 x 2-matriisi B on diagonalisoitu-
va, jos silld on kaksi eri (reaalista) ominaisarvoa. Toisaalta 2 x 2-matriisi voi olla
diagonalisoituva vaikka silld olisi vain yksi ominaisarvo (A = u Esimerkissi ja

-1 0
tadn reaalista ominaisarvoa, koska sita standardikannassa vastaava lineaarikuvaus
on kierto myotapaivadn kulman /2 verran.

Jos n x n-matriisi A on diagonalisoituva, niin vektoriavaruudella R™ on kanta, joka
koostuu matriisin A (tai sitd vastaavan lineaarikuvauksen L4: R" — R") L v = Av)
ominaisvektoreista. Téssa tapauksessa ominaisavaruuksien dimensioiden summa on
n. Lineaarialgebran kursseilla osoitetuista tuloksista saadaan suoraan:

esimerkiksi matriisilla ( 0 ) el selvasti ole yhtdan ominaisvektoria eika siis yh-

Lemma 2.2. n X n-matriisi A on diagonalisoituva, jos ja vain jos sen ominaisar-
vojen geometristen kertalukujen summa on n. 0

Jos A ja B ovat reaalisia n x n-matriiseja ja C' on kdéntyva reaalinen n X n-matriisi,
jolle B = CAC™!, niin A ja B ovat toistensa konjugaatteja ja C' on konjugoiva
matriisi. Diagonalisoituva matriisi on siis jonkin diagonaalimatriisin konjugaatti.
Lineaarialgebrassa osoitetaan seuraava tulos:

Lause 2.3. Olkoot A ja B reaalisia n x n-matriiseja, joille pitee A = CBC~! jollain

kadntyvalla reaalisella n x n-matriisilla C. Tdlloin

(1) matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot.

(2) matriisia C vastaava lineaarikuvaus kuvaa matriisin B ominaisavaruudet bijek-
tivisesti matriisin A ominaisavarvuksiksi.

(3) tr A = tr B.

(4) det A = det B. O

Lemma 2.4. Jos A on 2 X 2-matriisi, niin
xaA) = A2 = AtrA+detA. O

Toisen asteen polynomin juurten kaava antaa nopean tavan selvittda ominaisarvot
ja niiden laadut:

Propositio 2.5. Olkoon A reaalinen 2 x 2-matriisi.

(1) Jos det A < 0, niin matriisilla A on kaksi erimerkkistd ominaisarvoa.

(2) Jos det A > 0 ja tr* A > 4det A, niin matriisilla A on kaksi samanmerkkisti
0minaisarvoa.

(3) Jos det A > 0 ja tr? A < 4det A, niin matriisilla A on kaksi kompleksista omi-
naisarvoa, jotka ovat toistensa littolukuja.

(4) Jos det A = 0, niin ainakin toinen ominaisarvo on 0. Tdlloin mahdollinen nol-
lasta poikkeava ominaisarvo on reaalinen. O

Seuraava tulos antaa jokaiselle reaaliselle 2 x 2-matriisille perusmuodon, joka on
kyseisen matriisin konjugaatti.

Lause 2.6 (2-ulotteinen konjugointilause). Olkoon A reaalinen 2 x 2-matriisi. Tdl-
l6in on kddntyvd reaalinen 2 x 2-matriisi C, jolle matriisi CAC~' on

(1) diagonaalimatriisi, jos matriisilla A on kaksi eri reaalista ominaisarvoa tai yksi
geometrisesti kaksinkertainen reaalinen ominaisarvo,
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(2) muotoa (g\ A) , jos matriisilla A on yksi geometrisesti yksinkertainen reaalinen

omINALSarvo ja

B

(8) vinosymmetrinen muotoa (_% a)’ jos matriisilla A ei ole reaalisia ominai-
sarvoja. Tdlloin matriisin A kompleksiset ominaisarvot ovat o + if3.

Todistus. (1) Jos matriisilla A on kaksi eri reaalista ominaisarvoa, diagonalisoitu-
vuus on todistettu kurssilla LAG2. Tapaus, jossa matriisilla A on geometrisesti kak-
sinkertainen ominaisarvo on selvi: Kaikille vektoreille v € R? pitee Av = \v samalla
A € R. Siis matriisi A on diagonaalinen.

(2) Oletetaan, ettd matriisilla A on algebrallisesti kaksinkertainen ominaisarvo
A € R, jonka geometrinen kertaluku on 1. Olkoon u jokin ominaisvektori, jolle siis
pitee Au = Au. Olkoon v € R? miki tahansa vektori siten, ettd u ja v virittéivit
koko tason R2 Télloin Av = puu + vo joillekin p, v € R, pu # 0. Jos olisi v # A, niin

A(pu++v —A)v) = Auu+ (v — A)(pu + vv) = v (pu+ (v — A)v)
joten v # X olisi ominaisarvo vastoin oletusta. Siispd Av = pu + Av. Valitaan
kannaksi u ja w = v/p. Talloin Au = Au ja
Aw = pu/p+ M/p = u+ Iw,

joten matriisi on téassé kannassa haluttua muotoa.
Palaamme viitteen (3) todistukseen Luvussa [2.3] O

2.2. Tason lineaaristen autonomisten differentiaaliyhtiloiden tyypit. Line-
aaristen differentiaaliyhtéléiden yhteydessé konjugointi on usein kdtevé véline seu-
raavan ominaisuuden vuoksi

Lemma 2.7 (Muuttujanvaihtolemma). Olkoot A ja B n X n-matriiseja, joille pitee
A = CBC™! jollain kddntyvdilli n x n-matriisilla C. Jos x on differentiaaliyhtdilon
& = Bz ratkaisu alkuarvolla x(0) = zg, niin y = Cx on differentiaaliyhtilon y = Ay
ratkaisu alkuarvolla y(0) = Czy.

Todistus. Ketjusdéannon (Differentiaalilaskenta 1) nojalla
j=Ci=CBr=CBC . O

Muuttujanvaihtolemman avulla voimme ratkaista lineaarisen differentiaaliyhta-
16n, jos tunnemme ratkaisun sen kerroinmatriisin jotain konjugaattia vastaavalle

differentiaaliyhtalolle.
1 3
=)

Esimerkki 2.8. Matriisin

ominaisarvot ovat 2 ja —2. Sen ominaisavaruudet saadaan ratkaisemalla yhtaloparit
Av = 2v ja Av = —2v, jotka antavat vastaaville ominaisavaruuksille yhtalot v; = 3vy
ja v; = —vy. Matriisi A voidaan diagonalisoida esimerkiksi matriisilla

=~ 3 1

-1 4)
. 3\ . 1 - : .
jonka sarakkeet w; = () dawe =y ovat ominaisvektoreita. Nythén, jos

B = 5_1A6’, niin

5 () =071 (§) = & un = 120 =28 =2 ()
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ja vastaavasti

() -+().

Alkuarvotehtavan

Kuva 2. Kaksi satulaa
Lemman mukaan

ae®t — be

y(t) = Ca(t) = (3a62t + be_—;tt)

on alkuarvotehtavan

(17) = |a
y(O)—-C7(b>

ratkaisu.
Matriisia C' vastaava lineaarikuvaus on siis muuttujanvaihto, joka liittda alkuar-

votehtavét ja ja niiden ratkaisut toisiinsa.

Ratkaisemme nyt lineaariset differentiaaliyhtdlot @ = Az kaikissa konjugointi-
lauseen [2.0] antamissa perustilanteissa. Naiden ratkaisujen ja Lemman [2.7) avulla
voidaan ratkaista kaikki 2-ulotteiset lineaariset autonomiset differentiaaliyhtalot.
Seuraavassa A on siis reaalinen 2 x 2-matriisi:

Matriisi A on diagonalisoituva. Differentiaaliyhtéilon & = Az ratkaisut saadaan
eksponenttifunktion avulla kuten Esimerkeissa ja[2.8 Ratkaisuja on ominaisar-
vojen merkeisté riippuen kolmea erilaista tyyppié:

(1) Jos matriisilla A on kaksi ominaisarvoa, jotka ovat erimerkkisid, ratkaisut
kiyttaytyvat kuten esimerkissa [2.8] Téssd tapauksessa origoa kutsutaan satulaksi,
katso kuvia Esimerkissa 2.8

(2) Jos matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa A; ja Ao, ratkaisut saa-
daan samalla tavalla kuin esimerkissi [2.8] Ratkaisujen kéyttdaytyminen on kuitenkin

14 10/12/2014



6
NANNANNWE RS
NNN NN Yy NS
NN NNN\WE
NONN N LY [y y 4 F
NN N NN 5 ¥y ¥ ¥ ¥ r

» N\
»
»
\
A

y
y
4
I 4
»
) A
 —

/ :
\

-6 "4 —2 2 4 6
/11144_2 » A T S NS
AA A A | ALY Y % N X
A7 It M\ X NN XN X
A7 P A AR N XX
A/ IR N NN
ANy N I T S AR LT R W W U

Kuva 3. Nielu

erilaista: A on konjugaatti diagonaalimatriisin B = diag(A;, \2) kanssa. Differentiaa-
liyhtélon @ = Bz ratkaisut alkuarvoilla, jotka ovat koordinaattiakseleilla, lahestyvét
origoa eksponentiaalisesti akselia pitkin, kun ¢ — oo. Muilla alkuarvoilla ratkai-
sut lahestyvat myos origoa, mutta kuvan mukaisia kdyria pitkin. Téssé tapauksessa
origoa kutsutaan nieluksz.

(3) Jos matriisilla A on kaksi positiivista ominaisarvoa A; ja A, ratkaisukdyrat
ovat kuten nielulla, mutta ratkaisut liikkuvat vastakkaiseen suuntaan. Téassi ta-
pauksessa origoa kutsutaan [dhteeksi. Kuva on samanlainen kuin nielun tapauksessa
mutta vektorikentta osoittaa jokaisessa pisteessa vastakkaiseen suuntaan ja ratkaisut
liikkkuvat kayrilla painvastaiseen suuntaan kuin nielun tapauksessa.

Jos matriisi A on diagonaalinen, on helppo tarkastaa, etté jokaisella koordinaat-
tiakselien ulkopuolisella alkuarvolla xy = (z¢1,z¢2) saatavat differentiaaliyhtélon
radat ovat yhtalon

(18) (Il(t)>>\2: (l’g(t))/\l

To1 (t) o2 (t)
ratkaisukiiyrin komponentteja joukossa R* — {0}. Huomaa, etti ratkaisukiyrit ovat
sdteitda, kun matriisilla A on yksi geometrisesti kaksinkertainen ominaisarvo Ay = As.
Yleisessa tapauksessa radat saadaan kuvaamalla yhtélon (18) antama kiyra Lemman
antamalla lineaarisella muuttujanvaihdolla.

Matriisi A on konjugaatti matriisin (g\ i\) kanssa. Laskemalla on helppo

todeta, ettd kuvaus z: R — R2,

(19) o(t) = e ("’ : tb)
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on differentiaaliyht&lon

ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a, b).

AL S i VA Al
LU AR A A A7 777
“\x v ) A A
X XN » A A A 7
LN A A Y y ¥y vy vy _z
NN o -
3 2 ) 1 2 3!
— L A A & AN A A A a
- A& & &K K ¥ AU U N
_y's » K K \J L D U N N
o Sy " Vv NN
VA AVes vl NN
</ VA V4 1 | VA W

KuvA 4. Surkastunut lahde

Jos matriisilla A on yksi ominaisarvo A € R, jonka algebrallinen kertaluku on
vksi ja geometrinen kertaluku on kaksi, niin Lauseen [2.6] nojalla A on matriisin

0 }\ konjugaatti ja differentiaaliyhtdlon & = Ax ratkaisut saadaan Lemman
ja ratkaisun avulla. Téassa tapauksessa origoa kutsutaan surkastuneeksi nieluksi,
jos A < 0 ja surkastuneeksi ldhteeksi, jos A > 0.

Matriisi A on konjugaatti vinosymmetrisen matriisin _g g kanssa.
Lauseen [2.6] mukaan kaikki reaaliset 2 x 2-matriisit, jotka eivit ole diagonalisoituvia

tai matriisin 01 konjugaatteja jollain A € R, ovat vinosymmetrisen matriisin

A= _% g konjugaatteja joillain a, 5 € R, § # 0. Matriisin A ja kaikkien sen
kanssa konjugaattien matriisien ominaisarvot ovat o + 3. Sijoittamalla differenti-
aaliyhtdloon on helppo todeta, ettd kuvaus z: R — R2,

o0 = o () 0 (Gonf)

T = Ax
2(0) = (a,b)
ominaisarvon reaali- ja imaginaariosan merkeista:
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(1) Jos o = 0, niin ratkaisu on muotoa

- cos [t sin 5t
z(t) =a (— sin Bt) +o <cos ﬁt)
Taméa kuvaus parametrisoi origokeskisen ympyrén, jonka siade on v/a? + b?. Ratkai-
sun kiertosuunta ympyralld méaraytyy parametrin § merkista. Yleisessa tilanteessa
ratkaisut parametrisoivat ellipsin, joka saadaan kuvaamalla tdma ympyra kannan-

vaihtokuvauksella. Kiertosuunta riippuu parametrin g merkisté ja kannanvaihtoku-
vauksen determinantista. Téssa tapauksessa origo on keskus.

X2

b & & & & & &L e e T
//////A///,,--‘_i
4///////‘/_‘\\

A AT
r oo xAAXAXAANA

7 oA
6+ - \"\’\'\’\7/'\/‘/'/%//(//{ |
-6 -4 -2 0 2 4 6

Kuva 5. Keskus

(2) Jos v < 0, niin kerroin 0 < e* < 1 aiheuttaa sen, ettd ratkaisu lahestyy origoa,
kun ¢ — oo. Ratkaisukayra on spiraali, joka kiertda origoa lineaarisella nopeudella ja
ldhestyy sitéd eksponentiaalisella nopeudella, kun ¢ — oco. Vastaavasti ||z(t)| — oo,
kun ¢t — —oo. Téssd tapauksessa origo on spiraalinielu.

(3) Jos a > 0, niin kerroin e > 1 aiheuttaa sen, ettd ratkaisun normi kasvaa
rajatta, kun ¢ — oo. Ratkaisukdyrd on spiraali, joka kiertdd origoa lineaarisella
nopeudella ja etddntyy siitd eksponentiaalisella nopeudella, kun ¢ — oo ja suppenee
origoon, kun t — —oo. Téssé tapauksessa origo on spiraalilihde.

2.3. Kompleksista lineaarialgebraa. Lineaarisen algebran ja geometrian kurs-
seilla kasitellddn yleensé ainoastaan reaalisia vektoriavaruuksia ja niiden lineaariku-
vauksia. Lineaarialgebran teoria voidaan kuitenkin muotoilla yleisemmin korvaamal-
la aksioomissa esiintyvéa reaalilukujen kunta R milld tahansa kunnalla, esimerkiksi
rationaaliluvuilla tai kompleksiluvuilla. Kompleksinen lineaarialgebra auttaa meita
ymméartdméaan paremmin Lauseen [2.6] kolmatta tapausta.
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KuvA 7. Spiraalilahde

Kompleksisen vektoriavaruuden aksioomat ovat samat kuin reaalisessa tapaukses-
sa, mutta kaikki ominaisuudet, joissa reaalisessa tapauksessa esiintyy R vaaditaan

kompleksiluvuille. Esimerkiksi
e Kompleksisessa vektoriavaruudessa V' o(u+v) = au+ awv kaikille o € C ja kaikille
u,v € V.
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e Kuvaus L: V — V on (kompleksinen) lineaarikuvaus, tai kompleksilineaarinen
kuvaus, jos L(au + fv) = aLu + fLv kaikille o, f € C ja kaikille u,v € V.

e Lineaarikuvaukset ja matriisit vastaavat toisiaan, kun kannat on valittu kuten
reaalisessa tapauksessa

e Vektori v € C" on lineaarikuvauksen L: C" — C" ominaisvektori ominaisarvolla
A€ C, jos Lv = .

e Lineaarinen riippuvuus ja siis myos aliavaruuden dimensio maéritellaan komplek-
silukujen avulla: Vektorit u; € V', ¢ € I ovat lineaarisesti riippuvia, jos kaikille
aarellisille summille pétee

N
Z apu;, =0
k=1

vain, jos ay = -+ = a = 0.
Yleisten vektoriavaruuksien teoriaan voi tutustua esimerkiksi ldhteen [Gre| ja mo-
nien algebran kirjojen kuten [Dur| avulla.

Esimerkki 2.9. C" on kompleksinen vektoriavaruus, jonka (kompleksinen) dimen-
sio on n: Standardikanta, joka koostuu vektoreista e, ...e,, missi e; on vektori,
jonka ainoa nollasta poikkeava kerroin on 1 € C paikalla 7, on selvésti lineaarisesti
riippumaton. Kompleksisessa vektoriavaruudessa C maéritellaén vektorien reaali- ja
imaginaariosa ja kompleksikonjugaatti komponenteittain kuvauksina C* — R"™: Jos
z=(z1,...,2,) € C, niin

Rez = (Rez,...,Rez,),

Imz=(Imz,...,Imz,)
ja
Z={(Z1,...,2n)

Nyt voimme palata Lauseen todistukseen.

(3) Oletetaan, ettd matriisilla A ei ole reaalisia ominaisarvoja. Télloin silld on
kaksi kompleksista ominaisarvoa a + i, missd o, € R ja [ # 0. Ajatellaan A
kompleksisena matriisina. T&ll6in ominaisarvoa « + i vastaa jokin ominaisvektori
u = Reu+ilmu € C* — {0}. Havaitaan ensin, etti Reu ja Imu ovat lineaarisesti
riippumattomia reaalisessa vektoriavaruudessa R?: Oletetaan, ettd Imu # 0. Jos
vektorit Reu ja Imw olisivat lineaarisesti riippuvia, niin Reu = c¢Imw jollain ¢ € R.
Talloin

(c+)AImu=A((c+i)Imu) = A(u) = (a+if)u = (e +1i6)(c+ i) Imu,
joten
Almu = (o +if) Imu.

Téamé on mahdotonta, silld AImwu on reaalinen vektori, kun taas (o + i) Imu ei
ole. Tapaus Reu # 0 kisitelldan vastaavalla tavalla.

Kirjoitetaan vektori Au kahdella tavalla reaali- ja imaginaariosien summaksi: Kos-
ka A on reaalinen, pétee

Au= AReu+ilmu) = A(Reu) + iA(Imu).
Toisaalta, koska u on ominaisvektori, patee
Au= (a+if)(Reu+iIlmu) = aReu — fImu + i(fReu + almu).
Vertaamalla reaali- ja imaginaariosia saadaan
AReu=aReu— flmu
19 10/12/2014



ja
Almu = fReu+ almu.

Edelli oleva tarkastelu osoittaa, ettd avaruuden R? kannassa, jonka muodostavat
vektorit v; = Rewu ja vo = Imu, matriisia A vastaava lineaarikuvaus kiyttaytyy
halutulla tavalla. Valitaan kannanvaihtomatriisiksi C' matriisi, jonka sarakkeet ovat
vektorien v; ja v komponentit. Télloin C' on reaalinen ja se on kadntyva koska edellé
totesimme, ettd sen sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomat. Lisaksi patee

C'AC (é) = C M Av, = C Y aw, — Bug) = <_%)

ja
-1 0 _ ~ _ -1 _ (B

CAC 1 =C T Avy = C (o + avg) = e
Lause 2.6/ on nyt todistettu. 0
2.4. Parametrisoituja perheiti. Usein differentiaaliyhtdlo on osa parametrisoi-
tua perhetti & = f,(x), missd o € A ja A # () on perheen parametriavaruus. Talloin
joukkoa U,, jossa vektorikenttd f, on mééaritelty, kutsutaan usein esimerkiksi faa-

siavaruudeksi. Differentiaaliyhtélon ratkaisut voivat kdyttaytya eri tavalla eri para-
metrien arvoilla kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 2.10. Esimerkissé [I.3] tarkastelimme harmonista varahtelijaé, joka ku-
vaa ideaalisen jousen liikettéd 1-ulotteisessa avaruudessa. Oletetaan nyt, etté tarkas-
teltava paino liikkuu pinnalla, jossa siihen vaikuttaa nopeuteen verrannollinen kitka
—bz, missd b > 0. Saadaan systeemi, jota kutsutaan vaimenevaksi (harmoniseksi)
vdardahteliyjiksi. Jos b = 0, kyseessd on harmoninen vérahtelija. Systeemin aikakehi-
tysta kuvaa toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtalo

mi + bt + kx = 0.

Valitsemalla y; = x ja y, = & saadaan ekvivalentti lineaarinen yhtalopari

(20) {?Jl = Y2,

Yo = _%yl - %Z/m

0 1
A= k b |,
m m
matriisimerkinnalli siis

0 1
(21) QZAy=<_ﬁ b>y

jonka kerroinmatriisi on

m m

Taméan yhtdlon ratkaisun tyyppi riippuu parametreistd m, k ja b. Matriisin A de-
terminantti &£/m on aina positiivinen ja sen ominaisarvot ovat

B tr A+ vVtr2 A —4det A B —b+ Vb2 —4km
N 2 N o2m '

e Jos b? < 4km, niin matriisilla A on kaksi kompleksista ominaisarvoa, joiden reaa-
liosa on negatiivinen, joten ratkaisu on spiraalinielu. Jos jousi paastetaan liikkeel-
le alkuarvolla z(0) # 0, £(0) = 0, niin se véirdhtelee tasapainopisteen ympérilla
aarettoman monta kertaa.
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e jos b? = 4km, niin matriisilla A on yksi kaksinkertainen negatiivinen ominaisarvo,
joten ratkaisu on surkastunut nielu. Jos jousi padstetddn liikkeelle alkuarvolla
x(0) # 0, 2(0) = 0, niin se palautuu kohti tasapainopistetta ylittdmétta pistetta
x = 0 kertaakaan. Ratkaisujen tangentit lahestyvit 1-ulotteisen ominaisavaruuden

b

_ 2, _ _ 7
E—ﬁ _{yER Y2 = 2my1}7

kun ¢t = +o0.

e jos b* > 4km, niin matriisilla A on kaksi eri negatiivista ominaisarvoa, joten
ratkaisu on surkastunut nielu tai nielu. Jos jousi paastetédan liikkeelle alkuarvolla
x(0) # 0, (0) = 0, niin se palautuu kohti tasapainopistetta ylittdmatta pistetta
x = 0 kertaakaan.

Tilannetta, jossa b> = 4km kutsutaan kriittisesti vaimennetuksi virihtelijaksi.

Tallainen tilanne on epévakaa parametrien suhteen: pienikin muutos parametreissa

voi muuttaa varahtelijan luonnetta, kun yhtalo muuttuu epayhtéloksi.

05

05|
-10]

-15

-2.0L

Kuva 8. Alivaimennettu vérdhtelija parametreillda m =k = b = 1.

10,

05 [\_05 10 15 20 25 3o

-10"

~15f0

Kuva 9. Kiriittisesti vaimennettu vardhtelija parametreilla m = k =
1, b = 2. Nailla parametreilla origo on surkastunut nielu.
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Harjoitustehtavia.

2.1. Osoita, ettd kuvaus z: R — R?,

2(t) = o (aztb)
“(03)

(1) Miten ratkaisu kiyttaytyy, kun A on positiivinen tai negatiivinen?
(2) Hahmottele ratkaisukiyrid muutamilla alkuarvon (a,b) eri arvoilla.

(3) Siina tapauksessa, ettd z(t) — 0, kun ¢ — oo, osoita, ettd polun x tangenttivek-
tori ldhestyy vaakasuoraa suuntaa.

on differentiaaliyhtalon

ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a, b).

Tehtévissa 2.2H2.6]
(1) Maarité differentiaaliyhtélon ¢ = Ay tyyppi.
(2) Konjugoi matriisi A yhteen lauseen antamista muodoista ja ratkaise vastaava

differentiaaliyhtalo.
(3) Ratkaise alkuarvotehtava
y=Ay
{y(O) =ux.
(4) Hahmottele differentiaaliyhtélon § = Ay ratkaisuja muutamilla alkuarvoilla.

2.2. A= (4 :(15) =(1,1)

2.3. A= ( D = (1,0).

2.4. A—(\/% Vg) 20 = (~1,2).

2.5. A:( ; 2) 20 = (0,1).

2.6. A= (é ) o = (0,1).

2.7. Olkoon o

a 2
1= (5 o)

Madrita differentiaaliyhtalon ¢ = Ay tyyppi kaikilla o € R. Kuvaile, mita tapahtuu
niissé parametriavaruuden R pisteissé, joissa tyyppi vaihtuu. Havainnollista kuvilla.
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3. LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT KORKEAMMISSA ULOTTUVUUKSISSA

Tason tilanteessa yksinkertaistimme lineaaristen differentiaaliyhtéldiden tarkaste-
lua osoittamalla, ettd kaikki reaaliset 2 x 2-matriisit voidaan konjugoida reaalisella
matriisilla yhteen kolmesta perusmuodosta. Téamén luvun aluksi késittelemme ylei-
sempad kaikissa ddrellisissd dimensioissa patevaa tulosta, jonka erikoistapaus edellé
mainittu Lause [2.6{on. Témén jalkeen osoitamme, ettd kaikki lineaariset autonomi-
set differentiaaliyhtélét voi ratkaista matriisien eksponenttifunktion avulla ja luvun
lopussa késittelemme yleistysta sellaisiin lineaarisiin differentiaaliyhtél6ihin, jotka
eivit ole autonomisia.

3.1. Konjugointi kanoniseen muotoon. Jos By, ..., By ovat ny X ny,...,ny X
ny-nelimatriiseja ja » ;" n; = n, niin matriiseista By, ..., By muodostettu n x n-
matriisi

By

By
diag(By,...,By) = . ,

Bn

jossa loput n? — 32N n? kerrointa ovat nollia, on blokkidiagonaalimatriisi, jonka
blokkeja ovat matriisit B;. Blokin B; koko on n;.

Lause 3.1 (Jordanin kanoninen muoto). Olkoon A reaalinen n x n-neliomatriisi ja
olkoot A\i,..., A\, A\pit, 5\r+1, A A seneri ominaisarvot. Olkoot a; ja g; omi-
naisarvon X; algebrallinen ja geometrinen kertaluku. Talléin A voidaan konjugoida
reaalisella matriisilla blokkidiagonaalimuotoon, jossa jokainen blokki on joko muotoa

Ao 1
Ao 1
Ao 1
Ai
jos \; on reaalinen, tai
Cy\, Ir
C\, Iy
_ Q; ﬁz .
Cy, = <_5i al) tai ,
I
C),

Jos \i = a;+1if3; ei ole reaaliluku. Reaalista ominaisarvoa \; vastaa g; blokkia, joiden
kokojen summa on a;. Kompleksista ominaisarvoparia A;, \; vastaa g; blokkia, joiden
kokojen summa on 2a;.

Jordanin kanonisen muodon ja Lemman avulla moniulotteiset tapaukset voi-
daan palauttaa helpommin késiteltdvian muotoon. Télla kurssilla emme todista
Lausetta [3.1], todistus esitetdédn monissa hieman edistyneemmaén lineaarialgebran
kirjoissa, esimerkiksi [HJ|, [Ort].

Esimerkki 3.2. Olkoon A reaalinen 3 x 3-matriisi, jolla on yksi kompleksinen omi-
naisarvopari A\, A = i ja yksi reaalinen ominaisarvo —1. Tilléin A on Lauseen
mukaan matriisin

(22) B=|-

S = O
o O =
o
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konjugaatti. Matriisia B vastaava differentiaaliyhtélé £ = Bx on helppo ratkaista,
koska ensimmaiset kaksi koordinaattia muodostavat oman 2-ulotteisen systeeminsa:
Kuvaus
acost+ bsint
z(t) = | —asint + bcost
ce™t
on ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a,b,c) € R3.

Jos ¢ = 0, niin ratkaisu pysyy x;re-tasossa ja on v/ a? + b?-sdteisen ympyran para-
metrisointi kuten esimerkissa [I.3] Jos taas a = b = 0, niin ratkaisu pysyy zz-akselilla
ja lahestyy origoa eksponentiaalisella vauhdilla. Yleisen tilanteen ratkaisukéyra kul-
kee sylinterill&

{z eR®: 2] + 25 =a® +b*}
ja kasautuu kohti zxo-tason ympyraé

{(21,22,0) ER® 1 2f + 2 = a” + ).

170277777—77
-1

X3
002 004 006

-~ | T 0.06

1084
0 X2

-0.02

10.00

Kuva 10. Kaksi eri ndkyméa differentiaaliyhtélon @ = Bz ratkai-
susta alkuarvolla z(0) = (1,1,1), kun B on kaavan (22)) matriisi.

Alkuperiisen differentiaaliyhtdlon ratkaisut saadaan muuttujanvaihtolemman [2.7]
avulla.

Kun lineaarinen autonominen differentiaaliyhtélo ¢y = Ay konjugoidaan muotoon
# = Bz, missi B = C 'AC on Jordanin kanonisessa muodossa, niin alkuperiinen
differentiaaliyhtdlo korvataan ekvivalentilla yhtélolld, jonka ratkaiseminen on help-
poa: Jos B = diag(By, ..., By), niin differentiaaliyhtélon & = Bz ratkaisu saadaan
yhdistamailld kutakin blokkia vastaavien differentiaaliyhtildiden () = Bjx(j) rat-
kaisut z = (M, ..., ™). Jos B; on reaalista ominaisarvoa vastaava 1 x 1-blokki
tai kompleksista ominaisarvoa vastaava 2 x 2-blokki, niin ratkaisu zU) tiedetéiéin
alemman perusteella, samoin Luvussa [2[ huomattiin, ettd alkuarvotehtavan

(e 0=

z(t) = M (a z tb) :
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Yleistimme tdman havainnon suuremmille blokeille ja palaamme yleisen komplek-
sista ominaisarvoa vastaavan blokin ratkaisuun Luvussa .2l

Propositio 3.3. Olkoot zg = (x,...,25) € R" ja X € R. Alkuarvotehtivin

Al
A1
T = x, z(0) = xg
A1
A
ratkaisu on
1 t t2/2 "1/ (n —1)!
0 1 t t"2/(n — 2)!
z(t) = e |[xg O 422|043 1 [+ 42 : |-
: : t
0 0 0 1
Todistus. Suora lasku. O

Esimerkki 3.4. Kolmiomatriisin determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo, jo-
ten karakteristisen polynomin avulla ndemme heti, etté yldkolmiomatriisin

11 -1 0
01 01
A=1o0 11
00 01

ainoa ominaisarvo on 1. Ominaisvektorit maarittava yhtaloryhmé koostuu kahdesta
yhtéalostéa

T2 = T3

ry=0,

joten esimerkiksi vektorit v; = (1,0,0,0) ja wy; = (0,1, 1,0) virittdvit 2-ulotteisen
ominaisavaruuden F;. Ominaisarvon 1 algebrallinen kertaluku on 4 ja sen geometri-
nen kertaluku on 2, joten matriisin A Jordanin kanoninen muoto on (permutaatiota
vaille) joko

1100 1 000
0100 tai 0110
0011 0011
00 01 0 001

On siis selvitettavd ainoaa ominaisarvoa 1 vastaavan yleistetyn ominaisavaruuden
rakenne tarkemmin: Yhtalolld (A — Iy)x = vy on 2-ulotteinen ratkaisuavaruus, josta
voimme valita vektorin ve = (0,1,0,0), joka on lineaarisesti riippumaton vektorin
v; kanssa. Sen sijaan yhtalolld (A — )z = vs el ole ratkaisua. Vastaavasti yhtalolla
(A — Ij)x = w; on 2-ulotteinen ratkaisuavaruus, josta voimme valita vektorin wy =
(0,0,0,1), joka on lineaarisesti riippumaton vektorin w; kanssa.

Jos F': X — X on kuvaus, niin osajoukko Y C X on F-invariantti, jos F(Y) C Y.
Edella ndimme, ettd matriisia A vastaavalla lineaarikuvauksella on siis kaksi inva-
rianttia 2-ulotteista aliavaruutta V' = (vy,vs) ja W = (wy, ws). Lineaarikuvauksen
L]y matriisi kannan vy, vs ja lineaarikuvauksen L|y matriisi kannan wq, wy suh-

0 1
ketjua ominaisarvolle 1: (A — Iy)ve = vy, Avy = vy ja (A — I)wy = wy, Awy = wy.
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Haluttu matriisin A Jordanin kanoninen muoto on siis

1100
0100
B=10 011
0 0 01
ja kannanvaihto saadaan matriisilla
1 0 00
0110
C= 0010
0001
A = CBC~!. Differentiaaliyhtilon @ = Bz ratkaisut ovat
a—+ bt
wt)y=¢| °
c+dt
d

Differentiaaliyht#lon ¢ = Ay ratkaisut ovat siis funktiot y: R — R*,
1 000 a+ bt

B o110 b
yO)=Cat)=c" g g 1 o] |ecrar
000 1 d
a+ bt
o lerera
c+dt

d

Ratkaisu toteuttaa ehdon y(0) = (a,b + ¢, ¢, d), mikd pitdd ottaa huomioon alkuar-
votehtédvaa ratkaistaessa.

Yleisessa tilanteessa, jos lineaarisesti riippumattomat vektorit vy, . .., vx toteutta-
vat (A— M )v; = vj_; kaikilla j =2,..., K, (A—Al)v; = 0 ja yhtélolla (A— )z =
vk el ole ratkaisua, niin ndmé vektorit muodostavat Jordanin ketjun. Jos kay-
tettava kanta valitaan niin, ettd vektorit wvq,...,vg sisaltyvat siihen, aliavaruutta
(v1,...,vk) vastaa blokki

Al
Al

A1
A
3.2. Matriisien eksponenttifunktio. Tarkastelemme Luvussa periaatteessa
suoraviivaista menetelméd autonomisen lineaarisen vakiokertoimisen differentiaa-
liyhtalon ratkaisemiseksi ilman konjugointia. Aloitamme sopimalla, milloin kaksi
n X n-matriisia on lahelld toisiaan. Téatd varten méaritellddn metriikan ja metri-
sen avaruuden kasitteet. Metrisid avaruuksia késitellddn laajemmin muun muassa
topologian kurssilla, tdssé valitsemme teoriasta vain tarpeelliset osat.
Olkoon X # (). Kuvaus d: X x X — [0, co[ metriikka joukossa X, jos

e d(x,y) =0, jos ja vain jos = y (positiivisuus),
e d(z,y) = d(y,x) kaikille z,y € X (symmetrisyys) ja
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o d(x,y) < d(z,z)+ d(z,y) kaikille z,y, z € X (kolmioepayhtald)

Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Metriikka on tapa mitata joukon X pisteiden etéisyyksia, sen maaritelmaén on va-
littu ominaisuuksia, jotka euklidisen normin madraamaélla avaruuden R™ euklidisella
etdisyydelld (metriikalla)

d(z,y) = llz =yl =

on. Metrisen avaruuden (X, d) Cauchyn jonot ja jonojen suppeneminen méaritellaén
kuten euklidisessa avaruudessa.

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus ||-||: V' — [0, 00|, v +— ||v]|, on normi,
jos
(1) |jv]| = 0, jos ja vain jos v = 0,
(2) Av|| = |A|||v]] kaikille A € R ja kaikille v € V ja
(3) [[v 4+ w| < |v| + [Jw|| kaikille v,w € V.

Pari (V)] - ||) on normiavaruus.

Esimerkki 3.5. (1) Lineaarialgebran kursseilla osoitetaan, ettd euklidinen normi

|v]| = /> i, v on normi.

(2) Lauseke
(23) [Alloe = ll(aij)lloc = max fas|.

1<i,j<n
méérittelee normin avaruudessa Mat,, (R).

Lemma 3.6. Olkoon (V)| - ||) normiavaruus. Tdlloin lauseke d(z,y) = |z — y|
madaraa metriikan.

Todistus. Harjoitus. 0

Varustetaan reaalisten n X n-matriisien vektoriavaruus M,, normilla || - || ja tété
normia vastaavalla metriikalla. Talloin matriisien muodostama jono A; suppenee
kohti matriisia A, jos ||A; — Al = 0, kun i — oo.

Propositio 3.7. Jono (A;)2, suppenee avaruudessa (Mat,(R), | - ||o), jos ja vain
jos kaikki sen kertoimien muodostamat jonot (ax)$2, suppenevat reaalilukujen jou-
kossa.

Todistus. Harjoitus. 0

Huomaa: Aérellisulotteisessa vektoriavaruudessa kaikki normit ovat ekvivalentteja,
joten suppenemiskésite ei riipu normin valinnasta. Monessa tilanteessa olisi luonteva
kayttad operaattorinormia

|A] = max [[Az],

llz[l=1

missé || - || on euklidinen normi.
Propositio 3.8. Neliomatriisien avaruus Mat,(R) varustettuna normin (23) anta-
malla metriikalla on homeomorfinen n?-ulotteisen euklidisen avaruuden kanssa.

Todistus. Kasitelldan kurssilla Topologia. 0
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Magritellddn matriisien potenssit tavanomaiseen tapaan asettamalla A = I,,,
Al = A) A? = AA ja induktiivisesti AT = AAF kaikille A € Mat,(R) ja kaikille
k > 2. Neliomatriisien sarjojen ja erityisesti potenssisarjojen Z?io A, ¢ € R,
suppeneminen maéritellaan aarellisten osasummien jonojen suppenemisen kautta
kuten 1-ulotteisessa tapauksessa kurssilla Analyysi 3/Sarjat ja approksimointi.

Propositio 3.9. Sarja

o

(24) >

suppenee kaikille neliomatriiseille A.

Sarja madrittelee matriisien eksponenttifunktion exp: M, — M,,

exp A = Z 7 .
§=0

Todistus. Olkoon a¥, matriisin A ij-kerroin. Talldin

ij
n
a2, = | aiarj| < nl| A%,
k=1

ja induktiolla

n

lafy| = > al | < N THIAY
k=1

Siispé,

jaigl _ nV AN _ N AY

< <

N! — N! - N! 7
ja koska reaalinen eksponenttifunktio suppenee itseisesti, niin Weierstrassin M-testin
ja Proposition nojalla sarja suppenee. 0

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan Jordanin kanonisessa muodossa esiintyvien blokki-
matriisien kuvia eksponenttifunktiolla.

Matriisin
_( 0 B
1= (5 )

ominaisarvot ovat +i/3. Télle matriisille pétee

92
(3 -5 )
B

A3 = — /82_[2 </(6]) _O) - _ﬁQAa
A4 :B4IQ7
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ja induktiolla saadaan siis

(DA S (1R
2 @h) >4

£ (2 + 1))

kﬁ (2k+1) 00 (—1)kﬁ(2k)
N (2K)!

k=0
[ cosB sinp
~ \—sinf cosfB) -
Vastaavasti muille (luvulla ¢ € R kerrotuille) 2 x 2-matriisien perusmuodoille
saadaan

QM8

a1 1t t3/2 ... t"1/(n—-1)
A1 01 t - t"2/(n—2)!
expt =eM|l0 0 1 :
A1 P
A 00 0 1
ja jos
- a f . - cos Bt sin ft
A= (—6 a) ja R= (—sinﬂt cosﬂt) ’
niin
A I R Rt Rt?*/2 ... Rt"'/(n-—1)!
A I 0 R Rt - Rt"?/(n-—2)!
expt =10 0 R :
I, Do : Rt
A 0 0 0 R

Matriisien eksponenttifunktiolla on seuraavat perusominaisuudet:

Propositio 3.11. Jos A, B,C € M,,, C' on kddntyvd ja AB = BA, niin
(1) exp(CAC™Y) = Cexp(A)CH,

(2) exp(A+ B) = exp Aexp B ja

(3) exp(—A) = (exp A)~!

Todistus. (a) On helppo todistaa tarkastelemalla osasummien jonoja.
(b) On hieman hankalampi: Binomikaava antaa kommutoiville matriiseille

AJ BF
n_ o
(A+ B)" =nl! Z e
Jjt+k=n
joten vaite on
> A BF A = B*
>y At (29 ()
n=0 j+k=n j=0 k=0

Tama yhtalo todistetaan samalla tavalla kuin vastaava reaalilukujen tulos (Cauchyn

tulo/Analyysi 3), yksityiskohdat matriisitapauksessa esitetdén esimerkiksi kirjassa
[HSD].

(c) Seuraa (b)-kohdasta valitsemalla B = —A. O
Erityisesti siis exp A on kdantyva kaikilla A € M,,.
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3.3. Lineaarisen autonomisen yhtilon ratkaiseminen. Matriisien eksponent-
tifunktio antaa menetelmén kaikkien lineaaristen homogeenisten differentiaaliyhté-
16iden ratkaisemisen ilman konjugointia kanoniseen muotoon. Kéaytdnnossa matrii-
sien eksponenttifunktion arvon laskeminen annetulle matriisille voi kuitenkin olla
haastavaa ilman konjugointia.

Aloitamme hy6dylliselld abstraktilla havainnolla. Téssa tuloksessa méaaritdmme
derivaatan kuvaukselle, itse asiassa polulle, jonka arvot ovat matriiseja. Matriisien
avaruus Mat,, (R) on n?-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus, joka on siis isomorfinen
avaruuden R™ kanssa. Derivaatta médritetién siis kuten tavallisesti vektoriarvoiselle
kuvaukselle tehdéan.

Propositio 3.12. Olkoon A € Mat,(R) ja olkoon ®: R — Mat,,(R),
d(t) = e
Tdlloin
d'(t) = A = D(1)A.
Todistus. Proposition [3.11{(2) avulla saamme Taylorin kehitelmén

Dty + s) = elot)A = ploAgsA — AT 1 g4 1 O(s?)) = e + 4 A s + O(s?),
mistéd viite seuraa Taylorin polynomin yksikésitteisyyden nojalla. U
Lause 3.13. Olkoon A € Mat,(R). Alkuarvotehtivin © = Ax, x(0) = zo ainoa
ratkaisu on x: R — R", z(t) = e'xy.

Todistus. Propositiosta |3.12] seuraa heti, etta
d
©(t) = %(emmo) = e Ay = Ae'zy = Ax(t)
kaikilla ¢t € R, joten z(t) on ratkaisu.

Ratkaisun yksikésitteisyys seuraa OY-lauseesta [1.6] joka todistetaan Luvussa [4l
Tassé tapauksessa yksikéasitteisyys on helppo osoittaa kuitenkin suoraan. Josy: R —
R™ on alkuarvotehtdvin ratkaisu, niin méaéritelldadn kuvaus z: R — R"™ asettamalla
2(t) = e y(t). Nyt

5(1) = —Ae (1) + e Ay(t) = e (A — A)y(t) = 0,

joten z on vakiokuvaus z(t) = x. Siispd kuvauksen z mééritelméd antaa y(t)

et 0

Esimerkki 3.14. Olkoot

A I
A I
_( @ By . _
A= (—5 a) ja A=
I
A
- : L. Ji=Az ,
Lauseen |3.13|ja Esimerkin [3.10; mukaan alkuarvotehtavan { (0) ratkaisu on
X = 29
R Rt Rt*/2 ... Rt"'/(n—1)!
0 R Rt -+ Rt"?/(n-2)
z(t)=e*]10 0 R - : Ty ,
0 0 0 R
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misséa

R cos Bt sin Bt
~ \—sinft cosft)’

(AL
=0 %)

ratkaisu alkuarvolla = (1, e, x3, 24) On

Erityisesti siis tapauksessa

cosft sinfft  tcosft tsin St 1
—sin gt cos Pt —tsin St tcos Pt T
0 0 cosft  sinft x3

0 0 —sin Bt cosft Xy

x(t) = e

Mill4 tahansa joukolla x # () maariteltyjen reaaliarvoisten funktioiden joukko
F(X,R)={f: X - R}

muodostaa reaalisen vektoriavaruuden, kun funktioiden yhteenlasku méaritellaan
pisteittdin asettamalla kaikille f,gj € 7 (X, R)

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

kaikille z € X ja reaaliluvulla kertominen maéritellan asettamalla kaikille A € R ja
kaikille f: X — R

(Af)(z) = A f(z)
kaikille z € X.

Seuraus 3.15. Olkoon A € Mat,(R). Lineaarisen differentiaaliyhtilon & = Ax
ratkaisut muodostavat n-ulotteisen reaalisen vektoriavaruuden.

Todistus. Osoitetaan, ettéd ratkaisut muodostavat funktioiden avaruuden lineaarisen
aliavaruuden. Olkoot x ja y ratkaisuja ja A, u € R. T&ll6in derivoinnin lineaarisuu-
den, ratkaisun méaritelmén ja matriisilla kertomisen lineaarisuuden nojalla

%(Ax + py) = A&+ py = Nz + pAy = A(dx + py) ,
joten Ax + py on ratkaisu. Siis ratkaisut muodostavat vektoriavaruuden.

Olkoot ey, ey, ...,e, vektoriavaruuden R" standardikantavektorit. Lauseen [3.13]
mukaan kuvaukset z(!) = etdeq, ..., 2™ = elle, ovat tarkasteltavan lineaarisen
homogeenisen yhtélon ratkaisuja. Ne ovat lineaarisesti riippumattomia silld niiden
lineaarikombinaatio ., a;x" saa ajanhetkelld 0 arvon >, aie;, joka on 0 vain,
jos a; = as = -+ = a, = 0. Siis ratkaisujen avaruuden dimensio on véhintaan n.

Olkoon x jokin ratkaisu. Talloin

z(0) = Z 2(0);e; = (Z al-:zc(i)) (0).

Lauseen m yksikésitteisyystuloksen nojalla x = > "7 a;z™, joten ratkaisujen ava-
ruus on n-ulotteinen. 0
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Harjoitustehtavia.
3.1. Olkoon a € R ja olkoon

a 1 0
-1 a 0
0 0 1

Kuvaile differentiaaliyhtélon & = Ax ratkaisujen kéyttdytyminen kaikilla o € R.
Piirra kuvia.

(25) A=

3.2. Olkoon
-3 0 2
A= 1 -1 0
-2 -1 0
Madérita differentiaaliyhtalon y = Ay kaikki ratkaisut.
3.3. Olkoon
2 -1 1
A=10 3 -1
2 1 3
Maarita differentiaaliyhtilon ¢y = Ay kaikki ratkaisut.
3.4. Olkoon
11 2
A= 0 2 2
-1 1 3
T4
Ratkaise alkuarvotehtivi { Y
y(0) =(2,0,1) .
3.5. Olkoon
0110
01 01
A= -2 130
-1 0 1 2
y=Ay

Ratkaise alkuarvotehtava
y(0) = (1,0,0,0) .

3.6. Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Olkoon A matriisin A ominaisarvo ja olkoon
V sitd vastaava ominaisvektori. Osoita, ettd e on matriisin exp A ominaisarvo ja
ettd V on sitd vastaava ominaisvektori.

3.7. Jos A on neliomatriisi ja A on sen ominaisarvo, niin vastaava ominaisavaruus
on matriisin A — A\ ydin:

E\(A) = ker(A —\).
Jos k on luonnollinen luku, k£ > 1, niin vektorialiavaruus

EY(A) = ker(A — \)*
on ominaisarvoa A\ vastaava kertaluvun k yleistetty ominaisavaruus. Osoita, etté
koko R™ on n X n-matriisin

Al
Al
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ominaisarvoa \ vastaava yleistetty ominaisavaruus.

3.8. Olkoon A reaalinen 2n x 2n-matriisi, jolla on 2n eri kompleksista ominaisarvoa
A, Ay An, Ap. Olkoot Wy, ... W, ominaisarvoja Aq,..., A, vastaavia ominais-
vektoreita.

(1) Osoita, ettd W, on ominaisarvoa )\, vastaava ominaisvektori jokaisella k =

1,...,n.
(2) Osoita, etté vektorit Wy, ..., W, ovat lineaarisesti riippumattomia.
Olkoot

1
Va1 = 5 (W; + W)

ja

kaikilla 5 =1,...,n.
(3) Osoita, etti vektorit Vi, ..., Vs, muodostavat avaruuden R*"* kannan.
Olkoon C' kannanvaihto standardikannasta kantaan Vi, ..., Vs, (siis Ce; = V; kai-
killa j =1,...,2n).
(4) Maéritd matriisi C~1AC.
3.9. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Osoita, ettd lausekkeet
di((v1,11), (22, 92)) = dx(z1,22) + dy (y1,92) ,
da((71,91), (T2, 92)) = \/dX(xla 12)? + dy (y1,2)?
doo((71,91), (T2, 92)) = max{dx(z1, 552)2 +dy (y1,92) }

madritteleviat metriikat tuloavaruudessa X x Y.
3.10. Todista Lemma [3.6]

3.11. Todista Propositio [3.7]

3.12. Olkoot D = diag(\, A, A),

010 A1 0
N=|[o0 01 ja A=[0 A1
0 00 0 0 A
Maéritd matriisit exp D, exp(tN) ja exp(tA).

3.13. Todista Propositio [3.111).
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4. EPALINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Aiemmissa luvuissa tarkastelimme lineaaristen autonomisten differentiaaliyht&loi-
den ratkaisemista. Monissa tilanteissa tavattavat differentiaaliyhtilot ovat kuitenkin
yleisempéaéd muotoa, esimerkiksi muotoa

e & = f(x), missd vektorikentta f ei ole lineaarinen, tai
e © = f(x,t), missd kuvaus f on ajasta riippuva.

Jalkimmainen ongelma on pieni kuten jo johdantoluvussa totesimme: Korvataan n
muuttujan differentiaaliyhtéilo @ = f(x,t) n+ 1 muuttujan yhtalolla lisddmalld uusi
muuttuja z,1; =t ja yhtalo: z,,, = 1.

Monissa sovelluksissa padadytadan tarkastelemaan epélineaarisia differentiaaliyhta-
16ita kuten Esimerkin Lotkan ja Volterran yhtalo.

Esimerkki 4.1 (Epélineaarinen heiluri). Jaykalla varrella akseliin kiinnitetyn hei-
lurin liikettd kuvaa differentiaaliyhtalo

0+b0+sinf =0,

missé b > 0 on kitkakerroin. Muutetaan tdmé toisen asteen differentiaaliyhtdld yh-
talopariksi valitsemalla toiseksi muuttujaksi v = 6, jolloin saadaan epélineaarinen
differentiaaliyhtalo

0=uv
26
(26) {Dz—sin@—bv

Todistamme téssé luvussa epélineaaristen yhtaléiden Olemassaolo- ja yksikasittei-
syyslauseen. Sitd ennen valmistelemme hieman tarkastelemalla kutistavia kuvauksia
metrisisséd avaruuksissa.

4.1. Kutistavat kuvaukset metrisessi avaruudessa. Metrinen avaruus X on
taydellinen, jos sen kaikki Cauchyn jonot suppenevat.

Esimerkki 4.2. Olkoon I C R suljettu ja rajoitettu vali. Valilla I mé&ariteltyjen
jatkuvien kuvausten f: I — R"™ vektoriavaruus C°(/, R") varustettuna maksiminor-
milla

1£1] = max [[£(2)]

on taydellinen metrinen avaruus, kun se varustetaan metriikalla d(f, g) = ||.f — ¢||-

Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia ja olkoon K > 0. Kuvaus F': X — Y
on K- Lipschitz-kuvaus tai K -Lipschitz(-jatkuva), jos

dy(F(z), F(y)) < Kdx(z,y)

kaikille =,y € X. Jos F' on K-Lipschitz jollain K > 0, niin sanotaan, ettd F' on
Lipschitz-jatkuva. Jos F on K-Lipschitz jollain K < 1, niin sanotaan, ettd F' on
kutistava (vakiolla K).

Piste x € X on kuvauksen F': X — X kiintopiste, jos F(x) =

Lause 4.3 (Kutistusperiaate eli Banachin kiintopistelause). Olkoon X tdydellinen
metrinen avaruus. Tdalloin jokaisella kutistavalla kuvauksella F: X — X on tasmdl-
leen yksi kiintopiste.
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Todistus. Olkoon x € X ja olkoot m,n € N, m < n. Olkoon F': X — X kutistava
kuvaus vakiolla K < 1.Téll6in
n—m-—1
d(F™(2), F"()) < Y d(F™*(x), F"4 ()
k=0
n—m—1

d(Fm”“(w), F™ (P (x)))

k=

n—m—1

< Z K™ hd(e, F(a)) < £

— —

m

Kd(x,F(x)) .

Siis jono (F](a:))j‘;l on Cauchyn jono ja koska X on taydellinen, tdmé jono suppenee
kohti jotain pistettd z., € X.
Piste x,, on kuvauksen F' kiintopiste, silld kaikille 7 € N pétee

d(Too, F(200)) <d(Too, F7(2)) + d(F!(z), F(2)) + d(FI (2), F(14))
<(1 + K)d(20o, F¥(2)) + K’d(z, F(x)) — 0,

kun j — oco. Metriikan positiivisuudesta seuraa, ettd xo = F(2).
Jos T ja Yoo ovat kiintopisteité, niin

Kd(Zoo, Yoo) = d(F (o), F(Yoo)) = d(Teo, Yoo,
joten d(Zoo, Yoo) = 0 ja SiiS Too = Yoo- O
4.2. Olemassaolo- ja yksikisitteisyyslause. Todistamme nyt Picardin ja Lin-
delofin klassisen lauseen alkuarvotehtévien ratkaisujen olemassaolosta ja yksikésit-

teisyydesté. Klassinen todistus saa miellyttavan rakenteen, kun kiytdmme Luvussa
[4.1] késiteltyja metristen avaruuksien késitteité ja tuloksia.

Lause 4.4 (OY-lause). Olkoon I C R avoin vdli ja olkoon U C R"™ avoin. Olkoon
f: 1 xU — R" jatkuva kuvaus, jolle kuvaus x — f(t,x) on M-Lipschitz jokaisella
t € R. Jokaisella (a,b) € I x U on § > 0 siten, etti alkuarvotehtivdilld

o {x = f(t.2),
xz(a) =b
on valilld la — 0, a + 8] madritelty yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Todistamme lauseen tapauksessa, jossa U = R" ja f on M-Lipschitz.
Yleisen tapauksen todistus samalla idealla esitetdén esimerkiksi kirjassa [HK].

Olkoon siis f: R x R™ — R™ M-Lipschitz-kuvaus. Valitaan 0 < § < % Olkoon
(a,b) €la—6, a+3[xR™. Picardin operaattorion kuvaus Z,;: C°([a—6,a+5],R") —
C%[a — 6,a + 0], R™),

t
Zus o)D) =0+ [ fs.0(5))ds
Teemme kaksi oleellista havaintoa Picardin operaattorista:

Lemma 4.5. Kuvaus ¢: [a—9,a+3] — R on alkuarvotehtivin ratkaisu vélilld
la —6,a+ 6], jos ja vain jos se on Picardin operaattorin P, kiintopiste.

Todistus. Kuvaus ¢ on Picardin operaattorin kiintopiste, jos ja vain jos

(28) o) =0+ [ fts.ols)is
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Jos ¢ on kiintopiste, se toteuttaa siis selvésti alkuehdon ¢(a) = b. Lisdksi kuvaus
¢ on differentioituva ja toteuttaa ehdon ¢(t) = f(t, ¢(t)) analyysin peruslauseen
nojalla.

Toisaalta, jos ¢ on alkuarvotehtavan ratkaisu valilla Ja — ¢, a+ d], niin kaikilla
t €la —6,a + §| pétee

%M@@=b+/f@mm@=b+/¢wmzwm

joten ¢ on Kkiintopiste. O
Lemma 4.6. Picardin kuvaus on kutistava.

Todistus.

|Pap(0) = Pap(¥)| = max

[t—al <o

/uuwm—ﬂwmmm

Lemman ja Lauseen mukaan Picardin operaattorilla on tdsmélleen yksi
kiintopiste. Lemman [£.5] mukaan tdmé kiintopiste on tarkasteltavan alkuarvotehté-
vin (27) ainoa ratkaisu vélilld Ja — §,a + 0] O

Lausetta voi soveltaa aina, kun f: U — R”™ on C', silli f|z on Lipschitz-
jatkuva, kun B C U on suljettu pallo.

Seuraus 4.7 (Autonominen OY-lause). Olkoon U C R™ avoin. Olkoon f: U — R"
C'-kuvaus. Jokaisella a € R ja v € U on & > 0 siten, ettd alkuarvotehtivilli

&= f(x),
(29) {x(a) =b

<oMll¢—v[ . O

on valilld Ja — 9, a + 0] mddritelty yksikasitteinen ratkaisu. O

Esimerkki 4.8. Vaikka tarkastelemmekin ldhinna korkeampiulotteisia tilanteita,
on hyvd muistaa, miten Picardin iteraatio antaa alkuarvotehtévin § = vy, y(0) = 1
ratkaisun: Valitaan ensimméiseksi arvaukseksi vakiofunktio yo(t) = 1. Téll6in

yi(t) = Pyo)(t) =1+ /Ot ds =1-+t,

2

w(0) = 20 =1+ [t =10+,

ja induktiolla
kgk
w(t) = Pye-1)(t) = ) -
j=0 "
Kuvausten y;, muodostama jono suppenee kohti eksponenttifunktiota tasaisesti kom-
pakteilla valeilla.

Osoitamme seuraavaksi, ettd toisiaan riittavén ldhella olevia alkuarvoja vastaavat
ratkaisut pysyvét ldhelld toisiaan: Merkitéédn jatkossa alkuarvotehtévin @ = f(x),
f(a) = b ratkaisua ¢, .

Propositio 4.9. Olkoon U C R™ avoin ja olkoon f: U — R™ K-Lipschitz- jatkuva.
Olkoon € > 0. Talloin on n > 0, jolle

||¢a,b - ¢a,b’|| = Inax Hﬁba,b(t) - Qba,b’(t)H <€,
[t—al<é

jos ||b =V <mn.
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Todistus. Todistus seuraa suoraan seuraavasta parametrisoitujen kutistavien ku-
vausten tuloksesta valitsemalla kutistavien kuvausten perheeksi Picardin operaatto-
rit, jotka parametrisoidaan alkuarvoilla b € U. Kaytdmme tuloavaruudessa X x Y
metriikkaa

di((z1,91), (¥2,92)) = dx(x1,22) + dy (y1,92) -
Propositio 4.10. Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen
avaruus. Olkoon 0 < K < 1 ja olkoon F: X XY — X jatkuva kuvaus, jolle kuvaus
F, = F(-,y): X — X on kutistava kuvaus vakiolla K jokaiselle y € Y. Olkoon

g:Y — X kuvaus, jonka arvo pisteessi y on kuvauksen I, kiintopiste. Tdlloin
kuvaus g on jatkuva.

Todistus. Havaitaan, ettd kaikille x € X pétee

) < Z dx (Fy(2), Fy" () + dx (Fy ™ (2), 9(y)) .

joten

) < de z), FyH (2)) = 5 jde(x,Fy(l‘)),

sillé dérellinen summa on pienempi kuin =zdx (z, Fy(x)) ja dx (Ff (x), g(y)) — 0,
kun k£ — oo, koska g(y) on kutistavan kuvauksen F, kiintopiste. Valitaan z = ¢g(y') =
F(g(y'),v'), jolloin yll& oleva epéyhtilo antaa

(30) dx(9(y),9()) < 5 jde(F(g(y’),y’%F(g(y’),y)) :

Tulometriikan mééritelmén mukaan dy(y’ y) = di((9(y), ), (9(¥),y)), joten ku-
vauksen F' jatkuvuuden ja yhtélon (30]) nojalla ndhddén, ettd dx(g(v'), g(y)) — 0,
kun dy (v, y) — 0, kuten véitettiin. O

Palaamme Proposition todistukseen tapauksessa U = R": Viite seuraa valit-
semalla X = C%([a—6,a+6],R"),Y =R"ja F: X xY — X, F(¢,b) = P,4(¢). O

Esimerkki 4.11. Differentiaaliyhtélon

.Z’+£EJ)

. — 8 4 xy + 2

T = o 12+$2+z1x2
L1 — 3 2

ratkaisut alkuarvoilla zy = (0.9,0) ja z; = (0.95,0) kiyttaytyvit samaan tapaan
(itse asiassa kaikilla ¢t € R), kun taas alkuarvolla x5 = (1.1,0) kiyttdytyminen on
erilaista kuin alkuarvoilla zy ja x;, kun ¢ kasvaa.

Olkoon f: U — R", U C R", C'-vektorikentti. Autonomisella alkuarvotehtévilla
l‘(to) = 29

on OY-lauseen mukaan jollain avoimella valilld ¢, € I maéritelty yksikasitteinen
ratkaisu. Maksimaalista téallaista vélia kutsutaan ratkaisun maksimaalisekst madrit-
telyvdliksz.

Propositio 4.12. Olkoon U C R™ avoin ja olkoon f: U — R™ C'. Tdllsin

(1) Jokaisella xo € U ja ty € R on alkuarvotehtivin (31) maksimaalinen avoin
mddrittelyvdli.
(2) Jos U =R"™ ja f on K-Lipschitz, niin maksimaalinen mddrittelyvili on R.
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Todistus. (a) Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd to = 0. OY-lauseen mukaan
alkuarvotehtavéilla on ratkaisu, joka on yksikésitteisesti madaritelty jollain valilla
| — 9, d]. Tehd&dén ensin seuraava havainto: Jos I; ja I ovat avoimia vélejé, joilla al-
kuarvotehtévin ratkaisut x; ja xo on méadritelty, niin z1(t) = z5(t) kaikilla t € I1N 1.
Nimittéin, jos tdmé ei pade, niin on maksimaalinen osavali [0,¢*] C I; N Iy, jossa
ratkaisut yhtyvét. Olkoon x* = z1(t*) = z2(t*). Nyt x; ja 29 ovat alkuarvotehtévin
T = f(z), x(t*) = z* ratkaisuja jollain valilla |t* — a,t* 4 a[, joten ne yhtyvét talla
valilla. Tama on ristiriita ajan t* maaritelmén kanssa.

Olkoon J =|a, 8] yhdiste kaikista alkuarvotehtévén ratkaisuvéleistd. Maaritelldén
kuvaus x: |a, f[— U néin: Jokaisella ¢ € J on alkuarvotehtévin ratkaisu wu,
joka on médéritelty jollain ajan ¢ siséltamélla valilla. Asetetaan z(t) = u(t). Edella
tehdyn havainnon mukaan x on nyt hyvin mééritelty. Liséksi se on alkuarvotehtévan
(31) ratkaisu.

Kohta todistetaan harjoituksissa. 0

Silloinkin, kun differentiaaliyhtélé on médritelty koko avaruudessa R™, niin maksi-
maalinen maéarittelyvili voi olla pienempi kuin koko R, jos f ei ole Lipschitz-jatkuva,
kuten Esimerkissa kiisitellyn differentiaaliyhtilon @ = 22 ratkaisujen kiyttiyty-
minen osoittaa.

Esimerkki 4.13. Alkuarvotehtavaa

—xo /73 0
b= x /23|, x(l/7) = —1
1 1/m

on luonnollista tarkastella joukossa U = {x € R® : 3 > 0}. Tamén alkuarvotehtévin
ratkaisu voidaan itse asiassa antaa helposti:
sin(1/t)
z(t) = [ cos(1/t)
t
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Ratkaisun maksimaalinen méérittelyvali on |0, oo[. Ratkaisukédyréd on sylinterilla
{r eR?: 2% + 23 =1}
ja kun ¢ — 0, niin ratkaisukéyra kasautuu kohti ympyréa

{r eR* a2l +a23=1,23=0}.

-0.5 0.0 0.5 1.0

0 I

\ 0.3

0.2

0.1

Koko avaruudessa R™ maéaritellyille differentiaaliyhtéloille saadaan Proposition
nojalla soveltamalla Propositiota4.9| toistuvasti (luokkaa 7'/§ kertaa) jatkuvuus
alkuarvosta pidemmille aikavéleille:

Propositio 4.14. Olkoon R™ C R" avoin ja olkoon f: R"™ — R"™ K-Lipschitz-
jatkuva. Olkoot T, e > 0. Tdlloin on n > 0, jolle

||¢a,b - ¢a,b’|| = |t131aé\%§T ||¢a,b(t) - ¢a,b’<t)|| <e¢,
jos ||b—=b'|| <. O

Seuraava autonomisten differentiaaliyhtéloiden ominaisuus on téarked geometrisen
hahmottamisen apukeino:

Seuraus 4.15. Olkoon U C R"™ avoin ja olkoon f: U — R™ C'. Jos kahden pisteen
radat letkkaavat, nivden radat ovat joukkoina samat.

Todistus. Olkoot x ja y vektorikentdn f médrddmaéan differentiaaliyhtélon ratkaisuja
maksimaalisilla mééarittelyvéleilladn I, ja I,. Oletetaan, ettd z(t,) = y(t,). Olkoon
s: I, = I, —t, +t, kuvaus s(t) =t —t, + t,. Nyt = ja y o s ovat alkuarvotehtévin

{z = f(2)
2(te) = (ts)

ratkaisuja, joten ne yhtyvat vililla [,. Kuvausten y ja y o s kuvajoukko on sama,
joten vaite seuraa. 0
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Harjoitustehtavia.
4.1. Olkoon I C R suljettu ja rajoitettu véli. Osoita, etté lauseke
I£1] = max [ £(2)]
médrad normin vektoriavaruudessa C°(I,R"™). Osoita, ettd C°(1,R™) on tiydellinen
metrinen avaruus, kun se varustetaan metriikalla d(f, g) = || f — g/ []

4.2. Tteroi Picardin operaattoria kolme kertaa alkuarvotehtavélle

~(2) 0-()

4.3. Olkoon f: R™ — R™ Lipschitz-jatkuva. Osoita OY-lauseen ja sen todistuksen
avulla, ettd alkuarvotehtéavalla

&= f(x)

x(to) = 2o

on ratkaisu, joka on maéritelty koko reaalilukujen joukossa.

4.4. Olkoon f: R™ — R" rajoitettu C'-vektorikentti. Osoita, ettd sen kaikkien
ratkaisujen maksimaalinen méaarittelyvéli on R.

4.5. Olkoon f: R™ — R" jatkuvasti differentioituva vektorikentta ja olkoon z, € R™.
Olkoon x alkuarvotehtavin

&= f(z)
(32) {x(O) = 2

ratkaisu. Oletetaan, ettd z,, = lim; o, x(t) € R™. Osoita, ettd x, on differentiaa-
liyhtalon tasapainopiste.

41yihje: Analyysi 3/Sarjat ja approksimointi.
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5. VAKION VARIOINTI

Tassé luvussa poikkeamme hetkeksi epdhomogeenisten yhtéléiden pariin. Olkoon
I C R suljettu, rajoitettu véli ja olkoon U C R™ avoin yhtenainen joukko, I, U # 0.
Olkoon A: I — Mat,(R) jatkuva kuvaus ja olkoon f: I — R" jatkuva. Differenti-
aaliyhtalo
(33) T =A(t)x + f(t)

on (n-ulotteinen) lineaarinen differentiaaliyhtilo. Jos f = 0, niin yhtélo on
homogeeninen.
Luvussa [§] todistamme seuraavan tuloksen, joka ei sisilly Lauseeseen [4.4]

Lause 5.1. Olkoon I = [ty,to + a] C R kompakti vili. Olkoot A: I — Mat,,(R) ja
f: I — R"” jatkuvia kuvauksia. Olkoon uy € R™. Talloin alkuarvotehtavdlld

u(t) = A(t)u(t) + f(t)
U(to) = U
on yksikdasitteinen ratkaisu valilla 1.

Lineaarisen differentiaaliyhtélon ratkaisuilla on seuraava hyvda ominaisuus, joka
yleistdd Seurauksen [3.15]

Lause 5.2. Olkoon A: I — Mat,(R) jatkuva. Jos xo on lineaarisen homogeenisen
differentiaaliyhtdlon

T = A(t)x
ratkaisu ja xy on differentiaaliyhtdilon
(34) T =A(t)x + f(t)

ratkaisu, nin x5 + xo on differentiaaliyhtdlon ratkaisu. Lineaarisen homogee-
nisen differentiaaliyhtilon ratkaisut muodostavat n-ulotteisen reaalisen vektoriava-
ruuden.

Todistus. Vaitteen ensimméainen osa, jota kutsutaan superpositioperiaatteeksi, to-
distetaan harjoituksissa. Ratkaisuavaruuden n-ulotteisuus osoitetaan superpositio-
periaatteen avulla samaan tapaan kuin vastaava véite Seurauksen todistukses-
sa. 0

Seuraus 5.3. Olkoon x lineaarisen homogeenisen differentiaaliyhtdlon ratkaisu. Jos
x(to) = 0 jollain ty, niin z = 0.

Todistus. Vakiokuvaus x = 0 on alkuarvotehtdvéin ratkaisu alkuarvolla x(ty) = 0.
Ratkaisu on yksikésitteinen koko vililla Lauseen [5.1| nojalla. 0

Seuraus 5.4. Olkoot 2, z® .. z®) lineaarisen homogeenisen differentiaaliyhtd-
lon ratkaisuja avoimella vélilld I C R. Jos vektorit ™M (ty), 2@ (ty), ..., ¥ (ty) ovat
lineaarisesti riippumattomia jollain to € I, niin vektorit x™M(t), @ (t), ..., " (t)
ovat lineaarisesti risppumattomia kaikilla t € I.

Todistus. Harjoitus. ([l

Jos M 2@ . 2™ ovat n-ulotteisen homogeenisen differentiaaliyhtélon rat-
kaisuja ja jos X: I — Mat,(R) on kuvaus, jolle matriisin X (¢) sarakkeet ovat
W), 2@ (t),..., 2" (¢), niin X on ratkaisujen 2, 2@ ... 2™ Wronskin deter-
minantti. Seuraava tulos Wronskin determinantin kaksijakoisesta kdyttaytymisesta
saadaan erikoistapauksena Seurauksesta [5.4]
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Seuraus 5.5. Jos Wronskin determinantti saa arvon 0 jossain mddarittelyvilin pis-
teesd, niin se on nollafunktio. 0

Lineaarisen epaautonomisen differentiaaliyhtélon ratkaisu saadaan menetelmél-
14, jota kutsutaan wvakion varioinniksi. Jos epdautonominen differentiaaliyhtalo = =
f(x,t) muunnetaan autonomiseksi, tuloksena ei ole koskaan ole lineaarinen auto-
nominen yhtélo; jo aikaparametrin xz,,; = t differentiaaliyhtalo &,,; = 1 tekee
yhtéalosté

(i1 = fi((21,. .., 2), 1),
i‘g = fQ((Il, Ce ,xn),t),

i’n = fn((fEl,...,LIZ‘n),t).

epélineaarisen. Tamén vuoksi seuraava tulos laajentaa aidosti niiden differentiaa-
liyhtéldiden joukkoa, joille tunnemme ratkaisun ainakin periaatteessa eksplisiitti-
sestl.

Lause 5.6. Olkoon A n x n-matriisi ja olkoon G: R — R"™ jatkuva kuvaus. Kuvaus

x(t) = exp(tA) (xg + /Ot exp(—sA)G(s) ds)

on alkuarvotehtdvan

(t) = Az(t) + G(t),
z(0) = xg

ratkaisu, kun xo € R.

Todistus. Harjoitus. 0

Esimerkki 5.7. Tarkastellaan nyt pakotettua vaimenevaa varahtelijaa: Esimerkissé
kuvatun vaimenevan vérahtelijan jousen pédssa liikkuvaan painoon vaikuttaa
nyt jokin ulkoinen voima ¢(t), joka aiheuttaa ajasta mutta ei paikasta riippuvan
kihtyvyyden. Epaautonomisen alkuarvotehtavan

(35) {3)1 = Y2,

Y2 = —ﬁyl — %QQ +9(1)

ratkaisu saadaan Lauseen [5.0] avulla. Nyt siis

0 1
A=(_k _2?
m m

ja
Tarkastellaan erityisesti tilannetta, jossa pakottava voima on jaksollinen g(t) =
cos(t). Alkuarvotehtavéin ratkaisu on siis

(36) y(t) = exp(tA)yo + exp(tA)/O exp(—sA)G(s)ds.
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Kuva 11. Pakotettu vaimeneva varahtelija parametreilla m = k£ =
b= 1 alkuarvoilla y(0) = (3,0), y(0) = (2,0), y(0) = 0, y(0) = (1,0),
y(0) = (0, —1). Kuvassa t € [0, 15].

Numeerisesti laskettuja esimerkkejé tarkastelemalla néyttaisi siltéa, ettéd alkuarvos-
ta riippumatta ratkaisut lahestyvat samaa ympyrad, jonka koko riippuu vaimenevan
véarahtelijan parametreista.

Kuvasta huomaamme myo0s, ettd epdautonimisen differentialiyhtalon ratkai-
sukéyrat voivat leikata itsedén “epétriviaalilla tavalla”. Jos korvaamme differentiaa-
liyhtalon autonomisella yhtalolla ottamalla ajan kolmanneksi muuttujaksi ja
lisaamalld yhtdloon ehdon ¢ = 1, niin kuva [11] esittdd tdméin uuden yhtilon ratkai-
sun projektiota mihin tahansa aika-akselia vastaan kohtisuoraan tasoon. OY-lauseen
mukaan uuden yhtalon ratkaisukéyrét eivét leikkaa itsedan vaikka niiden projektiot
nain tekevatkin.

Jos OY-lauseen oletukset toteuttavan autonomisen yhtélon ratkaisulle patee y(t;) =
y(t2), niin ratkaisu on |ty — ¢1]-jaksollinen. Tarkasteltavassa alkuarvotehtavissa (35))
pakottava termi on 27-jaksollinen. Siis, jos tdmén alkuarvotehtéavén ratkaisulle patee
y(2m) = yo = y(0), niin ratkaisu y on 2w-jaksollinen. Itse asiassa alkuarvotehtévalla
on tasmélleen yksi 27-jaksollinen ratkaisu: Jos y(27) = yo, niin

27
Yo = exp(2mA)yo + exp(2mA) / exp(—sA)G(s)ds = exp(2mA)yo + w,
0

joten alkuarvo g, vastaa 2m-jaksollista rataa, jos ja vain jos se on yhtalon
(37) (I —exp(2mA))yo = w

ratkaisu. Matriisin A ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia, joten matriisin
exp A ominaisarvot ovat itseisarvoltaan pienempié kuin 1, erityisesti siis kumpikaan
niista ei ole 1. Siis matriisi exp(2wA) — I on kddntyva ja yhtalolla on tasmalleen
yksi ratkaisu yo = (I — exp(27A)) " lw € R2,
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Jos 2y € R?, niin alkuarvotehtévin ratkaisu alkuarvolla zy on

+(t) = exp(tA)zo + exp(tA) /0 ' exp(—sA)G(s)ds

=exp(tA)(zo — yo) + exp(tA)yo + exp(tA) /0 exp(—sA)G(s)ds

=exp(tA)(z0 — yo) + y(t),

missa y(t) on edelld 16ydetty 2m-jaksollinen ratkaisu. Termi exp(tA)(zo—1vo) lahestyy
nollaa, kun ¢ — oo koska se on spiraalinielua vastaavan lineaarisen autonomisen
alkuarvotehtévén (20]) ratkaisu alkuarvolla zy — .

Esimerkiksi, kun m = k = b = 1, y(t) = (sint,cost) on alkuarvotehtévan (35))
2nm-jaksollinen ratkaisu alkuarvolla (0, 1).

Harjoitustehtavia.

5.1. Todista Lauseeseen [5.2] siséltyvd superpositioperiaate.
5.2. Todista Seuraus (.4

5.3. Todista Lause 5.6l

5.4. Ratkaise alkuarvotehtava

T =T +x2+1

Tog = —x9+1
£(0) = (1,0).
5.5. P Olkoon
2 -1 1
A=10 3 -1
2 1 3
ja olkoon
o2t
Gt)=1 0
te?t
Ratkaise alkuarvotehtéva 3(t) = Az(t) + G(t),
z(0) =0

99Vihje: Harjoitustehtivi
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6. EPALINEAARISTEN DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN RATKAISUJEN LOKAALIA
TARKASTELUA

Olkoon f: R™ — R" jatkuvasti differentioituva. Olkoon p € R™ differentiaaliyhtalon
&= f(x)
tasapainopiste (siis f(p) = 0). Lineaarinen differentiaaliyht&lo
&= Df(p)z
on differentiaaliyhtdlon & = f(x) linearisointi pisteessé p. Jos lineaarikuvauksel-
la Df(p) ei ole ominaisarvoja, joiden reaaliosa on nolla, niin tasapainopiste p on

hyperbolinen. Hyperbolisen tasapainopisteen tyyppi on vastaavan linearisoidun dif-
ferentiaaliyhtalon tyyppi, tason tapauksessa siis satula, nielu, ldhde, . ...

Esimerkki 6.1. Differentiaaliyhtélolla

(38) &= (x{j;jg)

on yksi tasapainopiste x = 0. Téssé pisteessa sen linearisointi on

i~ ()

Linearisoitu yhtélo on hyperbolinen ja sen ratkaisut tunnemme jo hyvin: Origo on
satulapiste. Alkuperéisen epélineaarisen differentiaaliyhtdlon ratkaiseminen ei
ole vaikeaa:

- (o o

be~t

on ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a,b) € R2.

Kuva 12. Esimerkin [6.1] epédlineaarisen differentiaaliyhtélon ratkaisukiyria.
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Jos tasapainopiste p on hyperbolinen, niin differentiaaliyhtélon & = f(x) ratkaisut
kayttaytyvit lahella pistettd p kuten linearisoidun yhtélon ratkaisut lahelld origoa.
Tasmallisemmin:

Lause 6.2 (Grobmanin ja Hartmanin lause). Olkoon f: R™ — R" jatkuvasti dif-
ferentioituva. Jos p on differentiaaliyhtilon @ = f(x) hyperbolinen tasapainopiste,
nin on avoimet joukot p € U C R™ ja 0 € V. C R"™ ja homeomorfismi H: U — V
siten, ettda jokaiselle xo € U on avoin vili 0 € I C R, jolla on seuraava ominaisuus:
Olkoon x: I — R™ differentiaaliyhtilon & = f(z) ratkaisu alkuarvolla zo ja olkoon
A lineaarikuvauksen D f(p) matriisi standardikannassa. Talloin kaikille t € I pdtee

(39) H o x(t) = exp(At)H (xp).
Todistus. Katso esimerkiksi [Har2, Thm. 7.1] O

Esimerkki 6.3. Esimerkin differentiaaliyht&lolla on satulapiste origossa. Téassé
tapauksessa Grobmanin ja Hartmanin lauseen homeomorfismi H on globaali homeo-

morfismi H: R? — R2,
[T +$%/3 .
H(z) = ( 2y =y

Kuvaus H on homeomorfismi, itse asiassa se on diffeomorfismi, sen kdanteiskuvaus

on
2
—y5/3
H—l — n y2/ — .
() ( " y
Nyt differentiaaliyhtélo tulee uudessa koordinaatissa y muotoon
. : . 2 2,
Y1 =21+ 5T2T2 = T1 +T5 — 5T5 = Y1
3 3
ja
Yo = Iy = —Xa = —Ya,

joka on alkuperéisen differentiaaliyhtédlon linearisointi tasapainopisteessa 0.
Kuvaus H kuvaa z;-akselin y;-akseliksi ja paraabelin

1
S:{$€R21.’B1+§[L‘g}

yo-akseliksi. Yhtalon (39) mukaan alkuarvoja xy € S — {0} vastaavat ratkaisut la-
hestyvét origoa oleellisesti eksponentiaalista vauhtia. Kayra S on tasapainopisteen
0 wvakaa kdyrd (stable curve). Vastaavasti xq-akseli on tasapainopisteen 0 epivakaa
kdyrd: silta valituilla alkuarvoilla ratkaisut menevit darettomyyteen eksponentiaali-
sella nopeudella.

Joissain tapauksissa differentiaaliyhtélon ratkaisujen kiyttaytyminen on helpompi
hahmottaa napakoordinaattien avulla. Napakoordinaattikuvaus on N: R x Ry —
R? — {0}7

N(r,0) = (rcosf,rsinf).
Derivoimalla komponenttifunktiot saadaan
T =rcosf —rsinf 0
(40) :
Lo =7sinf 4+ rcosf 6,
ja derivoimalla yhtéaloiden

2 _ .2 2
r°=x7+ 23

T2
0 = arctan —
x
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vasemmat ja oikeat puolet saadaan kayttokelpoiset yhtalot

T = 2713‘71 + xgétz
7’29 == 11713.32 — .Z'Qi'l .

(41)

Esimerkki 6.4. Differentiaaliyhtélon

T 23+ 231,
42 i=1 2
( ) ) x% + xfxz

1+ 5 —
P 2
ainoa tasapainopiste on 0. Linearisoitu yhtéalo on
1
E — T2 - —1
i= 2 T =12 Tz = Ax

2 1

xr| + — 1 _

2 2

Matriisin A ominaisarvot ovat % =+ 7, joten origo on hyperbolinen tasapainopiste ja
Grobmanin ja Hartmanin lausetta voi soveltaa: 0 on spiraalilihde. Ratkaisukéyrit
ovat samat kuin Esimerkissa [£.11], mutta ratkaisut kulkevat kéyrilld vastakkaiseen

suuntaan.
t vy v 4 -« <« <« =
(I I A A 4 i 4 - w « =
(T T AR A 4 ’ - w W w
[ I S A 4 ’, v v v w
U R B A 4 v ¥ N
(U B I A 4 VS 440-&*\ N » % N
S T TR A 4 IR SR \ v\ vy
U T B A r o o4 1A AR
AN IS "/:-j a4 Ay Wy
16 v v ¥ A i 9 Q & » W5y
NEVR TR A v v A A A % »
NEVE S A vy ¢ 4 4 A 2 »
A A A a5 — 4 A A 2D
CA A A A A > v 4 4 4 A 2D
A A A A A a > v ¢ ¢ 4 & A LD
- A R A A A b v v 4 4 4 4 A LD
- e A A A A AN AN > v v ¢ 4 4 4 A A A
- > B e e M M M e »v:vrf v ¢ 4 4 4 A A KD

Epélineaarinen differentiaaliyhtélo (42)) voidaan ratkaista vaihtamalla napakoor-

dinaatteihin: Yhtéaloiden avulla saadaan

3 2 1
1 Ty — Tit T =—(r —71%) cos — rsind
2 2 2

3 2 1
x1 + % — w 25(7“ — %) sinf + r cos 6,

Vertaamalla sinin ja kosinin kertoimia saadaan alkuperéisen kanssa ekvivalentti dif-

ferentiaaliyhtélo napakoordinaateissa:

(13) {QZT —rf2
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Sama tulos saadaan tietenkin myos kiyttaméalla yhtaloita (41)).

Kulmakomponentin ja radiaalisen komponentin yhtalot siis eriytyvit. Ratkaisusta
0(t) =t + 6y ndhdéén, ettd ratkaisut kiertdvit origoa tasaisella kulmanopeudella.

Sateen differentiaaliyhtélostd ndhdéén suoraan, ettd alkuarvoilla » = 1 ratkaisu-
kéyrd on yksikkOympyran parametrisointi vakionopeudella. OY-lauseen nojalla rat-
kaisukayrét eivat leikkaa toisiaan, joten yksikkOympyrastéa lahtevat ratkaisut pysyvat
rajoitettuina yksikkoympyraan. Koska linearisoidun systeemin ratkaisut menevéat a4-
rettomyyteen, kun t — 0o, ei Grobmanin ja Hartmanin lauseen homeomorfismi H
voi olla koko tasossa maaritelty kuvaus.

Napakoordinaattimuodossa oleva yht&lo (43) voidaan ratkaista eksplisiittisesti:

o e/?

r(t) = e —1) 11
O(t) =0y +t

on ratkaisu alkuarvolla (r(0),0(0)) = (1o, 6o).

Grobmanin ja Hartmanin lauseen [6.2] mukaan C'-vektorikentén virtaus on topolo-
gisesti konjugaatti vektorikentdn linearisoinnin virtauksen kanssa pienessd ympéris-
tOsséd. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd konjugoiva kuvaus ei valttdmatta ole kovin
siled.

Esimerkki 6.5. Olkoot € # 0 ja a > v > 0. Olkoon f: R?® — R? vektorikentti

AT
f(r) = (a— 7)3?2 + exx3
—7x3

Vektorikentéan f linearisointi tasapainopisteessé 0 on ¢y = Ay, missd A = diag(a, o —
7,7), on hyperbolinen.
Olkoon 1, alkuarvotehtavin

{W) = (1)),

¥(0) = X
ratkaisu. Differentiaaliyhtialon & = f(x) ratkaisu alkuarvolla X = (X3, X5, X3) on
Xleozt
wX(t) = (X2 + €X1X3t)6(a77)t
Xgeifyt

Grobmanin ja Hartmanin lauseen mukaan on lokaali homeomorfismi H: U —
H(U), joka on méairitelty jossain origon ympéristossa ja jolle patee

H(yy(t)) = exp(At)H (z)

kaikille x € U ja itseisarvoltaan riittavin pienille £.
On helppo tarkastaa, ettd homeomorfismit

T
Hi(z) = | z2 — exyx3log |z1|/c
T3
ja
L1
Hy(z) = | 2 — exyx3log |zs] /o
T3
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konjugoivat vektorikentén f ja sen linearisoinnin virtaukset. Vektorikenttd f on
selviisti C*®-kuvaus mutta kuvaukset H; ja H, eivit ole C'-kuvauksia. Osoittautuu,
ettd vektorikentdn f maardaman differentiaaliyhtalon ratkaisuja ei voi konjugoida
linearisointinsa ratkaisuiksi C'-diffeomorfismilla [HarT].

Esimerkki 6.6. Olkoon f: B(0,1) — R? C'-vektorikentta

2
—x+ | el ) Ckun a2 #£0

flz) = o e
0, kun z = 0.
Differentiaaliyhtdlon & = f(x) linearisointi on & = —z, jonka ratkaisut ovat x(t) =

e~ tx, joten origo on linearisoinnin ldhde ja ratkaisujen kayttdytyminen on hyvin
yksinkertainen. Yhtdlo # = f(x) on napakoordinaateissa

7= —-r
) 1
e_logr’

joten sen ratkaisu napakoordinaateissa alkuarvolla (rg, fp) on
r(t) = e 'rg
0(t) = 0y — log |logro — t|.

Siis ratkaisut 1dhestyvét nollaa hitaasti kiertyvia spiraalia pitkin ja erityisesti 6(t) —
—00, kun t — oo.

X2
------------- 1.0,
5 ii-”'rrr-»ﬂ-'-‘- Vahhhhhs
544 P OPPOPR I
rrro, R S 5 R R R NS
Y SN RRRRREE CLANS
Y LYY YYLLLY .-
Y LLLYYYYYLY A
Y Avvrrrrvrey .
Y tvyyrrrrey <.
Y TYryrrrrry X,
r NYYrrrrerry ',
v Y2pr000000 Y
/ I ALLLE) 4 X1
- 11057 7 ylo
iq v i vl
1191 q 1S it
IRy PV 1% s 1
L1z R D L Lkttt 1
SR ERY S R hdleleittt e x
SU TN VAN st L S S
(S SR 'QX&~~~~~“*” (o
SIS NARAARISII L EE
SYYYMY N taialakele <O D I I
> R hinie gL R P PP
ehe AL A A AL A A e R YD DN
SRR A iR R R R R

Tamaé esimerkki osoittaa, ettd Grobmanin ja Hartmanin lauseen antama homeomor-
fismi ei voi olla kovin paljon siistimpi kuin homeomorfismi tésséa tapauksessa.

Esimerkki 6.7. Napakoordinaateissa madritelty differentiaaliyhtalopari
r=—r(r—1)(r—2)
0 =sind
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miirii karteesisissa koordinaateissa C*°-vektorikentén f: R? — {0} — R?

1) = (ol - (el -2+ 2 ( ) |

X1

Tamé vektorikenttd on kdyttaytyy hankalasti origon ldhella. Silla on tasapainopis-
teet (£1,0) ja (£2,0). Linearisoinnit ovat satula diag(2, —1) pisteessé (—2,0), nielu
diag(—1, —1) pisteessid (—1,0), satula diag(—1, 1) pisteessd (1,0) ja lahde diag(2, 1)
pisteessi (2,0).

X
“'Vvvv\¥¥“l\4lllllllllivv*"
AR AR RIS I NNV EEREREESSAS
AR AR IR EEREEEEAAASS
MARARAAESS I NN YW EEEESSSA
AR AAAAR R R RS R VNN U WYV IFEREREE S S
FYYYYY YN ST SvSvvv'y DAY REREEAAAAAA
TN ¥ YYVYVYY Y &vWYYYe \klll/(({{(f1
AN S S .0 0 2 & & B lg~—— YV EERALALAA
B N AT EE R Bt V\id ot rrrvr >
~ V‘ﬁﬁ*w-‘,f.’:fd-qw Aesrvrr~> ”
- .
DIIISSISI e ASSSIN Lo ET o
PI3Is T2 & RN taddadqd<
h n A.\ ,.\‘ oS o 4 = | \—\'-\X
- —ZF“'-‘ Y‘/ ‘.< ' ol Pe e RS S
( o o A A o Y Y A A0 A oo 2o 2o 2o > 2
1444.4.4.4.4.‘ /‘{ - AP/ A AN ¥ O
( a a a s 7Y W7 | B N N N
« a AAA.A.({‘.‘.‘ .AA‘YQ\A.A AN a2
A A A A A A a A A AaA N a2
‘AAAAAAA.A:.q ‘.,: YYL44aaaa ™
L h A dhh b b s LA % FYXA A A A aaaa
A A A A SIS sbasa IS AR R R R R R YW
LA)AA)A##////.’,’Y“\\\\\kkxi
WYY WS NN ' S8R RRRERERER XYY
NS A A A A 4V 4 120 0 B U T U W W A NP
NS 3 O & O 4N 4B 4N 4R 4 LR 0 T T T T R W P
P N A AR AN I T T T U U N PR
. s A A M b KPP rrryixyvy Y Y 4 4 ¢4 4 a4 o .

Monilla alkuarvoilla ratkaisu ldhestyy jotain tasapainopistettd, kun ¢t — oo ja
jotain toista tasapainopistettd, kun ¢ — —oo. Néin kéy esimerkiksi alkuarvolla (0, 1)
ja kaikilla muillakin yksikkéympyréan pisteilld paitsi tasapainopisteilld (£1,0).

Harjoitustehtavia.

6.1. Olkoon f: R? — R2
fx) = (z1, fJ=f* = 1).
e Etsi differentiaaliyhtdlon @ = f(z) tasapainopisteet.
e Ovatko tasapainopisteet hyperbolisia?
e Miarita hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.
e Hahmottele vektorikenttdd f ja kuvaile differentiaaliyhtdlon & = f(z) ratkaisujen
kiyttaytymista kisin tai Mathematicalla.

6.2. o Maadritd Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtalon tasapainopisteet.
e Linearisoi differentiaaliyhtalo tasapainopisteissa.
e Ovatko tasapainopisteet hyperbolisia?
e Miarita hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.
e Olkoon V: R, x R, = R,
Vi) =20

ebh edr ’
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Osoita, ettd V on vakio jokaiselle differentiaaliyhtdlon (13]) ratkaisulle. Toisin sa-
noen, jos kuvaus t — (r(t), h(t)) on differentiaaliyhtélon (13) ratkaisu, niin kuvaus
t+— V(r(t),h(t)) on vakio.

6.3. Olkoon € > 0. Tarkastellaan tason differentiaaliyhtéaloa

(14) i = (—fvz N emr:cu) |

x1 + exq||x||

e Madrita differentiaaliyhtalon tasapainopisteet.

e Linearisoi yhtalo tasapainopisteissa.

e Ratkaise linearisoitu differentiaaliyhtédld ja kuvaile sen ratkaisujen kayttéaytymi-
nen.

e Muuta epélineaarinen differentiaaliyhtéld (44]) napakoordinaattimuotoon ja rat-
kaise se.

e Miten parametri e vaikuttaa ratkaisujen kiyttdytymiseen? Piirrd muutamia sel-
ventavia kuvia.

6.4. Analysoi epélineaarisen heilurin differentiaaliyhtélon (26| tasapainopisteiden
linearisoinnit kitkan b eri arvoilla. Mita tapahtuisi, jos kitkaa kuvaava parametri
olisikin positiivinen?
6.5. Olkoon V: R? — R?,
V(z) =23 (zy — 1)* + 23,

ja olkoon VV sen gradienttivektorikenttd. Tarkastellaan differentiaaliyhtéloa = =
—VV(z).
e Miarita differentiaaliyhtédlon tasapainopisteet.

Linearisoi yhtalo tasapainopisteissa.

Maarita hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.

[
[ ]
e Miten vektorikenttd —VV ja funktion V tasa-arvokéyrit suhtautuvat toisiinsa?
e Hahmottele differentiaaliyhtélon ratkaisujen kidyttaytymista.

6.6. F9 Olkoon V: R" — R C=-funktio. Osoita, etta differentiaaliyhtilon & = —VV
linearisoinneilla tasapainopisteissé on vain reaalisia ominaisarvoja.

6'GVihje: Differentiaalilaskenta 1 ja Lineaarinen algebra ja geometria 2 auttavat.
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7. DIFFERENTIAALIYHTALON VIRTAUS

Olkoon U C R™ avoin ja olkoon f: U — R™ C'-vektorikentti. Ensimmaéiselld
kurssilla tarkastelimme alkuarvotehtavan

45) {x = f(@),

(L’(to) = Xy,

ratkaisua, joka on jollain vililla A C R maéritelty differentioituva polku z: A — R™.
OY-lauseen mukaan alkuarvotehtéavalla on ratkaisu jokaisella alkuarvolla
ro € R". Propositiossa 4.9 osoitimme, ettd alkuarvotehtévan ratkaisu riippuu jat-
kuvasti alkuarvosta. Tarkastelemme nyt ldhemmin differentiaaliyhtalon maaraamié
kuvauksia joukolta U itselleen.

Esimerkki 7.1. Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Lineaarisen differentiaaliyhtélon
Z = Ax jokaisen ratkaisun maksimaalinen maérittelyvéali on R. Lauseen mukaan
ratkaisu alkuarvolla z(0) = zy on

Yo .2 () = exp(At)xo.
Matriisien eksponenttifunktio maéraéd jokaisella kiintedlld ajanhetkellda ¢ € R ku-
vauksen ¢, = exp(At): R" — R", jolle pétee kaikilla s,¢ € R
(1) ¢0 = ld)
(2) ¢t o ¢s = d)s-l—t = ¢s o ¢t-
Erityisesti patee ¢, 0¢p_; = ¢p_, 0 ¢y = id, joten kuvaus ¢, on bijektio jokaisella ¢ € R.
Koska exp(At) on kddntyvid n x n-matriisi, se méédrdd avaruuden R™ lineaarisen

automorfismin, joka on tunnetusti homeomorfismi.
Konkreettisena esimerkkina Esimerkissa tarkastellun differentiaaliyhtalon

jfl = X9
Ztg = —T.

(t) = cost sint by [ bicost+ bysint
~ \—sint cost) \by) \ —=bysint+ bycost
antavat kuvausperheen (¢;)cr,

tin [ bicost+bysint
¢<b)_(—blsint+bgcost :

ratkaisut

Jos tarkasteltavan differentiaaliyhtdlon ratkaisun maksimaalinen méaérittelyvéli on
R kaikilla alkuarvoilla, osoitamme, ettd se méaaraé vastaavanlaisen perheen kuvauk-
sia ¢y, t € R, jolla on ominaisuudet (1) ja (2) kuten yll4.

Olkoon U C R™ avoin. Jatkuva kuvaus ¢: R x U — U, jolle pétee
(1) ¢(0,2) = x kaikilla x € U,

(2) o(t, o(s,z)) = (s + t,x) kaikilla x € U ja kaikilla s,t € R.

on virtaus joukossa U. Kuvaus ¢,: U — U,

¢i(x) = o(t, )

on virtauksen ¢ aika-t-kuvaus. Joukko

Os(x) = {o(t,x) : t € R}

on pisteen x rata virtauksessa ¢.
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Lemma 7.2. Virtauksen aika-t-kuvauksella on ominaisuudet

(1) ¢o =1id ja

(2) ¢r0 G5 = Psyt-

Todistus. (1) ¢o(b) = ¢(0,b) = b kaikilla b € U.

(2) ¢p 0 ps(b) = &(t, d(s,0)) = d(s+1t,b) = ¢s14(b) kaikilla s, € R ja b € b. O

Propositio 7.3. Olkoon ¢: R x U — U wirtaus. Tdlloin kuvaus ¢.: U — U on
homeomorfismi jokaiselle t € R.

Todistus. Kuvaukset ¢, ja ¢_; ovat oletuksen mukaan jatkuvia. Ominaisuuden (2)
nojalla patee

Pt oy = ¢ =1id,
joten ¢_, = ¢; . O
Propositio 7.4. Olkoon f: U — R™ Cl-vektorikenttd, jolle jokaisen alkuarvotehti-
van
z(0) = xo,

ratkaisun 1, maksimaalinen mdaarittelyvale on R. Tdlloin kuvaus ¢: R x U — U,

(47) O(t, x) = Yoo (t)
on virtaus joukossa U.
Todistus. Olkoon ¢ maéritelty lausekkeella . Kuvaus ¢ on jatkuva Proposition

nojalla, koska differentiaaliyhtélon ratkaisut riippuvat jatkuvasti alkuarvoista.
Olkoon t € R. Talloin kaikille s e R ja b e U

¢(Sv ¢(tv b)) = ¢s o ¢t(b) = ¢S(¢0,b(t)) = 77D0,1110,b(t)(3) = \111(8)
ja
O(s+t,0) = dsit(b) = Yop(s + 1) = Uy(s)

Molemmat kuvaukset Uy, Wo: R — U ovat differentiaaliyhtélon & = f(xz) ratkaisuja.
Lisaksi

W1(0) = Yoo,()(0) = Yos(t) = P2(0),
joten yksikasitteisyyslauseen nojalla Wy = Wy, mista viite seuraa. 0

Proposition kuvaus ¢ on differentiaaliyhtilon & = f(x) madaridmd virtaus
tai vektorikentdn f mddrdidmd virtaus.

Taydennykseksi on syytéa todeta vastaavuus toiseen suuntaan:

Propositio 7.5. Jos Cl-kuvaus ¢: R x U — U on virtaus joukossa U, niin se on
vektorikentin £¢(0,x) mddrddimd virtaus.

Todistus. Olkoon x € U ja olkoon ¢: R — U kuvaus ¥(t) = ¢(t,z). Nyt (1) =
9.¢(0, ), mistd viite seuraa. O

Seuraus 7.6. Olkoon f: R™ — R™ rajoitettu C'-vektorikenttd. Tdlloin f mddrdd
avaruuden R™ virtauksen.

Todistus. Seuraa Propositiosta [7.4] ja Harjoitustehtavista [4.4] O
53 10/12/2014



Esimerkki 7.7. Olkoon )\ € R2. Kuvaukset ¢': R? — R?,
¢'(b) = xp(t) = b+ A,
t € R muodostavat tason virtauksen. Tama virtaus on vakiokentén f = A\ maéraama.

Vektorikentdn méardamé virtaus on jatkuva-aikainen dynaaminen systeemi. Se
liittyy ehkéd tutumpiin diskreettiaikaisiin dynaamisiin systeemeihin tai iteraatioteo-
riaan aika-t-kuvausten kautta: Esimerkiksi ¢(n, z) = ¢} (z) kaikilla n € Z.

Esimerkki 7.8. Jos )\, > 0, niin pisteen zy € R? — {0} rata iteroitaessa matriisin
B = diag(\, ) madrdaméaa lineaarikuvausta, siis joukko {B"zq : n € Z} on osa
pisteen xy rataa differentiaaliyhtdlon & = Az, A = diag(log A, log 1), maaradmassa
virtauksessa.

Virtaustulkinnan mukaan vektorikentta f: U — R™ (tai differentiaaliyhtdlo & =
f(z)) maarad joukon U jatkuvan deformaation itselleen. Tamé deformaatio pitaé
vektorikentén tasapainopisteet paikallaan.

Olkoon ¢ virtaus metrisessd avaruudessa X. Osajoukko A C X on positiivisesti
¢-invariantti, jos ¢;(A) C A kaikilla t > 0. Se on negatiivisesti ¢p-invariantti, jos
¢1(A) C A kaikilla t < 0 ja ¢-invariantti, jos se on positiivisesti ja negatiivisesti
invariantti virtauksesssa ¢

Pisteen x € X w-rajajoukko on

CU¢([L') - ﬂ¢([t,o®[, 33) = ﬂ (U ¢(t,$)> )

>0 T=0
ja sen a-rajajoukko on

—00 —00

O%(x) - ﬂ¢(] - OO,t],I) = ﬂ U ¢(t7'r)

t<0 T=0 \t=T

Jos joukko €2 on jonkin pisteen w- tai a-rajajoukko, niin €2 on rajajoukko.

Propositio 7.9. Olkoon ¢ virtaus metrisessd avaruudessa X . Tdlldin

(1) jokaisen pisteen x € X w-rajajoukko wy(x) on suljettu ja ¢-invariantti.

(2) jos avaruuden X suljetut pallot ovat kompakteja ja pisteen x positiivinen ¢-rata
on rajoitettu, niin wy(x) et ole tyhji joukko.

(8) jos avaruuden X suljetut pallot ovat kompakteja ja pisteen x rata on rajoitettu,
niin wy(z) on yhtendinen.

Todistus. Rajajoukot ovat suljettuja, koska ne ovat suljettujen joukkojen leikkauk-

sia. Loput viitteet todistetaan harjoituksissa. 0J

Jos z on piste, jonka rata on jaksollinen mutta z ei ole kiintopiste, pisteen z rataa
sanotaan sykliksi. Sykli Q on w-rajasykli, jos on x ¢ Q, jolle Q C w(x) ja vastaavasti
a-rajasykli, jos on x ¢ Q, jolle Q C a(x).

Esimerkki 7.10. Esimerkin differentiaaliyhtilo

T ST
v ;l_i_@_:c%—i-x%:cg :
2 2
on napakoordinaateissa
r=r(l-r%/2
0 =
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Differentiaaliyhtélon ratkaisu alkuarvolla (rg, ) on
e

rit) = vet+1/rd—1

=0+t

t/2

(48)

Kaikilla suljettuun yksikkokiekkoon I sisiltyvilld alkuarvoilla ratkaisun maksimaa-
linen maarittelyvali on R. Lauseke méarad virtauksen ¢ joukossa D.

Tasapainopisteelle 0 pitee wy(0) = a4(0) = {0}. Jokaisella * € D — {0} pétee
wg(z) = S Jos ||z|| = 1, niin Oy(z) = wy(z) = ay(z) = S!, joten S on rajasykli.
Jos ||z|| < 1, niin ay(x) = {0}.

Esimerkki 7.11. Olkoon a € R. Tarkastellaan lineaarista differentiaaliyhtaloé

<49) {Zl = 27T’i21

22 = 271'()(i2’2

avaruudessa C2. Jos C? ja R* identifioidaan asettamalla z; = z1 +iy; ja 20 = To+iys,
saadaan reaalinen differentiaaliyhtalo

Zt'l = —27Ty1
Y1 = 2mIy
.1"2 = —27T06y2

Yo = 2T QX

Yhtalo on helppo ratkaista: sen virtaus on ¢®: R — C2%

2mait

¢ (wy, wa) = (2™ wy, ¥ wy).

Molempien kompleksisten koordinaattien virtaukset séilyttévat kaikki 0-keskiset
ympyriat kompleksitasossa, joten jokaisella r1, 7, > 0 muodostettu torus
T(ri,re) ={z € C*: |z1| =1, |22| =7}
={zn €C:|zn|=r}x{necC:|n =r}~S"' x§!
on invariantti virtauksessa.

Jos a = p/q on rationaaliluku, p € Z, ¢ € Z, niin ¢“(t + q,z) = ¢“(¢, z) kai-
killa z, joten kaikki radat ovat jaksollisia. Erityisesti kaikkien tasapainopisteesta 0
poikkeavien pisteiden radat ovat homeomorfisia ympyrin S kanssa.

Jos « on irrationaaliluku, niin kuvaus t — ¢¢(z) on injektiivinen kaikille z € C?,
joille 21 # 0 ja zo # 0, silld €*™ = 1, jos ja vain jos ¢ € Z mutta e?™ £ 1 kaikilla
q € Z. Osoittautuu, etta

wy(2) = ag(z) =T (|2, |2]) =T
jokaiselle z # 0: Jokaiselle z € T pétee
¢t +q,2) = (21,7 z)
kaikilla ¢ € Z. Koska joukko {€*™®7zy : ¢ € Z} on tihed ympyrilld {25 € C : |2] =
ro}, niin ympyrd {z1} X {z2 € C : |z5| = ro} siséltyy pisteen z w-rajajoukkoon.
Toistamalla sama tarkastelu joukolle
¢a(t + q + s, Z) — (627ri52:17 e?ﬂise%riocqzz)

kaikille s € [0, 1[, saadaan wg(z) =T

Jos toruksella T'(r, ) kiytetdén kulmakoordinaatteja (6, 05), niin torus voidaan
esittdd nelion [0, 2] x [0, 27] tekijdavaruutena kuten topologian kurssilla samasta-
malla nelién pystysivut keskeniin ja vaakasivut keskensin tai yhtapitévisti tason R?
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tekijavaruutena R? /Z?, joka saadaan samastamalla pisteet (z,y) ja (z+2mn, y+27m)
kaikilla n, m € Z. Talloin differentiaaliyhtaloa vastaa vakiovektorikentédn anta-
ma differentiaaliyhtalo

(50) {91 =2

02 = 271'06,

jonka ratkaisuja ovat kaikki affiinit suorat, joiden kulmakerroin on «. Tasossa dif-
ferentiaaliyhtélon (50 virtaus on siis triviaali kaikilla o mutta tekijaavaruudessa
R?/Z? sen radat ovat joko harvoja tai tiheitd parametrin o rationaalisuudesta riip-
puen.

Harjoitustehtivii. Tehtivissi ¢ on virtaus avaruudessa R™.
7.1. Osoita, ettd wy(x) ei ole tyhjé joukko, jos pisteen z € R™ positiivinen rata

{¢1(z) : ¢ € [0, 00[}

on rajoitettu.
7.2. Osoita, ettd jokaisen pisteen z € R™ w-rajajoukko wy(z) on ¢-invariantti.
7.3. m Osoita, ettd wy(z) on yhtendinen, jos se on rajoitettu.

7.4. Olkoon ¢ virtaus avaruudessa R"™. Olkoon P C R" positiivisesti ¢-invariantti
kompakti osajoukko. Olkoon z € P ja olkoon z € wy(z). Osoita, ettd pisteen z koko
rata sisdltyy joukkoon P.

7.5. Anna esimerkki virtauksesta, jolla on rajoittamaton epéyhtenédinen w-rajajoukko.
(Esimerkin ei tarvitse olla eksplisiittinen.)

7.6. Tarkastele differentiaaliyhtdlon
—xy + 21 (1 — [|2]?)
T = 1+ 22(1 — ||2]]?)
T3

ratkaisujen kiyttdytymistd. Mitd tapahtuu ympyrin {z € R®: 2?2 + 23 = 1,23 = 0}
ldhelld?

7.7. Olkoon f: R? — R?,

—T1 — 2£L'1I2

f(x)::(xg%—x%——xg)'

(a) Etsi differentiaaliyhtélon @ = f(x) tasapainopisteet ja méarita niiden tyypit.
(b) Mitd Grobmanin ja Hartmanin lause kertoo tdmén differentiaaliyhtilon ratkai-
suista?

(c) Miten ratkaisut kiyttaytyvit hyperbolisten tasapainopisteiden kautta kulkevilla
suorilla?

(d) Hahmottele vektorikenttdd f ja kuvaile differentiaaliyhtélon & = f(z) ratkaisujen
kayttaytymisté.

7'?’Vihje: Jos se ei ole yhtendinen, se voidaan erottaa kahden erillisen avoimen joukon sisdén.
Mutta mité niiden komplementissa tapahtuu?
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8. VIRTAUKSEN SILEYS JA PEANON OLEMASSAOLOLAUSE

Osoitamme téssd luvussa, ettd Cl-vektorikentéin virtaus on C'-kuvaus. Todistus
perustuu variaatioyhtdlon kidyttoon: Autonomisen differentiaaliyhtalon @ = f(x)
ratkaisun z: I — R"™ vartaatioyhtdlé on

(51) u(t) = Df(x(t))ut).

Variaatioyhtélo on epdautonominen homogeeninen lineaarinen differentiaaliyhté-
16. Naille yhtéloille piatee vahvempi versio OY-lauseesta, jota kiytimme jo Lauseen
(.2 todistuksessa.

Lause 8.1. Olkoon I = [ty,ty + a] C R kompakti vili. Olkoon A: I — Mat,(R)
jatkuva kuvaus. Tdlloin alkuarvotehtdivdlld

{w) = A(t)u(t)

U,(to) = Ug
on yksikdsitteinen ratkaisu valilla 1.

Lauseen todistus vaatii hieman valmisteluja. Aloitamme todistamalla ylei-
sen ratkaisujen olemassaolotuloksen, jossa vektorikentésté oletetaan vihemman kuin
Picardin ja Lindel6fin olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseessa. Alla todistettavan
Peanon lauseen padtelma on my6s heikompi, ratkaisun yksikésitteisyytta ei saada
téassa tapauksessa. Esimerkin [1.7] vektorikentta toteuttaa Peanon lauseen ehdot mut-
ta ei Picardin ja Lindel6fin lauseen ehtoja.

Olkoon E C R"™ Olkoon A epétyhji joukko ja olkoon f,: E — R" jokaiselle
a € A. Kuvausperhe (f,)aca on yhtdjatkuva, jos jokaisella e > 0 on 6 > 0 siten, etté
| fa(®) = faly)|| < € kaikille ,y € E, joille ||z — y|| < ¢ kaikille o € A . Erityisesti,
jos kaikki kuvaukset f,, a € A ovat K-Lipschitz-jatkuvia samalla K > 0, niin perhe
(fa)aca on yhtdjatkuva.

Tarvitsemme Topologian kurssilla todistettavaa tarkeaé tulosta:

Lause 8.2 (Arzelan ja Ascolin lause). Olkoon E C R™ kompakti joukko. Jos (fa)aen
on tasaisesti rajoitettu yhtijatkuva jono kuvauksia f, € C°(E,R™), niin silli on
suppeneva osajono. Tdamd osajono suppenee kohti jatkuvaa kuvausta f: E — R™.

Todistus. Katso esimerkiksi [Mun], luku 45 tai [BH| Lemma 3.10. O

Lause 8.3 (Peanon olemassaololause). Olkoon U C R™ avoin. Olkoot b € U ja
r > 0 siten, ettd B(b,r) C U. Olkoon I = [ty,ty + a] C R suljettu vili. Oletetaan,
etti kuvaus f: I xU — R™ on jatkuva ja || f(z,t)|| < M joukossa I x B(b,r). Olkoon
a =min(a,r/M). Tdlléin alkuarvotehtdvilld

T = f(tv :B),

on ainakin yksi valilla [ty, to + o] madaritelty ratkaisu.

Todistus. Olkoon & > 0 ja olkoon yq: [to — 6,ty] — R™ C'-kuvaus, jolla on ominai-
suudet

Yolto) = b, lyo(®) =0l <7, ja [lyp())]| < M,

kun ¢ € [ty — 9, to]. Méadritelldan kuvaus y.: [to — 0,tp + a] — R™ kaikille 0 < € < ¢
asettamalla ensin

Ye(t) = yo(t), kun t € [to — 0, to],
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ja
t
ye(t) = b+ / F(s,els — ))ds, kun ¢ € [to, to + min(e, a)],
to

Talloin y, toteuttaa

lue(t) — b = | / F(5,9els — )ds|| < Mt —to] <1,

koska [t — to] < a < r/M ja vastaavalla laskulla ndhdéén, ettd y. on M-Lipschitz-
jatkuva valilla [ty — 0, %o + min(e, «)]. Asetetaan sitten

t
ye(t) = b+ / f(s,ye(s —€))ds, kun t € [ty + min(e, a), to + min(2¢, o)),
to

ja saadaan M-Lipschitz-jatkuva kuvaus, joka toteuttaa |ly.(t) — b|] < r, kun ¢t €
[to— 9, to+min(2e, a)]. Jatketaan néin, kunnes on médritelty jatkuva kuvaus y.: [to—
d,to + a] = R™, jolla on samat ominaisuudet koko maérittelyvalillaan.

Perhe (y.)o<e<s on rajoitettu, koska kaikkien kuvausten kuvajoukot sisdltyvét pal-
loon B(b,r) ja se on yht#jatkuva koska kaikki kuvaukset ovat M-Lipschitz-jatkuvia.
Siis Arzelan ja Ascolin lauseen nojalla on jono (€(n))nen, jolle €(n) — 0 ja yem)
suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa kuvausta y: [to—d,to+a] — B(b,r), kun n — oo.
Koska kuvaus f on tasaisesti jatkuva kompaktissa joukossa I x B(b,r), saadaan in-
tegraaliyhtélo

¢

t
y(t) = im yem)(t) = b+ nhjgo t (5, Yem) (5 — €n(s)))ds = b +/t f(s,y(s))ds,

n—oo
joten y on alkuarvotehtédvan ratkaisu. O
Esimerkki 8.4. Tarkasteltaessa yksiulotteisen alkuarvotehtavan {y (:)y ] rat-
y =

kaisua vélilld [0, 1] Peanon olemassaololauseen avulla voidaan aloittaa vakioratkai-
sulla yo = 1. Méaritelladn sitten

t
ye(t):1+/ ds=1+1
0

valilla [0, €] ja sen jalkeen

t t (t—€)2
ye(t):1+/yg(s—e)ds:l%—e%—/(1+s—e)ds:1+t+—
0 €

ja jatketaan néin. Kun ¢ — 0 funktiot y. suppenevat tasaisesti kohti eksponentti-
funktiota. Kuvassa funktion y; /4 ja alkuarvotehtavén ratkaisun, eksponenttifunktion
(ylempi kdyra) kuvaajat.

Peanon lauseen lisdksi tarvitsemme seuraavan teknisen tuloksen:

Propositio 8.5 (Gr(é)nwallin epayhtéld). Olkoon g: [0,a] — [0, 00| jatkuva funktio.
Jos on C >0 ja K > 0, joille

g(t) < C+ K/Otg(s)ds

kaikille t € [0,a], niin g(t) < CeXt wililli [0,a]. Erityisesti, jos C = 0, niin g on
vakiofunktio g = 0. U
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Todistus. Olkoon G(t) = C' + Kfotg(s)ds. Oletetaan ensin, ettd C' > 0 Oletuksen
mukaan 0 < g(t) < G(¢) ja G(t) > C > 0 kaikilla ¢ € [0, a]. Analyysin peruslauseen
nojalla G(t) = g(t). Nyt

G(t) _ Kg(t) _ KG(1)

G(t) G ~ G
Siis log G(t) — log G(0) < Kt, joten kaikilla t € [0, a] pitee

olt) < G(B) < GO)eX = e,

=K.

kuten vaitettiin.

Jos C' = 0, niin jokaiselle C’ > 0 saadaan edellisen perusteella arvio g(t) < C’e!
kaikilla ¢ € [0,a]. Mutta téllsin g(t) < C"e®* — 0+, kun C" — 0+, joten g(t) = 0
kaikilla ¢ € [0, a]. O

Parannamme seuraavaksi Proposition[d.9|tulosta ja todistamme Gronwallin epayh-
talon avulla Lipschitz-vektorikentdn maardaman differentiaaliyhtélon ratkaisujen
jatkuvan riippuvuuden alkuarvoista eksplisiittisemmaéssd muodossa.

Lause 8.6. Olkoon U C R" avoin. Olkoon f: U — R"™ K-Lipschitz-kuvaus. Olkoot
x,y: I — U differentiaaliyhtilon © = f(x) ratkaisuja suljetulla vdlilla I = [to, t1].
Tdlloin kaikille t € I pdtee

ly(t) = (@)l < [ly(to) — z(to)[le" . O

Todistus. Olkoon g = ||z — y||. Koska

y(t) — x(t) = y(ts) — z(to) + / (F(y(s)) — F((s)) ds.

to

saamme kolmioepayhtalostéd arvion
9(t) < lly(to) —-x(to)H-%\!/{ (f(y(s)) = fla(s))) ds||
< o) = ()| + K | lytte) = (o)

< lly(to) — x(to) | + K / o(s)ds

Viite seuraa Gronwallin epayhtalosta. O
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Lauseen [81] todistus. Se, ettd ratkaisuja on korkeintaan yksi, osoitetaan Gronwal-
lin epdyhtélon ja superpositioperiaatteen [5.2] avulla samaan tapaan kuin Lause [3.6]
Ratkaisun olemassaolo lokaalisti seuraa olemassaololauseesta [8.3] Ratkaisun olemas-
saolo koko vililla I tehdaédn paloittain jatkamalla. Yksityiskohdat tehdadan harjoi-
tuksissa. O

Nyt voimme todistaa luvatun tuloksen virtauksen sileydesta. Aloitamme tekniselld
versiolla.

Lause 8.7. Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon f: U — R™ C'-vektorikentta.
Olkoon x: I = [to,to + a] — U alkuarvotehtivin

53) {:c = f()

ratkaisu. Olkoon £ € R™ siten, ettd x + & € U. Olkoon y = ye: I — U alkuarvoteh-
tavan

g=r(y)

y(to) =b+¢

ratkaisu ja olkoon u = u¢: I — R™ alkuarvotehtdvin ratkaisua x vastaavan
variaatioyhtdlon

u(t) = Df(x(t))u(t)
ratkaisu alkuarvolla u(ty) = &. Talldin
y(t) = x(t) +ult) + o(§)
tasaisesti kaikilla t € I.

Todistus. Koska f on jatkuvasti differentioituva, sille patee

f(p) = f(qg) + Df(p)(qg— ) +o(qg—x), kunp —q

kaikilla p, ¢ € U tasaisesti (muuttujan ¢ suhteen) kompakteilla joukoilla. Tarkastel-
tavien alkuarvotehtévien kanssa ekvivalenteista integraaliyhtaloista

s =v+e+ ' Fly(s))ds,
x(t) :b+/t f(z(s))ds, ja
u(t) = € + / Df (x(s))u(s)ds

saadaan
(54)

y(t) = (2(t) + u(t)) :/t (f(y(9) = f(z(s)) — Df(x(s))u(s))ds

t

D (als)(uls) — as) = u(s))ds + | ofals) = yls))ds.

to

Valitaan 6 > 0 siten, ettd ratkaisukdyran x(I) suljettu d-ympéristoé A5(z (1))
sisiltyy joukkoon U. Koska f on C', se on K-Lipschitz-jatkuva joukossa .A;(x(I))
jollain K > 0. Oletetaan, etté ||€|| = ||y(to) — x(to)|| < e 746, Télldin jadnnostermii
voidaan arvioida Lauseen [B.6] avulla:

/ o(x(s) — y(s))ds = / o(l(to) — y(to)|eXE))ds = of(¢),

to to
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kun & — 0.
Olkoon N = maxsey || D f(x(s))|. Yhtalosta saadaan arvio

t
ly(t) = (@(t) + u(®))]] < N/ ly(t) = (@(t) + u(®))] + o(S),
to
joten Gronwallin epdyhtélon nojalla kaikille ¢ € [tg, tg + a] pétee

ly(t) = (x(t) + u(@®))]| < o(€)e™ ™ < o(€)e™ = o(€) .
O

Todistamme vield yleisen tuloksen siité, miten differentiaaliyhtéloiden ratkaisut
kayttaytyvit kun yhtdlé muuttuu hieman. Taméan tuloksen seurausta sovelletaan
variaatioyhtaloon.

Lause 8.8. Olkoon I = [ti’ to+a] C R. Olkoot Y; € R", t; € I, i € N ja olkoon
r > 0. Olkoot f; € C°(I x B(Yy,7),R") ja olkoot y; alkuarvotehtivin

y=f(ty)

y(ti) =Y;
ratkaisuja vililld I, kun i € N. Oletetaan, ettd jono (y;)ien—{oy on tasaisesti rajoi-
tettu. Jos f; — fo, t; = to ja Y; = Yo, kun i — oo, niin jonolla (y;)ien—10} on
suppeneva osajono. Tdmdn osajonon rajafunktio on alkuarvotehtivin

%9) {y<to> .

ratkaisu. Jos alkuarvotehtivdlld (55) on yksikdsitteinen ratkaisu, niin y; — yo, kun
1 — 00.

Todistus. Koska kuvaukset f; ovat jatkuvia ja suppenevat tasaisesti kohti kompak-
tissa joukossa jatkuvaa funktiota fy, on K > 0, jolle patee ||f;|| < K kaikille
i € N. Siis kuvaukset y; ovat K-Lipschitz-jatkuvia kaikilla i € N. Jono (¥;)ien—{o}
on siis yhtdjatkuva. Lauseen nojalla jonolla (y;)ien—{0} On suppeneva osajono
(Yi(k) )ken—{o}- Samaan tapaan kuin Lauseen todistuksen lopussa ndhdééan, etta
jonon (Y )ken—{oy rajafunktio on alkuarvotehtévin ([55) ratkaisu. O

Seuraus 8.9. Olkoon I = [tg,to + a] C R. Olkoot Y; € R", t; € I, i € N. Olkoot
A; € C°(I, Mat,(R) ja olkoot y; alkuarvotehtivin

1(t) = A(t)y(t

y(t:) = Y;
ratkaisuja valilla I, kun i € N. Jos A; — Ag, t; — to ja Y; — Yy, kun i — oo, niin
jonolla y; — Yo, kun © — o0.
Todistus. Gronwallin epayhtélon avulla saadaan, ettd ratkaisujen jono on tasaisesti

rajoitettu. Lauseen 8.1/ nojalla yhtalolla on yksikésitteinen ratkaisu, joten Lause
R.8 antaa vaitteen. O

Seuraus 8.10. Jatkuvasti differentioituvan vektorikentdin virtaus on jatkuvasti dif-
ferentioituva.

. . . . . . O , L .
Todistus. Vektorikentén f virtauksen ¢ aikaderivaatta on % = f(o(t,)), joten
se on jatkuva.

Lauseen antama kuvaus £ — u¢(t) on lineaarikuvaus. Nyt

Pt b+ &) = ye(t) = x(t) +ue(t) + o(§) = d(t,b) + ue(t) + o(E),
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joten avaruuskomponenttien suhteen osittaisderivaatat siséltyvat edellisen lauseen
mukaan lineaarikuvaukseen { — ug(t). Jatkuva differentioituvuus seuraa Seurauk-
sesta 0

Harjoitustehtavia.
8.1. Todista Lause 81l

8.2. Olkoon E C R"™. Olkoon A epétyhja joukko ja olkoon K > 0. Olkoon kuvaus
fa: E — R™ K-Lipschitz-jatkuva jokaisella o € A. Osoita, ettd perhe (fq)aca on
yhtajatkuva.
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9. MAKSIMAALINEN MAARITTELYVALI JA RATAEKVIVALENSSI

Luvussa [7] oletettiin, ettd maksimaalinen méaérittelyvali on kaikilla alkuarvoilla
koko R. Tarkastelemamme Esimerkit [I.1] ja osoittavat, ettd tdmé ehto el aina
toteudu. Jos vektorikentdn f madradman differentiaaliyhtdlon maksimaalinen maa-
rittelyvali ei ole kaikilla alkuarvoilla koko R, niin se ma&raé kuitenkin osittaisen vir-
tauksen: yhtalo ¢, o ¢ = @514 on voimassa, jos s,t, s+t ovat kaikki maksimaalisella
maéadrittelyvélilla. Jos olemme kiinnostuneita ainoastaan ratkaisujen radoista, voim-
me “muuttaa differentiaaliyhtdlon ajan” siten, ettd maksimaalinen mééarittelyvali on
R kaikilla alkuarvoilla.

9.1. Maksimaalinen mairittelyvili. Olkoon seuraavissa tuloksissa f: U — R"
C'-vektorikentté ja olkoon I = I(zg, f) =]o, 7] alkuarvotehtivin

x(0) = o,
maksimaalinen maarittelyvali. Téssd 0 < 0 < 7, 0 € [—00,00[. ja T €] — 00, ]

Propositio 9.1. Olkoon K C U kompakti. Jos T < oo, niin on t €]0,7[, jolle
x(t) ¢ K. Jos o0 > —oo, niin on t €]o,0], jolle z(t) ¢ K.

Todistus. Tarkastellaan vain ylh&alta rajoitetun maksimaalisen méaarittelyvélin ta-
paus, alhaalta rajoitettu tilanne todistetaan samalla tavalla. Koska K on kompakti
ja f on jatkuva, niin on M > 0, jolle

< M.
ma | /(@)]] < M

Oletetaan, ettd z(t) € K kaikilla ¢t € [0, 7[. Télloin kaikille 0 < t; < t5 < T pétee
[(t1) — z(t2)[| < Mty — 2],
joten ratkaisu on tasaisesti jatkuva valilla [0, 7] ja silld on raja-arvo

z, = lim z(t) € K.
t—7—

Nyt
t

z, = lim z(t) = z(0) + lim dv(s)ds

t—1— t—=7—

+tgr3_/f Vds = 2(0 /f

Ratkaisu x voidaan jatkaa differentioituvaksi kuvaukseksi péatepisteeseen 7 saakka

lausekkeella .
x(t) = xo +/ f(z(s))ds
0

erityisesti @(7) = f(x(7)) = f(z,). Alkuarvotehtavalla

{s‘c = f(x)
x(1) =z,

on yksikésitteinen ratkaisu jollain vélilld |7 — a, 7 + a[, joten ratkaisun yksikésittei-
syyden nojalla alkuarvotehtavéilla olisi siis ratkaisu vélilla o, 7 + a[, miki taas
on vélin |o, 7[ maksimaalisuuden kanssa ristiriidassa. 0

Seuraus 9.2. Olkoon K C U kompakti ja olkoon x(t) alkuarvotehtivin ratkai-
su, jonka maksimaalinen mddarittelyvili on |o,7[. Jos x(t) € K kaikilla t > 0, niin
T = 00. 0J
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Seuraus 9.3. Olkoon U C R™ rajoitettu ja olkoon x(t) alkuarvotehtivin rat-
kaisu, jonka maksimaalinen mdadrittelyvdli |o, 7| on ylhddltd rajoitettu. Jos x(t) sup-
penee, kun t — 7—, niin limz(t);,,_ € OU. O

Rajoitetun ja rajoittamattoman maksimaalisen maarittelyvéalin tulokset voidaan
yhdistaa seuraavalla muotoilulla:

Seuraus 9.4. Olkoon z alkuarvotehtivin (57) ratkaisu maksimaalisella mddrittely-
valilld Jo, 7. Tdalldin (t, z(t)) poistuu kaikista joukon |, 1(D, f) x {b} kompakteista
osajoukoista, kunt /T tait \, o. O

Esimerkki 9.5. Seurauksessa [0.2] esiintyvéé raja-arvoa ei aina ole: Esimerkeissé

ja tarkastellun differentiaaliyhtalon

I .Til)) + l’%l‘l
i=| 2 3 2,
) Ty + T1T2
I - —
2 2
ratkaisun
/2
)= T
vet+1/r5—1

0 =0+t

méérittelyvili on | log(1—1/r), oo[, kun alkuarvon ro > 1. Differentiaaliyht&ls ei siis
médrittele virtausta ja dynaamista systeemia suljetun yksikkokiekon ulkopuolella.
Niéilld alkuarvoilla ratkaisu ¢ — x(¢) poistuu kaikista tason kompakteista joukoista,
kun t lahestyy maksimaalisen maéarittelyvalin alkua:
t—>logl(lln/lrg—1) (@) = oc.

9.2. Rataekvivalenssi. Olkoot U C R" ja V C R" avoimia joukkoja ja olkoot
f:U — R"jag: V — R* C'-vektorikenttié. Olkoot ¢/ ja ¢9 vektorikenttien f ja
g maardamat osittaiset virtaukset. Vektorikentét f ja g ovat rataekvivalentteja, jos
on homeomorfismi H: U — V ja jos jokaisella b € U on aidosti kasvava bijektio
Tp: 1(b, f) — I(H(b), g) maksimaalisten mééarittelyvélien vélill4, jolle péatee

H o ¢!(t,0) = ¢*(ny(t), H (D))
kaikille ¢ € I(b, f). Sanotaan, etti osittaiset virtaukset ¢/ ja ¢¢ saadaan toisistaan
muuttamalla aika. Joskus sanotaan myos, ettd vektorikentdt f ja g (ja vastaavasti
virtaukset ¢/ ja ¢9) ovat topologisesti ekvivalentteja.
Jos kuvaus 7 on identtinen kuvaus kaikille b € U, niin osittaiset virtaukset ¢/ ja
@9 ovat topologisesti konjugaatteja ja H on konjugoiva homeomorfismi. Grobmanin
ja Hartmanin lause kisittelee téllaista tilannetta.

Seurauksen 7.6/ mukaan koko avaruudessa R™ miifritelty C'-vektorikentti misrii
dynaamisen systeemin. Témén havainnon avulla todistetaan seurava tulos:

Propositio 9.6. Jokainen koko avaruudessa R™ maddritelty C'-vektorikenttd on ra-
tackvivalentti sellaisen C'-vektorikentin kanssa, joka mddrid dynaamisen systee-
min.

Todistus. Olkoon f: R™ — R™ C'-vektorikentté. Olkoon M : R™ — R, siled funktio,
jolle ||f(z)|| < M(f(z)) kaikille z € R™. Tallsin C'-vektorikenttd g = f/M(f) on
rajoitettu, [|g(z)|| < 1, joten se miéraé dynaamisen systeemin Seurauksen [7.6nojal-
la. Osoitetaan vield, etta kaikille b € R™ on jatkuva kasvava bijektio 7: I(b, f) — R,
jolle pétee

¢f<t’ b) = ¢g(7(t)7 b)
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Tassé tapauksessa siis identtinen kuvaus kiy ratackvivalenssin méaéritelméssa esiin-
tyviksi homoeomorfismiksi H.

Olkoon z: I(b, f) — R™ alkuarvotehtévén & = f(z), (0) = b ratkaisu ja méaéri-
telldén ajanvaihto 7: I(b, f) — R asettamalla

- / M (f (x(s))ds

Kuvaus 7 on selvasti jatkuva ja se on aidosti kasvava, koska M saa vain positiivisia
arvoja. Lisdksi, jos I(b, f) =|a, B] ja B < oo, niin Proposition nojalla

> [ stentas = [ s 2 1| [ sl = ot~ b] > ox.

kun ¢ — co. Olkoon y: R — R", y = x o7 1. Nyt y(0) = z2(0) = b ja

e d L fGE) _ fw®)
90 =2 g™ O = o) - MUGO)

joten y on alkuarvotehtévan

I
M(f(z))
z(0)=b
ratkaisu kuten pitikin. OJ

Jos f: R* — R™ on C'-vektorikentti, niin Proposition mukaisia rataekviva-
lentteja vektorikenttid ovat esimerkiksi

Py @ @ @)
L+ [[f(2)]2 L+ [1f ()] L] f@)]
Naisséa siis vektorikentan F' suunta on jokaisessa pisteessd sama kuin alkuperéisen
vektorikentén f.
Jos vektorikentan méérittelyjoukko on avaruuden R™ aito osajoukko, niin Propo-
sition [0.6] menetelmé ei ole riittavd. Yleisempi tulos pétee, seuraavassa tuloksessa
tosin menetdmme osan sileydesté.

Lause 9.7. Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon f: U — R"™ C'-vektorikentt.
Talloin [ on rataekvivalentti sellaisen jatkuvan vektorikentdin g: U — R™ kanssa,
joka mdardd dynaamisen systeemin.

Todistus. Toistamalla Proposition konstruktio, voidaan olettaa, ettd f on rajoi-
tettu, || f(z)|| <1 kaikilla z € U. Olkoon g: U — R™,

o) = fa) 2200

+ d(z,0U)

Vektorikentét f ja g ovat rataekvivalentteja kuten Lauseessa Osoitetaan viela,
ettd jokaisen vektorikenttdd g vastavan alkuarvotehtdvin maksimaalinen maérittely-
vali on R.

Koska jokaiselle z € U pétee ||g(x)| < || f(z)|], niin alkuarvotehtévin & = g(z),
z(0) = zp maksimaalinen méérittelyvili on R, jos alkuarvotehtévin ¢ = f(x), z(0) =
o maksimaalinen méaarittelyvéili on R.

Oletetaan, ettd on alkuarvo b € U, jolle alkuarvotehtévan

&= g(z)
(58) {x(O) =b
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maksimaalinen méérittelyvéli on |a, 8] ja 5 < co. Télloin alkuarvotehtavin rat-
kaisukéyré v = 1)g4|[0,5; on dérellisen mittainen, sen pituus on £() = L < oo, koska
g on rajoitettu. Seurauksen nojalla y(t) suppenee johonkin joukon U reunapis-
teeseen p, kun t 7 .

Tarkastellaan kiyrén v pituutta tarkemmin. Koska kéyra v ei kulje vektorikentén
g tasapainopisteiden kautta, niin kuvaus ¢: [0, 5[— [0, L],

(t) = £(1]j0) = / lg o 4(s)lds

on aidosti kasvava. Jokaiselle s € [0, 5[ pétee

| <_dr(s).00)
“1+d(v(s),00)

A 8
S/ ||’.Y(S)||dS:/ lg(v(s))lds < B — s

lg(v(s)) If (@) < d(7(s),0U) < d(~(s),p)

Siispé
) = [ Erwdu= [ gt @)z [ (5= 0 w)
0 0 0
p
:1 _—
B
kun s 7 4(f3), joten maksimaalinen positiivinen méérittelyvéli on [0, oof. O

Huomaa, ettd vaikka Lauseen antama alkuperéisen vektorikentdn kanssa ra-
tackvivalentti vektorikenttd ei ole C', niin sen madraamilld alkuarvotehtévilld on
konstruktion perusteella yksikésitteinen ratkaisu.

Esimerkki 9.8. Olkoon f: R — R, f(z) = 22. Esimerkin [1.1[2) alkuarvotehtévin

(59) {x PRA

—% maksimaalinen méérittelyvili on | — oo, [. Olkoon

missé a > 0, ratkaisun z(t) =

g: R — R,
2
x
90 =T
Proposition antama ajan muuttava funktio 7 :] — oo, %[—> R on
t
2 a
t) = 1 ds=1— .
m(®) /0(+(1—a3))8 1—at

Alkuarvotehtavin

{x' =g(z
r(0)=a

ratkaisun lauseke on huomattavasti monimutkaisempi kuin tehtavan mutta sen
maksimaalinen méérittelyvali on R ja Proposition [9.6) mukaan f ja g ovat rataekvi-
valentteja.
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Harjoitustehtavia.

(iil'l = Qf%
9.1. Ratkaise alkuarvotehtavé < @9 = x5 + m—ll . Maérita ratkaisun maksimaalinen
(#(0) = (1,1)
médrittelyalue ja kuvaile ratkaisun kdyttaytymista.
(.1
I = 2_931
9.2. Ratkaise alkuarvotehtava < iy = 2 . Maarita ratkaisun maksimaalinen
(#(0) = (1,1)

maéadrittelyalue ja kuvaile ratkaisun kdyttaytymista.

9.3. Olkoon ¢: [0,7[— R" tasaisesti jatkuva kuvaus. Osoita, ettd silli on vasen

raja-arvo lim; . g(t).

9.4. Todista Seuraus[0.2]
9.5. Todista Seuraus[9.3
9.6. Todista Seuraus 9.4]
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10. LINEAARISTEN YHTALOIDEN VAKAUS

Palaamme hetkeksi lineaaristen differentiaaliyhtéloiden tarkasteluun ja téyden-
namme ensimméisella kurssilla luvussa |3| tehtya tarkastelua.

Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Reaalista ominaisarvoa \ vastaava juuriavaruus
on

E\ = Ex(A) = {v € R" : (A= M)*v = 0 jollain k € N} = ] ker(4 — AI)*,
keN
ja kompleksiselle ominaisarvolle A se on

E\ = E\(A) = {v € C": (A= M)"v =0 jollain k € N} = | J ker(4 — AI)"* c C".
keN
Kompleksista ominaisarvoparia A, A vastaava reaalinen juuriavaruus on
Eys = Ex5(A) = (Ey @ E5) NR" = Re E\ @ Im E) = Re 5 @ Im Ej.
Matriisin A vakaa aliavaruus eli stabiili aliavaruus on
=) =PEo @ B,

A<0 AeC—R
Re A<0

sen epdvakaa aliavaruus eli epdstabiili aliavaruus on
E'=EA)=PEe P Es.

A>0 AeC-R
Re A>0

ja sen keskusaliavaruus on

E°=E'A)=E& P E;.
AeC-R
ReA=0
Esimerkiksi Jordanin kanonisen muodon (Lause avulla nahdéan, etta
R"=E®E’® E"

Esimerkki 10.1. Olkoot «, 8 € R. Matriisin

a [ 0
Ba’g = —ﬁ (6% 0
0 0 —1

ominaisarvot ovat —1 ja o £ ¢3. Matriisin B, s vakaa, epavakaa ja keskusaliavaruus
riippuvat reaalisen parametrin o merkista: Matriisin

0 B8 0
BO»B — —5 O 0
0 0 -1

ominaisarvot ovat —1 ja +if3, joten
ES(BO’B> = {fL’ S RB X = T = 0},
E°Byg) ={x € R® : 13 =0}
ja E*(By ) = {0}.
Jos a # 0, niin E°(B, ) = {0}. Lisdksi, jos a < 0, niin E5(B,s) = R? ja jos
a > 0, niin
E5(B,g) = {z € R®: 71 = 25 = 0},
ja
E"(Bus) = {z € R* : 13 = 0}.
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-2 -1 0 1 2

Kuva 13. Kaksi eri ndkymaa differentiaaliyhtélon @ = B, 15 epésta-
biilissa aliavaruudessa olevasta ratkaisusta (punainen) ja toisesta rat-
kaisusta, joka ei ole stabiilissa eiké epastabiilissa aliavaruudessa.

Ensimméinen havainto avaruuden jaosta vakaaseen ja epéavakaaseen aliavaruuteen
ja keskusaliavaruuteen on, ettd jako on A-invariantti, samoin kuin sen kuva matrii-
sien eksponenttifunktiolla.

Lemma 10.2. (1) A(E*(A)) C E5(A), A(E*(A)) C E"(A) ja A(E°(A)) C E°(A).
(2) Aliavaruudet E5(A), E°(A), EY(A) ovat invariantteja avaruuden R™ virtauksessa
¢i(x) = exp(At)z. O

Todistus. Olkoon x € EA. Tallsin (A — M)kz = 0 jollekin k& > 1. Koska matriisit
AXI) ja A kommutoivat, saadaan (A — A)*Ax = A(A — \I)kz = A0 = 0. Viite (1)
seuraa téstd. Viite (2) seuraa kiyttdméalla matriisien eksponenttifunktion sarjaesi-
tysta ja vaitettd (1). O

Neliomatriisin B ominaisarvot muodostavat matriisin B spektrin Sp(B) ja sen
spektraaliside on

r(B) = max{|\| : A € Sp(B)}.

Sanomme, ettd jono x; € R™ suppenee kohti pistettd z., € R™ eksponentiaalista
vauhtia, jos ||z — Too|| < CKF joillain C' > 0 ja 0 < K < 1, kun n — co. Jos jono
xr € R on rajoittamaton, niin ||zg|| — oo eksponentiaalista vauhtia, jos ||| >
CKP¥ joillain C' > 0 ja K > 1, kun k — oo.

Propositio 10.3. Jos r(B) < 1, niin B¥(x) — 0 kaikille v € R™ — {0} eksponenti-
aalista vauhtia, kun k — oo.

Todistus. Oletetaan, ettd B on reaalisessa Jordanin kanonisessa muodossa. Tehddan
muuttujanvaihto lineaarikuvauksella, jonka matriisi on

diag(1,48,6%,...,6mNh
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reaalista ominaisarvoa A vastaavaa Jordanin blokkia vastaavassa B-invariantissa ali-
avaruudessa, jonka dimensio on m(\) ja jonka matriisi on

di&g(IQ, (5]2, 52[2, ey 5m(/\)/2—112>

kompleksista ominaisarvoa A vastaavaa Jordanin blokkia vastaavassa B-invariantissa
aliavaruudessa, jonka dimensio on m(\).
Uudessa kannassa Jordanin blokkeja vastaavat matriisit ovat muotoa

A0
A0
(A)  tai
A0
A
reaaliselle ominaisarvolle A\ ja
C\ 0l
C\ ol
(o B .
Cy = (—5 a> tai
015
Cy

kompleksiselle ominaisarvolle A = o + /5.

Muistetaan viela, etta kaikki avaruuden R™ normit ovat ekvivalentteja ja ne méa-
raavat saman topologian, joten lauseen viitteen todistamisessa voidaan valita tilan-
teeseen sopiva normi. Olkoon siis || - || maksiminormi edelld muodostetussa kannassa.
Talloin

1B = max || Ae] < r(4) +9
z|=
Valitsemalla § riittdvian pieneksi saadaan siis |B|| < K < 1, joten kaikilla x €
R™ — {0} pétee
IB 2| < K*|l| — 0,
kun £ — oo. 0

Propositiosta [10.3| seuraa helposti vastaava tulos tilanteessa, jossa matriisin B
kaikki ominaisarvot ovat itseisarvoltaan suurempia kuin 1.

Propositio 10.4. Jos
min{|A| : A € Sp(B)} > 1,
niin B*(x) — oo kaikille v € R™ — {0} eksponentiaalista vauhtia, kun k — oo.

Todistus. Matriisi B on kidantyva, koska nolla ei ole sen ominaisarvo. Lisdaksi
Sp(B) = {1/A: XA € Sp(B7)},

joten 7(B~!) < 1 ja Proposition mukaan B~! on kutistava: jokaiselle y € R®
pitee ||B~*y| < K*|Jy|| jollain 0 < K < 1. Viite seuraa, koska jokaiselle € R" on
y € R", jolle x = B~1y. O

Seuraava tulos kuvailee hyperbolisten lineaaristen differentiaaliyhtéldiden ratkai-
sujen kayttaytymisen:
Lause 10.5. Olkoon A reaalinen n X n-matriisi, jonka keskusaliavaruus on triviaali.
Talloin
(1) Jos x € E®, niin exp(At)xr — 0 eksponentiaalisella nopeudella, kun t — oo ja
| exp(At)x|| — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun t — —oo.
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(2) Jos x € E™, niin exp(At)z — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun t — oo ja
| exp(At)z|| — 0 eksponentiaalisella nopeudella, kun t — —oo.

(3) Jos x ¢ E™U E®, niin || exp(At)z| — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun
t — +oo0. O

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Tason differentiaaliyhtéloiden tapauksessa Lause [10.5] antaa karkean version lu-
vussa [2| tehdysta luokittelusta.

Grobmanin ja Hartmanin lause kertoo, ettd hyperbolisen tasapainopisteen ldhella
differentiaaliyhtélon virtaus on topologisesti konjugaatti differentiaaliyhtélon linea-
risoinnin virtauksen kanssa. Yhdistamélla tamé tieto Lauseen [10.5] kanssa saadaan
hyva kuva hyperbolisten yhtaloiden lokaalista kiyttaytymisesté.

Todistetaan vield lineaarialgebran tulos, jota kiytetdén epélineaarisen differenti-
aaliyhtélon tasapainopisteen tarkastelussa seuraavassa luvussa.

Propositio 10.6. Olkoon A € Mat,(R). Jos ReSp A C|m, M|, niin avaruudessa
R™ on sisdtulo (+|-), jolle pdtee

mlz]|* < (Az|x) < M|z|?
kaikilla x € R".

Todistus. Konjugoimalla voidaan olettaa, ettd A on samanlaisessa Jordanin kanoni-
sesta muodosta saatavassa blokkidiagonaalimuodossa kuin Proposition todis-
tuksessa. Osoitetaan, ettd viite pétee jokaista blokkia vastaavassa aliavaruudessa.
Viite seuraa tistd asettamalla ndmé aliavaruudet keskendén ortogonaalisiksi. Riit-
téa siis tarkastella tapaukset, joissa A on jokin Lauseessa esiintyvista blokeista.

Jos A = ()), niin kaikille z € R pitee standardisisétulolla (Az|z) = A[|z||?, mistd
vaite seuraa.

Jos A = _aé g l , niin matriisin A ominaisarvot ovat « &+ ¢8. Nyt standardi-
sisdtulolle pétee (Az|z) = af|z|* kaikilla z € R?.
Jos A € R ja
A0
A0
A0
A

niin standardisisatulolle péatee
(Az|z) = (Ao + (22,3, . . ., T, 0)|2) = A||z|* + €((22, 23, ..., 2,,,0)|) .
Cauchyn epiyhtilon nojalla |((xa, 23, . . ., Zn, 0)|2)| < ||2]]?, joten
(A =€) < [lz]*(Azfz) < (A +o)flz]*.

Valitsemalla € > 0 saadaan haluttu arvio. Kompleksisen ominaisarvon tapaus todis-
tetaan samaan tapaan. O

Differentiaaliyhtalon & = Ax virtaus on

¢u(7) = exp(At)x.
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Lineaarikuvauksen exp(A) ominaisarvot ovat luvut e*, missi \ kily lipi matriisin A
ominaisarvot. Lineaarikuvausta kutsutaan yleensé hyperboliseksi, jos silla ei ole yh-
tdan ominaisarvoa, jonka moduli on 1. Tésté aiheutuu pieni terminologinen kiemu-
ra: Lineaarista differentiaaliyhtélod & = Az sanotaan hyperboliseksi, jos matriisin A
keskusaliavaruus on triviaali. Téll6in siis matriisi exp(A) on hyperbolinen. Epéline-
aaristen differentiaaliyhtéloiden yhteydessa sanotaan vastaavasti, etta vektorikentan
f tasapainopiste b on hyperbolinen, jos differentiaaliyhtélon & = f(z) linearisointi
pisteessd b on hyperbolinen.

Harjoitustehtavia.

10.1. Todista Lause [[0.5
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11. EPALINEAARISEN YHTALON TASAPAINOPISTEEN VAKAUS

Tassé luvussa tarkastelemme hyperbolisia tasapainopisteita kiyttamatta Grobma-
nin ja Hartmanin lausetta ja lisdksi selvitdmme, milld keinoilla voidaan tarkastella
sellaisten tasapainopisteiden vakautta, jotka eivét ole hyperbolisia.

Olkoon U C R" avoin joukko ja olkoon f: U — R"™ vektorikenttd. Vektorikentan
f tasapainopiste b on

e stabiili tai vakaa, jos jokaiselle avoimelle joukolle V' C U on avoin b € W C V,
jolle ¢,(W) C V kaikille ¢ > 0.

e asymptoottisesti stabiili tai asymptoottisesti vakaa, jos b on vakaa ja on pisteen b
avoin ymparisté W, jolle ¢,(z) — b kaikille z € W, kun ¢t — oc.

Jos b ei ole vakaa, se on (tietenkin) epévakaa. Jos b on asymptoottisesti vakaa ta-
sapainopiste, niin sen maksimaalista avointa ympéristod W, jossa patee ¢(z) — b,
kun t — oo kaikille x € W, sanotaan pisteen b attraktioaltaakst.

Dynaamisten systeemien yhteydessd asymptoottisesti vakaata tasapainopistetti
sanotaan puoleensavetiviksi kiintopisteeksi. Jos taas on kiintopisteen b avoin ympé-
risté V siten, ettd jokaiselle z € V on t(z) € R, jolle ¢y(x) ¢ V kaikille ¢t > t(x),
niin x on hylkwa kitntopiste.

Lauseesta [10.5] saadaan ylla mééritellylla terminologialla

Seuraus 11.1. Origo on hyperbolisen lineaarisen differentiaaliyhtilon & = Az vakaa
tasapainopiste, jos ja vain jos E5(A) = R™. O

Lause 11.2. Olkoon b C'-vektorikentin f hyperbolinen tasapainopiste.

(1) Jos lineaarikuvauksen D f(b) kaikkien ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivi-
sia, niin b on asymptoottisesti vakaa.

(2) Jos lineaarikuvauksen D f(b) jonkin ominaisarvon reaaliosa on positiivinen, niin
b on epavikaa.

Todistus. (1) Harjoitustehtava.

(2) Affiinilla koordinaattimuunnoksella voimme olettaa, ettd b = 0 ja ettd differen-
tiaalin D f(0) matriisille A pitee E5(A) = RF, EY(A) = R"* ja E5(A) L E*(A).
Olkoon

€T = ($S7$u) )

missi v, € E®, x, € EY. Proposition nojalla on K, < 0 ja K, > 0 siten, etta
(Axg|zs) < Ki|ws||? kaikille x4 € E* ja (Azy|xy) > Ky||lz,||? kaikille x, € E".
Olkoon
f(z) = Az + R(z),

missid R(z) = (Rs(x), Ry(z)) = o(x), kun z — 0. Valitaan 0 < € < (K, — K{)/4 ja
r > 0 siten, ettd ||R(z)|| < ¢||z||, kun ||z|| < r. Olkoon

Cr={z € R": |lz,|| = ||lzsl|} N B(0,r).

Olkoon = = (s, z,)differentiaaliyhtélon & = f(x) ratkaisu, jolle z(0) € C,. Télloin,
kun z(t) € C, patee Taylorin kehitelmén, Cauchyn epayhtélon ja kolmioepayhtélon,
ja oletuksen ||z,|| > ||zs|| nojalla

< eaIP)

2(zu ()| Azu(t) + Ru(t))
2(Kullzu®)]1* = llza(®)llellz(®)]])
> 2(Ky — 2¢)|lzu(t)],
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joten ||z,| kasvaa eksponentiaalisesti, kun ratkaisu on katkaistussa kartiossa C.
Samaan tapaan nahdééin, etta

d (2 D1%) < 2(K, + 2)[lzu (O],

kun z(t) € K,.
Tarkastellaan erotusta
g(t) = llza O] = lzs(t)].
Selvésti g(t) = 0, jos x(t) on yhtalon ||z, || = ||zs|| madraamalld kartiolla ja g(0) > 0.
Edella tehtyjen laskujen mukaan
9(t) = 2(Ky — K — de)||lzu (1) > 0

kaikilla ¢t € R, joilla 2(t) € C,, joten z(t) poistuu kartiosta pallon B(0,r) reunan
lapi. Erityisesti se poistuu pallosta B(0,r) riippumatta siitd, kuinka laheltd tasa-
painopistetta alkuarvo valitaan. Siis tasapainopiste ei ole vakaa. O]

Olemme jo Luvun [6] harjoituksissa havainneet, ettd tasapainopisteen vakaudesta

ei voi paatella mitddn ilman lisétietoja, jos linearisaation joidenkin ominaisarvojen
reaaliosa on nolla.

Esimerkki 11.3. Differentiaaliyhtélon
. —xo + exy||z|?
(60) = < o1+ exllz|? )

ainoa tasapainopiste on 0. Sen linearisaatio on kaikilla ¢ € R sama yhtalo

(0 -1

Linearisaation kerroinmatriisin ominaisarvot ovat 4i, joten Lausetta [11.2| ei voi so-
veltaa. Differentiaaliyht&lo on napakoordinaattimuodossa

7= er’
6=1,

joten 0 on asymptoottisesti vakaa, kun € < 0, vakaa, kun ¢ < 0 ja epavakaa, kun
e > 0.

4 x x K, & & 4 4 a 41_07« ~ Y Y ¥ » w =
(4 A ¥, s 4 < - > % N
’ A r s - ~ LN Y
4 > ’ » » - R
’ A » » » » ox b
4 LI v/ » N 'Y
' Vo Py Vo
M Lo [ Lo
N .0 0 0
1 4 A ] 4
1 A} g) 4 A K 4
4 4 - 4 4 A « % ‘
44N\ v « A4 WA\ 4 v
LR NN v 4 4 A X < v
L NN s > v v ¢ 4 A N N P
AN A A A A s_J"Q’v v v v v 4 4 A N < ”

KuUvA 14. Pisteen (%,O) radan osia, kun e = —0.1,0.1.

Kun e < 0, niin koko R? on origon attraktioallas.
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Jos tasapainopiste ei ole hyperbolinen, sen vakaus tai asymptoottinen vakaus voi-
daan joskus péatelld seuraavalla Liapunovin menetelmdlld. Tassd menetelméssa dif-
ferentiaaliyhtélon ratkaisua ei tarvitse tuntea mutta tarvitaan vektorikentén kanssa
oikealla tavalla yhteensopiva reaaliarvoinen funktio.

Olkoon U C R" avoin joukko ja olkoon f: U — R™ C'-vektorikentté. Differentioi-
tuvan funktion L: U — R rataderivaatta on

L(z) = DL(z) f(z) = a(Loa—(ft(x»’to.

Olkoon V' C U vektorikentdn f tasapainopisteen b avoin ymparisto. Differentioi-
tuva funktio L: V — R on vektorikentdn f Liapunovin funktio pisteessa b, jos

(1) L(b) =0 ja L(z) > 0 kaikilla x € V — {b} ja

(2) L(z) <0 kaikilla z € V — {b}.
Jos Liapunovin funktio L toteuttaa vahvemman ehdon

(2") L(z) < 0 kaikilla z € V — {b},

niin L on aito Liapunovin funktio.

Lause 11.4 (Liapunovin lause). Olkoon b vektorikentin f: U — R" tasapainopiste.
Jos jossain pisteen b avoimessa ymparistossa V. C U on (aito) Liapunovin funktio,
niin b on (asymptoottisesti) vakaa.

Todistus. Olkoon L  Liapunovin funktio pisteessd b. Olkoon § > 0 siten, ettd
B(b,d) C V ja olkoon

a= min L(z)>0.
2€dB(b,5)

Olkoon

W ={xz e B(b,J): L(x) < a}.
Nyt W on tasapainopisteen b avoin ympéristé ja koska L < 0, niin joukosta W
lahtevét ratkaisut pysyvat siind. Siispd b on vakaa.

Oletetaan, ettd L < 0. Olkoon z differentiaaliyhtilon @ = f(x) ratkaisu, jolle
x(0) € W. Erityisesti pisteen z positiivinen rata on rajoitettu, joten samaan tapaan
kuin Harjoitustehtévéssé [7.1] saadaan wy(x) # 0.

Olkoon z € wy(z) C B(0,). Koska kuvaus t — L(z(t)) on vithenevi, niin L(z) <
L(x(t)) kaikille t > 0. Jos z # b, niin L(z) < 0, joten L(¢s(z)) < L(z) kaikille
s > 0. Koska ¢ on jatkuva, niin kiinnitetylle s > 0 on r > 0 siten, ettd kaikille
x € B(z,r) patee L(¢s(x)) < L(z). Mutta téstd saadaan ristiriita tarkastelemalla

pistettd z(t) € B(z,r). O
Esimerkki 11.5. Funktio V: R, x Ry — R, U {0},
ha TC
V(T, h) = ﬁg

on invariantti Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtalon
7 = ar — bhr,
(61) {h = —ch + dhr,
virtauksessa. Sen avulla muodostettu funktio
L(r,h) = —logV(r,h) + log V'(b)
on differentiaaliyhtalon Liapunovin funktio tasapainopisteessé
b= (r,h) = (c/d,a/b).
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Funktion L tasa-arvojoukot L~!(a), a > 0, ovat topologisia ympyréiti. Koska L=0,
tasa-arvokayrat eivit sisdlla kriittisia pisteité ja tarkastellaan tason systeemid, ndma
kayrat ovat suljettuja ratoja.

Esimerkki 11.6. Olkoon o € R. Funktio L(21,22) = |21|> + |22/* on lineaarisen

differentiaaliyhtalon
Z.l = 27Ti21
22 = 27T(Jéi22

Liapunovin funktio ja L = 0. Kuten edellikin Liapunovin funktion tasa-arvojoukot
ovat hyperpintoja. Kuitenkaan emme voi padtelld, ettd radat ovat suljettuja, itse
asiassa esimerkissé [7.11] osoitettiin, ettd radat eivét usein ole suljettuja.

Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon V: U — R siled funktio. Differentiaaliyh-
talo

(62) T =-VV(x)
on funktiota V vastaava gradienttisysteemi.

Propositio 11.7. Olkoon V' siled funktio. Tdlloin

(1) vektorikentta —N'V on kohtisuorassa funktion V' tasa-arvojoukkoa vastaan jokai-
sessa vektorikentin —V'V sddnnollisessd pisteessd. Tdamdn pisteen ympdaristossd
funktion V' tasa-arvojoukot ovat hyperpintoja.

(2) jos b on gradienttisysteemin tasapainopiste, niin sen linearisoinnin kaikki
ominaisarvot ovat reaalisia.

(3) jos b on funktion V' eristetty kriittinen piste, joka on aito lokaali minimipiste,
niin funktio x — V(x) — V(b) on on vastaavan gradienttisysteemin aito
Liapunovin funktio pisteessi b ja b on systeemin asymptoottisesti vakaa tasa-
painopiste.

(4) kaikki gradienttisysteemin w-rajapisteet ovat systeemin tasapainopisteitd.

Todistus. Kohdat ja todistettiin Harjoitustehtavissa ja [6.6] Kohta
tehdaédn harjoituksissa.

Kohdan todistusta varten huomaamme, ettd funktio z — V(z) — V(b) on
selvasti positiivinen jossain pisteen b punkteeratussa ymparistossa. Lisaksi

V(x) = DV(2)(~VV(x)) = —|VV(2)|* < 0,

koska oletimme, etté b on eristetty kriittinen piste. Viite seuraa Liapunovin lauseesta

114 O
Esimerkki 11.8. Funktio V: R? — R,
V(z) =23 (zy — 1)? + 23,

méadraa gradienttisysteemin

_ (Aw(z = ) (- 1)
().

jota tarkasteltiin harjoituksissa 6 ensimmaiselld kurssilla. Vektorikenttd V1 on koh-
tisuorassa funktion V' tasa-arvokéyrid vastaan. Koska VV(z) = 0 ainoastaan, jos
xo =0 ja x; € {0, %, 1}, niin tasa-arvokdyrat ovat sileitd kaikkialla paitsi tasapaino-
pisteessé (3,0).

Kaikki tasapainopisteet ovat hyperbolisia ja kaikki radat suppenevat kohti jotain
tasapainopistetta: Jos 1 < %, niin ¢;(x) suppenee kohti asymptoottisesti vakaata
tasapainopistetta 0 ja jos z; > %, niin ¢;(x) suppenee kohti asymptoottisesti vakaata
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tasapainopistettd (1,0), kun ¢ — oco. Suoran z; = % pisteet taas suppenevat kohti
epastabliilia tasapainopistetté (%, 0).

06T — — — ' ——3
04/ ]
02 1

00|

—06 :\ . | N i n L Il L L 1 L L L l;
0.5 0.0 0.5 10 1.5

KuvaA 15. Funktion V tasa-arvokayria

Lause 11.9 (Krasovskiin ja LaSallen invarianssiperiaate). Olkoon f: U — R™ C'-
vektorikenttd ja olkoon b € U differentiaaliyhtilon @ = f(x) tasapainopiste. Olkoon
L: U — R wvektorikentdin f Liapunovin funktio pisteessi b. Olkoon P C U pisteen b
positiivisesti invariantti kompakti ympdaristd. Oletetaan, ettd L ei ole vakio millddn
maksimaalisella ratkaisukdyrdlld, joka sisdltyy kokonaan joukkoon P — {b}. Tdlldin
b on asymptoottisesti vakaa tasapainopiste ja joukko P sisdltyy pisteen b attraktio-
altaaseen.

Todistus. Olkoon xy € P siten, ettd w(zg) # {b}. Koska P on kompakti, niin w(zo)
ei ole tyhjd. Harjoituksissa osoitettiin, ettd w(xzq) sisdltyy kokonaan joukkoon P ja
ettd se on invariantti differentiaaliyhtélon virtauksessa.

Olkoon z € w(xg). Talloin on ¢, ~ oo siten, ettd ¢, (r9) — 2, kun & — oco. Nyt
L(¢r, (x0)) > L(2) kaikilla k ja limy_,o L(¢r, (20)) = L(2). Toisaalta kaikille s € R
pétee lim L(¢y, 45(xo)) = L(z), koska L on vihenevé rataa pitkin, ja ¢, +s(zo) —
¢s(2), kun k — oo, joten L(¢s(z)) = L(z) kaikilla s € R. Koska pisteen z rata
sisdltyy joukkoon P, onkin 16ydetty kokonaan joukkoon P — {b} sisiltyvi rata, jolla
L on vakio, mutta tdmé& on vastoin oletusta. O

Esimerkki 11.10 (Epélineaarinen heiluri). Jaykélld varrella akseliin kiinnitetyn
heilurin liikettd kuvaa Esimerkissé [4.1] ja Harjoitustehtévissa [6.4] tarkasteltu diffe-
rentiaaliyhtalo

0=
63
(63) {Dz—sin@—bv

Differentiaaliyhtalolla on numeroituva joukko tasapainopisteitd: Tasapain-
opisteet (m + k 2w, 0) vastaavat heilurin yldasemaa. Néissi pisteissd yhtdlon lineari-

sointi
. (0 1
=1 -

on hyperbolinen ja ominaisarvojen tulo on negatiivinen. Pisteet ovat siis Lauseen
nojalla epévakaita. Pisteet (k2m,0) taas vastaavat heilurin ala-asemaa. Néissé
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pisteissa yhtélon linearisointi on

(1)

Jos kitka on positiivinen, niin ala-asema on vakaa tasapainopiste, jos taas b = 0,
niin ominaisarvot ovat puhtaasti imaginaarisia ja linearisointi on keskus.

Epélineaarisen heilurin Liapunovin funktiona tasapainopisteessé (0, 0) on luonteva
kayttaa systeemin energiaa

1
E0,v) = 5112 +1—cosé,

joka koostuu liike-energiasta %1)2 ja potentiaalienergiasta 1 — cosf. Nyt £(0,0) =0

3F

NN\

1 L L 1 | L 1 L 1 ! 1 L L 1 L L | al

6 -4 ) 0 2 4 6

Kuva 16. Kitkattoman epélineaarisen heilurin yhtalon ratkaisuja.

ja E(6,v) >0, kun (6,v) # 0 ja |0] < 7.

—bv —sin f

E:DEwm)< ! ):—m2ga

joten Liapunovin funktion ehdot toteutuvat kaikilla b > 0. Siis 0 on vakaa kaikilla
b > 0 ja asymptoottisesti vakaa kaikilla b > 0.

Kun b = 0 ndhdaan kuten Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtélon tapauksessa,
ettd energiafunktion tasapainokiyrit ovat sileitd kiyrid, kun |0 < 7 ja ettd ndma
tasa-arvokiyrét ovat systeemin suljettuja ratoja, kun F(6,v) < 2 = FE(x,0).

Kun b > 0, linearisaation ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia, joten lokaali
kayttaytyminen tiedetddn puoleensavetaviksi. Energian tasa-arvojoukko

{(0,v) € [-m, 7] xR : E(0,v) = E(7,0) = 2}
={(0,v) € [-m, 7] x R:v? =2(1 — cos )}

topologinen ympyré, joka koostuu kahdesta epavakaita tasapainopisteitd (£, 0) yh-
distavista radasta. Radat, joiden alkuarvo on tdméan ympyran rajaamassa joukossa

P={0,v)eR*:|0| <7 EO,7) <2}

pysyvat Jordanin kdyrdlauseen nojalla téssa joukossa, joka on siis positiivisesti in-
variantti. Krasovskiin ja LaSallen invarianssiperiaatteen nojalla joukko P siséltyy
origon attraktioaltaaseen. Nimittdin, jos £ on vakio jollain radalla, niin

E(f,v) = —b?=0.
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Siispid v = 0, joten 8 = 0. Lisiksi sinf = 0 = 0, joten ehdosta |0] < m saadaan
0 = 0. Joukossa P — {0} ei siis ole ratoja, joilla E on vakio. “Fysikaalinen paattely”
tai Mathematica kertovat, ettd attraktioallas on huomattavasti suurempi.

\Y

Kuva 17. Kitkallisen epalineaarisen heilurin yhtalon ratkaisuja, kun
b=1
2

Kitkaton matemaattinen heiluri on esimerkki Hamiltonin systeemistd: Olkoon
Q) C R = R™ x R" avoin joukko. Kirjoitetaan pisteen z € U koordinaatit muo-
dossa z = (x,y), z,y € R" Olkoon H: U — R C*funktio ja misritellisin sen
081ttalsderlvaat01sta muodostetut vektoriarvoiset kuvaukset 22 22 . 7 5 R”,

9z Oy
0H (z,y) OH (z,y)
OH(z,y) | 97 oH(y) |
o OH(z,y) % OH (z,y)
8$n ayn
Differentiaaliyhtalo
_ OH(z,y)
=%
. OH(z,y)
v= ox

on Hamiltonin systeemu, jolla on n vapausastetta. Funktio H on systeemin kokonais-
energia tai Hamiltonin funktio.

Propositio 11.11. Hamiltonin systeemin ratkaisut sisdltyvdt kokonaisenergiafunk-
tion tasa-arvojoukkoihin

Todistus. Harjoitustehtéva [11.5 U

Jatkuvasti differentioituvan vektorikentén f: U — R"™ tasapainopiste b on surkas-
tumaton (tai degeneroitumaton), jos D f(p) on kiddntyva.

Lemma 11.12. Yhden vapausasteen Hamiltonin systeemin surkastumattoman ta-
sapainopisteen linearisointi on keskus tai satula.

Todistus. Harjoitustehtava O
Taméan avulla osoitetaan
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Propositio 11.13. Yhden wvapausasteen Hamiltonin systeemin degeneroitumaton
tasapainopiste b on

e vakaa mutta ei asymptoottisesti vakaa, jos sen linearisointi on keskus ja
e cpdavakaa, jos sen linearisointi on satula.

Todistus. Harjoitustehtéva [11.7] O

Esimerkki 11.14. Olkoon f: I — R C'-funktio jollain reaalilukuvélilla /. Funktion
f méadradma Newtonin systeemi on toisen asteen differentiaaliyhtilo & = f(z) tai
vastaava differentiaaliyhtélopari

o {o - I

Newtonin systeemin litke-energia on T'(v) = v? ja sen potentiaalienergia pisteen

2
o € I suhteen on
V(z) = —/ f(s)ds .
Zo

Systeemin kokonaisenergia on E =T + V. Nyt

OE(x,v) ., .
0w oV'(r) = —f(x)
ja
OE(x,v) ., |
T =T (U) =,

joten Newtonin systeemi on yhden vapausasteen Hamiltonin systeemi. Esimer-
keissd [4.1]ja[I1.10| tarkasteltu kitkaton matemaattinen heiluri on Newtonin systeemi,
siis yhden vapausasteen Hamiltonin systeemi.

Esimerkki 11.15. Esimerkissi kisitelty funktio V: R? — R2,
V(z) =2*(x - 1)* + ¢

maaraa yhden vapausasteen Hamiltonin systeemin

T =2y
y = —dx(r — %)(a:— 1),

jonka radat ovat kuvassa esitettyja funktion V' tasa-arvokdyrien komponentte-
ja. Systeemilld on kaksi poikkeuksellista rataa, jotka muodostavat tasapainopis-
teen (3,0) kanssa tasa-arvokdyrdn V(z,y) = 5. Témé tasa-arvokéyrd on kahdek-
sikon muotoinen. Oikeanpuoleinen silmukka on ratkaisun ¢ — qﬁt(%ﬁ, 0) rata, jolle

gbt(#) — (3,0) oikealta alaviistosta, kun ¢t — oo ja gbt(%) — (3,0) oikealta
ylaviistosta, kun ¢ -+ —oo. Vasemmanpuoleinen silmukka on pisteen (%ﬁ, 0) rata,

joka kilyttiytyy vastaavasti. Tasapainopiste (3

5,0) on homokliininen tasapainopiste:
¢(1_+2\/§) — (3,0), kun ¢ — +oo0.
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Harjoitustehtavia.

11.1. Olkoon b C'-vektorikentéin f tasapainopiste. Oletetaan, etti lineaarikuvauk-
sen D f(b) ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia. Osoita, ettd b on asymptoot-
tisesti vakaa tasapainopiste.

11.2. Osoita, ettd funktio L(x) = ||x||? on differentiaaliyhtélon

_:Uif

(65) = | —ma(z?+ 23+ 1)
—sinxs

aito Liapunovin funktio origossa.

11.3. Olkoon ¢ differentiaaliyhtilon lokaali virtaus. Arvioi niiden pisteiden
r € R? joukkoa, joille ¢;(z) — 0, kun ¢ — oc.

11.4. Osoita, ettd kaikki gradienttisysteemin w-rajapisteet ovat systeemin tasapai-
nopisteita.

11.5. Osoita, ettd Hamiltonin systeemin kokonaisenergian rataderivaatta on 0. Osoi-
ta, ettd Hamiltonin systeemin ratkaisukédyrat siséltyvét kokonaisenergian tasa-arvo-
joukkoihin.

11.6. Todista Lemma [IT.12
11.7. Todista Propositio [11.13]

11.8. Ratkaise kokonaisenergiaa

_ Tyt
2

vastaava kahden vapausasteen Hamiltonin systeemi.

11.9. Olkoon V: R — R, V(t) = (t* — 1)?. Tarkastele tason differentiaaliyhtélon

= (—V’(ﬂa‘gf)2 - um)

tasapainopisteitd parametrin @ > 0 eri arvoilla.

H(z,y)
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12. VAKAA JA EPAVAKAA MONISTO

Luvussa (11| osoitimme muun muassa, ettd hyperbolinen tasapainopiste, jonka li-
nearisoinnin jonkin ominaisarvon reaaliosa on positiivinen, on epavakaa. Jos tarkas-
teltava hyperbolinen tasapainopiste on tyypiltdan satula, tdtd kuvaa voi tarkentaa
huomattavasti.

Lause 12.1 (Vakaan ja epivakaan moniston lause). Olkoon f: U — R™ C'-vektori-
kenttd. Olkoon ¢ differentiaaliyhtalon © = f(x) osittainen virtaus ja olkoon b sen
hyperbolinen tasapainopiste. Oletetaan, ettd differentiaalilla Df(b) on 0 < k < n
ominaisarvoa (algebrallisen kertaluvun mukaan laskettuna), joilla on negatiivinen
reaaliosa ja n—k ominaisarvoa, joilla on positiivinen reaaliosa. Tdalloin on avaruuden
R™ positiivisesti ¢p-invariantti k-ulotteinen differentioituva alimonisto W (b), jolla
on seuraavat ominaisuudet:

o Jos xg € WS (), niin ¢r(z9) — 0, kun t — oo,

e On 6 > 0 siten, ettd jos g € B(b,0) — Wi .(p). niin ¢(z) ¢ B(b,d) jollain t > 0.
o Wi (b) sivuaa differentiaalin D f(b) vakaata alicvaruutta origossa.

Lisdiksi on negatiivisesti ¢-invariantti (n — k)-ulotteinen differentioituva alimonisto
Wa.(b), jolla on ominaisuudet

o Jos xg € W2.(b), niin ¢(x9) — 0, kun t — —oo,

e On 6 > 0 siten, ettd jos xg € B(p,d) — Wi.(b). niin ¢(x) ¢ B(b,d) jollain t < 0.
o W .(b) sivuaa differentiaalin D f(b) epivakaata aliavaruutta origossa.

Lauseen antama monisto WP _(b) on pisteen b lokaali vakaa monisto ja
W.(b) on pisteen b lokaali epivakaa monisto.

Todistus. Katso esimerkiksi [HSD] Luku 8.3 ja [Per| Luku 2.7. Tamé todistus on
yksi kurssin harjoitustyon aiheista. OJ

Vakaan ja epidvakaan moniston lause antaa hyperbolisen tasapainopisteen ym-
pariston jaon pisteisiin, jotka virtaavat kohti tasapainopistetta, kun aika ldhestyy
positiivista tai negatiivista darettomyytta ja jaljelle jadvaan avoimeen joukkoon.
Seuraava madritelmé antaa globaalin version néistd monistoista:

Olkoon f: U — R™ Cl-vektorikentti, jota vastaa virtaus ¢ ja olkoon b differen-
tiaaliyhtalon @ = f(z) tasapainopiste. Tasapainopisteen b globaali vakaa monisto
on

We(b) = {z € R*: ¢;(x) — b, kun t — oo}
ja sen globaali epdvakaa monisto on
WY(b) = {z € R?*: ¢y(x) — b, kun t — —oc}

Esimerkki 12.2. (1) Esimerkissé [4.1] kiisitellyn matemaattisen heilurin hyperbolis-
ten tasapainopisteiden ((1 + 2k)7m,0), k € Z, (globaalit) vakaat ja epévakaat mo-
nistot saadaan valitsemalla vuorotellen alempi ja ylempi haara kokonaisenergian
tasa-arvojoukossa

{(0,v) € R? : E(,v) = E(n,0) =2} = {(0,v) € R?* : v* = 2(1 — cos )},
kuvan [[7] mukaisesti.
(2) Esimerkissi [L1.15 W, (3) = Wi (3) = V7 (55).
Esimerkki 12.3. Propositio ei sovellu funktion H: R? — R,

1 1
H(x,?/) = 53/2 - gﬂfg
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madradman Hamiltonin systeemin

T=1y
j = a?

tasapainopisteen 0 tarkasteluun koska 0 on tarkasteltavan vektorikentén degeneroi-
tunut tasapainopiste. Samasta syystd emme voi my6skdan soveltaa Vakaan ja epé-
vakaan moniston lausetta. Voimme kuitenkin maarittaéa origon vakaan ja epéavakaan
moniston: H(0,0) = 0, joten epdvakaa ja vakaa monisto sisiltyvét tasa-arvojoukkoon

H(0) = {(y) € Ry = 24%).

Tamé kiyrd on muodoltaan kdrki (cusp). Koska 37 = 2% > 0 kaikkialla, nihdéén, etti
kéyrén alempi haara on origon vakaa monisto ja ylempi haara on origon epévakaa
monisto.

1.5 ey '—_
0.5 _:
0.0 ]
05+ _
—1.0 _
s B

_1 0 -0 0

KuvA 18. Hamiltonin funktiota H(z,y) = 3y° — 32* vastaavan Ha-

miltonin systeemin ratoja lahella tasapainoplstetta 0.

Lokaali ja globaali vakaa ja epdvakaa monisto voidaan maéritella yleisemminkin
kuin kiintopisteelle: Jos xy € U on piste, jonka rata on jaksollinen: ¢r(xg) = g
jollain minimaalisella T" > 0, olkoon

I'= (R, x) = | Jou(xo) = (J ¢ulxo) -

teR 0<t<T

Olkoon
(= K) = min||= — |
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pisteen z ja kompaktin joukon K etdisyys. Maaritellddn radan I' globaali vakaa
monisto
W) = {x € R? : d(¢y(2),T) = 0, kun 2 — oo}
ja sen globaali epdvakaa monisto
W*T) = {x € R?* : d(¢(),I') — 0, kun 2 — —o0}

Esimerkki 12.4. Olkoon f: R® — R3,

—x9 + 21 (1 — 22 — 22)
fl@) =1 21 +22(1 —2]—23)
T3

Koska || f|| kasvaa turhan nopeasti, kun z? + 3 kasvaa, f méiridd vain osittaisen
virtauksen. Sen sijaan kentté

x
L+ [f(2)]]
madrad virtauksen Proposition nojalla. Kenttda f on toisaalta helpompi tarkas-
tella.
Tason {z € R3 : 23 = 0} yksikkéympyri
P={reR®: 2 +al=1125=0}
on invariantti differentiaaliyhtdlon & = F'(x) maaradméssa osittaisessa virtauksessa.

Itse asiassa I' on minké tahansa pisteen p € I jaksollinen rata. Differentiaaliyhtélon
i = f(x) sylinterikoordinaattimuodosta

r=r(l-r?
0=1
z2=2z
niahdaan, etta
W) ={x € R® : 13 = 0,7 # 0}
ja
W) ={x e R® : 2] + 25 = 1}

Vaihtamalla vektorikentén viimeisen komponentin suunnan vastakkaiseksi saam-
me differentiaaliyhtalon

—xo +x1(1 — 22 — 23)
b= x4+ 2(1 — 22— 23)

jossa ympyrin I vakaa monisto on R? — {0} x R.

0 -1

Esimerkki 12.5. Olkoon A = (1 0

). Vektorikentts f: R? — R,

Az + zl|z|]?sin(||z]|71), kun x #£ 0
o) - s ), o =
0, kunz=0.

on jatkuvasti differentioituva ja differentiaaliyhtdlé # = f(x) on napakoordinaateissa
muotoa

7 =r3sin(1/r),

0=1.
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Kuva 19. Kaksi ndkokulmaa x;zo-tason ympyran vakaasta ja epava-
kaasta monistosta. Siniset radat ovat vakaassa monistossa, punaiset
ja vihredt epéavakaassa.

Tistd muodosta niikee helposti, ettd ympyrit ¢ + = (cost,sint) ovat jaksollisia

kT
ratkaisuja kaikilla k& € N. Liséiksi 7 > 0, kun r € | 5=, 5[ ja 7 < 0, kun r €
1

(kD)7 2km

}ﬁ, —(%il)ﬂ [, joten ympyrit r = 5= ovat puoleensavetévia rajasykleji ja ympyrét

r = m ovat hylkivia rajasykleja.

Harjoitustehtavia.

12.1. Ratkaise vektorikentdn f(z) = (Qx_—xl—le) méadraamé differentiaaliyhtalo.
2 1

Maarita tasapainopisteen 0 vakaa ja epavakaa monisto.

12.2. Osoita, etta differentiaaliyhtélo
T =y
= + *

on Hamiltonin systeemi. Méarita kriittisten pisteiden vakaus. Méarita hyperbolisten
kriittisten pisteiden globaalit vakaat ja epévakaat monistot.

12.3. |TE] Osoita, etté differentiaaliyhtalo
i =y+a® -y’
y=—x— 21y

on Hamiltonin systeemi. Maarita kriittisten pisteiden vakaus. Maarita hyperbolisten
kriittisten pisteiden globaalit vakaat ja epévakaat monistot.

W—Iarjoitustehtévéi
“ 10/12/2014



X2

03}

X
0.3 -0.2 i i 0.1 0.2 0.3 1

03+

KuvA 20. Punaiset ympyréat ovat hylkivid ratoja, siniset puoleensa-
vetavid. Vilissa olevien pisteiden w-rajajoukko on sininen ympyra.

12.4. Pisteen a vahva vakaa monisto virtauksessa ¢: R x U — U on
W3'(a) = {x € U+ lim d(éy(x). 6,(a) = 0}

Olkoon f: R® — R3 f(x) = (1,29, —x3). M&ériti pisteen z vahva vakaa monisto
vektorikentéin f méadrdadmaissi virtauksessa kaikille 2, € R3.

12.5. [ Olkoon B = {z € R?: ||z|| < 1}. Olkoon f: R? x B — R* vektorikentti

o)
3 2
N T3 + TyT3
T 34 a2
T3+ — — ———

2 2
Miten vektorikentdn f madraama virtaus kiyttaytyy?

12.6. Anna esimerkki tason avoimessa joukossa maaritellysta differentiaaliyhtélosta,
jolla on sykli, joka on hylkivi joillekin € R? ja puoleensavetiivi joillekin x € R2.

12"r’\/'ihje: Esimerkki
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13. RATKAISUJEN GLOBAALI KAYTTAYTYMINEN

Tassé luvussa tarkastelemme muun muassa differentiaaliyhtdlon w- ja a-rajajouk-
kojen rakennetta. Etsimme vastauksia kysymykseen, millaista joukkoa kohti diffe-
rentiaaliyhtalon ratkaisut voivat kasautua.

Tasossa tilanne on yksinkertaisempi kuin korkeammissa ulottuvuuksissa. Jaksolli-
set radat eivat ole kovin kiinnostavia téassé yhteydessé, jos muut radat eivit kasaudu
niitd kohti. Esimerkiksi tason lineaaristen yhtaloiden tapauksessa, kun molemmat
ominaisarvot ovat puhtaasti imaginaarisia, koko taso origon ulkopuolella on keske-
naian samanjaksoisten ellipsiratojen yhdiste.

Olemme ndhneet monenlaisia rajajoukkoja:

e Esimerkissa tarkastelimme 3-ulotteisia systeemejé, joissa xjxo-tason yksik-
kéympyra on rajasykli.
e Esimerkissi tarkastelimme lineaarista 4-ulotteista systeemié

Z'l = 27Ti21
22 = 27T04i22 .
Jos parametri « on irrationaalinen, niin jokainen torus
2. _ _
T(T17T‘2) = {Z cC: |Zl| =T, |22| = 7”},

r1,7o > 0 on jokaisen pisteensi rajajoukko. Toisaalta, koska ndmé torukset ovat
invariantteja ja kaikki radat, jotka eivait ole néilla toruksilla ovat suljettuja, niin
T, .+, €l ole minkédén pisteen (z,w) ¢ T, ,, rajajoukko.

Esimerkki 13.1. Funktio V: R? — R2,

2?7t

PR

=1y
y=x—a3.

jonka radat sisdltyvat funktion V' tasa-arvojoukkoihin. Olkoon g € R ja hairitdan
Hamiltonin systeemin vektorikenttda parametrista p riippuvalla funktiolla ja tarkas-
tellaan differentiaaliyhtaloa

2
V(x>y) = % -

méaarada Hamiltonin systeemin

T=1y
y=x—1°—4uyV(z,y).

Funktiota V' voidaan kayttdd differentiaaliyhtalon tutkimiseen kuten Liapunovin
funktiota. Sen rataderivaatta on

V(r,y) = —4uy*L(z,y).

Erityisesti, kun p > 0, L(z,y) > 0 ja y # 0, rataderivaatta on negatiivinen, joten
nihdiin, ettd kahdeksikon V! ulkopuolelta lihtevit radat kasautuvat kohti koko
joukkoa V™1, kun t — oo. Vastaavasti joukon V! kummankin silmukan siséipuolelta
lahtevat radat kasautuvat kohti sitd puoiskoa, jonka sisélla ne ovat.

Pistetta, joka ei ole tarkasteltavan vektorikentédn tasapainopiste, sanotaan usein
sadnndlliseksi pisteeksi. Osoitamme Lauseen [8.10] avulla, ettd sdénnoéllisen pisteen
lahella virtaus kiayttaytyy hyvin sdannollisesti:
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Kuva 21. Esimerkin [13.1] ratoja, kun g = 0.1.

Propositio 13.2. Olkoon f: U — R™ C'-vektorikentti. Olkoon xo vektorikentin f
sidannollinen piste. Télloin on pisteen xo avoin ympdristo N ja C'-diffeomorfismi
H: N =] — ¢ €[" siten, ettd

(66) H(o(t,x)) = H(z) + (£,0,...,0)
kaikille x € U ja itseisarvoltaan riittdvan pienille t.

Todistus. Oletetaan, ettd xo = 0 ja ettd f(0) = («,0,...,0). Olkoon 0 € V C R”
pieni pallo ja maaritellagn G: V — R™,

G(y) = o(y1, (0,92, -, Yn))-

Kuvaus G on selvisti C', koska se on muodostettu siistiksi oletetun virtauksen avulla.
Lisdksi G on kddntyva jossain origon pienessd ympaéristossi kdénteiskuvauslauseen
nojalla:

0G(0)  0¢(0,0) -
8y1 o ot _f(o)—(C\J,O,...,O)7

ja kuvaus x — ¢(0,(0,)) on avaruuden R"~! identtinen kuvaus, joten DG(0) =
diag(a, 1,...,1), joka on kddntyva.

Olkoon nyt H kuvauksen G kdanteiskuvaus jossain pienesséd origon ympéristossé.
Talloin H toteuttaa ehdon , jos ja vain jos G toteuttaa

¢(t7 G(y)) - G(y + (t7 07 cee 70))
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kaikille y lahelld origoa ja kaikille itseisarvoltaan riittdvan pienille £. Mutta virtaus-
ominaisuuden perusteella saadaan

o(t,G(y)) = o(t, oy, (0,92, - -, yn))) = G(y1 + 1, (0,52, -+, Yn))
=Gy +t,y2, -, Yn) = G((Y1,y2, - - -, Yn) + (£,0,...,0))

kuten pitikin. Halutun muotoinen ymparisto saadaan valitsemalla sivun pituus e
riittavin pieneksi O

Proposition antama ympaéristé N on wvirtauslaatikko (flow box): Diffeomor-
fismin H antamissa koordinaateissa virtaus on yksinkertaisesti siirto ajan ¢ verran
suuntaan, joka méaraytyy vektorikentén arvosta pisteessa p, kunhan aika on riitta-
vén pieni. Hypertason {y; = 0} kuutiota | — ¢, €[ leikkaavan osan alkukuvaa kuvauk-
sella H, joka on siis sen kuva kuvauksella G = H~!,

G(0,92, .., yn) = (0,(0,y2, ..., yn)) = (0,92, ..., Yn)

sanotaan lokaaliksi virtauslaatikkopoikkileikkaukseksi tai lokaaliksi sektioksi pisteessa
xg. Tésséd konstruktiossa lokaali poikkileikkaus on vektorin f(x() kanssa pisteessa
kohtisuora hypertason osa.

Yleisemmin mika tahansa lokaali hyperpinta S, joka on vektorikentdn f kanssa
lokaalisti transversaalinen (siis f ei ole pinnan S tangenttivektori misséén pisteessd)
on vektorikentan f lokaali poikkileikkaus.

.771:()

Olkoon f: U — R"™ C'-vektorikentti ja olkoon ¢ vektorikentén f m#dradama, (osit-
tainen) virtaus. Olkoon xy sddnnoéllinen piste, jonka rata I' on jaksollinen. Olkoon S
lokaali poikkileikkaus pisteessé xq. Jos pisteelle z € S on t > 0, jolla ¢;(z) € S, niin

7(x) = min{t > 0: ¢(z) € S}

on pisteen x ensimmdinen paluuaika poikkileikkaukseen S. Niille pisteille, joiden
ensimmaéinen paluuaika on maéaritelty, maaritellaan Poincarén kuvaus asettamalla
P(z) = ¢(7(z),xz) € S. Kuvaus P ei ole valttdmatta méaritelty koko poikkileik-
kauksessa S.

Propositio 13.3. Olkoot f ja xy kuten ylld. Ensimmainen paluuaika ja Poincarén
kuvaus ovat hyvin mdariteltyjd differentioituvia kuvauksia jossain pisteen xy avoi-
messa ympdaristossa virtauslaatikkopoikkiletkkauksella S.

Todistus. Olkoon T' = 7(x) pisteen x, jakso. Tarkastellaan jatkuvasti differentioi-
tuvaa funktiota

F(t,z) = (qbt(x) - xo‘f(xo)).

Pisteen z jaksollisuudesta seuraa, ettd F(T") = 0. Mééritelmén mukaan ¢;(x) on
poikkileikkauksen S sisdltdvissa hypertasossa tdsmiélleen silloin, kun F(¢,z) = 0.
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Koska xy on saannollinen piste,

OF (T, xo)  ,00(T,x) - )
o = (g @0) = 1 ()P > 0.

Implisiittifunktiolauseen mukaan on r > 0 ja yksikésitteinen funktio 7: B(xg,r) —
R siten, ettd 7(xo) = T ja F(7(z),z) = 0 kaikille x € B(x¢,r). Saadaan siis mééri-
teltyi jatkuvasti differentioituva kuvaus Py: B(xg,7) — f(x0)+. Kiyttamalld jatku-
vuutta voidaan rajoittaa kuvaukset 7 ja Fj riittdvan pieneen pisteen xy ympéarist6on
hypertasossa f(zo)*, jotta ne mirittelevit ensimmiisen paluuajan ja Poincarén ku-
vauksen. OJ

Tasossa Poincarén kuvaus voidaan ajatella reaaliarvoisena funktiona, kun samas-
tetaan f(zo)t ja R. Télloin Poincarén kuvauksen tarkastelu on melko suoraviivaista.
Harjoituksissa osoitetaan

Propositio 13.4. Olkoon xy tason differentiaaliyhtilon sddannollinen jaksollinen
piste. Olkoon I' pisteen xq rata. Jos |P'(xo)| < 1, niin on 6 > 0 siten, etti I’ = w(z)
jokaiselle pisteelle x, joka on radan I' d-ympdristossi.

Todistus. Harjoitustehtéva [13.1] O

Propositio 13.5. Olkoon S tason differentiaaliyhtilon lokaali poikkileikkaus. OIl-
koon x piste, jonka positiivinen rata kohtaa poikkileikkauksen S ddrettémdan monta
kertaa. Olkoot t; <ty < --- <t < ... siten, etti ¢y, (x) € S kaikilla k € N. Tdlldin
jono (¢, )ken on monotoninen poikkileikkauksella S.

Todistus. Tarkastellaan kolmea peréttéista aikaa ty_1, g, tp11. Tarkastellaan silmuk-
kaa,

Y= ¢([tk_1, tk],$) U [Cbtk ($)7 ¢tk—1(x)]'

Olkoon D silmukan ¥ rajoittama kompakti topologinen kiekko.

Jos vektori f(¢y, (2)) osoittaa joukon D siséén, niin sama pétee kaikkialla janalla
[P, (), Oy, (x)[C S. Siis ¢y, ,,(x) € D koska ratkaisukiyrd ¢(]ty,00[, z) ei leikkaa
silmukkaa 32, joten tarkasteltavat pisteet ovat vaitetyssa jarjestyksesséd. Toinen ta-
paus todistetaan vastaavasti. 0

Poincarén ja Bendixsonin lause kuvailee tason systeemien mahdolliset rajajoukot
melko kattavasti:

Lause 13.6 (Poincarén ja Bendixsonin lause). Olkoon Q0 # () tason differentiaa-
liyhtdlon kompakti rajajoukko. Jos Q ei sisdlld yhtadn tasapainopistettda, niin €2 on
suljettu rata.

Todistus. Olkoon y € w(x). Oletetaan, ettd joukon w(z) pisteet ovat sdannollisia,
erityisesti siis y on sdannollinen piste. Osoitamme ensin, ettd y on jaksollinen ja
sitten, ettd w(x) koostuu pisteen y radasta.

Koska w(x) on kompakti, niin Proposition [7.9| mukaan w(y) C w(x) on invariantti
kompakti joukko, joka siséltda ainakin yhden pisteen z. Olkoon S lokaali poikkileik-
kaus pisteessé z ja olkoon N vastaava virtauslaatikko.

Oletetaan, ettd tarkasteltavan pisteen y € w(x) positiivinen rata kohtaa poikki-
leikkauksen S vdhintddn kahdessa pisteessi y1,y2 € w(z). Talldin pisteen x rata
kasautuu pisteisiin y; ja ys, joten se ei voi olla monotoninen, miké on ristiriita Pro-
position kanssa. Siis pisteen y rata kohtaa poikkileikkauksen S vain yhdessé
pisteessé.

Koska z € w(y), niin on ddrettomédn nouseva jono ty, jolle ¢y, (y) € N. Siispa,
koska pisteen y rata leikkaa poikkileikkausta vain yhdessad pisteessd y; € S, on
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0 < s < t,joille ps(y) = &(y) = v, joten y; on jaksollinen. Siis my6s y on jaksollinen
piste jollain positiivisella jaksolla T'. Olkoon I' pisteen y rata.

Osoitetaan sitten, ettd d(¢:(x),I") — 0, kun ¢ — oo. Olkoon S lokaali poikki-
leikkaus pisteessé y. Olkoon t;, ' oo siten, ettd jono ¢ (r) — y monotonisesti
poikkileikkauksessa S ja t ¢ S, kun t; < t < t5y1. Kun k on riittdvén iso, niin
jatkuva riippuvuus alkuarvoista (Propositio takaa, ettd ¢r(¢y, (x)) € N, joten

bppr <t +T + €.

Olkoon § > 0. Jatkuvasta riippuvuudesta alkuarvoista (Propositio tai Lause
seuraa, ettd ||gq(z) — ¢i(y)|| < § kaikille ¢ € [tg,tx + T + €], kun piste z on
riittavén ldhelld pistettd y. Siis on N € N, jolle kaikilla k > N pétee

p:(¢1,. (7)) — Pe(y)|| < 0

kaikille t € [tg,tr41], joten sama epéyhtdlo pétee kaikille suurille ajoille: Olkoon
n > N ja olkoon t € [t,,t, + 1]. Tall6in

d(¢u(2), T) < |¢e(2) = b1, ()| = 011, (¢1, (7)) = Prr, (2)]| < 0. DI

Seuraus 13.7. Olkoon K C U C R? positiivisesti invariantti kompakti joukko.
Jos K sisdltad pisteen, joka ei ole jaksollinen,niin K sisdltid tasapainopisteen tai
rajasyklin. 0

Seuraus 13.8. Olkoon I' suljettu rata siten, etti joukon R? — T' rajoitettu kompo-
nentti sisdltyy joukkoon U. Jos U sisdltdd pisteen, joka ei ole jaksollinen, niin U
sisdltdd tasapainopisteen tai rajasyklin.

Todistus. Olkoon = € U piste, joka ei ole jaksollinen. Jos joukossa U ei ole raja-
syklia eiké tasapainopistettd, niin Poincarén ja Bendixsonin lauseen mukaan w(x) =
a(x) = I'. Mutta tdméd on mahdotonta, koska noin kiyttidytyvin radan &(x) leik-
kaus jossain radan I' pisteessd olevan poikkileikkauksen kanssa ei voi olla monotoni-
nen. 0

Lause 13.9. Olkoon I' suljettu rata siten, etti joukon R —T rajoitettu komponentti
sisaltyy joukkoon U. Tdlloin U sisdltdda tasapainopisteen.

Todistus. Oletetaan, ettd U ei sisélld tasapainopistettd. Olkoon Area(I”) joukkoon
U sisédltyvan suljetun radan I rajaaman joukon pinta-ala. Olkoon

A = inf{Area(I") : I" C U on suljettu rata} .

Olkoon I'y minimoiva jono ja olkoon z; € I'y. Kompaktiuden nojalla voimme olet-
taa, ettd jono xp suppenee kohti pistettd x € U U TI'. Jos pisteen x rata ei olisi
jaksollinen, niin Poincarén ja Bendixsonin lauseen mukaan w(z) olisi rajasykli. Har-
joitustehtavéin nojalla w(zy) = w(z) suurilla k, mutta tdméd on mahdotonta.
Jatkuva riippuvuus alkuarvoista antaa yhtédlon Area(0(z)) = A. Oletuksen mu-
kaan x ei ole tasapainopiste, joten A > 0. Erityisesti radan &(z) sisdpuolella ei ole
jaksollisia ratoja. Témé on ristiriita Seurauksen kanssa. 0

Lause 13.10. Olkoon L: U — R funktio, joka on vakio radoilla. Jos ei ole avointa
epatyhjad joukkoa V- C U, jossa L on vakio, niin vektorikentdlld ei ole rajasyklid.

Todistus. Harjoitustehtéava O
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Harjoitustehtavia.
13.1. Todista Propositio [13.4]
13.2. Osoita, ettéd differentiaaliyhtalolla

. Ty — Ty — T
xr = 3
I1+SL’2—QZ2

A={zeR*:1< ||z|? <2}

on rajasykli renkaassa

13.3. Olkoon I' vektorikentén f: U — R"™ rajasykli ja olkoon ¢ vastaava virtaus.
Osoita, ettéd joukko

{reU:w(x)=T}-T

on avoin.

13.4. Todista Lause [3.10.
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14. LOPUKSI

Luvun [13|tulokset antavat melko tarkan kuvan tason differentiaaliyhtéléiden kéyt-
taytymisestd. Erityisesti ratkaisujen asymptoottinen kayttdytyminen on tésséd ta-
pauksessa kohtuullisen kesyéd. Asymptoottista kdyttaytymistd kuvaavan Poincarén
ja Bendixsonin lauseen todistus kayttdéd oleellisella tavalla sitd, ettd topologinen
ympyra jakaa tason kahteen erilliseen komponenttiin.

Korkeammissa ulottuvuuksissa havaitaan monia ilmi6ita, joita tasossa ei voi olla.
Tarkastelemme esimerkkiné Lorenzin differentiaaliyhtaloa

o(xe — 1)
(67) T = TXx1 — Ty — T1T3
T1T9 — bxs

joka riippuu kolmesta positiivisesta parametrista o, b ja r. Yhtalo kehitettiin alun-
perin hyvin vahvasti yksinkertaistetuksi ilmastomalliksi 60-luvulla. Se lienee en-
simméinen differentiaaliyhtdlo, jonka ratkaisujen huomattiin kiyttéytyvat kaootti-
sesti sopivilla parametreilld. Sittemmin Lorenzin yhtélo ja sen eri variaatiot ovat
eldneet omaa elaméaansad mahdollisista sovelluksista riippumattomina esimerkkeiné
jatkuva-aikaisista dynaamisista systeemeista joissa havaitaan kaoottista kayttayty-
mistéd. Klassisin valinta kaoottisen kiytoksen esittdmiseen on o = 10, b = 8/3 ja
r = 28.

Lorenzin differentiaaliyhtéalon vektorikentélla on tasapainopiste origossa ja para-
metreilla 7 > 1 my06s tasapainopisteet

Py = (+/b(r — 1), %/b(r —1),r — 1).
Tarkastelemalla linearisoitua yhtaloa

-0 0o 0
r=|r—z3 —1 —x
) I —b

nihdiin, ettd 0 on nielu, kun 0 < r < 1. Itse asiassa funktio V: R? — R,
V(z) = 2] + o(z3 + 3)

on aito Liapunovin funktio origossa. Kun r — 1+, niin Py — 0, joten ajatellaan,
ettd tasapainopisteet P. syntyvéat parametrilla » = 1 ja erkanevat origosta, kun pa-
rametri r kasvaa suuremmaksi kuin 1. Téma on esimerkki differentiaaliyhtéloiden
parametrisoidussa perheessa tapahtuvasta bifurkaatiosta, jossa yhtalon kayttaytymi-
nen muuttuu selvisti jollain parametrilla. Bifurkaatioista voi lukea lisdd esimerkiksi
ldhteen [HSD| Luvuissa 8.5 ja 12.4 ja lahteen [Per| Luvussa 4.

Kun r > 1, origo muuttuu satulapisteeksi, jolla on yksi positiivinen ominaisarvo.
Tasapainopisteet Py taas ovat nieluja parametrivalilla

oc+b+3

oc—b—1"

Niilla parametreilla systeemin kiyttaytyminen on melko yksinkertaista. Klassisilla
parametreilla 0 = 10 ja b = g saadaan 7 (10, %) = % ~ 24.7368. Jo ennen tata ra-
jaa systeemissa tapahtuu mielenkiintoisia muutoksia, joita on selostettu Esimerkiksi
Lorenzin differentiaaliyhtalod laajasti kisittelevissa lahteessé [Spal.

Kuuluisa perhoskuvio on hyvin selked parametrilla » = 28. Talla ja monilla muil-
lakin parametreilla systeemi riippuu herkasti alkuarvoista: lahekkaisten pisteiden
radat poikkeavat dramaattisesti toisistaan, kun aika etenee riittavan pitkddn. Kui-
tenkin ndmé radat seuraavat samaa joukkoa ja niilld vaikuttaisi olevan sama raja-
joukko.
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KuvAa 22. Lorenzin differentiaaliyhtélon ratkaisuja kolmella eri al-
kuarvolla parametreilla o = 10, b = 8/3 ja r = 14.

Lorenzin yhtdlé parametreilla o = 10, b = 8/3 ja r = 28 on esimerkki systee-
misté, jonka rajajoukot ovat eksoottisempia kuin tasossa tavattavat. Sanotaan, etta
systeemilld on outo attraktori. Joukko A C R™ on virtauksen ¢ attraktori, jos

e A on kompakti ja invariantti.
e Joukolla A on avoin positiivisesti invariantti ympéristo U siten, etté

A=(Nou(U).
£>0
e Virtaus V on topologisesti transitiivinen: jos Vi ja V5 ovat pisteiden z1,x5 € A
avoimia ympéristojd, niin on z € V; ja t > 0 siten, ettd ¢y(z) € Vs,
Lorenzin systeemin attraktoria sanotaan oudoksi muun muassa sen vuoksi,ettd sen
Hausdorffin dimensio (= 2.06) ei ole kokonaisluku. Koska Lorenzin systeemi on “il-
mastomalli”, sen herkkéd riippuvuus alkuarvoista tunnetaan myos perhosefektin ni-
melld. T&té aihetta késitellddn elokuvan Chaos [LGA| luvuissa 7-9. Lorenzin yht&loa
késitellaan myos lahteissd [HSD| Luvussa 14 ja [Per] Luvussa 4.5.
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KuvA 23. Lorenzin differentiaaliyhtdlon ratkaisuja kolmella eri al-
kuarvolla parametreilla o = 10, b = 8/3 ja r = 23.295.
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Kuva 24. Lorenzin differentiaaliyhtéalon ratkaisuja kahdella lahekkéi-
sella alkuarvolla parametreilla o = 10, b = 8/3 ja r = 28.
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KuvA 25. Lorenzin differentiaaliyhtélon ratkaisuja parametreilla o =
10, b = 8/3 ja r = 28. Kuva esittda Kuvassa esitettyjen ratkaisujen
x-koordinaatteja.
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