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1. Olkoon A reaalinen n× n-matriisi. Olkoon λ matriisin A ominaisarvo, ja olkoon
V sitä vastaava ominaisvektori. Osoita, että eλ on matriisin exp A ominaisarvo, ja
että V on sitä vastaava ominaisvektori.

2. Olkoon f : Rn → Rn Lipschitz-jatkuva. Osoita OY-lauseen avulla, että alkuarvo-
tehtävällä {

ẋ = f(x)

x(t0) = x0

on ratkaisu, joka on määritelty koko reaalilukujen joukossa.
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Olkoon f : Rn → Rn jatkuvasti di�erentioituva. Olkoon p ∈ Rn di�erentiaaliyhtälön

ẋ = f(x)

tasapainopiste (siis f(p) = 0). Lineaarinen di�erentiaaliyhtälö
ẋ = Df(p)x

on di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) linearisointi pisteessä p. Jos lineaarikuvauksel-
la Df(p) ei ole ominaisarvoja, joiden reaaliosa on nolla, niin tasapainopiste p on
hyperbolinen.

Jos tasapainopiste p on hyperbolinen, niin di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) ratkaisut
käyttäytyvät lähellä pistettä p kuten linearisoidun yhtälön ratkaisut lähellä origoa.
Täsmällisemmin:
Lause 1 (Grobmanin ja Hartmanin lause). Olkoon f : Rn → Rn jatkuvasti di�eren-
tioituva. Jos p on di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) hyperbolinen tasapainopiste, niin
on avoimet joukot p ∈ U ⊂ Rn ja 0 ∈ V ⊂ Rn ja homeomor�smi H : U → V siten,
että jokaiselle x0 ∈ U on avoin väli 0 ∈ I ⊂ R, jolla on seuraava ominaisuus: Ol-
koon x : I → Rn di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) ratkaisu alkuarvolla x0, ja olkoon A
lineaarikuvauksen Df(p) matriisi standardikannassa. Tällöin kaikille t ∈ I pätee

H ◦ x(t) = exp(At)H(x0). ¤

Hyperbolisen tasapainopisteen tyyppi on vastaavan linearisoidun di�erentiaaliyhtä-
lön tyyppi (satula, nielu, lähde,. . . ).
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3. Olkoon f : R2 → R2,
f(x) = (x1, ‖x‖2 − 1).

• Etsi di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) tasapainopisteet.
• Ovatko tasapainopisteet hyperbolisia?
• Määritä hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.
• Hahmottele vektorikenttää f ja kuvaile di�erentiaaliyhtälön ẋ = f(x) ratkai-
sujen käyttäytymistä käsin tai Mathematicalla.

Jatkuu toisella sivulla. . .
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4. Lotkan ja Volterran di�erentiaaliyhtälö (katso Luku 1) on

(∗)
{

ṙ = ar − bhr,

ḣ = −ch + dhr,

missä a, b, c, d > 0.
• Määritä di�erentiaaliyhtälön (∗) tasapainopisteet.
• Linearisoi yhtälö (∗) tasapainopisteissä.
• Ovatko tasapainopisteet hyperbolisia?
• Määritä hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.
• Olkoon V : R+ × R+ → R,

V (r, h) =
ha

ebh

rc

edr
.

Osoita, että V on vakio jokaiselle di�erentiaaliyhtälön (∗) ratkaisulle. Toisin
sanoen, jos kuvaus t 7→ (r(t), h(t)) on di�erentiaaliyhtälön (∗) ratkaisu, niin
kuvaus t 7→ V (r(t), h(t)) on vakio.


