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Lukijalle

Tamé teksti on kurssimateriaali metristen avaruuksien (Osa I) ja topologian (Osa II)
kursseille. Se pohjautuu kursseihini vuosina 2017 ja 2018. Olen korjannut (paino)virheita
ja tdydentanyt materiaalia Ari Lehtosen kommenttien perusteella, suuret kiitokset!

Metristen avaruuksien kurssi on nimensd mukaisesti johdatus metristen avaruuksien
teoriaan. Maarittelemme metriikan eli etaisyysfunktion késitteen, joka yleistaé tavallisen
euklidisen etdisyyden mihin tahansa epatyhjaan joukkoon. Peruskésitteiden (metriikka,
jatkuvuus jne.) jilkeen tutustumme téydellisiin, kompakteihin ja yhtendisiin metrisiin
avaruuksiin.

Topologian kurssilla tarkastelemme samoja kysymyksid kuin Osassa I mutta nyt tar-
kasteltavassa avaruudessa ei valttdmatta ole maaritelty etédisyysfunktiota. Sen sijaan tar-
kasteltavissa avaruuksissa on avoimien joukkojen kokoelma, jota kutsutaan topologiaksi.
Topologian kurssilla todistetaan joitakin edistyneempia metristen avaruuksien tuloksia
kuten Bairen lause ja Arzelan ja Ascolin lause. Topologian kurssin huipentumana tar-
kastelemme yleisten tuloavaruuksien topologiaa ja todistamme Tihonovin lauseen, jonka
mukaan kompaktien avaruuksien tulo on kompakti.

Hyvié lahteité itseopiskeluun ovat esimerkiksi [Vaill, [SV], [Vai2], [Boul], [Bou2].

Kansikuva: Topologin sinikdyra on yhtenédinen mutta ei polkuyhtenéinen.
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Merkintoja

Tassa listassa esitellian merkintéja joilekin kasitteille, jotka saattavat olla tuttuja aiem-
milta kursseilta. Jotkut merkinnoista (esimerkiksi joukkojen erotus) tai valinnoista (onko
0 luonnollinen luku?) poikkeavat eri kursseilla.

N ={0,1,2,...} luonnolliset luvut.

#(A) € NU {oo} joukon A alkioiden lukumaara.
e A—B={a€ A:a¢ B} joukkojen A ja B erotus.

e AU B on joukkojen A ja B erillinen yhdiste. Merkinta tarkoittaa joukkoa AU B lisa-
tiedolla, etta AN B = (.

e f|a kuvauksen f: X — Y rajoittuma osajoukkoon A C X, fla(a) = f(a) kaikilla
a€ A

o Z(X,Y)={f: X — Y} kaikkien kuvausten f: X — Y joukko.
raj(X,R) rajoitettujen funktioiden f: X — R avaruus.
e C°(I,R) jatkuvien funktioiden f: X — R avaruus.

e CY(X,Y) jatkuvien kuvausten f: X — Y avaruus, kun X ja Y ovat metrisid tai
topologisia avaruuksia.

 Unca Uy ={u:3Ja € A, jolle u € U,}.
® NocaUs ={u:u e U, kaikilla o € A}.
e A G B joukko A on joukon B aito osajoukko: A C B ja A # B.

1 josm=n
L4 6mn = .
0 muuten
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Luku 1

Metriset avaruudet

1.1 Maaritelma ja esimerkkeja

Metriikka eli etaisyysfunktio on tapa mitata joukon X pisteiden etéisyyksid, sen méari-
telméddn on valittu ominaisuuksia, jotka euklidisen normin || - || maaraaméalla avaruuden
R™ euklidisella etéisyydelld (metriikalla)
do(z,y) = llz =yl = | D_(zi — %:)?
i=1

on.

MAARITELMA 1.1. —  Olkoon X # 0[|Kuvaus d: XxX — [0, 0o on etdisyysfunktio
eli metriikka joukossa X, jos silla on seuraavat ominaisuudet

(1) d(z,y) =0, jos ja vain jos = y (positiivisuus),

(2) d(z,y) = d(y, z) kaikille z,y € X (symmetrisyys), ja

(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) kaikille z,y, 2 € X (kolmioepayhtald)
Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Harjoituksissa osoitetaan, ettd metrisessa avaruudessa (X, d) patee kddnteinen kolmio-
epayhtalo: kaikille x,y, z € X patee

dw.2) = d(z.y)| < d(z,y).
ESIMERKKI 1.2. — Euklidinen metrinen avaruus
E" = (R",d,).

Metriikan dy positiivisuus ja symmetrisyys ovat selvia méaarittelevan lausekkeen perus-
teella. Kolmioepayhtalo lienee todistettu aiemmilla kursseilla ja seuraa myohemmin osoi-
tettavasta Propositiosta [1.7]

Vaisils sallii tdssd myods tyhjin joukon ja miképé siind.
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Metriset avaruudet

ESIMERKKI 1.3 (DISKREETTI METRIIKKA). — Olkoon X epétyhja joukko. Dis-
kreetti metriikka o joukossa X maédritellidn asettamalla

5(a,b) 1, josa#b
a,b) =
0, josa=hb.

Pari (X, d) on diskreetti metrinen avaruus. Metriikan ominaisuudet (1) ja (2) ovat selvia.
Tarkastellaan kolmioepayhtaloa tapauksessa, jossa x, y ja z ovat kaikki eri pisteita. Télloin

Ozy)=1<2=14+1=0d(x,2)+d(z,y).

ESIMERKKI 1.4 (RANSKAN RAUTATIEAVARUUS). — Lausekef)]
|z — yl| , kun z ja y ovat lineaarisesti riippuvia
dsnor(,y) =
[l + 1yl muuten

méirdd metriikan joukossa R?. Avaruutta (R? dgncr) kutsutaan Ranskan rautatieavaruu-
deksi. Tassé origo ajatellaan Pariisiksi ja kaikki radat ovat Pariisista maakuntiin johtavia
siteitd. Jos kaupungit eivat ole samalla séteelld, niiden vélilla voi matkustaa junalla vain
Pariisin kautta.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. On helppo tarkastaa, ettd jos A C X, ei ole tyhja
joukko, niin (A, d|ax4) on metrinen avaruus.

MAARITELMA 1.5. — Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon A C X, A # 0.
Joukon A metriikka d|4x4 on metrisen avaruuden X indusoima metriikka joukossa A.

Kaytamme indusoidulle metriikalle usein samaa merkintda kuin ymparoivin avaruu-
den X metriikalle.

ESIMERKKI 1.6 (S"). — Euklidisen avaruuden yksikkopallo on
St ={z e E": ||z| = 1}.

Koska S™! on epatyhjé joukko, sille voidaan méaéaritelld diskreetti metriikka. Koska S™1
on ymparoivian euklidisen avaruuden epéatyhjé osajoukko, silla on euklidisen avaruuden
indusoima metriikka, jossa kahden ympyran pisteen etaisyys on niita yhdistdvan janteen
euklidinen pituus. Esimerkissa kisitellyn metriikan rajoittuma joukkoon S? on dis-
kreetti metriikka 2 9.

Neljas metriikka, joka on usein luonnollisin, on kulmametriikka,

L(x,y) = arccos(x | y),

missa arccos: [—1,1] — [0, 7]. Osoitetaan ympyrén tapauksessa, ettd tdmé todella on
metriikka. Ainoa seikka, joka vaatii tarkastuksen on kolmioepayhtalo. Olkoot A, B,C €
St. Olkoot a = arccos(B|C), b = arccos(A|C) ja ¢ = arccos(A| B). Olkoon u € S*,
ul C. Nyt A= Ccosb+usinb ja B = C cosa =+ usina, joten

cosc = (A|B) = cosacosb+tsinasinb > cosacosb — sinasinb = cos(a + b) .

2SNCF, Société nationale des chemins de fer francais, on Ranskan valtion rautatieyhtio.
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1.2. Normiavaruus

Koska cos on vahenevéd funktio vélilla [0, 7], saadaan kolmioepayhtald. Korkeammassa
ulottuvuudessa todistus on oleellisesti sama mutta talloin pisteet A, B ja C' eivat valtta-
matta ole samalla ympyrélla, joten vektori u pitdé korvata kahdella vektorin C' € E™ or-
togonaalikomplementin alkiolla. Kéytamme yleensd kulmametriikkaa pallonpinnalla ja
otamme kéiyttoon merkintasopimuksen

s = (87 4).

ESIMERKKI 1.7. — Kahden metrisen avaruuden (X, dx) ja (Y, dy) tuloavaruudessa
X x Y on erilaisia "luonnollisia” metriikoita: Jokaiselle p > 1 méaritelldan metriikka

dp((5517y1)7 (IQ,yz)) = \’/dx(%,xz)p +dy (y1,y2)P -
Lisdksi maksimimetriikka
dmax((ﬂfh y1)> (552, yQ)) = max (dX(fEl, ZUQ), dY(?/b ZUQ))

on myos usein kayttokelpoinen. Harjoitustehtivissa [4.6] ja [£.7] tarkastellaan tapaukset d;
ja dpax- Muihin tapauksiin palataan ainakin funktionaalianalyysissa.

1.2 Normiavaruus

MAARITELMA 1.8. — Olkoon V' R-vektoriavaruus. Funktio || - ||: V' — [0, 00[ on
norms, jos

(1) ||lz|]| = 0, jos ja vain jos x = 0.
(2) |[Ax|| = |A] ||=|| kaikille A € R ja z € V.

B3) llz +yll < llzfl + [lyl| kaikille =,y € V.

On helppo tarkastaa, ettd normille patee myos kddnteinen kolmioepayhtalo: kaikille
x,y € V patee
=]l = lyll| < [l =yl -

Tamén epayhtalon voi todistaa kuten metriikan vastaavan tuloksen ja toisaalta se seuraa
metriikan vastaavasta tuloksesta, koska normi méarittelee metriikan luonnollisella tavalla:

ProprosITIO 1.9. —  Olkoon (V.| - ||) normiavaruus. Lauseke
d(z,y) = llz -yl
madrittelee metritkan avaruudessa X . Metriikka d toteuttaa
d(z+v,y +v) =d(z,y)
kaikille x,y,v € V.
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Metriset avaruudet

Todistus. Ensimmaéainen viite seuraa suoraan normin maaritelmésta. Toinen véiite saadaan
laskulla
diz+v,y+v)=lr+v—(y+v)| = v -yl =dxy). O

MAARITELMA 1.10. — Olkoon V' R-vektoriavaruus. Kuvaus (- |-): V' x V — R on
sisatulo, jos

(1) (v]v) > 0 kaikille v € V ja (v|v) = 0, jos ja vain jos v = 0,
(2) kuvaus v — (v |vp) on lineaarikuvaus kaikille vy € V,
(3) (v]w) = (w]wv) kaikille v,w € V.

Pari (V, (-|-)) on sisdtuloavaruus.

Prorositio 1.11. —  Olkoon (V,(-|-)) sisdtuloavaruus. Sisitulo madrida normin
asettamalla
el = v/ (z]z).

Todistus. Positiivisuus on selva. Lisdksi kaikille A € R patee
[Az]* = (A [ Az) = N(z]z) = A |||

Kolmioepayhtalo seuraa lineaarialgebrassa todistettavasta Cauchyn ja Schwarzin epayh-
talosta: Kaikille x,y € V péiteeﬂ

(@)l < llzlllyll-
Taman epayhtalon avulla saamme

lz+yll* = (@ +yle+y) = «l* +2(=[y) + lly]*
< ll2ll* + 2l My + llyl* = ) + ly1)*- O

ESIMERKKI 1.12. — FEuklidinen normi

lall: = /(x]2) = Vot +a3 +- - + a3
on normi Proposition nojalla.
Muita tarkeita normeja avaruudessa R™ ovat

n

lll = >l

k=1
ja
= a.
ol = max [
3Jos z,y € V — {0} ja A € R, niin
0< (@+Ayle+y) = (z]x) + Mz |y) + My 2) + N(y|y) = (@]2) + 20z [y) + N(y|y).
Valitsemalla A\ = —Ezl‘zg saadaan 0 < (z|z) — QEy‘y (x|y) + (z{z) (yly) = (z]x) — ((zy‘fg; , mistéi
siistimélld saadaan haluttu epayhtéls. Jos (z]y) = =%|z|||ly||, niin T T ﬁ | T T ﬁ) = 0, joten

ly
= g2
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1.3. Isometria

ja yleisemmin

n

ol = ¢ 3 lanl
k=1
kun 1 < p < oo. Normin ominaisuudet (1) ja (2) ovat selvid mutta kolmioepayhtaloa
varten tarvitaan hieman tyota. Tapauksen 1 < p < oo todistus esitetdaén funktionaaliana-
lyysin kurssilla.

MAARITELMA 1.13.
ruudessa R”, kun 1 < p < oo.

Olkoon d, normin || - ||, maardama metriikka vektoriava-

Erityisesti siis dy on tavanomainen euklidinen metriikka. Huomaa, etta avaruudessa
R patee d; = d,, kaikilla 1 < p < oo.

ESIMERKKI 1.14. — Olkoon X # () ja olkoon
raj(X,R) ={f: X - R:sup|f(z)] < o}
reX

joukossa X maéériteltyjen rajoitettujen R-arvoisten funktioiden joukko. Avaruuden E! kol-
mioepéyhtalon nojalla raj( X, R) on kaikkien funktioiden vektoriavaruuden .# (X, R) vek-
torialiavaruus, joten se on vektoriavaruus. Harjoitustehtavéssa [1.11] osoitamme, ettéd funk-
tio |- oo : 1aj (X, R) — [0, o0],
1flloc = sup | f ()| (1.1)
zeX

on normi.
Erikoistapaus rajoitettujen funktioiden avaruudesta on rajoitettujen reaalilukujonojen
avaruus

0 ={w e .Z(N,R) : sup |w(n)| < co}.
neN

Lauseke
[wloo = sup |w(n)]
neN

on normi vektoriavaruudessa £°°.

ESIMERKKI 1.15. — Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Analyysin kursseilla
on osoitettu, ettd kaikki jatkuvat funktiot f € C(I,R) ovat rajoitettuja. Koska jatkuvien
funktioiden summat ja reaaliluvulla kerrotut jatkuvat funktiot ovat jatkuvia, C°(I,R)
on avaruuden raj(I,R) aliavaruus. Siksi jatkuvien funktioiden vektoriavaruus C°(I,R)

varustetaan usein normilla || - ||. Palaamme tédhéan esimerkkiin luvussa [6.1]
PROPOSITIO 1.16. — Jono fr € C°(I,R) suppenee tasaisesti kohti funktiota f €

CI,R), jos ja vain jos || fx — fllee — 0, kun k — oco.
Todistus. Harjoitustehtava [I.13] O

1.3 Isometria

MAARITELMA 1.17. Olkoot (Xi,dy) ja (Xa,dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus
F: (Xy,d) = (Xs,ds) on isometrinen upotus, jos kaikille x,y € X; pétee

do(F(2), F(y)) = di(,y) .
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Metriset avaruudet

Jos isometrinen upotus on bijektio, niin se on isometria. Jos on isometria F': (X1, d;) —
(X3, dy), niin metriset avaruudet (Xi,d;) ja (Xa,dy) ovat isometriset.

LEMMA 1.18. — Isometrinen upotus on injektio.

Todistus. Kahden eri pisteen etéisyys ei ole 0. Jos ne kuvautuvat samaksi pisteeksi, niin
kuvapisteiden etaisyys on 0, joten kuvaus ei ole isometria. L]

LEMMA 1.19. — Jos F': (Xladl) — (Xg,dg) ja G: (XQ,dQ) — (Xg,dg) ovat 180-
metrisia upotuksia, niin G o F' on isometrinen upotus. Isometrioiden yhdistetty kuvaus on
isometria. Isometrian kddnteiskuvaus on isometria.

Todistus. Harjoitustehtéva [1.16 O

ESIMERKKI 1.20. — Olkoon b € R".
(1) Kuvaus t,: E* — E" t,(x) = x + b on isometria.
(2) Olkoon k < n ja olkoon 0 avaruuden R™* nolla. Kuvaus u: E* — E", u(y) = b+ (y, 0)
on isometrinen upotus.

ESIMERKKI 1.21. — Muistamme lineaarialgebrasta, ettd n x n-matriisi A on orto-
gonaalinen, jos sen sarakkeet muodostavat avaruuden R” ortonormaalin kannan. Ortogo-
naalinen n x n-matriisi A toteuttaa yhtalon

(Az [ Ay) = (x]y)

kaikilla z,y € R". Se mééria isometrian x — A x metrisissi avaruuksissa E" ja S, Jos
nimittain x,y € E", niin kiayttdmalld lineaarisuutta, normin maaritelméé ja matriisin A
ortogonaalisuutta saadaan

dy(Az, Ay)® = [|[ Az — Ayl = |A(z — y)||* = (A(z - y) | Az — y))
=@ —ylz—y)=lz—y|* =da(2,y)".
Koska metriikka ei saa negatiivisia arvoja, viite seuraa tasta. Jos taas x,y € S"~!, niin
L(Az, Ay) = arccos(Ax | Ay) = arccos(z | y) = £L(x,y).
ESIMERKKI 1.22. — Olkoon exp: E' — S! kuvaus
exp(s) = (cos s,sin s) .
Selvisti exp on surjektio. Lisiksi kaikille s,t € E!, joille |s — t| < 7 pétee
L (exp(s), exp(t)) = arccos ((COS s,sin s) | (cost, sin t))

= arccos(cos s cost + sin ssin t)

= arccos cos(s — t) = arccos(|s — t|) = |s — t].

Siis kuvauksen exp rajoittuma jokaiselle vélille, jonka pituus on korkeintaan 7, on iso-
metria. Jos taas m < |s — t| < 27, niin arccoscos(|s — t|) = 27 — |s — t|, joten pidemmilla
valeilla kuvaus ei ole isometria. Kuvauksia, jotka ovat isometrioita jokaisen pisteen lahel-
le rajoitettuna, sanotaan lokaaleiksi isometrioiksi. Palaamme tasmalliseen madritelmaan
luvussa [21
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1.3. Isometria

Harjoitustehtavia
1.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Osoita, ettd kaikille x,y, z € X pétee
1.2. Osoita, etta lauseke

|z — yl| , kun z ja y ovat lineaarisesti riippuvia ja

d x,y) =
swer (7, 9) ﬁw+mu muuten

méairad metriikan joukossa R2.
1.3. Osoita, etta lauseke

0 , kun x =y ja
d(z,y) =
2/l + llyll muuten
mairis metriikan joukossa R2.
1.4. Osoita, etta lauseke
d(z,y) =

madrittelee metriikan joukossa R — {0}.

1 1‘
r oyl

1.5. Olkoon E epétyhja aérellinen joukko. Joukon E potenssijoukko on sen osajoukkojen
muodostama joukko

P(E)={ACE}.
Joukkojen symmetrinen erotus maaritellian asettamalla
AANB=(A-B)U(B-A).

Osoita, etté

d(A, B) = #(A A B)
on metriikka potenssijoukossaﬁ Osoita, ettd #(A — B) ei ole metriikka potenssijoukossa.

1.6. Olkoon n € N — {0} ja olkoon

Kn={f:{1,2,...,n} - {0,1}}

Osoita, etté
d(faQ) = #{k S {1’27"'7n} : f(k) #g(k’)}

on metriikka joukossa K, [

1.7. Olkoon d metriikka avaruudella X, ja olkoon a €]0, 1]. Osoita, ettéd lauseke
d%(z,y) = d(z,y)*

on myo6s metriikka. E]

4Piirré kolmen joukon leikkauksia kuvaava Venn-diagrammi. Osoita, etti (AAC)A(CAB) = AAB.
5Tama liittyy itse asiassa tehtéviin E ldheisesti.
6Kannattaa ensin todistaa, ettd kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b pitee a® + b® > (a + b)?.
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Metriset avaruudet

1.8. Anna esimerkki metrisestd avaruudesta (X, d) ja luvusta o > 1, jolle tehtavin
tapaan méaritelty funktio d* ei ole metriikka.

1.9. Osoita, etta lauseke
][y = [l || + [l

on normi avaruudessa R2.

1.10. Osoita, ettéd lauseke

[2]loo = maxc{|[z], [|z2][}

on normi avaruudessa R2.

1.11. Olkoon X # (). Osoita, etta lauseke

[flloe = sup [ f(2)]
zeX

on normi avaruudessa raj(X, R).

1.12. Osoita, etta lausekkeet

17l =/, 171

ja
[flloc = max [ /()]
méédradavat kumpikin normin vektoriavaruudessa C°([0, 1], R). IZI

1.13. Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Osoita, ettd jono fr € C°(I,R) suppenee
tasaisesti kohti funktiota f € C°(I,R), jos ja vain jos || fr — f|lc — 0, kun k — ocoff]

1.14. Olkoon U vektoriavaruus ja olkoon (W, || - ||w) normiavaruus. Olkoon L: U — W
lineaarinen isomorfismif’] Osoita, ettd lauseke

[l = [ Lallw

antaa normin avaruudessa U.

1.15. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoon Y # (). Olkoon b: Y — X bijektio.
Osoita, etta lauseke

dy(y1, y2) = d(b(y1), b(2))
antaa metriikan joukossa Y. Mitd voit sanoa kuvauksesta b: (Y, d,) — (X, d)?

1.16. Olkoot (Xi,dy), (X2,ds) ja (X3,d3) metrisid avaruuksia ja olkoot F': (X3, d;) —
(Xo,dy) ja G: (X2,dy) — (X3, d3) isometrisia upotuksia. Osoita, ettd Go F' on isometrinen
upotus. Osoita, ettd F'~! ja G o F' ovat isometrioita, jos F' ja G ovat isometrioita.

1.17. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, jossa on tasmélleen kolme pistetta. Osoita, etté
on isometrinen upotus j: X — E2.

"Kéytd analyysin kursseilta tuttuja asioita ja tehtéivin tulosta.
8Palauta mieleen kurssin JMA4 asioita.
Ibijektio
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1.18. Esimerkisséa tarkasteltu metriikka dgncrp voidaan maééaritella samalla lausek-
keella mihin tahansa avaruuteen R", kun n > 1. Osoita, etta avaruudet (R", dsnor) ovat
isometrisia, kun n > 2. E

1.19. Olkoon
Y ={0,(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ R®.

Osoita, etté ei ole isometrista upotusta j: (Y,d;) — E" milldan n. B

1.20.  Madnita etaisyydet dao (0, (3,1)) ja doo((1,0), (3,1)) kaikille ¢ € R. Keksi muuta-
mia isometrisia upotuksia j: ([0,1],ds) — (R?, d.), joille pitee 5(0) = 0 ja j(1) = (1,0).

074584 tehtivissa, voit kiyttid ilman perusteluja tietoa, etté joukkojen S* ja S™ vililld on bijektio,
kun k,n > 1.
" Cauchyn ja Schwarzin epiyhtilo auttaa.
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Luku 2

Pallot, avoimet joukot ja suljetut
joukot.

2.1 Pallot

MAARITELMA 2.1. — Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Olkoon z, € X ja olkoon
r > 0. Joukko
B(zg,7) = Ba(xo,7) = {x € X : d(z,20) <71}

on r-sateinen avoin pallo ja
B(xg,7) = Bg(xo,7) = {x € X : d(x,20) <71}

on r-sdateinen suljettu pallo. Avoimia palloja B(xg,r), r > 0, sanotaan pisteen zo € X
palloympdristoiksi.

ESIMERKKI 2.2. — Tarkastellaan avaruuden R? yksikkopalloa eri metriikoissa:
Ba,(0,1) ={z € R* : ||z]la < 1} = {z € R? : 27 + 25 < 1} = By (0, 1).
Diskreetin metriikan tilanne on mielenkiintoinen: avoimille palloille patee
Bs(0,1) = {0} = Bs(0,7)

kaikilla 0 <r <1 ja
B(;(O, T) = RZ

kaikilla r» > 1. Vastaavasti suljetuille palloille patee
§6(07 1) = Rz = B§<07 T)

kaikilla > 1 ja -
Bs(0,7) = {0}

kaikilla » < 1.

1. elokuuta 2020 13



14

Pallot, avoimet joukot ja suljetut joukot.

Kuva 21: Yksikkoympyroita eri normeilla, kun p > 1.

Pallo ei valttamatta ole pyoreé:
Ba (0,1) ={z € R?*: |zq| < 1ja|zy| < 1} =]-1,1]
ja
Bg4,(0,1) = {z € R : |21 + |2o| < 1}
={rcR*:zy+m<ljaw —29<lja —z+a9<1lja —x; —a9 <1},
ESIMERKKI 2.3. — Olkoon 0 € C°([0, 1], R) vakiofunktio 0(z) = 0 kaikilla z € [0, 1].

Nyt
B(0,1) = {f € C°([0, 1], R) : |f(x)| < 1 kaikilla = € [0, 1]} .
MAARITELMA 2.4. — Metrinen avaruus X on rajoitettu, jos on x € X ja r > 0,

joille X C B(x,r). Olkoon liséksi Y metrinen avaruus ja olkoon f: X — Y. Kuvaus f on
rajoitettu, jos F(X) on avaruuden Y rajoitettu joukko.

ESIMERKKI 2.5. — (1) Kaikki diskreetit metriset avaruudet (X, d) ovat rajoitettuja
koska X = Bj(x,1) kaikilla z € X.

(2) Pallon pinta S™ on rajoitettu, koska S® = B(z, v) kaikilla z € S™.
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2.2 Avoimet ja suljetut joukot

MAARITELMA 2.6. — Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon A C X. Pistea € A on
joukon A sisdpiste, jos on r, > 0, jolle B(a,r,) C A. Metrisen avaruuden X osajoukko on
avoin, jos sen kaikki pisteet ovat sisdpisteita ja suljettu, jos sen komplementti on avoin.
Jos U C X on avoin ja x € U, niin U on pisteen = ympdristo[l]

ESIMERKKI 2.7. — (1) Metrinen avaruus X ja tyhja joukko () ovat avoimia ja
suljettuja joukkoja metrisessa avaruudessa X.

(2) Diskreetin metrisen avaruuden jokainen piste on avoin ja suljettu. Itse asiassa kaik-
ki diskreetin metrisen avaruuden osajoukot ovat avoimia: Jos E on diskreetin metrisen
avaruuden epétyhja osajoukko ja e € E, niin B(e,1) = {e} C FE, joten e on joukon E
sisapiste.

(3) Joukko J = [0,1] C E! ei ole avoin eikd suljettu: 0 ei ole joukon J sisipiste, koska
—% € B(0,r)N(E' — J) kaikilla 7 > 0. Samaan tapaan nahdéan, etta 1 ei ole joukon E' —
J sisapiste. (4) Varustetaan kohdan (3) joukko J avaruuden E! indusoimalla metriikalla.

Talloin J on kohdan (1) nojalla avoin ja suljettu joukko avaruudessa (J,dy).
PropoSITIO 2.8. —  Olkoon X metrinen avaruus. Tdlloin
(1) avoin pallo B(x,r) on avoin joukko kaikilla x € X ja kaikilla v > 0.
(2) suljettu pallo B(x,r) on suljettu joukko kaikilla x € X ja kaikilla r > 0.

Todistus. (1) Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon zy, € X ja olkoon ry > 0. Olkoon
x € B(xg,rg). Asetetaan r, = ro — d(zg,x). Jos y € B(x,r;), niin kolmioepayhtalon
nojalla

d(y,z0) < d(y,x) + d(z,x0) < 19 — d(z0,2) + d(2,20) =10,

joten y € B(xg, o).
Viite (2) tehdddn harjoituksissa. O

ProrosiTio 2.9. — Olkoon X metrinen avaruus. Olkoot A ja B indeksijoukko-
ja. Olkoot U, C X, a € A avoimia osajoukkoja ja olkoot Fz C X, B € B suljettuja
osajoukkoja. Tdlloin

(1) Uaeca Us on avoin.

(2) Npep Fs on suljettu.

(3) jos A on ddrellinen, niin Naea Ua on avoin.
(4) jos B on ddrellinen, niin Ugep F on suljettu.

Todistus. (1) Olkoon x € Uyea Uy. Talloin x € U, jollain a € A. Koska U, on avoin, on
ry > 0 siten, ettd B(z,7;) C Uy C Ugea Ua- Siis Ugea Ua on avoin.
Viitteet (2)—(4) todistetaan harjoituksissa. O

ProprosITIO 2.10. —  Metrisen avaruuden X osajoukko on avoin, jos ja vain jos se
on tyhjd tai se voidaan esittid avoimien pallojen yhdisteend.

1 Joskus halutaan kiyttéds yleisempdd késitettd ja midritellddn, ettd joukko N on pisteen z € X ym-
péristo, jos on avoin joukko U C N, jolle pédtee x € U C X.
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Pallot, avoimet joukot ja suljetut joukot.

Todistus. Jos E C X on avoin, niin jokaisella e € F on palloympéristo B(e,r.) C E.
Saadaan siis

E=|J{e} c U B(e,r.) CE,

eck eckE

joten ketjun keskelld olevan inkluusion on oltava yhtdsuuruus. Siis

E= U {B(e,r¢)} .

eceE

Viitteen toinen suunta seuraa Propositiosta [2.6] O

Seuraava havainto metrisen avaruuden osajoukon indusoidusta metriikasta on joskus
hyodyllinen.

ProposiTIO 2.11. —  Olkoon (X, dx) metrinen avaruus ja olkoon E C X epdtyhjd
osajoukko. Joukko Ug C E on avoin metrisessi avaruudessa (E,dx), jos ja vain jos on
avoin joukko U metrisessi avaruudessa (X, dx), jolle Ug = U N E.

Todistus. Todistuksen selventamiseksi kiytamme merkintoja
Bg(e,r) ={x € E:dx(xz,e) <r}
ja
Bx(e,r) ={x € X :dx(z,e) <r}.

Olkoon Ug C E avoin. Jokaisella e € Ug on siis r. > 0, jolle Bg(e,r.) C Ug. Metrisen
avaruuden X osajoukko U = {J.cp Bx(e, ) on avoin ja sille patee U N E = Ep.

Jos taas U on avoin avaruudessa (X, dx), niin jokaiselle e € ENU on r, > 0, jolle
Bx(e,re) C U. Koska Bg(e,r.) = Bx(r,e) N E, saadaan Bg(e,r.) C U N E jokaisella
ec€ UNE, joten UN E on avoin avaruudessa (E, dx). O

2.3 Sisus, reuna ja sulkeuma
MAARITELMA 2.12. — Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon A C X. Joukon A
komplementin sisdpiste on joukon A ulkopiste. Jos x € X ei ole joukon A ulkopiste eiké
siséipiste, niin se on joukon A reunapiste. Joukon A
e sisépisteiden joukko int A on joukon A sisus.
e ulkopisteiden joukkoa merkitdén ext A.

e reunapisteiden joukko on 0A.

ProposiTio 2.13. — Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon A C X. Joukon A
stsus ja ulkopisteiden joukko ovat avoimia ja sen reuna on suljettu. Lisdksi pdtee

X=intAUOJAUextA. (2.1)
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Todistus. Maéritelmien nojalla int A ja ext A ovat erillisid ja reuna maéritellidn niiden
komplementtina, joten pétee selvéisti. Koska ext A on joukon A komplementin si-
sipisteiden joukko, riittdd osoittaa, ettd int A on avoin mille tahansa joukolle A, silld
avointen joukkojen int A ja ext A komplementtina 0A on suljettu.

Olkoon a € int A. Talloin on r, > 0, jolle B(a,r,) C A. Osoitetaan, ettd itse asiassa
B(a,r,) C int A: Olkoon b € B(a,r,). Kuten Proposition [2.5| todistuksessa huomaamme,

ettd B(b,r, — d(b,a)) C B(a,r,) C A, joten b € int A. O
LEMMA 2.14. — Olkoon X metrinen avaruus. Piste x € X on joukon A C X
reunapiste, jos ja vain jos jokaisella r > 0 patee B(x,r)NA # 0 ja B(z,r)N(X —A) # 0.
Todistus. Taméa on selvaa maéritelmista. O
MAARITELMA 2.15. — Olkoon X metrinen avaruus. Osajoukon F C X sulkeuma
on pienin suljettu joukko, joka sisdltda joukon E':
E= | F.
FOE
F suljettu
ProprosITIO 2.16. —  Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon E C X. Tdlloin

(1) E on avoin, jos ja vain jos E = int E.
(2) Joukko E on suljettu, jos ja vain jos E = E.
(3) E=FEUOE =int EUJE.
(1) d(X — E) = 9E.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Proposition kohtien (2) ja (3) nojalla saadaan muun muassa seuraava havainto:
Joukko on suljettu, jos ja vain jos se sisaltaéd reunansa.

ESIMERKKI 2.17. — (1) Euklidisessa avaruudessa E" avoimen pallon B(zg,r) ja
suljetun pallon B(z,7) sisus on B(zg,r) ja molempien pallojen reuna on joukko

S(zg,r) ={x € E": ||z — ]| =7}
Josr >0,z € S(xg,7) ja 0 < e <r, niin

x+ 23(950 —x) € B(xo,r) N B(x,¢)
r

ja
z— 2’57@0 —2) € (E" — B(zo,)) N Bz, ¢).

Siis B(x,r) = B(x,r) avaruudessa R".
(2) Diskreetissd metrisessi avaruudessa (X, d) avoimet pallot ovat suljettuja. Siis
Bs(z,1) = Bs(z,1) = {x} # X = B;(0,1),

kun #X > 2.
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MAARITELMA 2.18. — Piste x € X on joukon A C X kasautumispiste, jos
(B(z,r)—{x})NA # 0 jokaisella r > 0. Jos on r > 0 siten, ettd B(x,r)NA = {x}, niin x
on joukon A eristetty piste tai erakkopiste. Joukko E C X on diskreetti, jos kaikki pisteet
x € F ovat erakkopisteité.

Lemmassa tehty havainto reunapisteen ominaisuuksista ja kasautumispisteen
madritelmad muistuttavat toisiaan melko paljon. Siksi ei olekaan yllattavaa, ettd sulje-
tut joukot voidaan luonnehtia kasautumispisteiden avulla samaan tapaan kuin reunan
avulla:

ProprosSITIO 2.19. —  Joukko E on suljettu, jos ja vain jos se sisdltida kaikki kasau-
tumaispisteensa.

Todistus. Olkoon E C X suljettu. Olkoon x € X — E. Koska X — E on avoin, on r > 0,
jolle B(x,r) C X — E. Siispa z ei ole joukon F kasautumispiste.

Oletetaan sitten, ettd E sisaltdd kaikki kasautumispisteensa. Olkoon =z € X — F.
T&lloin z ei ole kasautumispiste, joten on r > 0, jolle (B(z,r) — {z}) N E = (. Siis
B(z,r) C X — E, joten X — E on avoin. Siis F on suljettu. O

ESIMERKKI 2.20. — Joukolle Q C E! pétee
intQ =10, extQ=10, 0Q =E', Q=E'.
Jokainen z € E! on joukon Q kasautumispiste ja joukon E! — Q kasautumispiste.

ESIMERKKI 2.21. — Olkoon (X,0) diskreetti metrinen avaruus ja olkoon A C X.
Télloin
intA=A, ext A=X — A, 0A =10, A=A,
Erityisesti joukolle Q C (R, d) pétee

intQ:Q7 eXtQ:R_Q7 a@ ma @:Q

MAARITELMA 2.22. — Metrisen avaruuden X osajoukko E on tihed, jos F = X.
Metrinen avaruus X on separoituva, jos silld on numeroituva tihed osajoukko.

ESIMERKKI 2.23. — (1) Rationaalilukujen joukko on siis tihed tavallisella euklidi-
sella etdisyydelld varustetussa reaalilukujen joukossa. Yleisemmin E" = Q7 joten E™ on
separoituva.

(2) St = exp(Q), joten S' on separoituva.

(3) Ylinumeroituva diskreetti metrinen avaruus ei ole separoituva.

Palaamme separoituvuuteen luvussa [7]

2.4 Lokaalit ominaisuudet

Jos jokin ehto tai ominaisuus patee metrisen avaruuden jokaisen pisteen jossain ymparis-
tossa, sanotaan, ettd kyseinen ehto tai ominaisuus on lokaali. Tapasimme téallaisen kasit-
teen Esimerkissa mutta lykkésimme tarkan maéritelman esittamisen tdhan lukuun.
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MAARITELMA 2.24. — Olkoot (Xi,d;) ja (X2,d2) metrisid avaruuksia. Kuvaus
F: (Xy,d1) — (Xa,ds) on lokaali(sti) isometrinen upotus, jos jokaisella z € X; on
ympéristo U, siten, ettéd rajoittuma F|y,: U, — X5 on isometrinen upotus.

Esimerkissa osoitimme, ettd kuvaus exp: E! — S!| exp(t) = (cost,sint), on
lokaali isometrinen upotus.

Harjoitustehtavia

2.1. Kuvaile Ranskan rautatieavaruuden avoimet pallot B(x, 1), kun x # 0.

2.2. Osoita, ettd metrisen avaruuden suljettu pallo on suljettu joukko ja etté jokainen
yhden pisteen muodostama joukko on suljettu joukko.

MAARITELMA 2.25. —  Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon C' > 0. Asetetaan
do(,y) = min(d(z,y), C)
kaikille z,y € X.

2.3. Osoita, etta lauseke de(z,y) maarittelee metriikan joukossa X.

2.4. Osoita, etta joukko U C X on avoin metrisessa avaruudessa (X, d), jos ja vain jos
se on avoin metrisessé avaruudessa (X, d¢).

2.5. Todista Proposition [2.6| kohta (3).

2.6. Todista Proposition [2.6] kohdat (2) ja (4).
2.7. Todista Proposition kohdat (1) ja (2).
2.8. Todista Proposition kohdat (3) ja (4).
2.9. Osoita, etta joukko on avoin ja suljettu, jos ja vain jos sen reuna on tyhja.

2.10. Osoita, ettd J0A C 0A. Anna esimerkki, jolle patee 00A # 0A.

MAARITELMA 2.26. — Olkoon € > 0. Joukon E C X e-paksunnos on
E® = | B(e,e).
eck

2.11. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon F C X. Osoita, etta

=) E.

2.12. Osoita, etta metrisen avaruuden jokainen suljettu joukko voidaan esittdé numeroi-
tuvana leikkauksena avoimista joukoista. Osoita, ettd metrisen avaruuden jokainen avoin
joukko voidaan esittda numeroituvana yhdisteené suljetuista joukoista.
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MAARITELMA 2.27. — Olkoon X # (). Funktio d: X x X — [0, co[ on ultrametriik-
ka, jos silld on metriikalta vaadittavat ominaisuudet (1) ja (2) ja se toteuttaa ultrametrisen
epayhtdlon

d(x,y) < max (d(m, z),d(z, y))

kaikille z,y, z € X. Pari (X, d) on ultrametrinen avaruus.
2.13. Osoita, ettd ultrametrinen avaruus (X, d) on metrinen avaruus.

2.14. Olkoon (X,d) on ultrametrinen avaruus. Osoita, ettd kaikille y € B(x,r) pétee
B(y,r) = B(z,r) ja etta kaikille y € B(x,r) péatee B(y,r) = B(z,r)

2.15. Osoita, etta kaikki ultrametrisen avaruuden X pallot ovat avoimia ja suljettujaE]

MAARITELMA 2.28. — Olkoon
Y= {a = aparasy - - - : a; € {0,1} kaikilla ¢ € N}
ja mééritellaédn metriikka dy, asettamalla dx(a,a) = 0 kaikille a € ¥ ja

a; — a,

ds(a,a’) = sup M
ieN 2

muuten. Pari (o, ds) on kahden symbolin jonoavaruus.

2.16. Jos a,a € X, a # d, asetetaan
m(a,a’) = min{k: eN:ay # a;}.

Osoita, etté
dE(aa (Z/> = 2—m(a,a’) )

jos a # a'. Osoita, ettd (X, dy) on ultrametrinen avaruus.

2.17. Olkoon 0 = 00000 -- € 3. Kuvaile avaruuden X pallot B(0,r) ja B(0,r) kaikille
r > 0.

2.18. Osoita, ettd X on separoituva.

2Siis pallon jokainen piste on sen keskipiste!
3Kayta apuna Tehtédvin tuloksia.
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Jatkuvuus

3.1 Jatkuvat kuvaukset

MAARITELMA 3.1. — Olkoot (Xi,dy) ja (X2,dz) metrisid avaruuksia. Kuvaus
F: (X1,d1) — (Xa,ds) on jatkuva pisteessd xg € X, jos jokaisella ¢ > 0 on 6 > 0
siten, ettd do(F(z0), F(z)) < € kaikilla z € X3, joille dy(zg,z) < §. Kuvaus on jatkuva,
jos se on jatkuva jokaisessa avaruden X; pisteessa.

Jatkuvuuden méaritelmé voidaan muotoilla pallojen avulla hieman geometrisemman
nakoisessa muodossa:

LEMMA 3.2. — Kuvaus F: (X1,d;) — (Xo,ds) on jatkuva pisteessi xy € Xy, jos
jokaisella € >0 on 0 > 0 siten, ettd

F(B(x0,0)) C B(F(xo),). O

ESIMERKKI 3.3. — (1) Vakiokuvaus on aina jatkuva.

(2) Jos A C E" ja B C E* varustetaan euklidisen avaruuden indusoimilla metriikoilla,
niin kuvauksen f: A — B jatkuvuuden mééaritelmé on sama kuin analyysin ja moniulot-
teisen differentiaalilaskennan kursseilla. Siis esimerkiksi kaikki (useammankin muuttujan)
polynomifunktiot, trigonometriset funktiot ja eksponenttifunktio ovat jatkuvia.

(3) Kaikki koordinaattiprojektiot py: E" — E!,
pr(T1, Ta, -, 1) = T
ovat jatkuvia: Olkoot x,y € E™ Télloin
lz =yl = | D_(@i — v:)* = o — gl = Ipw(2) — pr(y)] -

=1

Jos ||z — y|| < e, niin |pr(x) — pr(y)| < €, joten py on jatkuva.

(4) Isometriset upotukset ovat jatkuvia kuvauksia.
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Jatkuvuus

MAARITELMA 3.4. — Olkoot (X1,d;) ja (X3,dy) metrisid avaruuksia ja olkoon
K > 0. Kuvaus F': (Xy,dy) — (Xs,d2) on K-Lipschitz-jatkuva tai K-Lipschitz-kuvaus,
jos kaikille z,y € X; patee

dy(F(), F(y)) < K di(z,y).

Jos F' on K-Lipschitz-jatkuva jollain K > 0, niin F' on Lipschitz-jatkuva kuvaus tai
Lipschitz-kuvaus.

ESIMERKKI 3.5. — Euklidisen avaruuden koordinaattiprojektiot ovat 1-Lipschitz-
kuvauksia.
LEMMA 3.6. —  Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat jatkuvia.
Todistus. Harjoitustehtéva. O
LEMMA 3.7. — Jos F': (X1,d1) — (X2,ds) ja G: (Xa,ds) — (X3,d3) ovat jatkuvia
kuvauksia, niin G o F' on jatkuva kuvaus.
Todistus. Harjoitustehtéva. O
LAuse 3.8. — Olkoot X ja 'Y metrisid avaruuksia ja olkoon f: X — 'Y kuvaus.

(1) Kuvaus f on jatkuva, jos ja vain jos f~H(U) on avoin jokaiselle avoimelle joukolle

ucy.

(2) Kuvaus f on jatkuva, jos ja vain jos f~1(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle
Fcy.

Todistus. Todistetaan véite (1). Toinen véite tehdddn harjoituksissa.

Olkoon f jatkuva. Olkoon z € f~1(U). Koska U on avoin, on r > 0 siten, et-
ta B(f(z),r) C U. Jatkuvuuden nojalla on § > 0, jolle f(B(z,9)) C B(f(z),r). Siis
B(z,0) € fH(B(f(x),r) C f71U).

Oletetaan sitten, ettd jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Olkoon =z € X.
Olkoon ¢ > 0. Oletuksen mukaan joukon B(f(x),e) alkukuva on avoin. Koska z €
f~YB(f(x),¢)), niin on & > 0, jolle B(x,d) € f~B(f(z),e)). Siis f on jatkuva pis-
teessa . [

ESIMERKKI 3.9. — Lause [3.6] antaa katevan keinon osoittaa joitain euklidisen ava-
ruuden osajoukkoja avoimiksi tai suljetuiksi.

(1) Kaikki esimerkissé [1.8) méaéritellyt normit || - ||,, 1 < p < oo ovat jatkuvia kuvauksia
ny,=|-|,: E* — E! Siis normin || - ||, middradman metriikan d, avoimet pallot

Bq,(0,7) = n;l(]—oo,rD

ovat euklidisen avaruuden E™ avoimia osajoukkoja.
(2) Olkoon S: E! — E?,
1
S(t) = tsin; , kun t #£ 0 |
0 ykunt =0
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ja olkoon S: E? — E', S(z) = 25 — S(z;). Analyysin ja differentiaalilaskennan tai vek-
torifunktioiden analyysin kursseilta muistamme, ettd S ja S ovat jatkuvia kuvauksia.
Koordinaattiprojektio pa(z) = x5 on myo6s jatkuva. Joukko

{x ER*:z;>0ja 0<my < S(Il)} = g_l(]—oo,O[) N p5 ()0, o0)

on siis avoin Lauseen [3.6 nojalla.

ESIMERKKI 3.10. —  Olkoon (X, 0) diskreetti metrinen avaruus ja olkoon (Y, d) met-
rinen avaruus. Kaikki kuvaukset f: X — Y ovat jatkuvia. Tamé seuraa Lauseesta [3.06]
koska kaikki diskreetin metrisen avaruuden osajoukot ovat avoimia.

Sen sijaan monista metrisistd avaruuksista on vain hyvin vidhan jatkuvia kuvauksia
g: Y — (X,0) diskreettiin metriseen avaruuteen, koska jokaisen yhden pisteen joukon
{z} C X alkukuva on avoin joukko. Jos siis y € g~'({z}), niin on r, > 0, siten, etti
g(z) = z kaikille z € B(y,r,). Erityisesti identtinen kuvaus id: E* — (R, §) ei ole jatkuva
kuvaus.

3.2 Jatkuvat kuvaukset normiavaruuteen

Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon V' normiavaruus. Téll6in joukon .# (X, V) alkioita
voi laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuillaﬂ: Jos f,g € F(X,V) jaa,b e R, niin mééritel-
l4én kuvaukset af 4+ bg € .F (X, V) asettamalla

(af +bg)(x) = af(x) + bg(x)

kaikille z € X. Jos V = R, niin tarkasteltavien funktioiden arvot ovat reaalilukuja. Talloin
voidaan madritella funktio fg € #(X,R) asettamalla

(fg)(x) = f(x)g(x)
kaikille z € X. | Nam& operaatiot sopivat hyvin yhteen jatkuvuuden késitteen kanssa:

LEMMA 3.11. —  Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon V normiavaruus. Jos f,q €
CYX,V) ja a,b € R, niin af +bg € C°(X,V). Jos V =R niin fg € C°(X,R).

Todistus. Harjoitustehtivi. Todistus on tdsmaélleen sama kuin tapauksessa, jossa X C E!,
jota tarkastellaan ensimmaisen vuoden analyysin kursseilla. O

Yleistdmme nyt Esimerkin [1.10f

ESIMERKKI 3.12. — Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon

Coa(X,R) = {f € CY(X,R) : || flloc < 00},

raj
missa

[flloe = sup [ f(2)]
rzeX

2j (X, R) on normiavaruuden raj(X, R)

(X,R),| - ||) on normiavaruus.

on avaruuden raj(X, R) normi. Lemman|3.9nojalla C

vektorialiavaruus ja (CY;

! Algebrallisesti ajatellen joukko .% (X, V') varustettuna yhteenlaskulla ja reaailuvulla kertomisella on
vektoriavaruus.

2Joukko .Z(X,R) varustettuna yhteenlaskulla ja funktioiden kertolaskulla on R-algebra: se on R-
vektoriavaruus ja rengas.
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Harjoitustehtavia

3.1. Osoita, ettd Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat jatkuvia.

3.2. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia ja olkoon px : (X XY, dyax) — (X, dx)
kuvaus, joka méaritelldan asettamalla

px(z,y) =
kaikille (z,y) € X x Y. Osoita, ettd px on jatkuva.
3.3. Olkoon (V.|| - ||) normiavaruus. Osoita, ettd normi | - || on jatkuva funktiol]
3.4. Onko kuvaus id: E? — (R? dsncr) jatkuva? Entéd sen kidnteiskuvaus?
3.5. Onko kuvaus id: (R? 6) — (R?, dsncr) jatkuva?

3.6. Olkoon V normiavaruus ja olkoon
S0,1)={x eV :|z|] =1}

Olkoon prg: V — {0} — S(0,1) kuvaus, joka méiritelladn asettamalla

T

prg(r) = m

kaikille z € V' — {0}. Osoita, etta prg on jatkuva.

3.7. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon f: X — Y kuvaus. Osoita, ettd f on
jatkuva, jos ja vain jos f~!(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle F' C Y.

3.8. Osoita, ettd jatkuvan funktion f: E! — E! kuvaaja

G(f) ={(z, f(x)) €E*: x € E'}
on suljettu joukko avaruudessa E2.

3.9. Olkoon ¥ kuten tehtavassé Kuvaus o: ¥ — ¥, joka méaritelldan asettamalla
o(apaiasasz -+ ) = ajasas - - -

kaikille agajasaz - - - € X, on vasen siirto. Osoita, ettd o on 2-Lipschitz-jatkuva.

MAARITELMA 3.13. — Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon F C X, E # (.
Pisteen x € X etdisyys joukosta E on

d(x, E) = inf{d(z,e) : e € E}.

Etaisyys joukosta E maéérittelee funktion dg: X — E! asettamalla dp(z) = d(z, E)
kaikille z € X.

3.10. Osoita, ettd dg on 1-Lipschitz-jatkuva kuvaus.
3.11. Osoita, etti d(z, E) = 0, jos ja vain jos x € E.

30soita, etti kuvaus n: V — E! n(v) = |lv]|, on jatkuva.
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3.12. Osoita, ettd d(z, E) = d(z, F) kaikille z € X.

Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon x, € X. Maéritellaan jokaiselle a € X kuvaus
¢q: X — E! asettamalla

¢o(z) = d(z,20) — d(z,0).
Méaéritelladn kuvaus K: X — CP,.(X,E') asettamalla

kaikille ¢ € X.

3.13. Osoita, ettda ¢, on jatkuva kuvaus jokaisella a € X.

3.14. Osoita, ettd kuvaus K on isometrinen upotus. E]

4 Avaruudessa C?aj (X,E') kiiytetidin sup-normin midrdimii metriikkaa kuten Esimerkissi
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Luku 4

Ekvivalentit metriikat ja
homeomorfismit

4.1 Homeomorfismi

MAARITELMA 4.1. — Olkoot (Xi,d;) ja (X2,ds) metrisid avaruuksia. Bijektio
F: X, — X, on homeomorfismi, jos F on jatkuva ja F~! on jatkuva.

ESIMERKKI 4.2. — (1) Isometria on homeomorfismi.

(2) Esimerkiss [3.8 tarkasteltu kuvaus id: (R, ) — E! on jatkuva mutta se ei ole homeo-
morfismi.

LEMMA 4.3. — Homeomorfismien yhdistetty kuvaus on homeomorfismi. Homeo-
morfismin kdadnteiskuvaus on homeomorfismi.

Todistus. Bijektioiden yhdistetty kuvaus on bijektio ja jatkuvien kuvausten yhdistetty
kuvaus on jatkuva Lemman [3.5] nojalla. Toinen viite sisdltyy homeomorfismin mééritel-
maan. O

ProprosiTIO 4.4. —  Homeomorfismi kuvaa avoimet joukot avoimiksi ja suljetut
joukot suljetuiksi.

Todistus. Seuraa Lauseesta [3.6] koska kéénteiskuvaus on jatkuva. O
MAARITELMA 4.5. — Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kokoelma

7(X,d) ={U C X : U on avoin}

on metrisen avaruuden (X, d) topologia.

Metristen avaruuksien kurssia seuraavalla kurssilla, jonka nimi on topologia, topolo-
gia on peruskasite. Topologinen avaruus on pari, joka koostuu epatyhjasta joukosta ja
topologiasta, jolla on samoja ominaisuuksia kuin metrisen avaruuden avoimien joukkojen
kokoelmalla.
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Ekvivalentit metriikat ja homeomorfismit

MAARITELMA 4.6. — Olkoon X # (). Joukon X metriikat d ja d ovat ekvivalent-
teja, jos metristen avaruuksien (X, d) ja (X, d) topologiat ovat samat.

PROPOSITIO 4.7. —  Olkoon X # 0. Joukon X metriikat d ja d ovat ekvivalentteja,
jos ja vain jos id: (X, d) — (X,d) on homeomorfismi.
Todistus. Seuraa suoraan Lauseesta [3.0] ja mééritelmista. O

ProrosiTio 4.8. —  Olkoot dx ja dx ekvivalentteja metriikoita joukolla X # 0 ja

olkoot dy ja dy ekvivalentteja metriikoita joukolla Y # (. Kuvaus f: (X, dx) — (Y,dy) on
jatkuva, jos ja vain jos kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on jatkuva.

Todistus. Kutsutaan todistuksessa kuvausta f: (X,dx) — (V,dy) kuvaukseksi f. . Met-
riikoiden ekvivalenssioletuksen nojalla identtiset kuvaukset idx: (X,dx) — (X,dx) ja
idy: (Y,dy) — (Y,dy) ovat homeomorfismeja. Tarkasteltavat kuvaukset muodostavat
kaavion

X L.y

idx J{ Jridy

X L.y

Jos f on jatkuva, niin f = idyof o idy' on kolmen jatkuvan kuvauksen yhdistettyna
kuvauksena jatkuva. Jos taas f on jatkuva, niin f = idy' of o idx on kolmen jatkuvan

kuvauksen yhdistettyna kuvauksena jatkuva. O]
MAARITELMA 4.9. — Olkoon X # (). Joukon X metriikat d ja d ovat bi-Lipschitz-
ekvivalentteja, jos on M > 0, jolle patee
1 -

kaikilla x,y € X.

ProposITIO 4.10. —  Olkoon X # 0 ja olkoot d ja d metriikoita joukolla X . Jos d
ja d ovat bi-Lipschitz-ekvivalentteja, niin joukko A C X on avoin metrisessi avaruudessa

(X,d), jos ja vain jos se on avoin metrisessi avaruudessa (X, d).

Todistus. Oletetaan, ettéa

1 -
274 y) < d(wy) < Md(z,y)
jollain M > 0. Symmetrian vuoksi riittdd osoittaa, ettd metriikan d suhteen avoimet
joukot ovat avoimia metriikan d suhteen. B
Olkoon U C (X,d) avoin joukko. Osoitetaan, ettd U on avoin myds metriikan d suh-
teen. Olkoon x € U. Oletuksen nojalla on r > 0, jolle By(x,r) C U. Olkoon y € B3{w, ;).

Télloin d(z,y) < Md(z,y) < M 57 =, joten

Bg(:l:, L) C By(z,r) CU.

M
Siis « on joukon U sisépiste avaruudessa (X, d). O
SEURAUS 4.11. —  Bi-Lipschitz-ekvivalentit metriikat ovat ekvivalentteja. ]
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4.2 Ekvivalentit normit

MAARITELMA 4.12. —  Vektoriavaruuden V' normit ||- || ja ||-||" ovat ekvivalentteja,
jos on ¢ > 0, jolle patee

1
—[loll” < ol < cllv]lf
c

kaikille v € V.

LEMMA 4.13. —  Vektoriavaruuden V' normit ovat ekvivalentit, jos ja vain jos ne
mddrdaavat bi-Lipschitz-ekvivalentit metritkat.

Todistus. Taméa on selvaa maaritelmista. OJ
LAUSE 4.14. —  Kaikki ddrellisulotteisen vektoriavaruuden normit ovat ekvivalent-
teja.

Todistus. Voimme olettaa, etta tarkasteltava vektoriavaruus on R". Osoitetaan, etté nor-
mi || - || on ekvivalentti euklidisen normin || - || kanssa. Olkoon ey, e, . . . €, standardikanta.
Talloin kolmioepayhtalon, normin homogeenisuuden ja Cauchyn ja Schwarzin epayhtalon
ja euklidisen normin perusominaisuuksien nojalla

n n
ol = || e < Stantllea = (b b} (el )
i=1

< [[Qlnls- s twal), (el Nt}
< Vi max {Jle| : 1 < i < nll} |l (4.)

joten haluttu epdyhtéld saadaan toiseen suuntaan.
Vastakkaisen suunnan todistamiseksi huomataan, ettd kédnteisen kolmioepayhtéalon
ja epayhtélon (4.1) nojalla normi || - || on Lipschitz-jatkuva: Kaikille x,y € R™ pétee

2l = yll| < llz = yll < v max {flesll - 1 < i < nfl} o —yla-

Siis kuvaus x +— ||z|| saavuttaa miniminsd m > 0 euklidisen avaruuden E" suljetulla ja
rajoitetullaﬂ yksikkopallon pinnalla, joten kaikille € R™ pétee

Haluttu epayhtalo x| > m||z||s kaikille x € R™ seuraa téstd, koska [|0]] = ||0]s = 0. O

T

[E41p

Palaamme Lauseen jalkimmaisen suunnan todistuksessa kéytettyyn differentiaa-
lilaskennan /vektorifunktioiden analyysin kursseilta tuttuun minimiargumenttiin yleisem-
méssé metristen avaruuksien yhteydessé Luvussa [7]

Lsiis kompaktilla
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4.3 Tuloavaruudet

Kahden metrisen avaruuden (X,dy) ja (Y,dy) karteesisesta tulosta saadaan metrinen
avaruus esimerkiksi varustamalla tulojoukko X x Y jollain seuraavista metriikoista:

MAARITELMA 4.15. —

di((z1,91), (22,92)) = dx (71, 72) + dy (y1,92) = [[(dx (21, 22), dy (y1,92)) |1
da((z1,91), (2, 92)) = \Jdx (@1, 22)% + dy (31, 32)2 = | (dx (21, 22), dy (31, 32)) |2
diax (21, Y1), (72, y2)) = max (dx(xh@)’dY(Z/l,yz)) = [[(dx (1, 22), dy (y1,Y2)) [l oo -

Huomaa, etta kaytettavat merkinnat ovat maksimimetriikkaa d,,.. lukuunottamatta
samat kuin luvussa samaan tapaan maéaritellyille vektoriavaruuden R™ metriikoille.
Tama tuskin aiheuttaa suurta sekaannusta, koska asiayhteydesta selvida, mita merkin-
nalla kulloinkin tarkoitetaan.

LEMMA 4.16. —  Lausekkeet dq, ds ja dp.x madrittelevit metritkat tuloavaruudessa
X xY.

Todistus. Se, ettd d; ja dnax ovat metriikoita osoitetaan Harjoitustehtévissé ja [4.7]
Tarkastetaan, ettd myods ds on metriikka. Kolmioepayhtalo on jilleen oleellisin asia: Ol-
koot (x1,y1), (x2,y2), (z3,y3) € X x Y. Talloin mééritelmén, avaruuksien X ja Y kol-
mioepayhtéloiden, tason vektoritulkinnan ja euklidisen tason kolmioepayhtalon nojalla
saadaan

do((z1,91), (T2, 92))° = dx (21, 72)* + dy (Y1, y2)*

d
(dx (z1,23) + dx (23, 2))° + (dy (Y1, y3) + dy (y3,2))?
1(dx (1, 23), dy (y1,y3)) + (dx (23, 22), dy (y3, ¥2)) I3

(I 1, 73), dy (50,5l + | (A (5, 72), dy (95, 92))]2)
= (do(w1, 1), (23,95)) + dol(w3, 35), (72,92)) -

IA

IN

Kolmioepayhtalo seuraa téasta. O
ProprosiTIO 4.17. —  Metritkat di, ds ja dya.x ovat bi-Lipschitz-ekvivalentteja.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

SEURAUS 4.18. —  Metriset avaruudet (X x Y,d;), (X x Y,ds) ja (X X Y, dpax)
ovat homeomorfisia. Erityisesti identtinen kuvaus on homeomorfismi ndiden avaruuksien
valilld. ]

Jatkossa kaytamme tilanteen mukaan jotain metriikoista dp.., d; tai dy tuloavaruuden

tarkastelussa.

Usein d; ja dn., ovat teknisesti hyvid valintoja. Jos tuloksessa ei mainita, mika metrii-
koista on kéytossa, véite patee kaikille niille.

ProprosITIO 4.19. —  Olkoot (X,dx), (Y,dy) ja (Z,dz) metrisii avaruuksia. Tdl-
loin
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(1) kuvaukset px: X xY — X, p(r,y) =z japy: X XY =Y, p(z,y) = y ovat
jatkuvia.

(2) Kuvaus F: Z — X XY on jatkuva, jos ja vain jos komponenttikuvaukset Fx = pxoF
ja Fy = py o F' ovat jatkuvia.

Todistus. (1) Varustetaan tuloavaruus X x Y maksimimetriikalla d .. Riittdé tarkastella
kuvausta px. Olkoon (zg,ys) € X x Y. On helppo nahdai, ettd py on 1-Lipschitz:

dx (px(w.), px (%0, 90)) = dx(w,20) < max (dx (o), dy (y,90) ) = dmas (. 9), (0, 30)) -

Siis px on jatkuva.

(2) Harjoitustehtéva. O
SEURAUS 4.20. —  Awointen joukkojen tulo on avoin. Suljettujen joukkojen tulo on
suljettu.

Todistus. (1) Olkoot A C X ja B C Y avoimia joukkoja. Talloin
Ax B =py'(A) Npy'(B).

Koska projektiokuvaukset Px ja py ovat jatkuvia Proposition M(l) nojalla, joukot
px (A) ja py' (B) ovat avoimia. Siis A x B on avoin.

(2) Harjoitustehtava. O

Harjoitustehtavia

MAARITELMA 4.21. — Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) metrisid avaruuksia ja olkoon
M > 1. Kuvaus F: X — Y on M-bi-Lipschitz-kuvaus, jos kaikille xq, x5 € X pétee

dx(l’h 552)

M S dy(F(SBl), F(QTQ)) S de(l'l,llfg) .

Jos F' on M-bi-Lipschitz-kuvaus jollakin M > 1, niin se on bi-Lipschitz-kuvaus.

4.1. Osoita, etta surjektiivinen bi-Lipschitz-kuvaus on homeomorfismi

| Olkoon tehtivissi h: X — Y homeomorfismi. Olkoon F C X. |

4.2. Osoita, ettd h(F) = h(FE) ja h(int E) = int h(E).
4.3. Osoita, ettd h(OF) = Oh(E).

4.4. Osoita, ettd Harjoitustehtévassa [1.4] maéritelty metriikka d on ekvivalentti euklidi-
sen metriikan joukkoon R — {0} indusoiman metriikan kanssa.

4.5. Olkoot |- || ja | - || normeja vektoriavaruudessa V. Osoita, ettd normit || - || ja || - ||
ovat ekvivalentteja, jos ja vain jos ne madradvat saman topologian.

4.6. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia. Osoita, ettd d; on metriikka joukossa
X xY.

1. elokuuta 2020



32

Ekvivalentit metriikat ja homeomorfismit

4.7. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Osoita, ettd dyax on metriikka jou-
kossa X x Y.

4.8. Todista Proposition kohta (2).
4.9. Osoita, ettd metriikka d: X x X — E! on jatkuva funktiof]

4.10. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia ja olkoot dyayx, di ja dg kuten luvun
alussa. Osoita, ettd

Amax (21, 1), (22, y2)) < da((z1,31), (22, y2))
< di((z1,11), (2, 42))
< 2dmax (21, 91), (22, 92))

kaikille (1,91), (v2,92) € X x Y [J

4.11. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Olkoot C' C X ja D C Y suljettuja
joukkoja. Osoita, ettd C' x D on suljettu?

4.12. Olkoot (X, dyx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Olkoot F' C X ja G C Y. Méaarita
I(F x G).

2Kannattaa kiyttis summametriikkaa d; tuloavaruudessa X x X.
3Keskimmiisen epiyhtélén todistuksessa huomaa, etti ||(a,b)||gz = ||(a,0)+(0,b)||g> ja tutki Lauseen

todistusta.
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Jonot ja raja-arvot

5.1 Suppenevat jonot ja Cauchyn jonot

MAARITELMA 5.1. — Olkoon A # ). Kuvaus a: N — {0} — A on joukon A jono.
EIYleisesti jonon arvoja merkitaan a, = a(n) ja jonolle kiytetddn merkintdéd (a,)°2, =
(@n)nen—{o}-

Metrisen avaruuden (X, d) jono (x,)2, suppenee kohti raja-arvoa x € X, jos kaikilla
e >0on N € N siten, ettd o), € B(z,¢) kaikilla K > N. Jos jono (x,)2°, suppenee kohti
pistettda x € X, kdytetaan merkintoja x,, — x, kun z — oo ja lim, ., = .

LEMMA 5.2. —  Metrisen avaruuden (X, d) jono (x,)32, suppenee kohti raja-arvoa
x € X, jos ja vain jos d(x,,z) — 0, kun n — oco.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
LEMMA 5.3. — Jonon raja-arvo on yksikasitteinen.

Todistus. Olkoot a,b € X siten, ettd d(z,,a) — 0 ja d(x,,b) — 0, kun n — oo. Télléin
d(a,b) < d(a,z,) + d(x,,b) — 0, kun n — oo, joten d(a,b) = 0. Siis a = b. O

ESIMERKKI 5.4. — Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Harjoitustehtivissa
osoitettiin, ettd jonon (f3,)3°, suppeneminen metrisessi avaruudessa C°(7, R) on sama
asia kuin se, ettd funktiojono (f)$2, suppenee tasaisesti kohti funktiota f € C°(I,R).

~ ProposITIO 5.5. —  Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon E C X, E # 0. Talloin
E koostuu kaikista joukon E alkioista muodostettujen avaruuden X suppenevien jonojen
raja-arvoista.

Todistus. Jokainen joukon F piste on vakiojonon raja-arvo. On selvad, ettd mikéan joukon
E ulkopiste ei ole joukon E' jonon raja-arvo. Riittaa siis osoittaa, etta jokainen joukon F
reunapiste on jonkin joukon E jonon raja-arvo. Olkoon zy € OFE. Talloin B(x, %) NE #(

YYhtéd hyvin jono voi olla kuvaus a: N — A, talloin indeksointi aloitetaan nollasta.
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jokaisella k > 1. Valitaan jokaisella k € N — {0} alkio e, € B(xo, ) N E # 0. Talloin
To = limy_, o €. ]

MAARITELMA 5.6. — Metrisen avaruuden (X, d) jono (x)32, on Cauchyn jono,
jos jokaisella e > 0 on N € N siten, ettd d(x,,,x,) < ¢ kaikille m,n > N.

LEMMA 5.7. — (1) Suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja.
(2) Cauchyn jonot ovat rajoitettuja.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Aiemmilta kursseilta tieddmme, etti reaalilukujen avaruuden E! tiaydellisyyden nojalla
kaikki Cauchyn jonot suppenevat euklidisessa avaruudessa E™. Vastaava tulos ei pade
kaikissa metrisissé avaruuksissa kuten seuraava alkeellinen esimerkki osoittaa:

ESIMERKKI 5.8. — Olkoon

X:{}CeEl:keN—{O}}

ja olkoon d; avaruuden E' metriikan indusoima metriikka joukossa X. Jono (3)2; on

Cauchyn metrisessa avaruudessa (X, d;), koska se on Cauchyn jono avaruudessa E'. Jono
(%)zozl ei kuitenkaan suppene. Tamé on helppo tarkastaa: Jos se suppenisi raja-arvoon
+> hiin se suppenisi tahan raja-arvoon myos avaruudessa E!. Mutta avaruudessa E! pitee
limy .o % = 0, joten raja-arvon yksikasitteisyyden nojalla mikaan % ei ole raja-arvo. Vaite

voidaan todistaa myos viittaamatta avaruuteen E!: Olkoon 10 € X. Kun k£ > ng, pétee

n

1 1 1
oL s 1
Nng k N (TLO + 1)
joten 1710 ei ole jonon raja-arvo.
MAARITELMA 5.9. — Joukon E halkaisija on
diam(F) = sup{d(a,b) : a,b € E}.

LEMMA 5.10. —  Metrisen avaruuden (X,d) jono (xg)32, on Cauchyn jono, jos ja
vain jos diam{zy : k > n} — 0, kun n — oo.

Todistus. Maaritelmén mukaan (xy)32, on Cauchyn jono, jos jokaisella ¢ > 0 on N € N
siten, ettd d(z,,,r,) < e kaikille m,n > N. Yhtapitavisti jokaisella ¢ > 0 on N € N
siten, ettd {d(x,,x,) : m,n > N} C [0,¢], toisin sanoen diam{xy : k > n} — 0, kun
n — 00. U
LEMMA 5.11. —  Olkoot X ja 'Y metrisii avaruuksia. Talloinf]

(1) Jono (zk, yk)7>, suppenee kohti raja-arvoa (x,y) € X XY, jos ja vain jos jono (x)3,
suppenee kohti raja-arvoa x € X ja jono (yg)i>, suppenee kohti raja-arvoa y € Y.

(2) Jono (x,yr)5>, on Cauchyn jono, jos ja vain jos jonot (x)5, ja (yr)se, ovat Cauc-

hyn jonoja.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

2Muista Seurauksen jélkeen tehty sopimus tuloavaruuden metriikoista.
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5.2 Osajonot

MAARITELMA 5.12. — Olkoon a: N — A jono ja olkoon i: N — N kasvava injektio.
Kuvaus aoi on jonon a osajono. Kun jonolle a kdytetaan merkintdd a = (a, )nen, osajonolle
a o i kiytetddn merkintédé a o i = (an, )ren, Missé a,, = a;u) = a(i(k)).

ESIMERKKI 5.13. — Olkoon a;, = (—1)* € E'. Olkoot 4,5: N — N kuvaukset
i(k) = 2k ja j(k) = 2k + 1. Téalléin a o7 on parillisten indeksien osajono (as)ken, joka on
tassd tapauksessa vakiojono 1 ja a o j on parittomien indeksien osajono (agg+1)ken, joka
on tassa tapauksessa vakiojono —1.

LEMMA 5.14. — Suppenevan jonon osajonot ovat suppenevia ja niilld on sama
raja-arvo. Cauchyn jonon osajonot ovat Cauchyn jonoja.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

LEMMA 5.15. —  Olkoon (zx)72; Cauchyn jono, jolla on suppeneva osajono. Tdlloin
jono (xx)52, on suppeneva ja sen raja-arvo on sama kuin osajonon raja-arvo.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

5.3 Jonot ja jatkuvat kuvaukset

LEMMA 5.16. —  Jatkuva kuvaus kuvaa suppenevat jonot suppeneviksi jonoiksi.

Todistus. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia. Olkoon (zx)52, suppeneva jono avaruudessa
X ja olkoon z sen raja-arvo. Olkoon f: X — Y jatkuva.

Olkoon & > 0. Jatkuvuuden nojalla on 6 > 0 siten, etta f(B(x,d)) C B(f(z),¢e). Raja-
arvon maaritelmén nojalla on N € N siten, ettd z; € B(x, ) kaikilla k& > N. Siis kaikilla

k > N pétee f(xy) € f(B(x,0)) C B(f(x),¢), joten f(zx) — f(z), kun k — oo. O
ESIMERKKI 5.17. — Olkoon z, = ; € ]0,00 kaikilla & > N — {0}. Metrisen

avaruuden (]0,00[,d;) jono (zx)32; on Cauchyn jono kuten Esimerkissa todettiin.
Kuvaus g: ]0,00[ — ]0, 00, g(z) = 1, on jatkuva. Jono (g(x))72; ei ole Cauchyn jono

koska g(xy) = k kaikilla k € N — {0}.

Cauchyn jonot séilyvit Cauchyn jonoina, jos niitd kuvataan hieman sdannoéllisemmilla
kuin jatkuvilla kuvauksilla.

MAARITELMA 5.18. — Olkoot (Xj,d;) ja (X3,ds) metrisid avaruuksia. Kuvaus
F: (Xy,d1) — (Xa,ds) on tasaisesti jatkuva, jos jokaisella ¢ > 0 on § > 0 siten, ettd
do(F(z), F(y)) < € kaikilla z,y € X1, joille dy(z,y) < 6.

LEMMA 5.19. — Tasaisesti jatkuva kuvaus on jatkuva.
Todistus. Taméa on selvaa. O

Seuraava helppo esimerkki osoittaa, etta kaikki jatkuvat kuvaukset eivét ole tasaisesti
jatkuvia. Toisaalta monet tapaamamme kuvaukset ovat tasaisesti jatkuvia.
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ESIMERKKI 5.20. — (1) Kuvaus g: E! — {0} — E!, g(t) = % on jatkuva mutta ei

t
tasaisesti jatkuva.

(2) Harjoitustehtavissa osoitettiin, etta Lipschitz-kuvaukset ovat jatkuvia. Todistus
itse asiassa osoittaa, ettd ne ovat tasaisesti jatkuvia. Erityisesti isometriset upotukset ovat
tasaisesti jatkuvia.

(3) Kuvaus s: ([0,00[,d;) — E', s(t) = v/t on tasaisesti jatkuva: Sen rajoittuma vélin
[0, 1] komplementtiin on 1-Lipschitz koska havainnosta

lz =yl = Ve = Vil vz + Vil

saadaan

o eyl

Analyysin kursseilla on osoitettu, ettd suljetun ja rajoitetun vélin jatkuvat kuvaukset
ovat tasaisesti rajoitettuja. Valitsemalla kullekin ¢ > 0 pienempi néiden kahden valin
antamista luvuista ¢ > 0 ndemme, ettd s on tasaisesti jatkuva.

Kuvaus s ei ole Lipschitz-jatkuva: Jos s olisi M-Lipschitz, niin

(V2 — 1)Vt = |s(2t) — s(t)| < M|2t — t| = Mt

kaikille ¢ € ]0, 1]. Siis v > % kaikilla ¢ € |0, 5], mutta tdmé ei pidd paikkaansa.

ProrosiTio 5.21. —  Tasaisesti jatkuva kuvaus kuvaa Cauchyn jonot Cauchyn jo-
noiksi.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

5.4 Kuvauksen raja-arvo

MAARITELMA 5.22. — Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon A C X, A # 0.
Olkoon a € A. Kuvauksella f: A — Y on raja-arvo b € Y pisteessi a, jos jokaisella ¢ > 0
on ¢ > 0 siten, ettéd

f((B(a,é) —{a})n A> C B(b,e).

Jos kuvauksella f: X — Y on raja-arvo b € Y pisteessi a, kiytetaan merkint6jé f(z) — b,
kun x — a ja lim,_,, f(z) = b.

ProprosiTIO 5.23. —  Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon A C X, A #
0. Olkoon a € A ja olkoon f: A — Y. Tdlléin b = lim,_,, f(z), jos ja vain jos b =
limy_ o f(ag) kaikille pisteeseen a suppeneville joukon A — {a} alkioista muodostetuille
jonoille (ag)2 .

Todistus. Oletetaan, ettd b = limy_,, f(ay) kaikille pisteeseen a suppeneville joukon A al-
kioista muodostetuille jonoille (ax)72,. Jos b ei ole funktion f raja-arvo pisteessi a, niin
on & > 0 siten, ettd jokaisella k € N — {0} on @, € B(a,+) N A, jolle f(a) ¢ B(b,e).
Talloin @, — a, kun k — oo mutta f(ay) ei suppene raja-arvoon b vastoin oletusta.
Toinen suunta todistetaan kuten Lemma [5.12 O]

1. elokuuta 2020



5.4. Kuvauksen raja-arvo 37

Harjoitustehtavia

5.1. Osoita, ettd suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja.
5.2. Osoita, ettd Cauchyn jonot ovat rajoitettuja.

5.3. Olkoon (X, d) ultrametrinen avaruus. Olkoon (xy)ken avaruuden X jono, jolle pétee

kh_)rgo d(x, xk41) = 0.

Osoita, ettd (x)reny on Cauchyn jono.
5.4. Anna esimerkki metrisestd avaruudesta, jossa tehtavin vaite ei pade.
5.5. Todista Lemma 5.8l

5.6. Olkoot (z1)52, ja (yx)i>, suppenevia jonoja normiavaruudessa V' ja olkoot (Ax)52,
ja (ug)72, suppenevia reaalilukujonoja. Osoita, etté

lim (Agzg + pryr) = lim A\, im x, + lim gy lim oy
k—o00 k—o00 k—o00 k—o0 k—o0
5.7. Osoita, ettd tasaisesti jatkuva kuvaus kuvaa Cauchyn jonot Cauchyn jonoiksi.

5.8. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon A C X, A # . Olkoon a € A ja
olkoon f: A — Y siten, ettd b = lim,_,, f(x). Osoita, ettd b = limy_, f(ax) kaikille
pisteeseen a suppeneville joukon A alkioista muodostetuille jonoille (a)g2 ;.

5.9. Todista Lemma [5.10l
5.10. Todista Lemma [5.11]

5.11. Olkoot d ja d’ metriikoita joukossa X. Olkoon (z)ren joukon X jono, joka sup-
penee metrisessid avaruudessa (X, d) mutta ei suppene metrisessia avaruudessa (X, d').
Osoita, ettd metriikat d ja d’ eivéit ole ekvivalentteja.

5.12. Osoita, ettd normit

17l =/, 171

Il = ma | £(a)

ja

eiviit ole ekvivalentteja vektoriavaruudessa C°([0, 1])F]

3Tehtava auttaa.
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Luku 6

Taydellisyys

6.1 Taydellinen metrinen avaruus

MAARITELMA 6.1. — Metrinen avaruus X on tdydellinen, jos sen kaikki Cauchyn
jonot suppenevat.

ESIMERKKI 6.2. — Analyysin kursseilta muistamme, ettd E! on tdydellinen. Har-
joituksissa osoitetaan Lemman [5.§| nojalla E™ on téydellinen.

LEMMA 6.3. —  Olkoon A # (. Tilloin avaruus raj(A,E') on tdydellinen.

Todistus. Olkoon ( fi)ren Cauchyn jono. Téll6in jono (fx(a))ren on Cauchyn jono jokaisel-
la a € A. Koska E! on téydellinen, jono (fi,(a))ren suppenee jokaisella a € A. Méaritelldan
f: A — E! asettamalla

f(a) = lim fy(a)

k—o0

jokaisella a € A. Jono (fx)ren on rajoitettu Lemman [5.5 nojalla. Siis || fi|| < M kaikilla
k € N, joten on xg € E! ja M > 0, joille pétee fy(a) € B(0, M) kaikilla a € A ja kaikilla
k € N. Siis f(a) € B(0, M) kaikilla a € A ja f € raj(A,E).

Olkoon € > 0. Koska ( fx)ken on Cauchyn jono, niin on N > 0 siten, etté || fr— fimllco < €
jokaisella k,m > N. Siis jokaisella a € A patee |fr(a) — fi(a)| < e, kun k,m > N joten
|fx(a) — f(a)| < e kaikilla a € A, kun k > N. Siis

1fx = fIl = sup [fi(a) = fla)]lee < e,

kun &£ > N. O

LEMMA 6.4. — Olkoon (X,dx) tdydellinen metrinen avaruus. Joukko E C X on
suljettu, jos ja vain jos metrinen avaruus (E,dx) on tdydellinen.

Todistus. Jos E on suljettu, niin kaikkien joukon F alkioista muodostettujen suppenevien
jonojen (ex)ren raja-arvot ovat joukossa E Proposition nojalla. Metrisen avaruuden
(E,dx) jono on Cauchyn jono, jos ja vain jos se on avaruuden (X,dyx) Cauchyn jono.
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Suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja Lemman nojalla. Siis kaikki avaruuden (E, dx)
Cauchyn jonot suppenevat, joten se on tdydellinen.

Oletetaan sitten, ettd (E, dx) on taydellinen. Joukon E alkioista muodostetut avaruu-
den (X, dx) suppenevat jonot ovat avaruuden (E, dx) Cauchyn jonoja. Siis ne suppenevat
avaruudessa (E, dx). Mutta talloin niiden raja-arvot avaruuden (X, dx) jonoina sisaltyvat

osajoukkoon F, joten E on suljettu Proposition nojalla. O
PropoOsITIO 6.5. — Olkoon X metrinen avaruus. Normiavaruus C(r)aj(X, E') on
taydellinen.

Todistus. Kuten Esimerkissa voidaan osoittaa, ettd CJ,;(X,E') on téydellisen nor-

miavaruuden raj(X,E') aliavaruus. Osoitetaan, ettéa C,;(X,E") on suljettu. Talloin vaite
seuraa Lemmasta [6.3]

Proposition nojalla riittad osoittaa, ettd kaikki avaruuden C?aj (X, E') Cauchyn jo-
not suppenevat. Olkoon ( fi)ren Cauchyn jono. Se on Cauchyn jono avaruudessa raj( X, E!),
joten se suppenee tissa avaruudessa kohti rajafunktiota f. Osoitamme, ettd f on jatku-
V&.E| Olkoon zg € X ja olkoon € > 0. Talloin on N € N siten, ettd || fr — f|| < £, kun

39
k > N jad > 0 siten, ettd |fr(z) — fr(zo)| < &, kun d(z,z9) < e. Kolmioepayhtalon
nojalla pétee

€
3

|f(z) — f(zo)| < |f(2) — frl@)] + [fa(x) = fe(zo)| + | fe(zo) — f(z0)| < €,

kun d(z,z9) < e. O
SEURAUS 6.6. —  Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Normiavaruus C°(I,E) on
taydellinen.

Todistus. Analyysin kursseilta muistamme, etta suljetun ja rajoitetun vélin jatkuvat funk-
tiot ovat rajoitettuja. Vaite seuraa siis Propositiosta [6.4] ]

Téydellisid normiavaruuksia kuten raj(A4,E!) ja C°(I,E!) kutsutaan Banachin ava-
ruuksiksi. Banachin avaruuksia tarkastellaan ldhemmin funktionaalianalyysin kurssilla.

MAARITELMA 6.7. — Olkoon X metrinen avaruus. Taydellinen metrinen avaruus

X on avaruuden X tdydellistymd, jos on isometrinen upotus j: X — X siten, etti J(X) on
tihed ]

Osoitamme, etta jokaisella metrisella avaruudella on taydellistyma. Kaytamme apuna
seuraavaa tarkead tulosta.

LAUSE 6.8 (KURATOWSKIN UPOTUSLAUSE). — Jokaisella metriselld avaruudella
X on isometrinen upotus K: X — C) (X, E").

Todistus. Harjoitustehtava [3.14] O

LAUSE 6.9. —  Jokaisella metriselld avaruudella on taydellistymd.

ITodistus on sama kuin analyysin kursseilla tapauksessa, jossa X on suljettu ja rajoitettu vili ava-
ruudessa E'.
2Myos isometrista upotusta j: X — X sanotaan avaruuden X téydellistymaksi.
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Todistus. Olkoon K: X — CP,:(X,E") Kuratowskin upotus. Joukko K (X) on suljettu,

joten varustettuna avaruuden C?aj(X ,E!) metriikalla se on tdydellinen metrinen avaruus

Lemman |6.3| nojalla. Maaritelmén nojalla K (X) on tihed avaruudessa K (X). O
LAUSE 6.10. —  Metrisen avaruuden taydellistymd on isometriaa vaille yksikdsitte-

nen: Josi1: X — Y ja j: X — Z ovat metrisen avaruden X taydellistymid. Talloin on
isometria h: Y — Z, jolle hoi = j.

Todistus. Méiritelliin kuvaus g: i(X) — j(X) asettamalla ¢ = j o i~ 1. Olkoon (yx)ren
Cauchyn jono joukossa i(X). Talloin on limg_,o, yx = y € Y. Isometriana g on tasaisesti
jatkuva, joten (g(yx))ren on Cauchyn jono. Siis jono (g(yx))ren sSuppenee avaruudessa Z.

Maaritelladn h(y) = limg_,00 g(yx). Madritelmé on hyvin asetettu: Jos (7 )ren on toi-
nen joukon i(X) jono, joka suppenee raja-arvoon y, niin limy . g(yx) = limy_e 9(7):
Koska ¢ on isometria, niin jono (zj)ren, joka madritelladn asettamalla zo, = g(yx) ja
zok+1 = ¢(7,) on Cauchyn jono. Siis se suppenee, joten parillisten ja parittomien indek-
sien osajonoilla on sama raja-arvo.

Osoitetaan, ettd h: i(X) — j(X) on isometria: Olkoot a,b € Y. Talloin a = lim ay, ja
b = lim by, joillain Cauchyn jonoilla (ag)ren ja (bg)ren. Kuvauksen g isometrisyyden nojalla

d(a,b) = lim d(a, by) = limd(g(ax), g(bx)) = d(h(a), h(D)) .

Siis A on isometrinen upotus. Mutta selvéisti jokaisen avaruuden Z Cauchyn jonon alku-
kuva on Cauchyn jono, joten h on surjektio. m

LAUSE 6.11 (CANTORIN LEIKKAUSLAUSE). —  Olkoon X tdydellinen metrinen ava-
ruus. Olkoot
XD Ei,DFEy,yD -

epdtyhjia sisikkdisia suljettuja joukkoja. Jos diam(Ey) — OEI kun k — oo, niin

ﬁ By = {0}

jollain xg € X.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

SEURAUS 6.12 (SULJETTUJEN VALIEN PERIAATE). — Olkoot Iy D Iy D -+ jono
sisakkdisia suljettuja valejd euklidisessa avaruudessa E™. Jos diam(Ky) — 0, kun k — oo

jollain xy € E™. [
ESIMERKKI 6.13. —  Proposition [6.9|ja Seurauksen véite ei pade ilman oletusta,
ettéd joukot ovat suljettuja: Olkoot I, =10, 1[ kaikilla n € N — {0}. Téllin [; D Iy D ---

ja diam(K}) — 0, kun k — oo mutta Oﬁ I, = 0.
k=1

3Koska reaalilukujen osajoukkona tyhjin joukon supremum on —oo, niin timé oletus sisiltid sen,
ettd joukot Fj eivit ole tyhjia.
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6.2 Banachin kiintopistelause

MAARITELMA 6.14. — Olkoon X metrinen avaruus. Jos kuvaus F': X — X on
K-Lipschitz jollain K < 1, niin sanotaan, ettd F' on (K-)kutistava. Jos F(x) = x jollain
x € X, niin x on kuvauksen F' kiintopiste.

LAUSE 6.15 (KUTISTUSPERIAATE ELI BANACHIN KIINTOPISTELAUSE). —  Olkoon
X taydellinen metrinen avaruus. Tdalloin jokaisella kutistavalla kuvauksella F: X — X
on tasmdalleen yksi kiintopiste. Jos F' on K -kutistava ja xq on sen kiintopiste, niin

d(xg, F*(z)) < K*d(2, 2)

kaikille x € X.

Todistus. Olkoon F: X — X K-kutistava kuvaus. Huomataan varsinaiseta todistusta
varten aluksi, ettd jokaisella ¢’ > 0 on N(&’) > 0 siten, ettd
Km
1-K

kun m > N(g').
Olkoon x € X ja olkoot m,n € N, m < n. Olkoon ¢ > 0. Tall6in

n—m—1

d(F™(x), F"(2)) < d(F™ (), F" ()

[
Il
| o

1

d(F™ (x), F"H(F(x)))

I
g

[
I
| o

1 m

< K™% d(z, F(z)) < TR d(z, F(x)) <e,

i
o

kun m > N(W). Siis jono (F7(x))52; on Cauchyn jono. Koska X on tdydellinen,
jono (F7(x))2, suppenee kohti jotain pistettd zo € X.

Osoitetaan sitten, ettd piste x,, on kuvauksen F' kiintopiste. Kaikille j € N pétee

0 < d(zoo, F(2s0)) <d(200, F () + d(F (2), F'T (2)) + d(F7*(2), F(200))

<
<(1+ K)d(2o0, F'(z)) + K?d(z, F(z)) — 0,
kun j — oco. Siis d(Zeo, F(720)) = 0, joten xo = F(Zs).
Osoitetaan vield, ettd kiintopisteitd on tdsmalleen yksi. Jos . ja yo ovat kiintopis-
teita, niin
Kd(Zoo, Yoo) = d(F(Zoo), F(Yoo)) = d(Zoo, Yoo) -

Oletuksen mukaan K < 1, joten d(Zuo, Yso) = 0 ja Too = Yoo-
Viimeisen véitteen todistamiseksi huomataan, etta kaikille x € X pétee

d(F*(z),20) = d(F*(x), F*(x0)) < K*d(F*(2),20). O
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Sovelluksia: Newtonin menetelma ja Picardin iteraatio

Derivoituvan funktion nollakohtia voi etsid numeerisesti Newtonin menetelmdlld: Olkoon
I C E! avoin vili ja olkoon f: I — E! derivoituva. Arvataan, etti pisteen zq ldhelld
voisi olla funktion f nollakohta. Piirretddn funktion f kuvaajalle tangentti pisteeseen
(20, f(x0)). Otetaan seuraavaksi arvaukseksi piste

(o)
f'(xo)
jossa tangenttisuora leikkaa x-akselin. Iteroidaan tédta prosessia: Oletetaan, ettd piste

x), on konstruoitu. Piirretdén funktion f kuvaajalle tangentti pisteeseen (xy, f(z)). Ote-
taan seuraavaksi arvaukseksi piste

Tr1 = To —

f(zy)

Tht1 = Tk — f’(xk) ,

jossa tangenttisuora leikkaa z-akselin. Nain voidaan tehda tietenkin vain, jos f'(xy) # 0.
Geometrisen tarkastelun sijaan Newtonin menetelméaé voidaankin siis tarkastella ku-
vauksen
f(@)

f'(z)
f(@o)

iterointina. Kuvauksen F' kiintopisteessé x patee xg = F'(zg) = xo— Filne) SHiS f(zo) = .
Osoitamme seuraavaksi, etta sopivilla oletuksilla Newtonin menetelmé antaa hyvan
likiarvon nollakohdalle erittéin nopeasti.

r— Fx)=x—

LAUSE 6.16 (NEWTONIN MENETELMA). — Olkoon f: 1 — R kaksi kertaa jatku-
vasti differentioituva. Olkoon Jy C I suljettu ja rajoitettu vdli. Oletetaan, ettd funktiolla

f on nollakohta vdlilld Jy ja ettd sen derivaatalla ei ole nollakohtaa vdlilld Jy. Olkoon
F:Jy— R,

Fle)=a— 19
f'(z)
Télléin on jokin vili J C Jy C I siten, etti jono F*(z) suppenee kohti funktion f nolla-
kohtaa eksponentiaalisella nopeudella kaikilla x € J.

Todistus. Koska F'(x) = ! (i,)(f)/g(x), niin funktion F kiintopisteessi xg, joka on funktion
f nollakohta, patee F'(xg) = 0. Siis jokaisella 0 < ¢ < 1 on pisteen z, ymparisto, jossa
pétee |F'(x)| < c. Téassa ymparistossia I on c-kutistava: Differentiaalilaskennan véaliarvo-

lauseen nojalla on & pisteiden xg ja x valissa, jolle pétee

F(x) — F(xo) = F’(f)(iﬁ — p) .

Koska F' on jatkuvasti derivoituva ja |F’(xq)| < 1, niin jollain x¢-keskisella vililla J patee
|F'(y)| < K <1 jollain K kaikille y € J. O

ESIMERKKI 6.17. —  Esimerkiksi optiikassa esiintyva Fresnelin S-funktio S: R —
R maéaritellaan asettamalla kaikille x € R

S(x) = /Oxsin (th) dt .
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Kuva 61: Fresnelin S-funktio.

10

Etsitdan Newtonin menetelmélla likiarvoa pienimmélle positiiviselle muuttujan x arvolle,
jolla S(x) = L. Olkoon siis h = S — % Arvataan kuvien [61]ja |62 perusteella, etta funktion

2

h nollakohta on pisteen zy = 0.8 1&hell&. Olkoon F),(t) =t — ,’;,tt)

Ei ole kovin vaikea tarkastaa, ettd Newtonin menetelméssa kaytettava kuvaus

1

Fi(x)=mt (S(m) — 5) cot —

T t?
2

toteuttaa |F}(z)| < 1 valilla [0.8,1.2]. Koska funktion S nollakohta z on talld valilla,
pétee |0.8 — x| < 0.4. Lauseen nojalla pétee

kun k& > 8.

11
|FF(0.8) — zoo| < =57 < 0.001

Kokeilemalla ndhdééan, etta iteraatit suppenevat kohti nollakohtaa huomattavasti no-
peammin kuin edelld arvioitiin:

k t h(t) Fu(t)

0.8 —0.251 1.09687
1| 1.09687 | 0.0335346 | 1.06156
2 | 1.06156 | —0.000585372 | 1.06215
3]1.06215 | —1.18172 1077 | 1.06215

Kolmas ja neljas iteraatti antavat siis saman arvon viiden desimaalin tarkkuudella. Nayt-
tdd siltd, ettd likiarvo jonon (EFF(zg))ren raja-arvolle on 16ytynyt ja ettd se on funktion h

nollakohta.

ESIMERKKI 6.18. —
1
M.
asettamalla

Zus()(t) = b+ [ F(5,0(5))ds

Olkoon f: E! x E® — E™ on M-Lipschitz ja olkoon § <
Picardin operaattori Z2,,C°([a — 6,a + §],R") — C°([a — §,a + ¢],E") méiritellisin
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Kuva 62: Fresnelin S-funktion %-arvon etsiminen Newtonin menetelmalld graafisesti.

kaikille ¢ € C°([a — &, a + 6], R™). Nyt
[ (7s,0()) = (s, w(s))ds
< max [ 1(s,0(5)) = (5, v() ds

- [t—al<o
SOM¢ = oo < ¢ — Plloo -

Siis Picardin operaattori on kutistava.
Analyysin peruslauseen nojalla funktio z: Ja — 4, a + [ on alkuarvotehtévan

|Pap(9) = Pap(¥)]oc = max

jt—al<s

ratkaisu, jos ja vain jos se on Picardin operaattorin kiintopiste. Koska operaattori on
kutistava, silld on Banachin kiintopistelauseen nojalla tdsmélleen yksi kiintopiste.

Harjoitustehtavia

6.1. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia. Osoita, ettd tuloavaruus X x Y on taydellinen,
jos ja vain jos X ja Y ovat tdaydellisia.

6.2. Osoita, ettd euklidinen avaruus E" on tdydellinen metrinen avaruus[]
6.3. Onko Ranskan rautatieavaruus (R?, dsycr) téydellinen metrinen avaruus?lﬂ

6.4. Olkoon X téydellinen metrinen avaruus. Olkoot X D E; D E, D --- epéityhjid
sisdkkéisia suljettuja joukkoja. Oletetaan, ettd diam(Ey) — 0, kun k — oo. Osoita, etta

kf_ﬁ By = {0}

4Katso Esimerkki
5Ranskan rautatieavaruuden Cauchyn jonon alkioiden normien jonon tarkastelusta voi olla hydty.

1. elokuuta 2020



46

Taydellisyys

jollain zy € X.

6.5. Anna esimerkki homeomorfisista metrisistd avaruuksista X ja Y siten, ettd X on
taydellinen ja Y ei ole taydellinen.

6.6. Olkoon X tédydellinen metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Osoita, etté
Y on taydellinen, jos on surjektiivinen bi-Lipschitz-kuvaus F': X — Y.

6.7. Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus. Olkoon F': X — X kuvaus, jolle F? on
kutistava jollain p € N. Osoita, ettd kuvauksella F' on tasmalleen yksi kiintopiste.
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Luku 7

Kompaktius

7.1 Kompaktit joukot

MAARITELMA 7.1. — Kokoelma (Uj)jes on joukon B peite, jos B C U;e; Uj ja se
on avoin peite, jos joukot U; ovat avoimia. Peite on ddrellinen, jos indeksijoukko J on
adrellinen. Jos J' C J, niin peite (U;);e» on peitteen (Uy),es osapeite.

ESIMERKKI 7.2. — Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon xy € X. Kokoelma
(B(x0,7))r>0 on metrisen avaruuden X avoin peite. Kokoelma (B(xo,n))nen—{o} On peit-
teen (B(xg,r))r~0 osapeite.

MAARITELMA 7.3. — Metrisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen
jokaisella avoimella peitteelld on aéarellinen osapeite.

ESIMERKKI 7.4. — (1) Adsrelliset metriset avaruudet ovat kompakteja.

(2) Metrinen avaruus E" ei ole kompakti koska sen avoimella peitteelld (B(0,7)),~0 ei
ole darellisté osapeitetti: Peitteen pallot ovat sisdkkéisia, joten jokaiselle aarelliselle J C
[0, oo[ pétee

U B(0,4) = B(0,max J) ¢ E".

jed
(3) Olkoon A aareton joukko. Diskreetti metrinen avaruus (A,d) ei ole kompakti koska
sen avoimella peitteella {{a} ta € A} ei ole avointa osapeitetta.

(4) Osoitamme luvussa [7.3] ettd euklidisen suoran E' suljetut rajoitetut vélit ovat kom-
pakteja.

ProposiTIO 7.5. —  Kompakti joukko on suljettu ja rajoitettu.
Todistus. Olkoon K C X kompakti. Se, ettd joukon K tulee olla rajoitettu todistetaan
samalla tavalla kuin Esimerkissa [7.2(2) osoitettiin, ettd E" ei ole kompakti.

Osoitetaan sitten, ettd K on suljettu. Olkoon z € X — K. Olkoon Uy = X — B(z, 1).
Kokoelma (Uy)ren—{o} on kompaktin joukon K avoin peite. Siis on n € N, jolle pétee
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K c U,, joten B(z, %) C X — K. Siis x on joukon K komplementin sisapiste, joten K on
suljettu. O

Luvussa todistamme Heinen ja Borelin lauseen, jonka mukaan euklidisen avaruu-
den osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu. Tama kompaktien

joukkojen luonnehdinta ei pade yleisesti.

ESIMERKKI 7.6. — (1) Diskreetti metrinen avaruus on suljettu ja rajoitettu mutta
Esimerkissa huomasimme, etté se ei ole kompakti, jos se ei ole aérellinen

(2) Olkoon d avaruuden E! metriikan indusoima metriikka joukossa ]0, 1]. Metrinen ava-
ruus (]0, 1], d) on suljettyl] ja rajoitettu. Kokoelma

1),

on joukon |0, 1] avoin peite, jolla ei ole ddrellistd osapeitettd: Jos n > m, niin |
]%,1], joten jokaiselle dérelliselle osajoukolle J C N — {0} pétee

U]l.,l} :] ! 1} ¢ 10,1].

Y
PRy max J

1

m’

1] C

ProposiTio 7.7. —  Olkoon X metrinen avaruus.
(1) Jos X on kompakti ja E C X on suljettu, niin E on kompakti.
(2) Jos K C X on kompakti ja E C X on suljettu, niin EN K on kompakti.
(8) Jos Ey, Es, ..., E, C X ovat kompakteja, niin U}_, Ex on kompakti.

(4) Jos A # 0 ja joukot E, C X ovat kompakteja kaikilla o € A, niin Npea Fa on

kompakti.
Todistus. Harjoitustehtéva. O]
LAUSE 7.8. — Kompakti metrinen avaruus on separoituva.

Todistus. Olkoon K kompakti. Joukon K peitteelld (B(x, ;)zcx) on ddrellinen osapeite

B(xkl,%),,...,B(xknk,%). Joukko {zy; : k € N, 1 < j < n;} on numeroituva tihed
osajoukko. O]
PropoOsITIO 7.9. —  Kompaktin metrisen avaruuden jokaisella ddrettomdlld osajou-

kolla on kasautumispiste.

Todistus. Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon A C K joukko, jolla ei ole
kasautumispisteita. Jokaisella x € K on r, > 0 siten, etta

B(z,r,)NAC{z}.

Avaruuden K avoimella peitteelld (B(z,7;)).ex on dérellinen osapeite. Siis joukko A on
aarellinen. N

1Koska koko avaruus on suljettu osajoukko.
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SEURAUS 7.10. —  Kompakti metrinen avaruus on taydellinen.

Todistus. Harjoitustehtava. Seuraa Propositiosta [7.7 ja Lemmasta [5.11 O
MAARITELMA 7.11. — Metrisen avaruuden X osajoukko A on jonokompakti, jos

jokaisella jonolla, jonka alkiot kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti jotain
joukon A pistetta.

LAUSE 7.12 (LEBESGUEN PEITELAUSE). — Olkoon J jonokompakti joukko ja ol-

koon (Uy)aca sen avoin peite. Tdllgin on X\ > 0 siten, ettd jokaiselle v € J on a € A,
jolle B(xz,\) C U,.

MAARITELMA 7.13. — Lebesguen peitelauseen antama luku A on peitteen (Uy)aea
Lebesguen luku.

Todistus. Oletetaan, ettd peitteelld (Uy)aca ei ole Lebesguen lukua. Télloin jokaisella
n € N—{0} on z, € J, jolle B(x,, =) ei ole avoimen joukon U, osajoukko milléén o € A.
Jonolla (21)ren—10) on suppeneva osajono (g, );jen—foy, koska J on jonokompakti.
Olkoon 7o = limj_o 2p;. Koska (Us)aca on avoin peite, on a, € A ja 1o > 0,
joille 7oo € B(ZToo,700) C U, . Kolmioepdyhtélon nojalla B(wy,, ") C Uy, suurilla j.

Mutta riittdvin suurilla j pitee - < == joten Bz, ki) C U,,, suurilla j. Tamé on
J

k; 20
ristiriita. n
LAUSE 7.14. — Metrisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on
jonokompakti.

Todistus. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon K C X kompakti. Olkoon (yx)ken jono,
jolle pétee yi € K kaikilla £ € N. Joukon K avoimella peitteelld (B(z, 1)),cx on déarellinen
osapeite (B(x%, 1),...B(z; , 1)) Joukko

L = {TL €EN:y, € B($119171)}

on aareton jollain ky € {1,...,n1}. Jonolla (yy)ren on siis osajono (y1;)jen, jolle yi; €
B(z},, 1) jokaisella j € N.

Muodostamme osajonon jonolle (y1;) en samalla tavalla: Joukon K avoimella peitteelld
(B(x, 3))zex on aérellinen osapeite (B(:c%, ), ... B(a? 1)) Joukko

ng’ 2

1
I ={n€l:y, € B, )}

on adreton jollain ky € {1,...,ny}. Jonolla (yix)ken on siis osajono (ya;);en, jolle yo; €
B(x},, %) jokaisella j € N.

Jatkamme induktiolla: Oletetaan, ettd on konstruoitu jono (yni)ken. Joukon K avoi-
mella peitteelld (B(x, 1))zex on dérellinen osapeite <B(m{v, <), ... Bl %)) Jonolla
(ynk)ken on siis osajono (yv-1y;)jen, jolle yvi1); € By, +) jokaisella j € N. Diagonaa-
lisesti muodostettu alkuperéisen jonon (yx)renosajono (z;j)jen = (y;;)jen on konstruktion
perusteella Cauchyn jono, joten se suppenee Proposition nojalla.

Oletetaan sitten, ettd K on jonokompakti. Olkoon (Uy)aeca joukon K avoin peite ja
olkoon A sen Lebesguen luku. Joukon K avoimella peitteelld (B(x,\)).cx on &dérellinen
osapeite, silld muuten loydamme seuraavalla konstruktiolla jonon, jolla ei ole suppenevaa
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osajonoa: Valitaan o € K. Jokaisella n € N valitaan z,,, € K — U}, B(x;,A). Niin
saadulle jonolle pétee d(z,,xs) > A kaikilla r # s, joten silla ei ole suppenevaa osajonoa.

On siis N € N ja pisteet 1,2, ..., 2y, joille K C UY_, B(x,,\). Oletuksen mukaan
jokaisella 1 <n < N on «, € A, jolle B(x,,\) C U,,. Siis

N N
K c |J Bz, \) C | U,
n=0 n=0
joten (Us,, Uay, - .., Usy) on peitteen (U, )aca ddrellinen osapeite. O
ProrosiTIO 7.15. —  Olkoot X ja Y kompakteja metrisii avarvuksia. Talldin X X
Y on kompakti.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]

7.2 Kompaktit joukot ja jatkuvat kuvaukset
ProposiTIO 7.16. —  Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.

Todistus. Olkoon f: X — Y jatkuva. Olkoon K C X kompakti. Olkoon (Uj);es joukon
f(K) avoin peite. Talloin (f~*(U;));jes on kompaktin joukon K avoin peite. Silld on siis
dérellinen osapeite (f~1(U;)) e Siis (U;) es on joukon K dérellinen peite, joten f(K) on
kompakti. O

Kompaktius on topologinen ominaisuus:

ProrosiTiO 7.17. —  Olkoot X ja Y metrisii avaruuksia ja olkoon h: X —'Y ho-
meomorfismi. Talloin X on kompakti, jos ja vain jos Y on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

ProprosiTiO 7.18. —  Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen
avaruus. Jos kuvaus f: K —'Y on jatkuva, niin se on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Olkoon £ > 0. Kokoelma (f’l(B(y, %))) oy O avaruuden K avoin peite. Ol-
y

koon ¢ tdmén peitteen Lebesguen luku. Olkoot a,b € K siten, ettd d(a,b) < §. Séteen 0
maéadritelmén nojalla on y € Y siten, ettd a,b € B(a,d) C f‘l(B(y, %)) Siis

d(f(a), f(b)) < d(f(a),y) +d(y, (b)) <&,
joten f on tasaisesti jatkuva. O

LAUSE 7.19. — Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen ava-
ruus. Jos f: K =Y on jatkuva bijektio, niin f on homeomorfismi.

Todistus. Olkoon E C K suljettu. Proposition [7.5(1) nojalla E on kompakti. Proposition
7.12|nojalla (f~')"'(E) = f(F) on kompakti ja siis Proposition [7.3| nojalla se on suljettu.
Lauseen (2) nojalla f=! on jatkuva. ]
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7.3 Kompaktit joukot euklidisessa avaruudessa

LAUSE 7.20 (HEINEN JA BORELIN LAUSE). —  FEuklidisen avaruuden osajoukko on
kompakti, jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Lauseen toisen suunnan viite seuraa Propositiosta [7.3] Lauseen nojalla
riittda osoittaa, ettd jokainen euklidisen avaruuden epétyhja suljettu ja rajoitettu joukko
S C E" on jonokompakti.

Olkoon (s)ken jono, jolle s, € S kaikilla k € N. Koska S on rajoitettu, on M > 0,
jolle pétee S C Iy = [-M, M]" . Jaetaan I, koordinaattihypertasoilla {z € E" : z; = 0}
2" yhtésuureen M-sivuiseen suljettuun n-viliin 17, ... I?", joiden keskindiset leikkaukset
sisdltyvat koordinaattihypertasoihin. Olkoon [; sellainen néistd n-véleisté, jolle joukko
{n eN:s, € 1} on adreton. Olkoon (s1;);en jonon (sg)ken 0sajono, joka koostuu véliin
I; kuuluvista pisteista.

Jaetaan sitten [; samalla tavalla 2" yhtdsuureen & -sivuiseen n-viliin I3, ... 13" koor-
dinaattihypertasojen kanssa yhdensuuntaisilla hypertasoilla. Olkoon Iy sellainen néistéa
n-véleista, jolle joukko {n € N : s, € I} on adreton. Olkoon (ss;)jen jonon (Si)ien
osajono, joka koostuu valiin Iy kuuluvista pisteista.

Induktiolla saadaan sisdkkéiset suljetut rajoitetut valit 1o D Iy D I D ... ja osajonot
(skj)jen, jotka koostuvat valiin I, kuuluvista pisteista jokaisella & € N — {0}. Diagonaali-
sesti pisteistd 2z = sk muodostettu jono (zx)ken on jonon (s;);en osajono, joka suppenee
kohti Cantorin leikkauslauseen antamaa pistetta soo € Npen I N S. O

SEURAUS 7.21 (BOLZANON JA WEIERSTRASSIN LAUSE JONOILLE). — FEuklidisen
avaruuden rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Tama véite tuli todistetuksi Heinen ja Borelin lauseen todistuksessa! O]

SEURAUS 7.22 (BOLZANON JA WEIERSTRASSIN LAUSE JOUKOILLE). —  Fuklidisen
avarvuden ddarettomdlld rajoitetulla osajoukolla A C E™ on kasautumispiste. Jos A on
suljettu, niin kasautumispiste on joukossa A.

Todistus. Seuraa Bolzanon ja Weierstrassin lauseesta jonoille. Harjoitustehtava. O

LAUSE 7.23 (WEIERSTRASSIN LAUSE). — Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon
K C X kompakti ja olkoon f: X — E! jatkuva. Télloin on xo,y, € K, joille pétee

f(zo) = max{f(x):x € K}
ja
f(yo) =min{f(x): 2z € K}.
Todistus. Proposition nojalla kuvajoukko f(K) C E! on kompakti. Heinen ja Bo-

relin lauseen nojalla se on suljettu ja rajoitettu. Siis sup f(K),inf f(K) € f(K), joten
sup f(K) = max f(K) ja inf f(K) = min f(K). O

ESIMERKKI 7.24. — Euklidisen avaruuden pallot ja pallopinnat ovat kompakteja
Heinen ja Borelin lauseen nojalla. Lauseen todistuksessa sovelsimme Weierstrassin
lausetta kompaktilla pallopinnalla.
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SEURAUS 7.25 (WEIERSTRASSIN LAUSE). — Kompaktilla vdlilld jatkuva funktio
saavuttaa SuuTimman ja prenimman aruonsa. [
ProrosiTio 7.26. — Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon K C X kompakti.

Talloin jokaisella x € X on xx € K, jolle d(x, K) = d(z, k).

Todistus. Olkoon x € K. Harjoitustehtavissé osoitettiin, ettd kuvaus dy,): K — E',
dizy (k) = d(x, k), on jatkuva. Weierstrassin lauseen nojalla se saavuttaa miniminsa jossain
pisteessé rx € K. Maaritelman nojalla d(z, K') = d(z, rk). O

Harjoitustehtavia

7.1. Ovatko Ranskan rautatieavaruuden (R?, dsycr):n suljetut pallot kompakteja?
7.2. Todista Proposition [7.5| kohdat (1) ja (2).

7.3. Todista Proposition [7.5] kohdat (3) ja (4).

7.4. Osoita, ettd kompakti metrinen avaruus on tédydellinen.

7.5. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon h: X — Y homeomorfismi. Osoita,
ettd X on kompakti, jos ja vain jos Y on kompakti.

7.6. Todista Propositio suoraan jatkuvuuden méaéritelman avulla kayttamatta Le-
besguen peitelausetta.

7.7. Olkoot X ja Y kompakteja metrisia avaruuksia. Osoita, ettd X x Y on kompakti.
7.8. Todista Seuraus [7.18l

7.9. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon ja olkoon K C X kompakti, K # (). Osoita,
ettd on a,b € K, joille pétee
d(a,b) = diam(K) .

7.10. Anna esimerkki, joka osoittaa, ettd Proposition véite ei pade, jos oletetaan,
ettd K on vain suljettu.

7.11. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon
H(X)={AC X :Aon kompakti}.
Osoita, ettéd lauseke
D(A,B)=inf{e >0: AC B ja BC A°}

médrad metriikan joukossa # (X) [
7.12. Miksi tehtavassa [7.11] rajoitutaan kompaktien osajoukkojen joukkoon?

MAARITELMA 7.27. — Olkoot Iy = [0,1] C E!, I? = [0, %} ja Il = [%, 1]. Valit 19 ja
I} ovat siis ne kaksi suljettua vélid, jotka jaivit jiljelle, kun vélista IQ poistetaan keskelté

2Joukon E e-paksunnos E° miédriteltiin Harjoitustehtévin yhteydessa.
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avoin vili |3, 2[. Olkoot

1 21 27 . 8
0 __ 1 _ 2 3 _
[2 - |:07 32:| ) [2 - {327 3:| ) 12 - [37 32] ) [2 - [3271]

ne nelji suljettua valid, jotka jadvit jaljelle, kun véleistd IV ja Il poistetaan keskelté,
avoimet valit, joiden pituus on 3% Jatketaan induktiolla: Vaiheessa n on 2" suljettua valia
10,1t ... 12"~ Jokaisen vilin I* pituus on 37". Naistd vileistd muodostetaan vaiheen

n + 1 vilit poistamalla jokaisesta keskeltd avoin vili, jonka pituus on 3~"+1.
Olkoon

m—1
K,= U 1%
k=0
Cantorin %—joukko on
o0 0o 271
K=NK.=( U L.
n=1 n=1 k=0
Vaihe
0 1
1 2
3 3
....................................................... 1
1 2 7 8
9 9 5 5
................................................................ o 2
3

Olkoon a € ¥ ja olkoon
kn(a) => a;27 €N

=0

kaikilla n € N. Cantorin %—joukon pisteen z € K osoite on a = i(x) € Zjolle patee
kn(a
{r} = ﬂ [n+(1)'

neN
7.13. Osoita, ettd Cantorin joukko on epétyhja kompakti joukko.
7.14. Osoita, ettd osoitekuvaus ¢ on homeomorfismi.

7.15. Osoita, ettd Cantorin joukko on ylinumeroituva.

3% on ennen Harjoitustehtévia maédritelty kahden symbolin jonoavaruus.
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Y htenaisyys

8.1 Yhtenaiset joukot

MAARITELMA 8.1. — Metrinen avaruus X on yhtendinen, jos ei ole avoimia epé-
tyhjia joukkoja U ja V, joille patee U L'V = X.
Metrisen avaruuden (X, dx ) osajoukko E on yhtendinen, jos metrinen avaruus (E, dx) on
yhtenainen.

PrROPOSITIO 8.2. —  Metrisen avaruuden X osajoukko E on yhtendinen, jos ja vain
jos ei ole avaruuden X avoimia joukkoja U ja 'V, joille pitee UNV NE =0, UNE # 0,
VNE#0ja(UNE)U(VNE)=E.

Todistus. Seuraa Propositiosta O
ESIMERKKI 8.3. — (0) Tyhjé joukko on yhtendinen.

(1) Diskreetti metrinen avaruus on yhtendinen, jos ja vain jos se koostuu yhdesté pisteesté.

(2) Rationaalilukujen joukko Q@ C E! on epdyhteniinen:
Q= (@N]-o0, v2[) U (QN]V2,0]).
(3) Tason E? osajoukko
{r €E* 2y =0}U{x €E*: 2y >0, 2129 = 1}

on epayhtenainen.

(4) Ultrametrinen avaruug| on yhtendinen, jos ja vain jos se koostuu yhdestd pisteesti:
Olkoon X ultrametrinen avaruus ja olkoot x,y € X. Olkoon r > 0 siten, ettd y €
X — B(z,r). Harjoitustehtavissa [2.15] osoitettiin, ettéd B(z,r) on avoin ja suljettu joukko.
Siis X — B(x,r) on avoin X = B(x,r)U (X — B(z,r)).

'Katso mééritelmé Harjotustehtavin m yhteydessa.
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Usein epayhtendisyys on helpompi osoittaa kuin yhtenéisyys. Luvussa [8.2] selvitdmme
avaruuden E! yhteniiset joukot ja timéan luvun ja luvun tulosten avulla saamme lisaa
esimerkkejé.

ProrosiTiO 8.4. —  Olkoon X metrinen avaruus.

(1) X on yhtendinen, jos ja vain jos ei ole suljettuja epdatyhjii joukkoja F C X ja
G C X, joille pitee FUG = X.

(2) Olkoon A C X yhtendinen ja olkoot U ja V avaruuden X avoimia osajoukkoja, joille
pitee UNV =0 ja ACUUV. Tdlloin ACU tai ACV.

Todistus. (1) Avaruus X on erillinen yhdiste avoimista joukoista U ja V, jos ja vain jos
se on erillinen yhdiste suljetuista joukoista U ja V.

(2) Jos A=0,nin ACUjaACV.Jos A#D niin ANU # 0 tai ANV # (. Jos
ANU # 0 ja ANV # (), niin erityisesti U # 0 ja V # (), joten A ei ole yhtenainen. [

Seuraava epédyhtenaisyyden karakterisointi on joskus kayttokelpoinen:

PRrROPOSITIO 8.5. —  Olkoon X metrinen avaruus. Joukko A C X on epdyhtendinen,
jos ja vain jos on jatkuva surjektio f: A — {0,1}.

Todistus. Oletetaan, ettd A on epdyhtendinen. On siis avoimet joukot U,V C X, joille
ANU#0, ANV #0ja ACUUV. Mééaritellian funktio f: A — {0,1} asettamalla

1 ,kunaeU

0 muuten.

)~

Funktio f on surjektio koska A leikkaa molempia joukkoja U ja V. Se on jatkuva koska
7H50) = AnVja f~1(1) = ANU ovat Propositionnojalla avoimia joukkoja metrisessa
avaruudessa A.

Oletetaan, ettd on jatkuva surjektio f: A — {0,1}. Téllsin f~1(0) ja f~(1) ovat
avoimia epityhjid erillisid joukkoja, ja A = f~1(0) U f~(1). O

SEURAUS 8.6. —  Olkoon X metrinen avaruus. Joukko A C X on yhtendinen, jos
ja vain jos jokainen jatkuva kokonaislukuarvoinen funktio f: X — E! on vakio. [

LEMMA 8.7. —  Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon A # () ja olkoot Y, yhtendisid
osajoukkoja kaikilla o € A siten, ettd Noea Yo # 0. Talloin Uyea Yo on yhtendinen.

Todistus. Olkoot U ja V avoimia erillisia joukkoja, joille patee U,ca Yo C UUV. Jokaisellle
joukolle Y, pétee joko Y, C U tai Y, C V Proposition nojalla. Jos Y,, C U jollain
ap € A, niin Y, C U kaikilla « koska Y, NY,, # 0 ja Y, on yhtenéinen. Siis Uyecq Yo C U.
Koska tama péatee kaikille erillisille avoimille joukoille U ja V', seuraa, etta (J,c4 Yo on
yhtendinen. O]

PROPOSITIO 8.8. — Jos E on yhtendinen ja E C A C E, niin A on yhtendinen.
FErityisesti yhtendisen joukon sulkeuma on yhtendinen.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

PrOPOSITIO 8.9. —  Yhtendisen joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on yhtendinen.
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Todistus. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon f: X — Y jatkuva. Oletetaan,
ettda f(X) ei ole yhtendinen. Talloin on avoimet joukot U,V C Y, joille U N f(X) # 0,
VN f(X) # 0 ja (UNFX)) U (VN FX)) = FX).

Lauseen 3.6 nojalla joukot f~1(U) ja f~1(V) ovat avoimia. Koska U N f(X) # 0 ja
VN F(X)#0, niin fTHU)#£0# fFY(V). Josz e fFHU)N V) = YU NV), niin
f(x) e UNV, joten f~H(U)Nf (V) = (. Jokaiselle z € X pétee f(z) € UNf(X) C U tai
flx) e VN f(X)CV,joten X = f~HU)U f~1(V). Siis X ei ole yhtendinen, mutta timéa

on vastoin oletusta. [
SEURAUS 8.10. —  Olkoot X ja'Y metrisid avaruuksia ja olkoon h: X —'Y homeo-
morfismi. Tdlloin X on yhtendinen, jos ja vain jos Y on yhtendinen. [

8.2 Yhteniiset joukot avaruudessa E!

PropoOSITIO 8.11. — Jos A C E! on yhtendinen, niin A =0, A = E! tai A on vili
tai yhden pisteen joukko.

Todistus. Oletetaan, ettd ) # A ¢ E! ei ole vili eikd yhden pisteen joukko. Télloin on
ai,a; € AjabecE! — A, joille piatee a; < b < ay. Talldin

A= (An]—o0,b[) U (AN]b,0l),
joten A ei ole yhtendinen. O

PROPOSITIO 8.12. —  Euklidinen avaruus E' ja avaruuden E' vilit ovat yhtendisid.

Todistus. Olkoon I C E! vili tai E!. Oletetaan, ettd se ei ole yhtendinen. Téalléin on
avoimet joukot A ja B siten, etta (ANI)U(BNI) =1, ANI # () ja BNI # (). Erityisesti
ona€ ANI jabe BNI. Voimme olettaa, ettd a < b.

Koska I on vili, [a,b] C I. Olkoon

¢ =sup(ANia,b]).

Koska A on avoin ja b ¢ A, pétee ¢ ¢ U. Siis ¢ € B. Mutta B on avoin ja ¢ < b, joten on
r > 0 siten, ettd |c—r,c+r[ = B(c,r) C BNI. Mutta télloin ¢—r on joukon ANI ylaraja,
joten sup(ANI) <c—r <c=sup(ANI), miké on ristiriita. Siis / on yhtendinen. [

SEURAUS 8.13 (BOLZANON LAUSE). —  Olkoon f: [a,b] — E! jatkuva funktio, jolle
f(a)f(b) < 0. Tdlldin on c € |a,b[, jolle pditee f(c)=0.

Todistus. Proposition nojalla vili [a, b] on yhtenéinen. Proposition (8.8 nojalla kuva-
joukko f([a,b]) on yhtenéinen, joten se on véli tai piste. Oletuksen nojalla kuvajoukossa
on enemman kuin yksi piste, joten f([a,b]) on vali. Oletuksen nojalla f(a) > 0ja f(b) <0
tai painvastoin, joten kuvajoukossa, joka on vali, on positiivisia ja negatiivisia lukuja. Siis

0 € f([a,b]). 0
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8.3 Polkuyhtenaisyys

MAARITELMA 8.14. — Olkoon X metrinen avaruus. Jatkuva kuvaus kompaktilta
valilta I C E! avaruuteen X on polku.

Polun v: I — X jalki on |y| = v(I).

Polku v: [a,b] — X yhdistdd pisteet x; € X ja zo € X, jos {v(a),v(b)} = {z1,22}. Polku
~v: I — X yhdistdd pisteet x1 € E ja 9 € F joukossa EE C X, jos v yhdistda pisteet x; ja
x9 jay(I) C E.

Joukko F C X on polkuyhtendinen, jos kaikille x,y € FE on polku, joka yhdistda ne
joukossa E.

ProposiTIiO 8.15. —  Jos E on polkuyhtendinen, niin se on yhtendinen.

Todistus. Suljettu véli on Proposition nojalla yhtendinen. Polun kuva on yhtenainen
Proposition nojalla. Olkoon xy € E. Jokaisella x € E on polku 7., joka yhdistdé

pisteet zo ja x. Siis E = U |v.] ja 20 € N |72/, joten E on yhtendinen Lemman
el zel

nojalla.

ProposiTiO 8.16. —  Polkuyhtendisen joukon kuva jatkuvalla kuvauksella on pol-
kuyhtendinen.

Todistus. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon F': X — Y jatkuva. Olkoon
A C X polkuyhtenéinen. Olkoot y, z € F(A). Talloin on pisteet ya,z4 € A, joille patee
F(ya) = y ja F(za) = z. Koska A on polkuyhtendinen, on polku 7: [0,1] — A, joka
yvhdistéda pisteet ya ja z4 joukossa A. Polku F' o~ yhdistéda pisteet y ja z. O

ESIMERKKI 8.17. —  E" on polkuyhtenéinen kaikilla n € N—{0}: Olkoot A, B € E".
Olkoon j: [0,1] — E"™ kuvaus

jt)=A+t(B-A).
Talloin j on selvésti jatkuva ja sille patee j(0) = A ja j(1) = B.

ESIMERKKI 8.18. — Pallon pinta S(0,1) C E" on polkuyhteniinen: Olkoot A, B €
E™, ||A|l = ||B]| =1, A # £B ja olkoon js 5: R — S(0,1) kuvaus

B—(A|B)A
1— (A|B)?

Jjap(t) = Acost + sint.

Talloin ja p on selvisti jatkuva ja sille péatee js p(0) = A ja jap(arccos(A|B)) = B,
joten jA7B|[0,arCCOS(A‘B)] on polku, joka yhdistaé pisteet A ja B.

Kuvaus j4 p parametrisoi yksikésitteisen isoympyran, jolla pisteet A ja B ovat. Huo-
maa, ettd ja p(7) = —A, joten ja gl on polku, joka yhdistéa pisteet A ja —A.

SEURAUS 8.19. —  Avaruudet E' ja E™ eivit ole homeomorfisia, jos n > 2.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]
ProposiTio 8.20. — Kaikki euklidisen avaruuden avoimet yhtendiset osajoukot

ovat polkuyhtendisid.
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Todistus. Harjoitustehtéva. O

ESIMERKKI 8.21 (TOPOLOGIN SINIKAYRA). — Joukko

Sy = {(t,sin (1)) > 0}

on polkuyhtenéinen koska se on polkuyhtendisen joukon |0, oo kuva jatkuvalla kuvauksella
g:10,00] — E? g(t) = (t,sin (%)) Topologin sinikdyrd on joukko

S = Sy U {0}

Kuva 81: Topologin sinikayré

Proposition [8.7 nojalla topologin sinikdyré on yhtendinen, koska
SoC S CSy=SyU ({0} x [_1,1]>.

Joukkoa Sy kutsutaan suljetuksi topologin sinikdyriksi. Harjoituksissa osoitetaan, etté
suljettu topologin sinikédyra ei ole polkuyhtenainen.

Harjoitustehtavia

8.1. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon £ C X yhtendinen joukko ja olkoon x € OF.
Osoita, ettd £'U {z} on yhtenéinen.

8.2. Osoita, ettd metrinen avaruus X on yhtenéinen, jos ja vain jos () ja X ovat avaruu-
den X ainoat osajoukot, jotka ovat avoimia ja suljettuja.

8.3. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon F C X yhtendinen joukko ja olkoon F' C X
joukko, jolle pitee E C F C E. Osoita, ettd I on yhtendinen.

8.4. Osoita, ettd maapallolla on vastakkaiset pisteet, joissa on sama lémpétilaﬂ

2 Ajatellaan, etti limpotila on jatkuva funktio f: S(0, R) — E!. Tarkastele funktiota g: S(0, R) — E!,
g9(z) = f(z) — f(-2).
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8.5. Osoita, ettd E" — {0} on polkuyhteniinen, jos n > 2.
8.6. Osoita, etti avaruudet E! ja E™ eivit ole homeomorfisia, jos n > 2.

8.7. Osoita, etta kaikki euklidisen avaruuden avoimet yhtendiset osajoukot ovat polku-
yhtenéiisiéiﬁ

8.8. Osoita, etta suljettu topologin sinikéyréa ei ole polkuyhtenéinenﬁ

3Valitse joukosta jokin piste ja tarkastele niiden pisteiden joukkoa, jotka voidaan yhdistés sen kanssa
ja niiden pisteiden joukkoa, joita ei.

4Kysymysté voi lihestyi esimerkiksi néin: Olkoon «: [0, 1] — S polku, jolle pétee v(0) = 0 jay(1) # 0.
Olkoon p,: E2 — E! projektio ensimmaiselle koordinaatille. Kuvaus p; o v on polku. Voidaan olettaa,
ettd 0 = max{t € [0,1] : p; oy(¢) = 0}. Mité voit péételld vélien [0, d] kuvajoukoista?

1. elokuuta 2020



Osa 11

Topologia

1. elokuuta 2020 61






Luku 9

Topologiset avaruudet

Topologian kurssin ensimmaisessa luvussa madritelladn topologiset avaruudet ja tutustu-
taan joihinkin esimerkkeihin. Méarittelemme topologisten avaruuksien tilanteessa monia
metrisista avaruuksista tuttuja kasitteita ja niiden yhteydessa myos muutamia uusia hyo-
dyllisia kasitteita kuten Hausdorffin avaruudet.

9.1 Topologia, avoimet ja suljetut joukot

MAARITELMA 9.1. — Olkoon X # (). Joukon X potenssijoukon]| osajoukko 7 on
joukon X topologia, jos silla on seuraavat kolme ominaisuutta

(1) erja X er.
(2) Jos Uy, Us, ..., Uy € 7, niin NY_, Uy, € 7.
(3) Jos A# 0 ja U, € 7 kaikilla o € A, niin Uyey Uy € 7.

Pari (X, 7) on topologinen avaruus. Joukon 7 alkiot ovat topologisen avaruuden (X, 7) avoi-
mia joukkoja. Joukko F' C X on suljettu, jos sen komplementti on avoin.

Jos x € U € 1, niin U on pisteen z (avoin) ympdristo.

ESIMERKKI 9.2. — Koko avaruus X ja tyhji joukko () ovat avoimia ja suljettuja
joukkoja topologisessa avaruudessa X.

ESIMERKKI 9.3. — Luvussa maédritelty metrisen avaruuden (X, d) topologia
7(X,d) ={U C X : U on avoin}

on Proposition nojalla topologia. Taté topologiaa sanotaan metriseksi topologiaksi.

MAARITELMA 9.4. —  Topologinen avaruus. (X, 7) on metristyvd, jos joukolla X
on metriikka d siten, ettd 7 = 7(X, d).

'Misritelty Harjoitustehtévissi
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Metrisessa avaruudessa on jokin kiinnitetty metriikka. Metristyvan avaruuden topolo-
gia on jonkin metriikan maardama mutta valttamatta ei ole selvaé, onko jokin mahdolli-
sista metriikoista erityisen merkittava.

MAARITELMA 9.5. —  Epatyhjin joukon X # () minitopologia eli karkea topologia on
{0, X} ja sen diskreetti topologia on 9 (X )P Topologinen avaruus (X, {0, X}) on karkea
topologinen avaruus ja to (X, (X)) on dzskreettz topologinen avaruus.

ESIMERKKI 9.6. — Diskreetissd topologisessa avaruudessa kaikki osajoukot ovat
avoimia ja suljettuja. Diskreetti topologia on diskreetin metrisen avaruuden (X, d) metri-
nen topologia.

Huomaamme luvussa [9.3] ettd karkea topologinen avaruus ei ole metristyvé, jos siina
on enemman kuin yksi piste.

SIMERKKI 9.7. — Kokoelma {0, 10, on topologia joukossa {0,1}. Topo-
E 9.7 Kokoelma {0, {0},{0,1 logia jouk 0,1} T

loginen avaruus ({0, 1}, {@, {0}, {0, 1}}) on Sierpinskin topologinen avaruus. Tassé topo-
logisessa avaruudessa yhden pisteen joukko {1} on suljettu joukko, joka ei ole avoin ja
yhden pisteen joukko {0} on avoin joukko, joka ei ole suljettu.

ESIMERKKI 9.8. — Kolmen alkion joukolla X = {1,2,3} on 29 topologiaa. Kar-
kean topologian {0, X} ja diskreetin topologian &2(X) lisidksi esimerkiksi {0, {1}, X} on
topologia. Kaikki topologiat ovat joukon &?(X) osajoukkoja. Joukossa Z(Z?(X)) on 256
alkioita, joista siis vain pieni osa on topologioita.

ProOPOSITIO 9.9. —  Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon E C X epdatyhja
osajoukko. Kokoelma
Tle={UNE:Ue€crT}
on joukon E topologia.

Todistus. Huomataan ensin, ettd ) = ENQ € 7|g koska § € 7 ja E = ENX € 7lg
koska X € 7. Olkoot sitten Uy, ... U, € 7|g. Téll6in on U €, joilleU; = EN U kaikille
1 <7< N.Nyt

r) rw l] F]EI [R]EG)FWEPE TLE,

j=1 i=1

j=1

koska }_, ﬁj € 7. Vastaavasti, jos U, € 7|g kaikilla v € A, niin

UUe=UO.nE)=(JT)NEE€T|p,

acA aEA acA
koska Uqyca ﬁa eET O

MAARITELMA 9.10. — Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon E C X epé-
tyhja osajoukko. Joukon FE topologia 7|r on topologisen avaruuden X méaardaméa joukon
E relatiivitopologia eli indusoitu topologia.

EsIMERKKI 9.11. — Topologian ja relatiivitopologian méaritelmista seuraa suo-
raan, ettd jos U € 7(X), niin 7|y C 7(X). Toisaalta esimerkiksi joukko ]0,1] on avoin
joukkoon avaruuden E! médradméssi joukon ]0, 1] relatiivitopologiassa mutta se ei ole
avaruuden E! avoin joukko.

2N&mé ovat selvisti topologioita.
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ProprosiTio 9.12. —  Olkoon X topologinen avaruus. Olkoon B indeksijoukko ja
olkoot Fg C X suljettuja osajoukkoja kaikilla 5 € B. Tdlloin

(1) Npep Fs on suljettu.
(2) jos B on ddrellinen, niin Ugep F on suljettu.

Todistus. Kuten Propositio 2.6} Harjoitustehtava. O

9.2 Sisus, reuna ja sulkeuma

MAARITELMA 9.13. — Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Olkoon A C X. Piste
a € A on joukon A sisdpiste, jos on jokin pisteen a avoin ympéristo V, jolle V' C A. Joukon
A komplementin sisépiste on joukon A ulkopiste. Jos x € X ei ole joukon A ulkopiste eiké
sisépiste, niin se on joukon A reunapiste. Joukon A

e sisdpisteiden joukko (int A), = int A on joukon A sisus.
e ulkopisteiden joukkoa merkitdén (ext A), = ext A.
e rcunapisteiden joukko on (0A), = 0A.

ProprosiTIO 9.14. —  Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon A C X. Joukon A
sisus ja ulkopisteiden joukko ovat avoimia ja sen reuna on suljettu. Lisdksi pdtee

X=intAUOAUextA. (9.1)

Todistus. Kuten Propositio [2.9) Harjoitustehtava.
O
LEMMA 9.15. —  Olkoon X topologinen avaruus. Piste x € X on joukon A C

X reunapiste, jos ja vain jos jokaiselle pisteen x ympdristolle V pitee VN A # 0 ja
V(X —A)#0D.

Todistus. Tamé on selvaa maaritelmista. O

MAARITELMA 9.16. — Olkoon X topologinen avaruus. Osajoukon F C X sulkeuma
on pienin suljettu joukko, joka sisiltdaa joukon E':

(E),=E= (] F.
FOFE
F' suljettu

ESIMERKKI 9.17. — (1) Olkoon X &éreton joukko. Kokoelma
Teot = {U C X : #(X = U) < o0} U {0}

on joukon X # () kofiniitti topologia eli ddrellisen komplementin topologia’] Téssa topo-
logiassa avaruuden X suljetut joukot ovat tyhjan joukon ja koko avaruuden lisaksi sen
aarelliset osajoukot. Erityisesti siis jokaisen darettomén osajoukon sulkeuma on koko ava-
ruus.

3Katso Harjoitustehtéva
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(2) Olkoon X ylinumeroituva joukko. Kokoelma

{U C X : X — U on &éarellinen tai numeroituva} U {(}}
on joukon X # 0 numeroituvan komplementin topologia. Tassé topologiassa avaruuden
X suljetut joukot ovat tyhjan joukon ja koko avaruuden liséksi sen aarelliset ja nume-

roituvat osajoukot. Erityisesti siis jokaisen ylinumeroituvan osajoukon sulkeuma on koko
avaruus.

ProprosiTIO 9.18. —  Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon E C X. Tdlloin
(1) E on avoin, jos ja vain jos E = int E.
(2) Joukko E on suljettu, jos ja vain jos E = E.
(3) E=FEUOFE =int EUJE.
(4) O(X — E) =0FE.
(5) )OE=FENX—F
(6) Jos F C E, niinint F CintE ja F C E.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

MAARITELMA 9.19. — Piste x € X on joukon A C X kasautumispiste, jos (V —
{z}) N A # () jokaisella pisteen x ympéristolla V. Jos pisteella {x} on ympéristo V siten,
ettd VN A = {z}, niin x on joukon A eristetty piste tai erakkopiste. Joukko E' C X on
diskreetti, jos kaikki pisteet x € E ovat erakkopisteita.

ESIMERKKI 9.20. — (1) Kaikkien diskreettien topologisten avaruuksien kaikki pis-
teet ovat eristettyja. Ne ovat siis diskreetteja joukkoja ylla maaritellysséa mielessé.

(2) Olkoon p € X ja varustetaan X erityispistetopologialla
n,={Fec PX):pe E}U{0},

jonka erityispiste on p. Talloin p on eristetty piste koska {p} € 7,. Jos taas x € X — {p}
ja U € 7, on pisteen x ymparisto, niin p € U, joten x ei ole eristetty.

ProrosiTio 9.21. — Joukko E on suljettu,
(1) jos ja vain jos se sisdltida kaikki kasautumispisteensd.
(2) jos ja vain jos se sisdltdd reunansa.

Todistus. Ensimmainen kohta todistetaan kuten Propositio ja toinen seuraa Propo-
sitiosta |9.12] Harjoitustehtava. O]
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9.3 Hausdorffin avaruudet

MAARITELMA 9.22. — Topologinen avaruus (X, 7) on Hausdorffin avaruus, jos
kaikilla z,y € X, x # y, on erilliset avoimet ymparistot U > x ja V > y. Télléin 7 on
Hausdorffin topologia joukossa X.

ProPOSITIO 9.23. —  Metrinen avaruus on Hausdorffin avaruus.

Todistus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoot z,y € X, x # y. Télléin d(x,y) > 0.

Kolmioepéayhtélon avulla nahdéén helposti, etta B(x, @) ja B(y, @) ovat pisteiden

x ja y erilliset ymparistot. O
SEURAUS 9.24. —  Metristyvd avaruus on Hausdorffin avaruus. [
ESIMERKKI 9.25. — Jos X on &éreton joukko, niin (X, 7.f) ei ole Hausdorffin

avaruus: Koska avoimen epatyhjan joukon komplementti on darellinen, kahden avoimen
epatyhjan joukon leikkaus ei ole tyhja.

Seurauksen nojalla karkea metrinen avaruus ei ole metristyva, jos siind on enem-
man kuin yksi piste.

PROPOSITIO 9.26. —  Yhden pisteen muodostamat joukot ovat suljettuja Hausdorffin
avaruudessa.

Todistus. Olkoon X Hausdorffin avaruus ja olkoon z € X. Jokaisella y € X — {z} on
pisteen y avoin ymparisté U, siten, ettd x ¢ U,. Siis

X—{at= U W= U U

yeX—{z} yeX—{z}
on avoin. []
ESIMERKKI 9.27. — Esimerkissé tarkasteltu Sierpinskin avaruus ei ole Haus-

dorffin avaruus koska pisteen 1 ainoa ympérist6é on koko avaruus X = {0, 1}.
ESIMERKKI 9.28. — Olkoon 0* piste, joka ei ole reaalilukujen joukon R alkio.
Maaritellaan topologia 7 joukossa X = R U {0*} asettamalla
T=7EYU{{0IU(V —{0}):VeT(E'), 0e VIU{{0"}UV:V er(E), 0€V}.

Pisteilla 0 ja 0* ei ole erillisia ympéristoja topologisessa avaruudessa (X, 7), joten se ei ole
Hausdorffin avaruus. Kaikki avaruuden (X, 7) yhden pisteen joukot ovat suljettuja. Siis
Proposition kadnteinen véite ei pade.

ProposITIO 9.29. —  Topologinen avaruus (X, 7) on Hausdorffin avaruus, jos ja
vain jos jokaiselle v € X pdtee
{z} = ﬂ V.
zeVer

Todistus. Olkoon X Hausdorffin avaruus ja olkoot a,b € X, a # b. Télloin pisteilld a ja
b on erilliset ymparistot U, 3 aja U, 3 b. Nyt U, C X —U, C X —{b}, joten b & Nyeyer V-
Viitteen toinen suunta tehdadn harjoituksissa. O]
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9.4 Jatkuvat kuvaukset

Maarittelemme topologisten avaruuksien vélisten kuvausten jatkuvuuden siten, etta met-
risten avaruuksien tapauksessa méadritelmé on sama kuin luvussa 3]

MAARITELMA 9.30. — Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia ja olkoon
g € X. Kuvaus f: X — Y on jatkuva pisteessi xq, jos jokaiselle pisteen f(zg) ympé-
ristolle V' 5 f(xo) on pisteen zo ympadristd U > zq siten, ettd f(U) C V. Kuvaus f on
jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessa x € X.

PROPOSITIO 9.31. —  Metristen avaruuksien véilinen kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on
jatkuva, jos ja vain jos f: (X, 7(X,dx)) — (Y, 7(Y,dy)) on jatkuva.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
LAUSE 9.32. —  Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia.

(1) Kuvaus f: X —'Y on jatkuva, jos ja vain jos f~H(U) on avoin jokaiselle avoimelle
joukolle U C Y.

(2) Kuvaus f: X —'Y on jatkuva, jos ja vain jos f~1(F) on suljettu jokaiselle suljetulle
joukolle FF C Y.

Todistus. Harjoitustehtava, kuten Lause [3.6] O
ESIMERKKI 9.33. — Olkoon X diskreetti topologinen avaruus ja olkoon Y karkea

topologinen avaruus. Olkoon Z topologinen avaruus. Lauseen nojalla kaikki funktiot
f: X = Zjag: Z—Y ovat jatkuvia.

LEMMA 9.34. — Olkoot Xy, X5, X3 topologisia avaruuksia. Jos F': X1 — X5 ja
G: Xy — X3 ovat jatkuvia kuvauksia, niin G o F' on jatkuva kuvaus.

Todistus. Olkoon W C X3 avoin joukko. Koska G on jatkuva, G™'(W) C X, on avoin
Lauseen nojalla. Koska F' on jatkuva, (Go F)~Y(W) = F~}(G~Y(W)) C X, on avoin

Lauseen nojalla. Siis G o F' on jatkuva Lauseen nojalla. [
MAARITELMA 9.35. —  Olkoot X; ja X, topologisia avaruuksia. Bijektio F': X; —

X, on homeomorfismi, jos I on jatkuva ja F'~! on jatkuva.

ProrosITiO 9.36. —  Homeomorfismien yhdistetty kuvaus on homeomorfismi. Ho-
meomorfismin kddanteiskuvaus on homeomorfismi. Homeomorfismi kuvaa avoimet joukot
avoimiksi ja suljetut joukot suljetuiksi.

Todistus. Kuten metrisille avaruuksille Luvussa .11 m

9.5 Jonot

Topologisen avaruuden suppenemiskésite maaritellaén niin, etta se antaa metrisen ava-
ruuden metrisessé topologiassa saman kasitteen kuin luvussa [5| maaritelty suppeneminen
metrisessd avaruudessa.
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MAARITELMA 9.37. — Topologisen avaruuden (X, 7) jono (zx)72, suppenee kohti
pistettda xg € X, jos jokaisella pisteen xy avoimella ympéristolla U € 7 on Ny € N siten,
ettd xy, € U kaikilla & > Ny. Jos jono (z,)%°, suppenee kohti pistettd € X, kiytetdén
merkintaa x, — x, kun r — oo.

ProposITIO 9.38. —  Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Jono (rg)ren suppenee kohti
pistettd a € X metrisessa avaruudessa (X, d), jos ja vain jos se suppenee kohti pistettd
a € X topologisessa avaruudessa (X, 7(X,d)).

Todistus. Harjoitustehtéava. [

ESIMERKKI 9.39. — (1) Esimerkissé tarkastellussa Sierpinskin avaruudessa va-
kiojono 0 suppenee kohti pisteita 0 ja 1. Topologisen avaruuden jono voi siis supeta kohti
useampaa kin yhté raja-arvoa. Sen sijaan vakiojono 1 suppenee kohti pistettd 1 mutta ei
kohti pistetta 0.

(2) Karkeassa topologisessa avaruudessa miké tahansa jono suppenee kohti jokaista pis-
tetta.

ProprosiTiO 9.40. —  Hausdorffin avaruudessa jonon raja-arvo on yksikdsitteinen.
Todistus. Harjoitustehtéva. O]
LEMMA 9.41. —  Jatkuva kuvaus kuvaa suppenevat jonot suppeneviksi jonoiksi.

Todistus. Olkoot X ja 'Y topologisia avaruuksia. Olkoon (z)?2; jono, joka suppenee kohti
pistettd x avaruudessa X. Olkoon f: X — Y jatkuva.

Olkoon U pisteen f(x) ympéristo. Jatkuvuuden nojalla on pisteen x ympéristd V' siten,
ettd f(V) C U. Raja-arvon maaritelman nojalla on N € N siten, ettd x; € V kaikilla
k > N. Siis kaikilla £ > N pétee f(x) € f(V) C U, joten f(zg) — f(z), kun k — co. O

Osa metrisen avaruuden osajoukon sulkeuman karakterisoinnista jonojen avullaﬁ yleis-
tyy suoraviivaisesti topologisiin avaruuksiin.

ProPOsSITIO 9.42. —  Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon E C X. Jos x, € E
kaikilla k € N ja x;, — x, kun k — oo, niin x € E.

Todistus. Jos x on joukon F ulkopiste, silld on ymparisto, joka ei leikkaa joukkoa E. Siis
x ei ole joukon E minkadn jonon raja-arvo. [

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Propositiota ei voi yleistaa kaikille topologisille
avaruuksille:

ESIMERKKI 9.43. —  Varustetaan R Esimerkissi[9.11]2) tarkastellulla numeroituvan
komplementin topologialla. Esimerkissé [9.11](2) osoitimme, etté joukon ]0, 1] sulkeuma on
R.

Osoitetaan nyt, ettd mikaan joukon R —]0, 1[ alkio ei ole minkéaén sellaisen jonon raja-
arvo, joka koostuu joukon ]0, 1[ pisteisté. Olkoon (z)ren jono joukon |0, 1] pisteité. Joukko
U =R —{x : k € N} on minka tahansa pisteen v € U ympéristo ja siis minkéa tahansa
joukkoon ]0, 1] kuuluvan pisteen ympéristo, jossa ei ole yhtéén jonon (xy)gen pistetta. Siis
mikédn joukon |0, 1] jonoista ei suppene mihinkddn joukon R — 0, 1] pisteeseen.

4Propositio
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Harjoitustehtavia

9.1. Anna esimerkkejé joukon {1,2,3} topologioista, joissa on 4, 5 ja 6 avointa joukkoa.

9.2. Olkoot 75, j € J, joukon X # {) topologioita. Osoita, ettd 7 = (;c;7; on joukon
X topologia.

9.3. Olkoon X joukko ja olkoon p € X. Osoita, erityispistetopologia 7, on topologia.
Onko se Hausdorffin topologia?

9.4. Olkoon X adreton joukko. Osoita, etta darellisen komplementin topologia on joukon
X topologia. Onko se Hausdorffin topologia?

9.5. Todista Propositio

9.6. Osoita, ettd kaikki darelliset Hausdorffin avaruudet ovat diskreettejé topologisia
avaruuksia.

9.7. Olkoon (X, 7) Hausdorffin avaruus ja olkoon E C X, E # (). Osoita, etta (E, 7|g) on
Hausdorffin topologia.

9.8. Olkoon X topologinen avaruus, jonka kaikki yhden pisteen joukot ovat suljettuja.
Osoita, ettéd jokaiselle x € X pétee

{z}= N V.

zeVer

9.9. Olkoon X topologinen avaruus, jonka jokaiselle pisteelle x € X pétee

=NV

zeVer
Osoita, ettéd kaikki avaruuden X yhden pisteen joukot ovat suljettuja.

9.10. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Oletetaan, ettéd jokaiselle z € X patee

{z}= N V.

zever
Osoita, ettd X on Hausdorffin avaruus.
9.11. Todista Propositio [9.22]

9.12. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Osoita, ettd kuvaus f: X — Y
on jatkuva, jos ja vain jos f~'(U) on avoin jokaiselle avoimelle joukolle U C Y.

9.13. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Osoita, ettd kuvaus f: X — Y
on jatkuva, jos ja vain jos f~'(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle F' C Y.

9.14. Olkoon X topologinen avaruus, jossa on erityispistetopologia, jonka erityispiste
on p € X. Olkoon x € X ja méaaritelldén kuvaus v,: [0, 1] — X asettamalla v,(1) = z ja
v(t) = p, kun t € [0, 1]. Osoita, ettd v, on jatkuva.

9.15. Osoita, ettd Hausdorffin avaruudessa jonon raja-arvo on yksikésitteinen.
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Topologisten avaruuksien luokittelua

Tassa luvussa tutustumme topologioiden vertailuun ja erdisiin hyodyllisiin topologisten
avaruuksien luokkiin. Luvun lopuksi tarkastelemme avointen tiheiden joukkojen leikkauk-
sia ja todistamme version Bairen lauseesta.

10.1 Topologioiden vertailua

MAARITELMA 10.1. — Olkoot 7, ja 7 topologioita joukolla X # 0. Jos 7, C 7o,
niin 71 on karkeampi topologia kuin 7, ja 7 on hienompi topologia kuin 7.

ESIMERKKI 10.2. — (1) Joukon X diskreetti topologia on hienoin topologia joukossa
X.

2) Joukon X karkea topologia on karkein topologia joukossa X.

(
(3) Joukon kaikkia topologioita ei voi yleensé verrata toisiinsa. Esimerkiksi joukon {0, 1}
topologioista {(7), {0},40, 1}} ja {(D, {1},{0, 1}} eivit ole toistensa osajoukkoja.

ProrosITIO 10.3. —  Olkoot 11 ja 1o topologioita joukolla X # 0. Olkoon Ty hie-
nompi kuin 5. Talloi]

(1) (int A),, C (int A),,
(2) (A)r, C (A,

Todistus. (1) Olkoon z € (int A),,. T4ll6in on pisteen x ympéristé U € 7o, jolle pétee
x € U C A. Koska 15 C 7, pétee siis U € 1, joten x € (int A),.

(2) Harjoitustehtava. O

ProroSITIO 10.4. —  Olkoot 11 ja T topologioita joukolla X # 0. Olkoon T1 hie-
nompi kuin 5. Tdlloin, jos (X, T2) on Hausdorffin avaruus, niin (X, 1) on Hausdorffin
avaruus.

I Tsssé kdytetddan luvussa esiteltyjd merkintoja.
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Todistus. Olkoot z,y € X, x # y. Koska (X, 73) on Hausdorffin avaruus pisteilld = ja
y on erilliset avoimet ympéristot U,V € 7. Oletuksen mukaan U,V € 7y, joten ne ovat
pisteiden x ja y erilliset ymparistot avaruudessa (X, 7). Siis (X, 1) on Hausdorffin ava-
ruus. O

ESIMERKKI 10.5. — Lauseke

£ = [ 170

médraa normin avaruudessa C°([0, 1], E!). Olkoon d; normin || - ||; midrdama metriikka
ja olkoon d, normin || - ||» médrdimé metriikka avaruudessa C°([0,1], EY) ]
Lasku osoittaa, etté

1 1
£l = [ 1FO1dt < [t = £l

kaikille f € C°([0,1],E"). Siis By_(0,7) C Bg,(0,7) ja normiavaruuden ominaisuuksien
nojalla By_(g,7) C By, (g,7) kaikilla g € C°([0, 1], E!) ja r > 0. Tamén havainnon avulla
osoitamme harjoitustehtévassa [10.2] etta

7(C°([0,1], EY), dy) € 7(C°([0, 1], E), duo) .

Harjoitustehtévassa osoitettiin, ettd normien |[|-||; ja ||-||co madraamét topologiat eivat
ole samat, joten topologia 7(C°([0, 1], E'), dw,) on aidosti hienompi kuin 7(C°([0, 1], E'), d;) .

PRrRoOPOSITIO 10.6. —  Olkoot 7, ja T topologioita joukolla X # (). Identtinen kuvaus
id: (X,Tl) — (X,Tg)
on jatkuva, jos ja vain jos T1 on hienompi kuin 7.

Todistus. Avoimen joukon U € 7, alkukuva identtisessa kuvauksessa on avoin, jos ja vain
jos U € 1. O]

10.2 Nj-avaruudet

MAARITELMA 10.7. — Olkoon X topologinen avaruus. Kokoelma (V,)aca pisteen
x € X ympéristoja on ympdaristékanta pisteessa x, jos jokaisella pisteen x ympaéristolla
Uona € A, jolle V, C U. Avaruus X on Nj-avaruus, jos sen jokaisella pisteelld on
numeroituva ymparistokanta.

ProrosiTIO 10.8. —  Metristyvd topologinen avaruus on Ni-avaruus.
Todistus. Metrisessé avaruudessa kokoelma (B(x, %)) (0} numeroituva ymparisto-
neN—
kanta pisteessa x. O
LEMmMmA 10.9. —  Jos X on Ni-avaruus, niin jokaisella pisteelld x € X on nume-

roituva ymparistokanta (Vi)ken, jolle Vii1 C Vi kaikilla k € N.

2Katso luvut ja
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Todistus. Olkoon (U;),en ympdristokanta pisteessd x € X. Madritellddn V), = ?:0 U;.
Talloin joukot Vi ovat avoimia ja patee Vi1 C Vi kaikilla k € N. Lisaksi Vi, C Uy kaikilla
k € N, joten (Vj)gen on haluttu ympéristokanta. ]

ProrosiTio 10.10. — Olkoon X topologinen avaruus, olkoon x € X ja olkoon
(Vi) aes ymparistokanta pisteessi x. Jono (xy)gen suppenee kohti pistetta x € X, jos ja
vain jos jokaisella V,, on N € N siten, ettd xy, € V,, kaikilla k > N.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

ProrosiTIiO 10.11. — Olkoon X Nj-avaruus. Olkoon E C X. Tdlloin E koos-
tuu kaikista joukon E alkioista muodostettujen avaruuden X suppenevien jonojen raja-
arvoista.

Todistus. Proposition nojalla riittda osoittaa, ettd jokainen reunapiste on jonkin
joukon FE alkioista koostuvan jonon raja-arvo. Olkoon xy € OF. Lemman nojalla
pisteelld 2 on numeroituva sisikkainen ympéristokanta (Vj )ren. Valitaan jokaisella k € N
alkio e, € Vx N E # 0. Tallsin jono (ex)ren suppenee pisteeseen zo Proposition [10.§
nojalla. O

ESIMERKKI 10.12. — (1) Esimerkin ja Proposition nojalla nahdéén, et-
t4 numeroituvan komplementin topologialla varustettu ylinumeroituva joukko ei ole Nj-
avaruus.

(2) On topologisia avaruuksia, jotka eivit ole Nj-avaruuksia mutta joissa jokaisen osajou-
kon E sulkeuma koostuu joukon E alkioista muodostettujen jonojen raja-arvoista. Esi-
merkissa [12.13)(2) esiteltéva déreton ympyrakimppu on esimerkki téllaisesta avaruudesta.

10.3 Tiheat joukot ja separoituvuus

MAARITELMA 10.13. — Topologisen avaruuden X osajoukko E on tihed, jos E = X.
Topologinen avaruus X on separoituva, jos silld on numeroituva tihea osajoukko.

LEMMA 10.14. —  Topologisen avaruuden X osajoukko () on tihed, jos ja vain jos
QNV £ kaikilla avoimilla V # ().

Todistus. Oletetaan, ettd Q NV # 0 kaikilla avoimilla V' # (. Jos olisi ) # X, niin
X — @ olisi avoin epéatyhjé joukko, joka ei leikkaa joukkoa @, ristiriita.

Oletetaan sitten, ettd Q = X. Oletetaan, ettd on avoin V £ 0, jolle VNQ = (). Télloin
X — V on suljettu ja Q C X =V, joten Q C X —V C X, ristiriita. n

LEMMA 10.15. —  Olkoot X ja 'Y topologisia avaruuksia ja olkoon h: X — Y homeo-
morfismi. Osajoukko Q) on tihed avaruudessa X, jos ja vain jos h(Q) on tihed avaruudessa

Y.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]

ESIMERKKI 10.16. — (1) Karkea topologinen avaruus on separoituva koska minkéa
tahansa epéatyhjin joukon sulkeuma on koko avaruus.

(2) Olkoon X ylinumeroituva joukko ja olkoon p € X. Joukon {p} sulkeuma erityispiste-
topologialla varustetussa topologisessa avaruudessa (X, 7;,) on X, joten X on separoituva.
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Joukon X — {p} relatiivitopologia 7,| x _p} on diskreetti topologia. Koska X on ylinume-
roituva, myos X — {p} on ylinumeroituva, joten (X —{p}. 7 X,{p}> ei ole separoituva.

PropoSITIO 10.17. —  Olkoot 1, ja 5 topologioita joukolla X # 0. Olkoon T, hie-
nompi kuin 1. Talloin, jos (X, 1) on separoituva, niin (X, 1) on separoituva.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

10.4 Bairen avaruudet

MAARITELMA 10.18. — Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos sen tiheiden
avoimien joukkojen numeroituvat leikkaukset ovat tiheita. E]

ProposiTio 10.19. —  Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos ja vain jos sen
suljettujen sisdpisteettomien joukkojen numeroituvilla yhdisteilld ei ole sisdapisteita.

Todistus. Huomataan ensin, etta joukko on avoin ja tihed, jos ja vain jos sen komplementti
on suljettu joukko, jolla ei ole sisépisteita.

Oletetaan ensin, ettd X on Bairen avaruus. Olkoot F} suljettuja sisapisteettomia jouk-
koja. Olkoot Uy = X — F}, kaikilla k € N—{0}. T&ll6in siis joukot Uy ovat avoimia tiheita
joukkoja. Joukoille Fy ja Uy pétee

DX

U=X-JX-U)=X-J F.
k=1

k=1 k=1

Koska X on Bairen avaruus, (;—,; Uy on tihed. Jos joukolla [J;2, Fj olisi sisépiste, niin
olisi epatyhja avoin joukko V' C Up2, Fy. Télloin siis V N N2, Ux = 0, joten Lemman
nojalla N2, Uy ei olisi tihea.

Oletetaan sitten, ettéd avaruuden X sisdpisteettomien suljettujen joukkojen numeroitu-
villa yhdisteilla ei ole sisépisteité. Olkoot Uy avoimia tiheita joukkoja. Olkoot F = X —Uj
kaikilla £ € N — {0}. T&lloin siis joukot F} ovat suljettuja sisépisteettomia joukkoja. Ol-
koon V' C X avoin epatyhja joukko. Oletuksen mukaan joukolla [J;2 ; Fj ei ole sisdpisteita,
joten

V(U =Vn(X-] F)#0.
k=1 k=1
Siis Lemman nojalla N2, Ui, on tihed. Koska tamé pétee kaikille avointen tiheiden
joukkojen kokoelmille, X on Bairen avaruus. O]

LAUSE 10.20 (BAIREN LAUSE). — Taydellinen metrinen avaruus on Bairen ava-
TUUS.

Todistus. Olkoon X téydellinen metrinen avaruus. Olkoot U; C X, ¢ € N avoimia tiheita
joukkoja. Olkoon siis V' # ) avoin joukko. Osoitamme, ettd N,enyU; NV # (), jolloin

Nieny Ui on tihea Lemman |10.11] nojalla.

3Bairen avaruuksien yhteydessi kiytetddn usein myds seuraavia kisitteitd: Topologinen avaruus on
ensimmdisen kategorian avaruus, jos se voidaan esittdd numeroituvana yhdisteena harvoista joukoista.
Muuten se on toisen kategorian avaruus. Ettd sanastoa saadaan varmasti riittdvd méaéra, ensimmaisen
kategorian joukkoja sanotaan myos lathoiksi (meagre) joukoiksi. Lisiksi sanotaan, ettd topologisen ava-
ruuden osajoukko on harva (nowhere dense), jos sen sulkeumalla ei ole sisépisteité.
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Avoin joukko Uy on tihed, joten V N Uy on avoin epatyhjé joukko. Siis on zo € V N U,
jarg > 0, joille B(xg,79) C VNUy. Avoin joukko U; on tihed, joten B(zg, o) NU; on avoin
epatyhjé joukko. Siis on z; € B(xg,19)NU; ja 0 < 7y < 1, joille B(xy,71) C B(z,70)NU.
Jatkamalla ndin saadaan jono pisteitd (x)ren ja siteitd 0 < ry, < %, kun k& > 1, joille
patee

B($k+1,rk+1) C B(.Tk,Tk) N Uk—i—l cvVnUynUiN---N Uk+1

kaikilla k£ € N.
Koska X on tdydellinen metrinen avaruus, Cantorin leikkauslauseen nojalla

DX

E(Ikﬂ, k1) = {7}

k=0

jollain & € M;eny U; NV # (. Tama todistaa vaitteen. O

Bairen lausetta kéytetdan esimerkiksi funktionaalianalyysissa térkedn Banachin ja
Steinhausin lauseen eli tasaisen rajoittuneisuuden periaatteen todistuksessa. Esimakua
tasta todistuksesta saamme tutustumalla harjoitustehtévaan

SEURAUS 10.21. —  Taydellinen metrinen avaruus, jolla ei ole eristettyjd pisteitd,
on ylinumeroituva.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
SEURAUS 10.22. — R on ylinumeroituva.

Todistus. E' on tdydellinen metrinen avaruus. Jokaisella z € E! myds « + + € E!, joten
avaruudessa ei ole eristettyja pisteita. Vaite seuraa Seurauksesta O]

SEURAUS 10.23. —  Olkoon (X, T) metristyvd topologinen avaruus siten, ettd ava-
ruudessa X on metriikka d, jolle (X, d) on taydellinen metrinen avaruus. Tdlloin (X, T) on
Bairen avaruus. [

MAARITELMA 10.24. — Ominaisuus P on voimassa yleensd eli geneerisesti eli Bai-
ren (kategorian) mielessd melkein kaikkialla Bairen avaruudessa X, jos joukko {z € X :
P(z)} on tiheiden avoimien joukkojen numeroituva leikkaus.

EsiMERKKI 10.25. — Ei ole kovin vaikea osoittaa, ettd Bairen mielessd melkein
kaikki funktiot ovat missaan derivoitumattomia. Yksityiskohdat esitetadn esimerkiksi lah-
teissa [BBT] ja [TBBJ.

Harjoitustehtavia

10.1. Todista Proposition kohta (2).

10.2. Osoita, ettd metrisen avaruuden (C°([0,1],E'), dy) avoimet joukot ovat avoimia
metrisessd avaruudessa (C°([0, 1], E), duo) [

10.3. Todista Propositio [10.8|

4Esimerkki
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10.4. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon A C X tiheé osajoukko. Olkoon Y Haus-
dorffin avaruus. Olkoot f: X — Y ja g: X — Y jatkuvia funktioita, joille pétee
fla = gla. Osoita, etta f = g.

MAARITELMA 10.26. — Olkoon
7o ={UC[~1,1]:0¢ U tai|-1,1[ C U}.

10.5. Osoita, etté 7 on topologia joukossa [—1,1]. Onko 7, on Hausdorffin topologia?

10.6. Olkoon 7 euklidisen metriikan méérddma topologia joukossa [—1, 1]. Onko ident-
tinen kuvaus

id: ([~1,1],7) — ([~1,1],7)
jatkuva? Entéd kuvaus

id: ([-1,1],7) — ([~1,1],78) ?
10.7. Osoita, etta ([—1, 1],7’0> ei ole separoituva.
10.8. Todista Propositio [10.12]
10.9. Todista Propositio [10.14]

10.10. Olkoon f: E™ — E™ jatkuva surjektio. Osoita, ettd on r > 0 siten, ettd joukolla
F(B(0,r)) on sisdpisteiti ]

10.11. Todista Seuraus [[0.17)

10.12. Olkoon 7 euklidisen metriikan madradma topologia rationaalilukujen joukossa
Q. Osoita, ettd joukossa Q ei voi madritella metriikkaa d, jonka indusoima topologia on
7 ja jolle (Q,d) on taydellinen metrinen avaruus.

10.13. Olkoon X topologinen avaruus, jonka jokaisella pisteelld on ympéaristo, joka on
Bairen avaruus indusoidulla topologialla. Osoita, ettd X on Bairen avaruus.

10.14. Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus. Olkoon .% C C°(X,E!) osajoukko siten,
ettd joukko .Z(x) = {f(z) : z € X} C E! on rajoitettu jokaiselle z € X. Osoita, ettd on
avoin epityhja U C X siten, ettd perhe Z |y = {f|y : f € F} C CO(U,E') on rajoitettuﬂ

®Sovella Bairen lausetta.
6Tarkastele suljettuja(!) joukkoja Xy = {z € X : |f(z)| < N kaikilla f € Z}.
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Luku 11

Kompaktit avaruudet

Tassa luvussa tarkastelemme kompaktiutta yleisesséd topologisessa avaruudessa. Huo-
maamme, ettd osa luvussa [7| todistetuista metrisen avaruuden kompaktien osajoukkojen
ominaisuuksista ei yleisty kaikille topologisille avaruuksille. Luvussa[l1.2 huomaamme, et-
td Hausdorffin avaruuksissa tilanne muistuttaa enemmén metristen avaruuksien tapaus-
ta. Luvussa todistamme metrisen version Arzelan ja Ascolin lauseesta ja viimeisessa
luvussa tarkastelemme lyhyesti topologisen avaruuden yhden pisteen kompaktointia.

11.1 Kompaktit joukot

MAARITELMA 11.1. — Topologisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen
jokaisella avoimella peitteelld on direllinen osapeite!l]

ESIMERKKI 11.2. —  Esimerkissa havaitsimme, ettd metrinen avaruus E! ei ole
kompakti. Varustetaan laajennettu reaaliakseli

R=RU{—o00,+00}
luonnollisella topologialla T, jonka avoimia joukkoja ovat
(1) kaikki joukot U € 7(E!),

(2) sellaiset muotoa {—oo} U U olevat joukot, joille U € 7(E') ja joille |—o0o,a| C
U jollain a € R

(3) sellaiset muotoa UU{+o00} olevat joukot, joille U € 7(E') ja joille |b, +00[ C U jollain
beR.

(4) kohtien (2) ja (3) joukkojen yhdisteet.

! Joskus, esimerkiksi kirjassa [Boul], kompaktiuden mééritelmissi vaaditaan, etti topologinen ava-
ruus on Hausdorffin avaruus. Syitd tdhdn valintaan avataan Esimerkeissa [11.10]ja [11.11] T&ll4 kurssilla
kéasittelemme yleisempééd kompaktiuden méaéritelmés ja lisidmme Hausdorff-oletuksen tarpeen mukaan.
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Laajennettu reaaliakseli on kompakti topologinen avaruus. Olkoon (U, )scs laajennetun
reaaliakselin avoin peite. On siis oy, € J, joille £00 € U,, . Luonnollisen topologian
méaritelmén mukaan on a,b € R siten, ettéd {—oco}U]—o0,a] C U,__ ja]b,400[ C U, ..
Jos @ > b, niin avoimet joukot £oo € U,,  muodostavat aarellisen osapeitteen. Muussa
tapauksessa joukkojen +oo € U,,_ yhdisteen komplementti [a, b] on kompakti, joten on
darellinen Jy C J, jolle [a,b] C Uaej, Ua- Adrellinen kokoelma (Ua)actoufasn} on siis koko

laajennetun reaaliakselin peite.

MAARITELMA 11.3. — Topologisella avaruudella X on ddrellisten leikkausten omi-
naisuus, jos kaikilla avaruuden X suljettujen osajoukkojen kokoelmilla (F,)acs, joille
patee (N F, = 0 on aarellinen Jy C J, jolle N F, = 0.

acJ acJy

ProposiTio 11.4. —  Topologinen avaruus on kompakti, jos ja vain jos silld on

adrellisten leikkausten ominaisuus.

Todistus. Olkoon K kompakti avaruus ja olkoon (F,).cs perhe avaruuden K suljettuja

joukkoja, jolle patee N F, = 0. Talloin perhe (K — F,),es on joukon K peite. Oletuksen
acJ
nojalla indeksijoukolla J on darellinen osajoukko Jy, jolle patee U (K — F,) = K. Siispé
Jj€Jo
N F, =0, joten avaruudella K on &éarellisten leikkausten ominaisuus.
acJy

Toinen suunta vaitteestd tehdaan Harjoitustehtavéssa [11.7 O]

SEURAUS 11.5 (CANTORIN LEIKKAUSLAUSE). — Olkoon X kompakti topologinen
avaruus. Olkoot
XDOFE DEyD -

epatyhjia sisakkdisia suljettuja joukkoja. Talloin
M B
k=1

et ole tyhja joukko.

Todistus. Jos leikkausjoukko olisi tyhjé, niin darellisten leikkausten ominaisuuden nojalla
Ex = 0 jollain N € N, O

ProposITIO 11.6. —  Metrinen avaruus (X, d) on kompakti, jos ja vain jos topolo-
ginen avaruus (X, 7(X,d)) on kompakti

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

ProrposiTio 11.7. —  Olkoon (X, 1) topologinen avaruus. Joukko E C X on kom-
pakti, jos ja vain jos topologinen avaruus (E,T|g) on kompakti.

Todistus. Olkoon E C X kompakti topologisessa avaruudessa X. Olkoon (U, )aca joukon
K avoin peite avaruudessa (K, 7|x). Relatiivitopologian maéritelmén mukaan on U, € 7
siten, etta U, = Ua N K kaikilla o« € A. Selvisti ([7&)&64 on joukon K avoin peite
avaruudessa X. Kompaktiusoletuksen nojalla peitteella (Ua)ae A on aarellinen osapeite

(Un)acay, #Ao < co. Mutta nyt (U, )aca, on peitteen (U, )aca ddrellinen osapeite.
Toinen suunta todistetaan samaan tapaan Harjoitustehtévassa [11.8] O
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ProprosiTiO 11.8. —  Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.
Todistus. Tasmaélleen kuten Propositio [7.12] O
SEURAUS 11.9 (WEIERSTRASSIN LAUSE). — Olkoon X topologinen avaruus. Ol-

koon K C X kompakti ja olkoon f: X — E! jatkuva. Télloin on xo,yo € K, joille pétee
f(zo) = max{f(x): x € K}

ja
f(yo) =min{f(z) : x € K}.

Todistus. Kuten Lause [7.19; Joukon K kuva f(K) on kompakti, joten se on suljettu ja
rajoitettu. Siis inf f(K),sup f(K) € f(K). O

Kompaktius on topologinen ominaisuus:

SEURAUS 11.10. —  Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon h: X —'Y ho-
meomorfismi. Talloin X on kompakti, jos ja vain jos Y on kompakti.

Todistus. Seuraa suoraan Propositiosta [11.6] O]

Osa metristen avaruuksien Propositiosta [7.5 yleistyy suoraan topologisten avaruuksien
tilanteeseen.

ProrosiTio 11.11. —  Olkoon X topologinen avaruus.
(1) Jos X on kompakti ja E C X on suljettu, niin E on kompakti.
(2) Jos Ey, Es, ..., E, C X ovat kompakteja, niin U}_, Ex on kompakti.

Todistus. Vaitteet todistetaan kuten Proposition [7.5 kohdat (1) ja (3). Harjoitustehtava.
[

Seuraavat esimerkit osoittavat, ettd Proposition [7.5 viimeinen véite ei pade yleisesti
topologisissa avaruuksissa: kompaktien joukkojen leikkaus ei valttamatta ole kompakti.
Liséksi ndemme, ettd topologisen avaruuden kompakti joukko ei véilttamétté ole suljettu,
jélleen toisin kuin metrisissé avaruuksissa.

ESIMERKKI 11.12. — Olkoon X &éreton joukko ja olkoon p € X. Joukko {p}
on kompakti topologisessa avaruudessa (X, 7,), missé 7, on Esimerkissé kasitelty
erityispistetopologia. Joukko {p} ei ole suljettu vaan {p} = X. Koko avaruus X ei ole
kompakti koska sen avoimella peitteelld ({p, x}),, €i ole darellistd osapeitetta.

ESIMERKKI 11.13. —  Proposition nojalla joukot I = [—1,1] ja

= ([-1,1] - {o}) u {0"}
ovat kompakteja Esimerkin avaruudessa RU{0*}. Niiden leikkaus [—1,1] —{0} ei ole

kompakti: Avoimella peitteella (]R — [—%, %])k_l ei ole aarellista osapeitetta. Palaamme

tahan esimerkkiin viela Esimerkissa [12.171

ProrosiTio 11.14. —  Kompaktin topologisen avaruuden jokaisella ddarettomalla
osajoukolla on kasautumispiste.

Todistus. Kuten Propositio [7.7. Harjoitustehtava. O
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11.2 Kompaktit Hausdorflfin avaruudet

ProprosiTiO 11.15. —  Hausdorffin avaruuden kompaktit osajoukot ovat suljettuja.

Todistus. Olkoon K kompakti joukko ja olkoon x € X — K. Koska X on Hausdorffin
avaruus on jokaisella & € K ja pisteelld z erilliset ympéristot U, > k ja Vj 5 . Koska K on
kompakti, on aarellinen osajoukko Ky, jolle patee K' C Uyek, Uk Joukko V' = ek, Vi on
pisteen x avoin ymparisto, jolle patee V N U, = ) kaikilla k € Ky, joten VN K = ja
V Cc X — K. Siis X — K on avoin. O

PROPOSITIO 11.16. —  Olkoon X Hausdorffin avaruus. Jos A # 0 ja joukot E, C X
ovat kompakteja kaikilla o € A, niin Npca Eo on kompakti joukko.

Todistus. Joukko N,ea Eo on Proposition|[11.13[nojalla suljettujen joukkojen leikkauksena
suljettu Proposition nojalla. Olkoon agy € A. Joukko Nyea Fo on kompaktin joukon
E,, suljettuna osajoukkona kompakti Proposition [11.9(1) nojalla. O

Esimerkin ja Propositioiden [11.13] ja [11.14] vuoksi monet mééarittelevat kom-
paktiuden ainoastaan Hausdorffin avaruuksille. Joukkoa, joka toteuttaa tdmén kurssin
kompaktin joukon mééritelmén mutta ei valttdmétta ole Hausdorffin avaruus, kutsutaan
talloin usein kvasikompaktiksi joukoksi.

LAUSE 11.17. —  Olkoon K kompakti topologinen avaruus ja olkoon Y Hausdorffin
avaruus. Jos f: K —'Y on jatkuva bijektio, niin f on homeomorfismi.

Todistus. Olkoon E C K suljettu. Proposition M(l) nojalla £ on kompakti. Proposition
nojalla (f~')7'(F) = f(F) on kompakti ja siis Proposition [11.13|nojalla se on suljettu
koska Y on Hausdorffin avaruus. Lauseen M(Q) nojalla f=! on jatkuva. O]

MAARITELMA 11.18. — Olkoon X topologinen avaruus. Joukon E C X ympdristo
on avoin joukko U C X, jolle patee £ C U.

ESIMERKKI 11.19. — (1) Topologinen avaruus X on jokaisen osajoukkonsa ympé-
risto.
(2) Jos (X,d) on metrinen avaruus, niin ,cz B(x,r) on joukon E ymparisto kaikilla
r > 0.
(3) Jos X on Hausdorffin avaruus, £ C X ja z € X — F, niin X — {z} on joukon
E ymparisto.

ProrosiTio 11.20. —  Olkoon X Hausdorffin avaruus. Tdalloin

(1) Jos E C X on kompakti ja x ¢ E, niin joukolla E ja pisteelld x on erilliset ympd-
715t0t.

(2) Jos E, F C X ovat kompakteja erillisia joukkoja, niin niilla on erilliset ympdristot.

Todistus. (1) Proposition [11.13] todistuksesta seuraa, ettd jokaisella a ¢ FE ja joukolla
E on erilliset ymparistot.

(2) Harjoitustehtéva. O
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11.3 Kompaktius ja jonokompaktius

MAARITELMA 11.21. — Topologisen avaruuden X osajoukko A on jonokompakti,
jos jokaisella jonolla, jonka alkiot kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti
jotain joukon A pistetta.

ProrosiTio 11.22. —  Olkoon X metristyvd avaruus. Tdlloin X on jonokompakti,
jos ja vain jos se on kompakti.

Todistus. Vaite seuraa Lauseesta [7.10l O

Yleisissa topologisissa avaruuksissa tilanne on monimutkaisempi. Luvussa |14{ ndemme,
ettd kompakti Hausdorffin avaruus ei ole valttaméatta jonokompakti eikd jonokompakti
Hausdorffin avaruus ole valttaméatta kompakti.

Todistamme seuraavaksi metrisen version tirkedstd Arzelan ja Ascolin lauseestal]
Lausetta kaytetadn funktionaalianalyysin kurssilla kompaktien operaattorien yh-
teydessa.

MAARITELMA 11.23. —  Olkooot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia. Perhe .# C
CY(X,Y) on yhtdjatkuval] jos jokaisella € > 0 on § > 0, jolle dy(f(z), f(y)) < € kaikille
feF, kun dx(z,y) < 0.

ESIMERKKI 11.24. — Jos (X,dx) ja (Y,dy) ovat metrisid avaruuksia, niin M-
Lipschitz-kuvausten perhe

Lipy,(X,Y) ={f: X =Y : dy(f(x1), f(22)) < Mdx(xy1,xs) kaikilla 1,25 € X}

on yhtdjatkuva: ehdosta dx(x1,z2) < 57 seuraa dy (f(z1), f(22)) < € kaikille kuvauksille
f € Lipy (X,Y) kaikille 21,25 € X.

LAUSE 11.25 (ARZELAN JA ASCOLIN LAUSE). — Olkoon X kompakti metrinen
avaruus. Olkoon F C CO(X,EY) epdtyhji osajoukko, joka on rajoitettu, yhtdijatkuva ja
suljettu. Tdlloin F on kompakta.

Todistus. Kompakti metrinen avaruus on separoituva Lauseen nojalla, joten olkoon
Q = {zr : k € N} avaruuden X tihed numeroituva osajoukko. Olkoon (fx)ren jono
joukossa F'. Koska F' on rajoitettu, jono (fx(x1))kren on rajoitettu ja silla on siis suppeneva
osajono (f1j(x1))ken. Samoin jono (fi;(x2))ken on rajoitettu, joten silli on suppeneva
osajono (fa;(xs))ken ja niin edelleen. Olkoon g; = f;; jokaisella 7 € N. Konstruktion
nojalla (g;(zx)) en suppenee jokaisella k.

Osoitamme, etté g; on Cauchyn jono avaruudessa C°(X,E!). Olkoon £ > 0 ja olkoon
d > 0 siten, etta |f(z) — f(y)| < € kaikille f € F, kun d(z,y) < 0. Koska X on kompakti,
on joukon X &arellinen osajoukko aq,...,ay siten, etta

N )
X = U B(a],) .
j=1 Z

Valitaan jokaisessa pallossa B(a;, %) piste x3;, € Q. Olkoon M > 0 siten, etta kaikille
n,m > M pétee |g,(zx;) — gm(2r,;)| < € kaikilla 1 < j < N.

2Tamé tulos ei mahtunut metristen avaruuksien kurssille.
3usein tastd késitteestd kiytetddn nimityté tasaisesti yhtdjatkuva, englanniksi equicontinuous
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Jokaiselle z € X on 1 < j(z) < N, jolle x € B(aj(), 2). Siis d(z, zy,,,) < 0. Kiytté-

malla kolmioepéayhtéloa, tietoa g, € F' kaikilla £ € N ja luvun M maéaaritelmaa saamme
|90 () — g ()| = |gn(x) — gn(xkj(z)) + gn(xkj(z)) - gm(xkj(z)) + gm(xkj(z)) — gm(2)|
< |gn<l’) - gn(xkj(x))| + |gn(xkj(x)) - gm<xkj(;c)>| + |gm<xk]‘(m)> - gm(x”
<3e

kaikilla z € X, kun n,m > M. Siis jono (g, )nen on Cauchyn jono. Propositionnojalla
C°(X,E') on tiydellinen metrinen avaruus ja Lemman [6.3|nojalla F on tiydellinen metri-
nen avaruus. Siis Cauchyn jono (g, )nen suppenee avaruudessa F', joten jonolla (fx)ren on
suppeneva osajono. Siis F' on jonokompakti ja Lauseen nojalla se on kompakti. [

ESIMERKKI 11.26. —  On helppo tarkastaa, etté Lip,,(X,Y’) on suljettu ja Esimer-
kin [11.19 nojalla Lip,,(X,E') on yhtijatkuva. Olkoon zy € X. Suljettu joukko

F ={f € Lipy(X,Y) : f(xo) = 0}

on rajoitettu, joten Arzelan ja Ascolin lauseen nojalla se on kompakti kaikilla kompakteilla
metrisilla avaruuksilla X.

11.4 Yhden pisteen kompaktointi

Kompaktiudesta on monia hyodyllisia seurauksia, joten joissain tilanteissa voi olla hyo-
dyllista upottaa metrinen tai topologinen avaruus X johonkin kompaktiin topologiseen
avaruuteen Y siten, ettd X ja sen kuva avaruudessa Y varustettuna relatiivitopologialla
ovat homeomorfisia. Esimerkissa kompaktoimme avaruuden E! lisdamalld siithen pis-
teet —oo ja +o00. Tassa luvussa tarkastelemme kompaktointia, jossa avaruuteen lisataan
yksi piste.

LEMMA 11.27. —  Olkoon (X, 1) topologinen avaruus, joka ei ole kompakti, ja olkoon
oo piste, joka ei ole avaruudessa X . Olkoon X = X U {0} ja olkoon

Too ={U C X:ooeU ja X-UCcCX on kompakti ja suljettu}.
Talloin T = 7 U Ty on topologia joukossa X.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

MAARITELMA 11.28. — Topologinen avaruus X on topologisen avaruuden X yhden
pisteen kompaktointi eli Aleksandroffin kompaktointi.

Seuraava tulos antaa perusteen avaruuden X nimelle.

LAUSE 11.29. —  Olkoon (X, ) topologinen avaruus, joka ei ole kompakti. Avc/z:
ruuden X yhden pisteen kompaktointi (X,7) on kompakti ja (X)~ = X. Avaruuden X
topologian relatiivitopologia joukossa X on T.

Todistus. Avaruus X osoitetaan kompaktiksi samaan tapaan kuin R osoitettiin kompak-
tiksi: Olkoon (U, )aes avaruuden X avoin peite. On siis oy, € J, jolle co € U, . Joukon
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U,., komplementti on kompakti avaruudessa X ja joukot U, ovat avoimia. Siis on aa-
rellinen J, siten, etté X — Unoo C Uaes, Ua- Adrellinen kokoelma (U,)qe JoU{as} ON siis
avaruuden X peite.

Avaruuden X osajoukko X on tihed, koska topologian méaaritelman mukaan pisteen
oo jokainen ymparisto leikkaa joukkoa X. Lisdksi jokainen pisteen co ympéristo leikkaa
joukkoa X avoimessa joukossa U € 7. O

ESIMERKKI 11.30. —  Stereograafinen projektio . : S*—{e3} — E* = E*x {0} C E3
pohjoisnavalta péivintasaajan tasolle on kuvaus, joka maéaritelladn asettamalla kaikille

r €S? — {e3}
. T T
y<x> n (1-%3’ 1 —I3> )

Kuvaus S on homeomorfismi, joka liittdd jokaiseen pisteeseen z € S? — {e*} sen yksiké-
sitteisen pisteen tasossa E? (ajateltuna hypertasona E? x {0} avaruudessa E?), joka on
pisteiden ez ja x kautta kulkevalla suoralla.

€3

Euklidisen tason E? yhden pisteen kompaktoinnissa E? = E2uU {o0} dérettomyys-
pisteen ympéristot ovat kompaktien joukkojen komplementtien yhdisteet aarettomyys-
pisteen kanssa. Tason E? kompaktit joukot ovat suljettuja ja rajoitettuja. Siis joukot
E2 — B(0, R) muodostavat ympéristokannan pisteessi oo.

Joukot .71 (E? — K) U {e3} ovat pisteen es ympéristot, kun K C E? kiy ldpi kaikki
tason E? kompaktit joukot. Siis maérittelemélld #(e3) = oo saadaan homeomorfismi
7 S? - E2.

Euklidisen tason yhden pisteen kompaktointi on tarkea esimerkiksi kompleksianalyy-
sissa, jossa se esiintyy Riemannin pallona C U {oo}. Esimerkiksi kuvaus z +— i on hyvin

maaritelty ja jatkuva kuvaus Riemannin pallolla, kun asetetaan 0 — oo ja oo — 0.

Harjoitustehtavia

11.1. Olkoon X joukko ja olkoon p € X. Osoita, ettd kokoelma
r={UCX:pgU}tU{X}
on topologia. Osoita, ettd (X, 7) on kompakti.
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11.2. Osoita, ettd laajennettu reaaliakseli R ja metristd avaruutta ([—1,1],d;) vastaava
topologinen avaruus ovat homeomorﬁsiaﬁ

11.3. Osoita, ettd Z U {—o0, +00} on kompakti avaruudessa R.

MAARITELMA 11.31. — Reaalilukujono (xy)ren kasvaa rajatta, jos jokaisella M €
R on N € N siten, etta xp > M kaikilla k > N.

11.4. Osoita, ettéd reaalilukujono kasvaa rajatta, jos ja vain jos se suppenee pisteeseen
~+o00o topologisessa avarudessa R.

11.5. Olkoon
7™ ={R — K C R: K on kompakti avaruudessa E'} U {0} .
Osoita, ettd 7* on topologia joukossa R. Osoita, etta (R, 7*) on kompakti.

MAARITELMA 11.32. — Harjoitustehtévassa médritelty topologia 7* on reaa-
lilukujen joukon kompaktin komplementin topologia.

11.6. Olkoon (x)reny jono topologisessa avaruudessa X . Oletetaan, ettd xp — x4, kun
k — oco. Osoita, ettéd joukko {zy : k € N} U{z} on kompakti.

11.7. Olkoon A topologinen avaruus, jolla on darellisten leikkausten ominaisuus. Osoita,
ettd A on kompakti.

11.8. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Osoita, etté joukko F C X on kompakti, jos
topologinen avaruus (F, 7|g) on kompakti.

11.9. Osoita, ettd kompaktin topologisen avaruuden jokaisella dérettomalla osajoukolla
on kasautumispiste.

11.10. Olkoot 71 ja 7o topologioita joukolla X = () siten, ettd 75 C 7y, (X,71) on
kompakti ja (X, 72) on Hausdorffin avaruus. Osoita, etté topologiset avaruudet (X, 1) ja
(X, 72) ovat homeomorfiset. ]

11.11. Osoita, ettd kompakti Hausdorffin avaruus on Bairen avaruus.

11.12. Olkoon
T={UCR:0¢ U tai #(R—-U) < oo}.

Osoita, ettd (R, 7) on kompakti Hausdorffin avaruus, joka ei ole separoituva. Onko topo-
loginen avaruus (R, 7) metristyvi?

11.13. Olkoon X Hausdorffin avaruus. Olkoot E, F' C X kompakteja erillisia joukkoja.
Osoita, ettd joukoilla E ja F' on erilliset ympéristot[f]

11.14. Todista Lemma [11.22]

11.15. Osoita, ettd rationaalilukujen metrisen avaruuden Q C E! yhden pisteen kom-
paktointi ei ole Hausdorffin avaruus. [7]

4Keksi homeomorfismi ndiden avaruuksien valille.

5Lause [11.15] auttaa.
6Kiyta Propositiota [11.17)(1).
"Osoita, ettd milliin rationaaliluvulla ei ole ympiristod, jonka sulkeuma on kompakti.
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(Ko)indusoidut topologiat

Téssa luvussa aloitamme kuvausten ja kuvausperheiden avulla méariteltyihin topologioi-
hin tutustumisen. Tutkimme ensin hieman lahemmin relatiivitopologiaa yleistyksineen ja
sen jalkeen tekijatopologiaa ja sen yleistyksia.

12.1 Relatiivitopologia ja lahtotopologia

ProrosiTIO 12.1. —  Olkoon X joukko ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon
f: X =Y kuvaus. Tdlloin

-

r=7={f1U):Ucrt}

X, ) = (Y, 7) on jatkuva.

—~

on topologia joukossa X . Kuvaus f:

Todistus. Tyhjé joukko ja X ovat kokoelmassa 7' koska f~1(0) = 0 ja f~1(Y) = X. Olkoot
U, € 7' kaikilla o € A. Talléin U, = f~(V,,) jollekin V,, € 7. Koska 7 on topologia, pitee

Uaea Va € 7. Siis
UUs=U ') =F"(UV)er.

a€cA acA acA

Samalla tavalla nihdéén, ettd kokoelman 7' joukkojen adrelliset leikkaukset ovat kokoel-
massa 7.

Kuvauksen f jatkuvuus on selvad Lauseen nojalla. O
MAARITELMA 12.2. — Propositiossa méaritelty joukon X topologia 7} on

kuvauksen f indusoima topologia eli lihtdtopologiall

ESIMERKKI 12.3. — Olkoon Y topologinen avaruus ja olkoon X C Y. Propositiossa
késitelty joukon X relatiivitopologia on inkluusiokuvauksen i: X — Y, i(z) = x kai-
killa x € X, indusoima topologia. Jos Y on metrinen avaruus, niin Proposition nojalla
osajoukon X indusoidun metriikan metrinen topologia on joukon X relatiivitopologia.

'Induced topology, initial topology. Nimitys lahtétopologia ei ole yleisessd, kiytossi.
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Olkoon esimerkiksi X C E? euklidisen tason avoin yksikkopallo varustettuna relatiivi-
topologialla. T&ll6in joukko {z € X : 27 < 0} on suljettu avaruudessa X vaikka se ei ole
suljettu avaruudessa E2. Vastaavasti, jos X’ C E? on suljettu yksikkopallo varustettuna
relatiivitopologialla, niin joukko {x € X’ : x; < 0} on avoin avaruudessa X' vaikka se ei
ole avoin avaruudessa [E?.

PropPOSITIO 12.4. —  Kuvauksen f: X — (Y, 7) indusoima topologia on joukon X
karkein topologia, jonka suhteen f on jatkuva.

Todistus. Jos 7 on joukon X topologia, jonka suhteen f on jatkuva, niin lauseen [9.23]
nojalla f~1(V) € 7’ kaikilla V € 7. Siis 7 C 7. O

PROPOSITIO 12.5. —  Olkoon X # 0 ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon
f: X =Y bijektio. Tdlloin kuvaus f: (X,7) — (Y, T) on homeomorfismi.

Todistus. Riittda osoittaa, ettdi f~! on jatkuva. Olkoon V C X avoin. On siis avoin
UCY,jolle V= f1(U). Koska f on bijektio, pitee (f~1)~1(V) = f(V) = U, joten
(f~H7Y(V) on avoin. O

ProrosiTIO 12.6. —  Joukko F C X on suljettu kuvauksen f: X — (Y, 1) indusoi-
massa topologiassa, jos ja vain jos se on jonkin suljetun joukon E C'Y alkukuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

12.2 Tekijatopologia ja maalitopologia

PROPOSITIO 12.7. —  Olkoon X # 0 ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon
f:Y = X kuvaus. Tdlloin

T={UcX:f'(U)er}

on topologia joukossa X . Kuvaus f: (Y, 7) — (X, 7%) on jatkuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]
MAARITELMA 12.8. — Propositiossa maédritelty joukon X topologia 7% on
kuvauksen f koindusoima topologia eli maalitopologz’aE]
ProposiTIO 12.9. —  Kuvauksen f: (Y,7) — X koindusoima topologia on joukon
X hienoin topologia, jonka suhteen f on jatkuva.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]
PROPOSITIO 12.10. —  Olkoon X # 0 ja olkoot (Y, T) ja Z topologisia avaruuksia.

Olkoot f:Y — X ja g: X — Z kuvauksia. Tdlloin g: (X, T]fc) — Z on jatkuva, jos ja
vain jos go f: (Y, 1) = Z on jatkuva.

Todistus. Jos kuvaus g on jatkuva, niin kuvauksen g o f jatkuvuus seuraa Propositiosta
12.6] Oletetaan, ettd g o f on jatkuva. Olkoon U C Z avoin. Oletuksesta seuraa, etta
g™ (U)) = (go f)~(U) on avoin. Maalitopologian mééritelméan nojalla ¢=(U) on
avoin. O

2Coinduced topology, final topology. Nimitys maalitopologia ei ole yleisessd, kiytossi.
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Tarkeéd esimerkki maalitopologiasta on tekijatopologia:

MAARITELMA 12.11. — Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssi-
relaatio joukolla X. Ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokat

W] ={ye X :y~a)

muodostavat tekijdajoukon

X/Nz{[x]:xEX}

ja kuvaus po: X — X/~

pe(z) = [2],
on tekijakuvaus eli luonnollinen tai kanoninen projektio. Luonnollisen projektion p. méaa-
raamé maalitopologia tekijajoukolla on tekijajoukon X/ ~ tekijatopologia. Topologinen
avaruus (X/~,7f ) on topologisen avaruuden X (topologinen) tekijiavaruus.

ProrosIiTIO 12.12. —  Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssirelaa-
tio joukolla X . Tekijikuvaus p~.: X — X/~ on jatkuva surjektio, kun X/~ on varustettu
tekijdatopologialla.

Todistus. Tekijakuvaus on maaritelméansa nojalla surjektio ja Proposition [12.6] nojalla
jatkuva. O]

MAARITELMA 12.13. —  Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X . Kuvaus f: X —
Y on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa, jos f(x1) = f(x2) kaikille z1,z9 € X,
joille patee x1 ~ x,.

Jos kuvaus f: X — Y on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa, niin se maaraa
kuvauksen f.: X/~ =Y,

Té&lloin pétee siis f = fo o p~.

~N
S

J \
P

X/
Propositio [12.8| antaa hyodyllisen tuloksen muotoiltuna tekijaavaruuden tilanteeseen.

SEURAUS 12.14. —  Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X ja
olkoon (Y, 1y) topologinen avaruus. Olkoon f: X — Y kuvaus, joka on yhteensopiva ekvi-
valenssirelaation ~ kanssa. Tdalloin f on jatkuva, jos ja vain jos f- on jatkuva. O

ESIMERKKI 12.15. —  Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa E!, jolla on kaksi
ekvivalenssiluokkaa A = {z € E' : < 0} ja B = {z € E! : x > 0}. Tekijaavaruu-
den {A, B} topologia on {0, {B},{A, B}}, joten se on homeomorfinen Esimerkissa
késitellyn Sierpinskin avaruuden kanssa. Erityisesti B!/ ~ ei ole Hausdorffin avaruus.

ProprosiTIO 12.16. —  Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X .
Jos X/ ~ on Hausdorffin avaruus, niin ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokat ovat
suljettuja.
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Todistus. Jos X/ ~ on Hausdorffin avaruus, niin sen yhden pisteen joukot ovat suljet-
tuja Proposition [9.18| nojalla. Ekvivalenssiluokat ovat yhden pisteen joukkojen alkukuvia
tekijakuvauksella, joten ne ovat suljettuja Lauseen [9.23| nojalla koska tekijakuvaus on
jatkuva. O]

ESIMERKKI 12.17. — (1) Mééritelldén ekvivalenssirelaatio ~ tasossa E? asettamalla
x ~ 1y, jos ja vain jos x —y € Z2. Talloin jokaisella ekvivalenssiluokalla on tdsmalleen yksi
edustaja joukossa [0, 1[2. Topologinen tekijaavaruus E?/ ~ on torus.

Kuva 121: Torus.

(2) Méaritellaéin ekvivalenssirelaatio ~ avaruudessa S? asettamalla x ~ y, jos ja vain jos
y = +x. Tekijaavaruus P*(R) on (reaalinen) projektiivinen taso. Jokaisella projektiivi-
sen tason pisteelld on ymparisto, joka on homeomorfinen euklidisen tason pallon kanssa.
Edella kasitellysta toruksesta poiketen projektiivista tasoa ei voi upottaa avaruuteen E3.

(3) Maaritellaan ekvivalenssirelaatio ~ joukossa R asettamalla ekvivalenssiluokiksi joukot
Z ja kaikki yhden pisteen joukot {x}, kun x ¢ Z. Ekvivalenssirelaatiossa siis samastetaan
kaikki kokonaisluvut yhdeksi pisteeksi ja mitdan muita samastuksia ei tehda. Topologinen
tekijaavaruus E'/ ~ on numeroituva ympyrikimppu.

Numeroituva ympyrakimppu ei ole Nj-avaruus: Cantorin diagonaalitodistuksella voi
osoittaa, ettd pisteelld [0] ei ole numeroituvaa ympéaristokantaa. Olkoon U pisteen [0]
ympéristé. Médritelmén mukaan pZ!'(U) on avoin joukko avaruudessa E! ja jokaiselle
n € Z on r, > 0 siten, ettd B(n,r,) C p '(U). Olkoot Uy, k € N pisteen [0] ympé-
rist6ja. Valitaan pallot B(k,r.) C E! siten, ettd B(k,ry) C pt(Ui) jokaisella k € N.
Tekijatopologian méaritelméan nojalla joukko

VZPN( U B(h%))

on pisteen pisteen [0] avoin ympérist6. Yksikdan joukoista Uy ei sisdlly joukkoon V', joten
joukot Uy, eiviat muodosta pisteen [0] ympéristokantaa.

Proposition [10.6| nojalla numeroituva ympyrakimppu ei ole metristyva. Se ei ole kom-
pakti koska esimerkiksi peitteella

{p-(B(k, ;)) ke ZY U lpukk+ 1) k € 7}

ei ole aarellista osapeitetta.
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Kuva 122: 50 yhdessa pisteessa leikkaavaa ympyraa.

12.3 Kuvausperheen maalitopologia

Yhden kuvauksen méadrdama maalitopologia voidaan yleistdd kuvausperheiden tapauk-
seen seuraavan tuloksen avulla.

ProprosSITIO 12.18. — Olkoon X # (). Olkoon A # 0 indeksijoukko ja olkoot
(Xa, Ta) topologisia avaruuksia. Olkoot fo: X, — X kuvauksia. Talloin

' ={UcX:f7'(U)€rVac A}
on topologia joukossa X . Kuvaukset fo: Xo — (X, 7) ovat jatkuvia.

Todistus. Olkoon 7. kuvauksen f, maalitopologia. Talloin 78 = N,c4 7% on topologia Har-
joitustehtévin [9.2] nojalla. Kuvausten f,, jatkuvuus seuraa jatkuvuuden karakterisaatiosta

Lauseessa 19,23 ]
MAARITELMA 12.19. — Propositiossa [12.14] méaritelty joukon X topologia 7% on
kuvausperheen (fa)aca koindusoima topologia eli maalitopologia.
PropoOSITIO 12.20. —  Kuvausperheen fo: (Yo, Ta) — X koindusoima topologia on
joukon X hienoin topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f, ovat jatkuvia.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]
ProposiTio 12.21. —  Olkoot X, topologisia avaruuksia ja olkoon joukossa X ku-

vausperheen fo: X, — X koindusoima topologia. Olkoon Y topologinen avaruus. Kuvaus
g: X =Y on jatkuva, jos ja vain jos kaikki kuvaukset g o f, ovat jatkuvia.

Todistus. Jos kuvaus g on jatkuva, niin kuvausten g o f, jatkuvuus seuraa Propositiosta
Oletetaan, ettd g o f, on jatkuva kaikilla a. Olkoon U C Y avoin. Oletuksesta
seuraa, ettd [, (g1 (U)) = (gofa) ' (U) on avoin kaikilla a. Maalitopologian mééritelmén
nojalla g~!(U) on avoin. O
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MAARITELMA 12.22. — Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot X, # () joukkoja.
Joukkojen X, erillinen yhdiste on

HXa:{(x,a)::ceXa aeA}.

a€cA

Olkoon o € A. Kuvaus ia,: Xoy = Haca Xas

iao(l‘) = (:L“,Ozo)
on luonnollinen injektio joukolle X, .

Jos X, = X kaikilla a € A, niin [[,c4 X samastuu luonnollisella tavalla tulojoukon
X x A kanssa.

Erillisessa yhdisteessa [[,c4 X, on luontevaa kéiyttad luonnollisten injektioiden per-
heen (i4)aeca maalitopologiaa:

MAARITELMA 12.23. — Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (X, 7,) topologisia
avaruuksia. Erillisen yhdisteen topologia joukossa [[,c4 Xo 0N

r={Uc ]_E[AXQ: i (U) € 7ay Ya € A},

ESIMERKKT 12.24. —  Varustetaan E! x {0, 1} erillisen yhdisteen topologialla. M-
ritelldén ekvivalenssirelaatio ~ joukossa E! x {0,1} asettamalla (z,0) ~ (z,1) kaikille

z € E — {0}. Tekijiavaruug] (E! x {0,1})/ ~ on homeomorfinen Esimerkissi tarkas-
tellun kahden nollan reaalilukuavaruuden kanssa: Kuvaus f: E! x {0,1} — R x {0*},

flz,)) =2 |, kunx #0
f(0,0)=0 ,
f(0,1) =0*

on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa. On helppo nahdé, ettd f on jatkuva ja
ettd f kuvaa avaruuden E' x {0, 1} avoimet joukot avoimiksi joukoiksi[] Seurauksen[12.10
nojalla f madria jatkuvan bijektion f.: (E'x{0,1})/~— RU{0*}, jolle pétee f = f_op~.

E' x {0,1}

prﬁ \
(E! x {0,1})/~ f—>R u{0*}

Koska f on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa, pitee f.(A) = f(pZ'(A) kaikille
ACE'x{0,1})/~. Jos U C E! x {0,1})/~ on avoin, niin tekijitopologian mééritelman
nojalla p_'(U) on avoin, joten f(U) = f(pZ'(U) on avoin. Siis f. on homeomorfismi.

Tamaé esimerkki osoittaa, ettd Hausdorffin avaruuden tekijaavaruus ei valttamatta ole
Hausdorffin avaruus vaikka kaikki ekvivalenssiluokat olisivat suljettuja. Siis Proposition
kadnteinen viite ei pade.

Koska tekijakuvaus p.: E! x {0,1} — E! x {0,1}/~ on jatkuva, on helppo nihda,
ettd Esimerkin joukot I ja I* ovat kompakteja.

3Muista, etté tekijiavaruus on ekvivalenssirelaation tekijajoukko, jossa kiytetdin tekijitopologiaa.
4Sanotaan, ettd f on avoin kuvaus.
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12.3. Kuvausperheen maalitopologia

Harjoitustehtavia

12.1. Todista Propositio [12.5]
12.2. Olkoon (X, ) topologinen avaruus ja olkoon Y C X, Y # (). Olkoon £ C Y.

Osoita, ettéd (£),, = (F);NY.
12.3. Todista Propositio [12.6]
12.4. Todista Propositio [12.7]

12.5. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa E!, jolla on kaksi ekvivalenssiluokkaa
Q ja E' — Q. Madrita tekijiavaruuden E'/ ~ topologia.

12.6. Madritellidn ekvivalenssirelaatio ~ avaruudessa [0,1] C E! asettamalla 0 ~ 1 ja
muut pisteet ekvivalenteiksi vain itsensé kanssa. Osoita, ettd [0, 1]/~ on homeomorfinen
avaruuden S!' kanssa ]

12.7. Todista Propositio

12.8. Joukko Xy = E! — Z on erillisten avoimien vilien |k, k + 1[ numeroituva yhdis-
te. Esimerkissa (3) tarkasteltava numeroituva ympyrakimppu X saadaan lisadmélla
topologiseen avaruuteen Xj yksi piste [0]. Topologinen avaruus X, on homeomorfinen
avaruuden Yy = E! x Z kanssa, kun Y, varustetaan euklidisesta tasosta E? = E! x E! saa-
tavalla relatiivitopologialla. Stereograafisen projektion kdanteiskuvaus kuvaa avaruuden
Y, homeomorfisesti pallopinnalle S?. Avaruuden Y, yhden pisteen kompaktointi saadaan
lisidmélld avaruuteen . ~1(Yy) yksi piste e3 € S?. Néin saadaan siis kompakti avaruus
lisadmalla yksi piste avaruuteen, joka on homeomorfinen avaruuden X, kanssa. Miten
pisteen e3 ympéristo avaruudessa .~ (Yy) U {e3} poikkeaa pisteen [0] ympéristosta ava-
ruudessa X7

Kuva 123: Kaksi nikyméé 13 ympyréistd avaruudessa .1 (Yy) U {e3}.

*Kéytéd kuvausta t — (cos(27t), sin(27t)). Voisiko Lausetta [11.15 kiyttada?
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Luku 13

Kanta ja esikanta

Tassa luvussa tarkastelemme tapoja méaaritella topologia lahtemalld joukkoperheesté, jo-
ka ei valttamatta ole topologia. Esimerkki téllaisesta perheestd on metrisen avaruuden
avoimien pallojen kokoelma: Kahden pallon leikkaus ei valttaméatta ole pallo mutta kaik-
ki metrisen avaruuden avoimet joukot voidaan esittda yhdisteend avoimista palloista.

13.1 Topologian kanta

MAARITELMA 13.1. — Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Topologian 7 osajoukko
8 on topologian T kanta, jos jokaiselle U € 7 — {0} on B; € (3 siten, etta
icl

jollekin indeksijoukolle 1.

ESIMERKKI 13.2. — Avoimet pallot muodostavat metrisen avaruuden metrisen to-
pologian kannan.

ProrosiTiO 13.3. —  Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Olkoon By
topologian Ty kanta. Kuvaus f: X — Y on jatkuva, jos ja vain jos f~Y(B) € tx kaikilla
B € By.

Todistus. Oletetaan, ettd topologian 7y kannalle By pétee f~!(B) € 7x kaikilla B € Sy
Jos U € 7y, niin on avoimet joukot V, € B, joille patee U = J,cs V,. Talloin

O = (U Va)= U FH(Va) e7x,

acJ aed
joten f on jatkuva. Toinen suunta vaitteesta on selva. O]
LEMMA 13.4. —  Olkoon X topologinen avaruus, jonka topologian kanta on (5. Jouk-

ko Q C X on tihed, jos ja vain jos Q NV # () kaikilla V € (.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]
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LEMMA 13.5 (KANTALEMMA). — Olkoon X # 0. Olkoon  C Z(X) kokoelma,
jolle patee

(1) Upep B = X ja

(2) jos By, By € 3 ja x € By N By, niin on B € 3, jolle pitee x € B C By N Bs.

Tdllgin B on topologian
rB)={ U B:Jcplu{n.

BeJ

kanta.

Todistus. Osoitetaan, ettd 7(f) on topologia. Télloin 5 on automaattisesti sen kanta.

Kokoelma 7(/3) méériteltiin niin, ettd ) € § ja ehdon (1) nojalla X = Upep B € 7(5).
Olkoot sitten Uy, Us, ..., Uy € 7(8) ja olkoon x € ﬂ;vzl U,. Joukkojen U; maéritelmén
nojalla jokaisella 1 < j < N on B; € 3, jolle x € B; C U;. Ehdon (2) nojalla on B, € f3,
jolle patee x € B, C ﬂ;vzl B; C ﬂj»vzl U;. Siis

N
Uj = U Bx S T(ﬁ) .
7=l meﬂ;v:l Uj

Lisdksi, jos Uy = Ujecy, Baj € 7(8), niin

UU.=U U Bajer(8).

acA Q€A jEJo
Siis kaikki topologian ehdot toteutuvat. [
LEMMA 13.6 (TOINEN KANTALEMMA). —  Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Ol-

koon B C 7. Jos jokaiselle U € T ja jokaiselle x € U on B € (3, jolle x € B C U, niin 8
on topologian T kanta.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

ESIMERKKI 13.7. — Toisen kantalemman nojalla kokoelma
B =r(E")U{{-00} U]—00,a[ : a € R} U {Jb,00[ U {o0} : b € R}
on Esimerkissa tarkastellun laajennetun reaalilukujen joukon
R=RU{—00,+00}
topologian kanta.
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13.2 Ny-avaruudet

MAARITELMA 13.8. — Topologinen avaruus X on Nj-avaruus, jos sen topologialla
on numeroituva kanta.

ProprosITIO 13.9. —  Ny-avaruus on separoituva.
Todistus. Harjoitustehtéva. O
LAUSE 13.10. —  Separoituva metrinen avaruus on No-avaruus.

Todistus. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja olkoon @ = {q : k € N} C X nu-
meroituva tihea osajoukko. Osoitetaan, ettd kokoelma

BZ{B(qk,i):keN, neN-{0}}

on avaruuden X metrisen topologian kanta. Olkoon U C X avoin ja olkoon x € U. Téalloin
on n(x) € N— {0}, jolle B(x, ﬁ) C U. Koska @ on tihed, on ¢(x) € B(x, #(x)) NQ ja
kolmioepéayhtalon nojalla

T € B(q(x), in(zn)) - B(x, n(1x)> cU.
Siis ]
i )
on yhdiste kokoelman 3 palloista. n
SEURAUS 13.11. —  Kompakti metrinen avaruus on No-avaruus.
Todistus. Seuraa Lauseista [7.6] ja [13.8| O
ESIMERKKI 13.12. — Olkoon X ylinumeroituva joukko ja olkoon p € X erityispis-

te. Esimerkissa néimme, etta erityispistetopologialla varustettu avaruus (X, 7,) on
separoituva, silld {p} = X. Avoin joukko {p,z} ei sisdlli muita pisteen z ymparistoja,
joten topologian kannan tulee sisaltédé joukko {p,z} jokaisella x € X — {p}. Siis (X, 7,)
el ole Ny-avaruus.

LEMMA 13.13. —  Ny-avaruus on Ni-avaruus. ]
ESIMERKKI 13.14. — Esimerkissa [12.13((3) késitelty numeroituva ympyrakimppu

ei ole Ny, joten se ei ole Ns.

13.3 Kompaktin suppenemisen topologia

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Olkoon
C'X,Y)={f: X = Y : f on jatkuva} .

Metristen avaruuksien kurssilla luvussa [6.1] osoitimme, ettd normiavaruudet
o

raj

(X,R) ={f € CO(X,R) : || flloo < 00}
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ovat taydellisid, kun X on metrinen avaruus. Erityisesti siis CY(X,R) on tdydellinen met-
rinen avaruus, kun X on kompakti. Harjoituksissa tarkastimme, etta kompaktin metrisen
avaruuden X tapauksessa jonon suppeneminen metrisessi avaruudessa C°( X, R) on sama
kéasite kuin funktiojonon tasainen suppeneminen.

ProposiTio 13.15. —  Olkoon X kompakti topologinen avaruus ja olkoon Y metri-
nen avaruus. Lauseke
dooixy)(f, 9) = sup dy (f(2), 9()) (13.1)

on metriikka avaruudessa C°(X,Y). Avaruus (C°(X,Y), dco(x,y)) on taydellinen, josY on
taydellinen.

Todistus. Kuten Propositio , jossa X on metrinen avaruus ja Y = E!. Harjoitustehtava.
O

Topologia antaa keinon tarkastella sellaisiakin jatkuvia kuvauksia, jotka eivat ole ra-
joitettuja. Muistamme, etté jatkuva kuvaus, joka saa arvoja metrisessé avaruudessa, on
rajoitettu jokaisessa maarittelyjoukkonsa kompaktissa osajoukossa. Olkoon f € C°(X,Y),
olkoon K C X kompakti ja olkoon r > 0. Olkoon

B(f.K,r) = {g € C°(X.Y) : deogie (f.9) <7} (13.2)
ProrosITIO 13.16. —  Kokoelma
{B(f,K,T) . feCX,Y), K C X on kompakti, r > 0}
on topologian kanta avaruudessa C°(X,Y).

Todistus. Tarkastetaan, etté joukkojen B(f, K, r) kokoelma toteuttaa Kantalemman m
ehdot. Ensimmaéinen ehto on selvd koska jokainen yhden pisteen joukko {z} C X on
kompakti ja jokaiselle f € CO(X,Y) pitee f € B(f,{z},1) kaikilla z € X.

Olkoot fi, fo € C°(X,Y), olkoot K1, Ko C X kompakteja, olkoot r1,7, > 0 ja olkoon
g c B(fl, Kl, Tl) N B(fg, KQ, 7’2). Olkoon

S = min (T’j — dCO(Kj,Y)(f|Kjag|Kj)> :

je{1,2}
Kolmioepéayhtélon nojalla B(g, Ky U Ko, s) C B(f1, K1,7m1) N B(fe, Ka,72). O
MAARITELMA 13.17. — Proposition [13.14 antama topologia on kompaktin sup-

penemisen topologia avaruudessa #(X,Y). Jos jono (fi)ren suppenee kompaktin sup-
penemisen topologiassa, sanotaan, ettd se suppenee kompaktisti tai suppenee tasaisesti
kompakteilla joukoilla.

LAuse 13.18. —  Olkoon X Ni-avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Olkoot f; €
CYX,Y) kaikilla k € N. Jos jono (fx) suppenee kompaktisti, niin rajafunktio on jatkuva.

Todistus. Katso esimerkiksi [Munl, §46] O
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ESIMERKKI 13.19. — Olkoon X metrinen avaruus, joka saadaan darettomasta juu-
rellisesta binaédripuusta asettamalla jokaisen oksan pituudeksi 1.[] Tassa puussa on yksi
karki, josta ldhtee vain kaksi oksaa. Tamé karki on puun juuri xg, jota on alla olevassa
kuvassa merkitty luvulla 0. Jokaisesta muusta kérjesta lahtee kolme oksaa. Puun kérjet
on kuvassa pirretty niin, ettd jokaisella pallopinnalla {y € X : d(0,y) = n} olevat kérjet
ovat kuvassa rinnakkain. Kuvassa on esitetty avaruuden X pallo B(0,5) ldhes kokonaan,
puu jatkuu samanlaisella haarautumisella rajattomasti alaspain. Jokaisella puun kérjella
v € X, jolle patee d(v,0) = n, on kaksi kédrkeé joukossa {y € X : d(0,y) =n+1, d(v,y) =
1}. Kuvassa néille kirjen jalkeldisille on annettu merkit 1 ja 2 ja nain mééritelldan kuvaus
L: X —{x} — {1,2}.

Olkoon

¢ = {y € C°(]0,00[, X) : v(0) = 0 ja ~y on isometrinen upotus}
Kuvaus ®: ¢ — {1,2}3 1% = {0w: N - {0} — {1,2}},

®(y) = L ov|n-q0},

on selvésti bijektio.

Olkoon 1 € {1,219 jono, jolle 1(k) = 1 kaikilla & € N — {0} ja olkoon 1, €
{1,210 jono, jolle pétee 1,,(k) = 1 kaikilla 1 < k < n ja 1,(k) = 2 kaikilla k > n. Tél-
16in isometristen upotusten jono (®~*(1,,))°, suppenee tasaisesti kompakteilla joukoilla
raja-arvoon ®1(1).

13.4 Topologian esikanta

Seuraava kannan ilmoittamista yleisempi menetelmé topologian maérittdmiseen on joskus
kayttokelpoinen. Kaytamme sita luvussa [14] yleisen tulotopologian maarittelyssa.

LEMMA 13.20. —  Olkoon X # () joukko ja olkoon of C P(X) siten, etti ey A =
X. Talloin joukko

5(;2%):{ﬁAi:Al,Ag,...,Aned, neN—{o}}.

=1

on jonkin topologian T(<f) kanta.

'Kuvan avulla timéi méérittely antaa riittdvin tarkan mielikuvan metrisests avaruudesta X. Tasmil-
liseen madrittelyyn tarvitaan tekijimetriikan késitettéd, joka kertoo muodollisesti, miten numeroituvasta
kokoelmasta yksikk6janan [0, 1] kopioita muodostetaan metrinen avaruus, katso esimerkiksi [BH, s. 64-]
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Todistus. Sovella Kantalemmaa O
MAARITELMA 13.21. — Lemmassa |13.17] méaéaritelty topologia 7(.2) on joukkoper-

heen <7 wvirittdma topologia. Joukkoperhe o7 on topologian 7 esikanta, jos 7 = 7().

ESIMERKKI 13.22. — (1) Topologian kanta on sen esikanta.
(2) Rajoittamattomien vélien |—o0, b[ ja ]a, 00| kokoelma, missé a,b € E, on reaalilukujen
euklidisen topologian 7(E!) esikanta.

(3) Laajennettujen rajoittamattomien vilien [—o0, b] ja Ja, 00] kokoelma, missé a,b € R,
on laajennetun reaalilukujen joukon R topologian esikanta.

ProprosITIO 13.23. —  Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Olkoon <ty
topologian Ty esikanta. Kuvaus f: X — 'Y on jatkuva, jos ja vain jos f~1(A) € Tx kaikilla
A€ .

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

MAARITELMA 13.24. — Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Maaritellaan jokai-
selle avoimelle joukolle U C X ja jokaiselle kompaktille joukolle K C X

V(K,U)={fecCYX,Y): f(K)CU}.

Kokoelman

of ={V(K,U) : K kompakti ,U avoin}
virittdmaa avaruuden C°(X,Y") topologiaa kutsutaan kompakti-avoimeksi topologiaksi.

Emme kasittele kompakti-avointa topologiaa télla kurssilla, siita voi lukea esimerkiksi
ldhteistd [Munl, §46] ja [VAai2l, Luku 26].

Harjoitustehtavia

13.1. Todista Lemma [3.3l
13.2. Todista Lemma 3.5
13.3. Osoita, etta kokoelma {[a, b : @ < b} on jonkin topologian 7_ kanta joukossa R.

MAARITELMA 13.25. —  Harjoitustehtavissa méaéritelty topologia 7_ on reaa-
lilukujen joukon alarajatopologia.

13.4. Osoita, ettd (R, 7_) on N7 mutta ei Ns.

13.5. Onko metrisen avaruuden E” suljettujen pallojen kokoelma
{E(az,r) cx €R™, r> O}
jonkin topologian kanta? Onko tilanne erilainen ultrametrisessa avaruudessa?

13.6. Osoita, ettd No-avaruus on separoituva.

13.7. Anna esimerkki jonosta funktioita f,: E' — E! joka suppenee nollafunktioon
tasaisesti kompakteilla osajoukoilla mutta ei suppene tasaisesti.
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13.8. Todista Propositio [13.13]
13.9. Todista Lemma [I3.17

MAARITELMA 13.26. — Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Tulojoukon X x Y
tulotopologia on se topologia, jonka kanta on

Bxxy ={UxV :Uer(X), Very)}.

13.10. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Osoita, ettd Sx«y on jonkin topologian
kanta joukossa X x Y. Osoita, ettd Sx«y ei yleensd ole topologia.

13.11. Olkoot px: X XY — X, px(z,y) =z japy: X XY =Y py(z,y) = y. Osoita,

ettd kokoelma
o ={p(U): Uer(X)}u{p'(V): Ver(y)}

on avaruuden X X Y tulotopologian esikanta.

13.12. Todista Propositio [13.19
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Luku 14

Tulotopologia

Metristen avaruuksien kurssilla tarkastelimme kahden ja yleisemmin &arellisen monen
metrisen avaruuden tuloavaruutta ja méérittelimme sithen metriikoita, katso luku [4.3]
Tarkastelemme nyt topologisten avaruuksien tuloavaruuksia yleisemmin.

14.1 Yleinen tulojoukko ja tulotopologia

MAARITELMA 14.1. — Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot X, # @ joukkoja.
Joukkojen X, tulojoukko on

[[ Xa={2: 4> J Xa:2(a) € Xo Vo€ A}

acA a€A

Olkoon o € A. Kuvaus pa: [laca Xa = Xao,

Pay (%) = z(cx)
on projektio joukolle X, .

Se, ettd yleinen tulojoukko on epatyhja, seuraa valinta-aksioomasta. Talla emme pohdi
asiaa sen syvéllisemmin, aihetta késitellaan kattavasti esimerkiksi kirjassa [Cie].

MAARITELMA 14.2. — Jos X, = X kaikilla a € A, kdytetdan merkintoja

XA=J[ X ={¢: A— X}

acA
ja
z = (2())aca -
ESIMERKKI 14.3. — (1) Jos indeksijoukko A on &érellinen, esimerkiksi A = {1, 2},
niin

[T Xo={0:{1.2} =5 A1 U Ay : ¢(1) € Ay, ¢(2) € As}

ac{l1,2}
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samastuu luonnollisella tavalla tulojoukon A; x A, kanssa: kuvaus ¢ — (¢(1),¢(2)) on
bijektio.
(2) Jos A =N ja X, = X kaikilla @ € N, niin

I Xo = X" = {(za)aen : 2o € X Va € N}

aeN
on joukon X jonojen kokoelma.

MAARITELMA 14.4. — Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (X,,T,) topologisia
avaruuksia kaikilla o € A. Tulojoukon [],ec4 X, tulotopologia on se topologia, jonka kanta
on

{HUO[:UQETQ, #{aeA:Ua%Xa}<oo}.

a€cA

Kaytamme tuloavaruudessa aina tulotopologiaa ellei muuta erityisesti mainita.

LEMMA 14.5. —  Kokoelma
{p;()l(U) 1U € 7(Xa), ao € A} .

on tuloavaruuden [],c 4 Xo topologian esikanta. O

ESIMERKKI 14.6. (1) Jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia, niin

{UxV:U€rx, Vern}.

on niiden tuloavaruuden X x Y tulotopologian kanta.
(2) [0,1]" on Hilbertin kuutio. Hilbertin kuution osajoukko ]0,1[" ei ole avoin koska mi-

kaan sen projektioista ei ole koko |0, 1]. Itse asiassa harjoituksissa osoitetaan, etta joukko
0, 1]N —10, 1[N on tihed Lemman [10.11] nojalla. Toisaalta myds |0, 1[N on tihea.

PROPOSITIO 14.7. — Olkoon A # 0 ja olkoot X, topologisia avaruuksia kaikilla
a € A. Tulotopologia on joukon [[,ea Xo karkein topologia, jonka suhteen kaikki projek-
tiokuvaukset po: [laeca Xo = Xo ovat jatkuvia.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

ProrosITIO 14.8. Olkoon J # 0 indeksijoukko ja olkoot X, topologisia avaruuk-
sia kaikilla o € J. Olkoon X topologinen avaruus. Kuvaus f: X — [[oej Xa on jatkuva,
jos ja vain jos kuvaukset p, o f: X — X, ovat jatkuvia kaikilla o € J.

Todistus. Jos f on jatkuva, niin p, o f on jatkuvien kuvausten yhdistettynd kuvauksena
jatkuva jokaisella v € A.

Oletetaan sitten, ettd kuvaukset p, o f: X — X, ovat jatkuvia kaikilla o € J. Jos
A = Usy X [aes—{ao} Xa = Pag (Us,) jollain avoimella Uy, C Xq,, niin

F7HA) = 7 (Pag (Uao)) = (Pag © ) (Uao)

on avoin. Siis kaikkien esikannan alkioiden alkukuvat ovat avoimia, joten f on jatkuva
Proposition [13.19| nojalla. [
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Propositiot ja ovat perusteita sille, miksi tulotopologia méaritellaan juuri silla
tavalla kuin se méaritelldan. Osoitamme seuraavaksi, etta tuloavaruuden muodostamiseen
kaytettyjen topologisten avaruuksien hyvéit ominaisuudet periytyvat tuloavaruuteen.

LAuse 14.9. —  Olkoot X, topologisia avaruuksia, kun o € J. Tdlloin

(1) jos avaruudet X, ovat Hausdorffin avaruuksia, niin [Tae; Xo on Hausdorffin ava-
TUUS.

(2) jos avaruudet X, ovat separoituvia ja J on numeroituva, niin [Jae; Xo on separoi-
tuva.

(8) jos avaruudet X, ovat metristyvid ja J on numeroituva, niin [I,c;y Xo on metristyva.

Todistus. Vaite (1) jatetdén harjoitustehtéavaksi.

(2) Olkoon @, C X, numeroituva tihed osajoukko jokaisella a« € A. Olkoon ¢, € @, jokin
piste jokaisella o € J. Maaritellaan jokaiselle darelliselle osajoukolle I C J

Q]: HQa X E{CQ}.

acl

Joukko ()7 on numeroituva jokaisella téllaisella I, joten joukko

Q= U @&
IcJ
#I1<oco
on numeroituva koska numeroituvan joukon &darellisten osajoukkojen perhe on numeroi-
tuva.

Olkoon V' C [],es Xa joukon [],c; X, tulotopologian kannan alkio. Télloin on &érel-
linen Jy C J ja avoimet joukot U, C X, kaikille a € Jy, joille V' = [, Ua X I1;_ s, Xa-
Lemman nojalla U, N Q, # 0 kaikilla o € Jy, joten VNQ DV NQy # 0. Siis Q
on tihed Lemman nojalla.

(3) Voimme olettaa, ettd J = N—{0}. Harjoitustehtavén [2.4| nojalla voimme olettaa, etta
avaruuden X, metriikka on rajoitettu ja ettd diam X, < I kaikilla & € N—{0}. Lauseke

d(z,y) = sup do(z(a),y(e)) (14.1)

aeN—{0}

ei saa negatiivisia arvoja ja se on aarellinen, koska d,(z(a),y(a)) — 0, kun o — oc.
Harjoituksissa tarkastamme, ettd d on metriikka tuloavaruudessa [[52; X,.
Olkoon a € J]52; X, Talloin

Bla, ) = E{lg(a@,l),

n

mutta B(a(a), %) = X, kaikille & > n, joten

1 n—1 1 0o
B(a, ﬁ) = U B(a(a), ﬁ) X 1:[ Xo -
a=1 a=n
Siis pallot B(a, %) muodostavat tulotopologian ympéristokannan jokaisessa pisteessa a €
o2 1 Xa, joten metriikan d metrinen topologia on tulotopologia. O]
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ESIMERKKI 14.10. — Lauseen nojalla Hilbertin kuutio on separoituva ja met-
ristyvé. Erityisesti se on Hausdorffin avaruus ja Nj-avaruus.

PROPOSITIO 14.11. —  Olkoon A # 0 indeksijoukko ja olkoot X, topologisia ava-
ruuksia. Olkoon X = [Iaea Xao. Tuloavaruuden X jono (xy)ken suppenee pisteeseen x € X,
jos ja vain jos pa(xx) suppenee pisteeseen po(x) kaikilla o € A.

Todistus. Oletetaan, ettd zp — x, kun £k — oo. Olkoon oy € A ja olkoon U € 7(X,,)
pisteen p,, (x) ymparisté avaruudessa X,,. Joukko

U=Ux J] X.c7(X),
acA—{ap}

joten on N € N siten, etté z; € U, kun k > N. Erityisesti siis po,(z) € U, kun k > N.
Siis pa(zx) = pa(x) kaikilla o € A, kun k — oo.

Oletetaan sitten, ettd jokaisella @« € A on z, € X, siten, ettd p,(rr) — =4, kun
k — oo. Olkoon = € X siten, ettd p,(r) = z, jokaisella & € A. Olkoon U pisteen
x ymparisto avaruudessa X. Téalloin on avaruuden X tulotopologian kannan alkio V/,
jolle patee x € V C U. Maéaritelman nojalla on &érellinen J C A ja avoimet joukot

V; C X, siten, etta
V=(TIV;) x II Xa-

jeJ acA—J
Oletuksen mukaan jokaisella j € J on N(j) € N siten, etta p;(zx) € V;, kun k > N(j),
joten z, € V. C U, kun k > max;cy N(j). Siis zp — z, kun k — oo. ]

Oletetaan, etti X, = X jokaisella o € A. Tuloavaruuden X4 = [[,c4 X alkio on
kuvaus x: A — X. Proposition nojalla avaruuden X* jono (z;) suppenee tulotopo-
logiassa kohti alkiota x, jos ja vain jos

zi(a) = Eu(zg) — Eu(x) = z(a)

kaikilla a € A. Tulotopologia on siis pisteittdisen suppenemisen topologia.

LAUSE 14.12. — Olkoot X} kompakteja metristyvid avaruuksia kaikilla k € N.
Tdlloin tuloavaruus X = 1p—; X on kompakti metristyvd avaruus.

Todistus. Riittaéd tarkastella tapausta, ettd X on rajoitettu metrinen avaruus jokaisel-
la k € N ja diam X; — 0, kun k& — co. Lauseen [14.6(3) nojalla X on télloin metrinen
avaruus. Osoitetaan X jonokompaktiksi diagonaalitodistuksella, joka kayttda Propositio-

ta [14.8] Olkoon (xj)ren jono avaruudessa X. Jonolla (p;(zx))3, on suppeneva osajono
(p1(x1x))52, koska X; on kompakti. Tarkastellaan seuraavaksi jonon (z15)72, projektiota
avaruuteen X ja niin edelleen. Yksityiskohdat jatetdan harjoitustehtavéksi. O

ESIMERKKI 14.13. — (1) Hilbertin kuutio [0, 1]" on kompakti Lauseen nojalla.
(2) Tulojoukon [[,c4 Xo laatikkotopologia on topologia They, jonka kanta on

{ I1Va: U eT(Xa)}.

a€cA

Laatikkotopologia on aidosti hienompi kuin tulotopologia, jos indeksijoukko A on dareton.
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Olkoot X}, kompakteja metristyvia avaruuksia kaikilla £ € N. Tuloavaruus [];ecn Xk
on kompakti metristyva avaruus Proposition nojalla, ja metristyvand avaruutena
siis Hausdorffin avaruus. Topologinen avaruus (ITpey Xk, Thox) on Hausdorffin avaruus,
koska laatikkotopologia on hienompi kuin tulotopologia. Harjoitustehtavan nojalla
(ITeen Xk, Thox) €1 ole kompakti. Laatikkotopologiassa on siis tdmén havainnon mukaan
turhan paljon avoimia joukkoja.

ESIMERKKI 14.14. — Olkoon
X ={rec{0,1}*:{a € R: 2, =1} on numeroituva} C {0,1}*

varustettuna tulotopologian indusoimalla topologialla. Hausdorffin avaruuksien tulotopo-
logia on Lauseen nojalla Hausdorffin avaruus. Harjoitustehtéavan nojalla X on
Hausdorffin avaruus.

Joukko

Ua = {z € {0,1}% : 2(a) = 0} = p; ' ({0})
on tulotopologian esikannan alkiona avoin jokaisella o € R. Siis joukot
Uy={zeX: 2(a)=0} =XNU,

ovat avoimia kaikilla o € R. Kokoelma (U, )aecr on avaruuden X peite, koska jokaisella
x € X on «a € R siten, ettd x(a) = 0. Talla peitteelld ei ole darellista osapeitettd, koska
jokaisella aarellisella osajoukolla A C R on z € X jolla z(a) = 1 kaikilla o € A, siis
T & Ugea Un- Tamé havainto osoittaa, ettd X ei ole kompakti.

Osoitamme, ettd X on jonokompakti. Olkoon (xj)keny jono avaruuden X alkioita.
Joukko

S={a€eR:z,(a)=1jollain k € N} = | J ;' (1)
keN

on numeroituvien joukkojen numeroituvana yhdisteena numeroituva. Avaruus [],cs{0, 1}
on Lauseen nojalla metristyvé ja kompakti, joten se on myos jonokompakti. Olkoon
(g, |s)nen jonon (x|s)ken suppeneva osajono. Huomaa, ettd zy, |[g_s = 0 kaikilla n € N,
joten Proposition nojalla jono (z, )neny on alkuperdisen jonon (zy)reny Suppeneva
osajono. Siis X on jonokompakti.

14.2 Kuvausperheen lihtotopologia

Tulotopologia on térkein esimerkki yleisemmaésta tavasta muodostaa topologia joukkoon
X # () kuvausperheen avulla.

MAARITELMA 14.15. — Olkoon X # (). Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot
(Y,, 7o) topologisia avaruuksia. Olkoot f,: X — Y, kuvauksia. Kokoelman {f;'(U) :
U € 1,,a € A} virittdmé topologia 7' joukossa X on kuvausperheen (fa)aca indusoima
topologia eli ldhtdtopologia.

LEMMA 14.16. —  Kuvaukset fo: (X, 7') — Y, ovat jatkuvia kaikilla o € A.
ProrosiTio 14.17. —  Kuvausperheen f,: X — (Yo, Ta) indusoima topologia on
joukon X karkein topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f. ovat jatkuvia.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]
ProprosiTiO 14.18. —  Tulotopologia on projektioiden perheen lihtotopologia. [
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14.3 Tihonovin lause

Téssa luvussa yleistimme Lauseen [14.9] yleisen tulon tapaukseen. Talléin tuloavaruus ei
yleensé ole metristyva avaruus, joten numeroituvan tulon tapauksen todistuksen idea ei
ole kaytettavissa. Todistus vaatii valinta-aksiooman kayttoa jossain muodossa, kaytdamme
sen kanssa yhtépitavad muotoilua, jota kutsutaan usein Zornin lemmaksi.

MAARITELMA 14.19. — Olkoon J # (). Relaatio =< on jarjestys joukossa J, jos
(1) a = a kaikilla a € J,
(2) josa=<bjab=a,nina=">ja
(3) jos a Xbjab<c, niin a < ¢ kaikilla a,b,c € J.

Pari (J, <) on (osittain) jarjestetty joukko.

Jéarjestys =X on tdydellinen, jos kaikille a,b € J patee a < b tai b =< a. Jos joukon J
jarjestys on tdydellinen, niin (J, <) on ketju.

Alkio Y € J on osajoukon B C J yldraja, jos b <Y kaikilla b € B.

Jarjestetty joukko, jonka jokaisella ketjulla on yléraja on induktiivisests jarjestetty joukko.
Jéarjestetyn joukon J alkio M € J on maksimaalinen, jos M =< b vain, jos b = M.

LAUSE 14.20 (ZORNIN LEMMA). — Induktiivisesti jarjestetyssa joukossa on mak-
simaalinen alkio.

Todistus. Katso [Cie, Thm. 4.3.4]. O
LAUSE 14.21 (TIHONOVIN LAUSE). — Kompaktien avaruuksien tuloavaruus on
kompakti.

Tihonovin lauseen todistamista varten on kédtevia todistaa joitakin aputuloksia.

MAARITELMA 14.22. —  Topologisen avaruuden X avoin peite on hankala[l|jos silla
ei ole aarellisté osapeitetta.

LEMMA 14.23. —  Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon </ sen esikanta. Jos
avaruudella X on hankala peite, niin silla on hankala peite, jonka joukot ovat esikannan
alkioita.

Todistus. Olkoon 7 avaruuden X hankalien peitteiden kokoelma. Inkluusio C on jar-
jestysrelaatio joukossa 7. Olkoon (% )aca ketju jarjestetyssé joukossa (2, C). Peite
U = Upea %, on hankala: Jos silld olisi aérellinen osapeite Uy, Us, . .., Uy, niin jokaiselle
1 <j < Nolisi aj € A, jolle Uj € %,,;. Koska (Za)aca on ketju, pétee siis U; € %,
jollain 1 < jo < N. Mutta talloin peitteella 02/%.0 olisi darellinen osapeite vastoin oletusta.
Siis % on ketjun (%,)aca yliraja.

Zornin lemman nojalla jérjestetyssd joukossa " on maksimaalinen alkio U . Osoite-
taan, ettd % N o/ on hankala peite.

Olkoon z € X. Koska % on peite, on U € ?7, jollex € U € U, Koska & on esikanta,
on Vi,Vo,...,.V, € joillex e V=ViNnVon---NV, CU. Talléin V € %, silla muuten

I'Tamé on kitevi médritelms tissd tilanteessa mutta ei liene yleisesti kiytossé.
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peitteclld % U {V'} on darellinen osapeite. Tdmé on mahdotonta koska V C U ja % on
hankala. Osoitetaan seuraavaksi, ettd V; € YU jollain 1 <7 < n.

Tata varten teemme pienen havainnon maksimaalisesta hankalasta peitteesta U . Jos
W ja W' ovat avoimia joukkoja ja W, W' & 02//\, peitteilla U U{W}ja U U{W’} on &érelliset
osapeitteet {W, Uy, ..., Un}t ja {W', Uy, ..., Uy, }. Talloin {WNW", Uy, ..., U,, Uy, ..., Uy}
on peitteen % U {W N W'} &érellinen osapelte joten WNW' ¢ % .

Kun sovellamme edella tehtya havaintoa joukkoihin V=V, NVyN---NV, € ?7, patee

joko V,, € U tai Vin Von---nV,q € €U ja toistamalla tamé paattely korkeintaan n — 1
kertaa saadaan V; € U Jollam 1 <i <n.Koskaz €V CVj, on siis osoitettu, ettd UNA
on peite. Koska % on hankala ja UNd C 02/ myo0s peite % N o on hankala. m

Tihonovin lauseen todistus. Olkoot (X,,T,) kompakteja topologisia avaruuksia kaikilla
a € A. Jos tuloavaruus X = [],c4 X, el ole kompakti, niin silla on hankala peite %,
jonka joukot ovat esikannan

o = {pal(U) : U € 7(Xap), ag € A}

alkioita.
Olkoon a € A. Kokoelma

Uy =V €1y (V) EUY.

ei ole avaruuden X, peite. Nimittain, jos se olisi peite, niin silla olisi darellinen osapeite
{Vi,Va, ..., Vx} ja téllsin kokoelma {p,'(V1),p,'(Va),...,p5 (Vy)} olisi hankalan peit-
teen 7% &aéarellinen osapeite, mikd on mahdotonta.

Jokaisella @ € A on siis z, € X, — U U. Olkoon z € X se alkio, jolle pétee
UEUa
z(a) = z, kaikilla o € A. Koska % on peite, on U € %, jolle x = (24)aca € U. Téll6in

U = p,(Uy) jollain Uy € Uy, joten xq, € Uy € Ue,, mika on ristiriita. O

ESIMERKKI 14.24. — Tihonovin lauseen nojalla avaruus [0, 1] 01 o kompakti ja
Lauseen M(l) nojalla se on Hausdorffin avaruus. Osoitamme, etté [0, 1][0’1} ei ole jono-
kompakti: Jokainen x € [0, 1] voidaan esittdé sarjan

i a(x
k=1

summana, missd ay(z) € {0, 1} Summaesityksessi esiintyvét kertoimet ovat nyt funk-
tioita ay: [0,1] — [0,1], siis ne ovat avaruuden [0, 1] alkioita. Jos jonolla (k) ken—{0}
olisi suppeneva osajono (ay; )jen—{o}, niin jono (ax,(z))jen—{o; suppenisi jokaiselle z. Ol-
koon fB,; = 1 kaikilla j € N — {0} ja olkoon f; = 0 kaikilla muilla k. Téll6in

ei suppene. Siis jonolla (o)ken—{o} €l ole suppenevaa osajonoa.

2Niilld numeroituvan monella positiivisella luvulla, joilla on 2-kantainen esitys, jonka kertoimet ovat
jostain indeksistd alkaen nollia, on myds esitys, jonka kertoimet ovat jo edellisestd indeksista alkaen yk-
kosia. Esimerkiksi % =) ko 2% Valitaan téllaisille luvuille toinen esityksistd. Muille luvuille 2-kantainen
esitys on yksikéasitteinen.
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Harjoitustehtavia

14.1. Osoita, etta suljettujen joukkojen tulo on suljettu tulovaruudessa: Olkoon A #
() indeksijoukko ja olkoot X, topologisia avaruuksia kaikilla o« € A. Olkoon F, C X,
suljettu jokaisella o € A. Osoita, ettd [[,ca Fo on suljettu tuloavaruudessa [],c4 Xa-

14.2. Osoita, etté joukko [0,1]" —]0,1[" on tihed Hilbertin kuutiossa.

14.3. Olkoot X, Hausdorffin avaruuksia, kun a € J. Osoita, etta [[,c; X, on Haus-
dorflin avaruus.

14.4. Osoita, ettéd lauseke (14.1]) méarda metriikan numeroituvassa tuloavaruudessa.

14.5. Olkoot X} kompakteja metrisia avaruuksia kaikilla £ € N. Osoita, etté [[7>; X% on
kompakti metrinen avaruus.

14.6. Olkoon diag: R — RY diagonaalikuvaus diag(z)(n) = x kaikilla z € R ja kaikilla
n € NF| Osoita, ettd diag: (R, 7e) — (R, &)™, Thox) €i ole jatkuva.

14.7. Osoita, ettd joukon {0, 1} tulotopologia on sama kuin Harjoitustehtivissi
maéaaritellyn metriikan metrinen topologiaﬁ

14.8. Olkoon e;: N — [0,1], ex(n) = Opn. Osoita, ettd Hilbertin kuution [0,1]Y jono
(ex)ren suppenee.

14.9. Olkoon e;: N — {0,1}, ex(n) = Opy. Osoita, ettd tuloavaruuden {0,1} jono
(ex)ken suppenee.

14.10. Todista Propositio [14.13]

3Siis diag(z) = (v, z,...) € RV
4 Avoimet pallot muodostavat metrisen topologian kannan. Millaisia joukkoja avoimet pallot ovat tissi
avaruudessa?
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