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Johdanto

Tama teksti on syksyn 2023 kurssien JOHDATUS MONISTOIHIN ja DIFFERENTIAALIGEO-
METRIAA MONISTOILLA kurssimateriaali. Naméa kurssit muodostavat yhdessa johdannon
differentiaaligeometrian perusasioihin.

Kurssin esitietoina oletetaan hyvét tiedot differentiaalilaskennasta (Vektorianalyysi
2) ja topologian perusasioiden hallinta esimerkiksi lahteiden [Par2|] tai [Vai, Luvut [-V]
pohjalta. Kurssit on mahdollista suorittaa vaikka topologian kurssi suoritettaisiin sa-
maan aikaan kuin DIFFERENTIAALIGEOMETRIAA MONISTOILLA. Télloin uusien késit-
teiden omaksuminen on joiltain osin vaativampaa mutta edelld mainitut lahteet auttavat
tassa tehtavassa. Monet kasitteet esiintyvat jo metristen avaruuksien kurssilla rajoitetum-
massa kontekstissa ja tulevat sitd kautta tutuiksi.

Kirja [Lee2| on kurssilla suositeltavaa lukemista ja kurssi pohjautuukin suurelta osin
tahan kirjaan.
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Merkintoja ja sopimuksia

Tasséa esitelladn merkintoja joillekin késitteille, jotka saattavat olla tuttuja aiemmilta
kursseilta. Jotkut merkinnéistéﬂ) tai ValinnoistaE] poikkeavat eri kursseilla.

N =1{0,1,2,...} luonnolliset luvut.
#(A) e Nu {oo} joukon A alkioiden lukumaara.
A—B={aec A:aé¢ B} joukkojen A ja B erotus.

A U B on joukkojen A ja B erillinen yhdiste. Merkinta tarkoittaa joukkoa A u B li-
sitiedolla, ettd A n B = (.

Joukkojen X, erillinen yhdiste on

HXaz{(x,a):xeXa aeA}.

acA

fla kuvauksen f: X — Y rajoittuma osajoukkoon A < X, f|a(a) = f(a) kaikilla
acA.

Upea Ua = {u:3a e A, jolle ue U,}.
(Noes Ua = {u: ue U, kaikilla a € A}.
A & B joukko A on joukon B aito osajoukko: A < B ja A # B.

{1 josm=mn
Omn = .

0 muuten

YA on matriisin A transpoosi.
(z|y) = X0, =y kaikille z,y € R™.
E™ on n-ulotteinen euklidinen avaruus, katso Luku

S* = {z e E"* . |z| = 1}.

I Esimerkiksi joukkojen erotukselle kiytettivit merkinnit vaihtelevat.
20nko 0 luonnollinen luku?
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viii Sisallys

e B"a,r)={xek":|x—al <7}
e 0;f(p) =0|,f = % (p) on kuvauksen f: E" — E! osittaisderivaatta pisteessi p € E™.

« Df(p) = (0:fj(p)) on kuvauksen f: E" — E™ differentiaali pisteessi p € E".

Uusien kasitteiden mdaritelmdt on laatikoitu nain. Niita ei ole numeroitu.

Tallaisessa laatikossa on jokin huomautus tai sopimus, joka on tarkea huomata.
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Johdatus monistoihin
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Luku 1

Sileat monistot

Ensimmaisessa luvussa maarittelemme siledt monistot ja tutustumme muutamaan keskei-
seen esimerkkiin. Luvussa annettava silein moniston maaritelma pohjautuu topologi-
sen moniston maaritelméién, joten alaluku [1.2] késittelee tété, siledd monistoa yleisempad
kasitetta. Alaluku[l.3]ja osa alaluvusta|l.5|edellyttavat edistyneempéé topologian kurssin
sisallon hallintaa mutta suurimman osan luvusta [I] voi opiskella sujuvasti ennen topolo-
gian opiskelua.

1.1 Euklidinen avaruus

Vektoriavaruuden R" standardikantavektorit ovat
er = (1,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)

ja yleinen vektori esitetdan komponenttiensa avulla muodoissa
r=(21,T9,...,0,) = Zxkek.
Vektoriavaruuden R" euklidinen sisatulo

(x|y) = ny

maaraa euklidisen normin .
| = +/(z]z) = Z z}
ja euklidisen etdisyyden d(x,y) = |z — y|. Kolmlkk;
E" = (R™ (-[),] 1)

on n-ulotteinen euklidinen avaruus

!Sovimme, ettd E° = {0}.
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Sileat monistot

1.2 Topologiset monistot

Topologiset monistot ovat topologisia avaruuksiaE] joilla on lokaalisti samoja ominaisuuk-
sia kuin euklidisella avaruudella.

Olkoon X topologinen avaruus. Jos jokaisella x € X on ymparisto, joka on homeomorfinen
euklidisen avaruuden kanssa, niin X on lokaalisti euklidinen avaruus. Olkoon n € N. Jos
jokaisella z € X on ymparistod, joka on homeomorfinen euklidisen avaruuden E™ jonkin
avoimen joukon kanssa, niin X on n-ulotteinen lokaalisti euklidinen avaruus.

Jos U < R" ja V < R™ ovat epityhjia avoimia joukkoja ja m # n, niin ei ole ho-
meomorfismia h: U — V. Tésté seuraa, etté lokaalisti euklidisen avaruuden n-ulotteisuus
on hyvin mééiritelty. Tama tulos todistetaan esimerkiksi lahteissa [Leell, 13.22], [Lee2l
Thm. 17.26] algebrallisen topologian menetelmilld. Emme tarkastele tété tulosta lahem-
min talld kurssilla, silla differentioituville monistoille tulos on huomattavasti helpompi
kuten Luvussa [L.4] huomaamme.

Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos kaikille z,y € X, x # y on avoimet
ymparistot U 3 x ja V 3y siten, etta U n'V = .

Topologinen avaruus X on Ng—avaruusEI jos sen topologialla on numeroituva kanta.lﬂ

*Englanniksi yleenséd second countable.
*Topologian 7 osajoukko B on topologian T kanta, jos jokaiselle U € 7 — {(J} on B; € 3 siten, etti
U = |, Bi jollekin indeksijoukolle I.

Esimerkki 1.1. Metrisena avaruutena E” on Hausdorffin avaruus. Miké tahansa eukli-
disen avaruuden avoin joukko voidaan esittda numeroituvana yhdisteena palloista, joiden
keskipiste ja sdde ovat rationaalilukuja. Nama pallot muodostavat avaruuden E™ topolo-
gian numeroituvan kannan, joten E™ on Ns-avaruus.

Olkoon n € N. Jos M = (M, 1) on n-ulotteinen lokaalisti euklidinen Hausdorffin N,-
avaruus, niin se on n-ulotteinen topologinen monisto eli topologinen n-monisto.

Esimerkki 1.2. (1) Euklidinen avaruus E" on topologinen n-monisto.

(2) Olkoon U < E™ avoin joukko ja olkoon f: U — E™ jatkuva kuvaus. Kuvauksen
f kuvaaja
G(f)={(z,f(x) :2e U} cE" x E™

on n-ulotteinen topologinen monisto, kun se varustetaan relatiivitopologialla eli aliava-
ruustopologialla. Talloin ¢(f) on Hausdorffin avaruus ja Ny, koska ndmé ominaisuudet
periytyvéit euklidisesta avaruudesta E™*™,

Kuvaus F': U — 94(f), F(z) = (z, f(z)) on jatkuva ja projektiokuvaus (z, f(x)) — x
on sen jatkuva kéénteiskuvaus. Koko kuvaaja ¢4(f) on siis homeomorfinen avaruuden
E™ avoimen joukon kanssa, joten ¢(f) on topologinen monisto.

2 Topologinen avaruus X = (X,7) on pari, jossa X # ¢J on joukko ja 7 on kokoelma joukon X osa-
joukkoja, jolla on samat ominaisuudet yhdisteiden ja leikkausten suhteen kuin euklidisen avaruuden
avoimilla joukoilla: (1) @ € 7 ja X € 7, (2) jos U, Us,...,Uy € 7, niin ﬂ]k\;l Ui eTja(3)jos A+ ja
U, € 7 kaikilla a € A, niin |, Us € 7. Kokoelma 7 on topologia ja sen alkiot ovat avoimia joukkoja.
Topologisten avaruuksien teoriaa voi kerrata tai opiskella esimerkiksi ldhteiden [Mun], [Par2] ja [Vai]
avulla.
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1.3. Topologisten monistojen ominaisuuksia

Propositio 1.3. Olkoot My, M, ..., M, topologisia monistoja. Tdalloin My x My x---x M,
on topologinen mom’sto.ﬂ

Todistus. Harjoitustehtéava [1.3| O

Olkoon M on topologinen monisto ja olkoon p € M. Olkoon U pisteen p avoin ympéristo
ja olkoon ¢: U — ¢(U) < E™ on homeomorfismi. Pari (U, ¢) on kartta eli lokaali koor-
dinaatti ja kuvaus ¢ on karttakuvaus tai koordinaattikuvaus. Avoin joukko U on pisteen
x koordinaattiympdristo.

Kartta (U, ¢) sisdltad pisteen p € M, jos p € U. Kartta (U, ¢) on p-keskinen, jos ¢(p) = 0.

Esimerkki 1.4. Yksikkopallon pinta
S*=8"0,1) ={zeE": |z| =1}

on topologinen avaruus varustettuna relatiivitopologialla avaruuden E"*! topologiasta.
Siis S" on Hausdorffin avaruus ja koska E™ on Ns-avaruus, myos S™ on Ns-avaruus.
Olkoon 1 < k < n+1. Koordinaattiprojektio suuntaan ey, joka on kuvaus pr,: E**1 —

E™,
pry,(z) = Z Zi€i,
i#k
méaarda homeomorfismit joukoilta
Uf ={reS": +x;, > 0} (1.1)

yksikkopallolle B™(0,1). Jos x = Z?:ll x;e; € S, niin z; # 0 jollain 1 < j < n+ 1. Télléin
x € UZ. Siis S* on lokaalisti n-ulotteinen euklidinen avaruus, joten se on topologinen
n-monisto.

Olkoon z € S". Ortogonaaliprojektio pr,: E"* — 2t pr (y) = y — (y | ) z, méirda
homeomorfismin pallon kuoren S avoimilta puolikkailta

U ={yeS":(z|y) >0} ja U, ={yeS":(z|y) <0}

joukolle B™+1 me. Lineaarialgebrasta muistamme, etta on ortogonaalinen lineaarikuvaus
L,, jolle pitee L,(z) = en1 ja L(zt) = E* x {0} = {x € E""! : z,; = 0}. Kuvaus
pr, 1 9L o pr,|u,: Uz — B"(0,1) on homeomorfismi. Pari (U}, pr, |;+) on x-keskinen
kartta.

1.3 Topologisten monistojen ominaisuuksia

Topologisella monistolla on kédyttokelpoisia topologisia ominaisuuksia. Téassé luvussa ka-
siteltdvit ominaisuudet tulevat péadosin kiayttoon vasta osassa [[Il Ne esitelldén tekstin
tassa osassa, koska ne patevat vaikka monistolla ei olisi luvussa méariteltavaa diffe-
rentioituvaa rakennetta.

3Tuloavaruudessa kaytetiaan tulotopologiaa.
4Jos x = ey, jollain 1 < k < n+1, niin pre, on koordinaattiprojektio pry, ja Uei; = Uki kuten yhtalossa

(1.1) maéariteltiin.

30. marraskuuta 2023



Sileat monistot

Topologinen avaruus on lokaalisti kompakti, jos sen jokaisella pisteella on ymparisto, jonka
sulkeuma on kompakti.

Propositio 1.5. Topologinen monisto on lokaalisti kompakti.

Todistus. Olkoon M topologinen monisto ja olkoon p € M. Téll6in on avoin ymparis-
to p € U < M ja homeomorfismi ¢: U — ¢(U) < E" missid ¢(U) on avoin. Jollain
r > 0 pitee B(¢(p),r) = ¢(U). Koska ¢ on homeomorfismi, ¢~1(B(¢(p),7)) on pisteen
p ympirists ja ¢~1(B(¢(p),r)) = ¢~ (B(¢(p), 7)) on kompakti O

Topologinen avaruus on Lindeldfin avaruus, jos sen jokaisella peitteelld on numeroituva
osapeite.

Propositio 1.6. Topologinen monisto on Lindelofin avaruus.

Todistus. Katso [Vai, Lause 9.15]. O
Topologinen avaruus on o-kompakti, jos se on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste.

Propositio 1.7. Topologinen monisto on o-kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéava [I.4] O

Olkoon X topologinen avaruus. Kokoelma &/ < (X)) on lokaalisti ddarellinen, jos jokai-
sella z € X on ymparistd U siten, ettd joukko {A € o/ : AnU # &} on aarellinen.

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoot % ja ¥ avaruuden X peitteitd. Peite 7" on
peitteen % hienonnus, jos jokaisella U € 2 on V € ¥ siten, ettd V < U.

Topologinen avaruus on parakompakti, jos sen jokaisella peitteelld on lokaalisti darel-
linen hienonnus.

Lause 1.8. Topologinen monisto on parakompakti.
Todistus. [Lee2, Thm. 1.15]. O

Lause seuraa teknisemmasta tuloksesta, jota tarvitaan silein ykkosen osituksen
konstruktiossa Luvussa [10.41

Lause 1.9. Olkoon M topologinen monisto ja olkoon 9B sen topologian kanta. Olkoon

(Ua)aca moniston M avoin peite. Tdlldin on moniston M lokaalisti ddrellinen avoin
peite (B;)ier, jolle B; € B kaikilla i € I.

Todistus. [Lee2, Thm. 1.15]. O
Lause 1.10. Topologinen monisto on metristyvd.

Todistus. Smirnovin metristyvyyslauseen’|nojalla jokainen lokaalisti metristyvi parakom-
pakti Hausdorffin avaruus on metristyva. Topologinen monisto on lokaalisti metristyva,
koska se on lokaalisti homeomorfinen euklidisen avaruuden kanssa ja euklidisen avaruuden
topologia on metrinen topologia. Méaaritelméan mukaan topologinen monisto on Hausdorf-
fina avaruus ja Lauseen nojalla se on parakompakti, joten vaite seuraa. O]

5[Mun, Thm. 42.1]
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1.4. Sileat monistot

1.4 Sileat monistot

Topologisen moniston rakenne ei ole riittava siihen, ettéd kehittaisimme differentiaalilas-
kentaa monistoilla. Tassé luvussa maarittelemme tarvittavan lisdrakenteen.

Olkoon U < E™ avoin joukko. Kuvaus F': U — R™ on siled eli C*-kuvaus, jos se on
aarettoman monta kertaa jatkuvasti differentioituva.

Olkoon M topologinen monisto. Moniston M avoimilla joukoilla U ja V maaritellyt kartat
(U, ) ja (V,4) ovat (C*-)yhteensopivia, jos kartanvaihto(kuvaus) eli siirtymdkuvaus

Yo (dluav) i dUnV) = y(UnV)

on C®-diffeomorfismil4

“Ehto on tyhjé, jos U n V on tyhja.

Kuva 1.1 — Kartat (U, ¢) ja (V,4) ja niiden siirtyméfunktio.

Lemma 1.11. Olkoot (U, ¢1), (Us, ¢2), (Us, ¢3) karttoja topologisella monistolla M si-
ten, ettd (Uy, ¢1) ja (Us, o) ovat yhteensopivia ja (Us, ¢o) ja (Us, ¢3) ovat yhteensopivia.
Télloin ¢y o (d3|vynvants) L on siled.

Todistus. Harjoitustehtéva [1.5] O
Olkoon % = {(Ua,¢s) : « € A} kokoelma topologisen moniston M pareittain C*-

yhteensopivia karttoja siten, ettd {U, : o € A} on moniston M peite. Talloin % on
moniston M C%-kartasto eli siled kartastol’]

Kartastosta voi myos kdyttad nimitysta atlas.
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Sileat monistot

Vastaavaan tapaan voi mééritelld C*-monistot milld tahansa k € N, analyyttiset mo-
nistot ja esimerkiksi kompleksianalyyttiset monistot. Yksinkertaistamisen vuoksi tarkas-
telemme talla kurssilla ainoastaan sileitd monistoja.

Esimerkki 1.12. (1) Kokoelma {(U,id|y) : U < E" avoin, U # &} on euklidisen
avaruuden E™ kanoninen kartasto. Kanonisen kartaston siirtyméfunktiot ovat identtisid
kuvauksia, joten kanoninen kartasto on C*-kartasto.

(2) Koordinaattiprojektioiden rajoittumat muodostavat C*-kartaston yksikkopallon kuo-
rella S". Yksikkéympyrin S' tapauksessa ndma kartat ovat (Ui, pr;) ja (Us, pry) kuten
Esimerkissa Esimerkiksi joukossa pry(U; n Uy ) = {s€ E' : 0 < s < 1} pétee

pry opry () = pry(s, VI —52) = VI — 52

ja muissa tapauksissa vastaavasti, joten kartanvaihdot ovat sileita.
(3) Kuvaus Sp: S" — {e,,1} — E"™!

T —e,
So(z) = L tntl

- + €n+1
11— Tn+1

liittad pisteeseen x pisteiden e, ja x vilisen suoran ja hypertason E" x E! leikkauspisteen.
Kuvaus . = pr,,,; 05p: S" — {e3} — E",

S(z) = (T1,.. ., x)

I Tnt1

on stereograafinen projektio pohjoisnavalta. Stereograafisen projektion kaanteiskuvauksen

lauseke on

2y, |y|* — 1)

—1py
S y) = T+ [y (1.2)

Vastaavasti muodostetaan stereograafinen projektio eteldnavalta S=:S"— {—ent1} —
E" lausekkeella
~ T1y.. ., Ty
7 (z) (@1, 20) .

I+ Tnt1

Stereograafisten projektioiden .# ja 7z koordinaattiympéaristot muodostavat topologisen
moniston S” peitteen. Niiden leikkausjoukko on S” — {+e, 1} ja lausekkeen (1.2 nojalla
pétee joukossa E™ — {0}

~ y ~

yoyfl(y)zwzyoyfl(y)’

joten kartanvaihto on peilaus pallopinnassa S*~! < E". Stereograafiset projektiot pohjois-
ja etelanavoilta muodostavat siis siledn kartaston.

(4) Esimerkki (2) voidaan yleistad implisiittifunktiolauseen avulla: Olkoon U < E™ avoin
ja olkoon F': U — E! siled. Luku ¢ € F(U) on sddnndllinen arvo, jos VF(p) # 0 kaikille
p € F7Y(c). Implisiittifunktiolauseen mukaan tasa-arvojoukko F~*(c) on lokaalisti silein
funktion graafi ja kartanvaihtokuvaukset ovat sileita.

6Katso Vektorianalyysi 2 tai esimerkiksi [Lee2l Thm. C.40].
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€3

Kuva 1.2 — Stereograafinen projektio.

Esimerkiksi V': R? — R,

Vix) = :B%(xl — 1)2 + :U%,

_ _1 _
on kahden muuttujan polynomifunktiona siled ja VF(x) = ( 4z (21 2;)@1 1)) =0
—2x9
ainoastaan, jos xs = 0 ja x; € {0, %, 1}. Siis Kuvassa havainnollistetut funktion V'
tasa-arvokéyrit ovat sileitd kaikkialla paitsi pisteessé (3,0), silla F~1(0) = {(0,0), (1,0)}
on siled 0-monisto vaikka 0 ei olekaan funktion V' sddnndllinen arvo.

0.6F — —
04/

02+ -

Kuva 1.3 — Esimerkin [1.12(4) funktion V' tasa-arvokéyria

Jos % on siled kartasto ja millekdén siledlle kartastolle ¥ ei pade % < ¥/, niin % on
maksimaalinen siled kartasto eli differentioituva rakenne eli siled rakenne monistolla M.

Jos % on differentioituva rakenne topologisella monistolla M, niin (M, %) on siled mo-
nisto eli differentioituva monisto.

Jos (M, ) on siled monisto ja (U, ¢) € %, niin (U, ¢) € % on siled kartta.
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Propositio 1.13. Jokainen moniston M siled kartasto sisdiltyy yksikasitteiseen maksi-
maaliseen sileadan kartastoon.

Todistus. Olkoon % moniston M siled kartasto. Olkoon % kaikkien karttojen kokoelma,
jotka ovat yhteensopivia kartaston % kanssa. Kartastoon % kuuluvat kartat peittavét
moniston M ja ne sisdltyvit kartastoon ?//\, joten kartastoon % kuuluvat kartat peittavit
moniston M. Olkoot (Ui, ¢1), (Us, ¢2) € U. Oletetaan, ettéd p € UynUs. Olkoon (V) € %
kartta, joka sisaltad pisteen p. Lemman nojalla @1 o (2|, nvs~v) " on siled. Témé
pitee kaikilla p € Uy n Us, joten ¢1 o (¢a|y,~r,) ' on siled. Siis kokoelma U on siled
kartasto. Maaritelmansa nojalla kartasto % on maksimaalinen siled kartasto.

Jos ¥ on kartasto, joka sisaltdd kartaston %/, niin sen kartat ovat kartaston % kart-
tojen kanssa yhteensopivia. Siis ne kuuluvat kartastoon JZ//\, joten ¥ < U . Siis % on
yksikéasitteinen. O]

Olkoon % siled kartasto topologisella monistolla M. Siled rakenne, johon % sisaltyy
on kartaston % madraamd maksimaalinen siled kartasto/differentioituva rakenne/siled
rakenne.

Propositio 1.14. Jos kartta (V,1) on yhteensopiva topologisen moniston M silein kar-
taston % kanssa, niin se on siled kartaston % mddarddimdssd siledissd rakenteessa.

Todistus. Harjoitustehtava [1.6] [

Esimerkki 1.15. (1) Esimerkin kartastot maarddvat differentioituvat rakenteet,
joilla varustettuna tarkastellut topologiset monistot ovat sileitd monistoja.

Kaytamme sileilld monistoilla E™ ja S™ tasséd Esimerkin [I.12] esiteltyjen kartastojen méé-

raamis sileita rakenteita.

(2) Jos My, My, ..., M, ovat sileitd monistoja, niiden tulomonistolla M = M; x --- x M,
on sile&in moniston rakenne: Jos (Uj, ¢;) on siled kartta monistolla M;, 1 < j < n, niin
(Up %+ xU,, ¢1 X+ Xp,) on siled kartta tulomonistolla M. Joukot Uy x - - - x U,, peittavét
moniston M ja on helppo tarkastaa, ettd nédin saatu kartasto on silea kartasto. Jos muuta
el mainita, kdaytdmme sileiden monistojen tulomonistolla taman kartaston maaradmaa
sileda rakennetta.

(3) Olkoon M siled monisto ja olkoon V' < M avoin epityhji osajoukko. Jos % on
moniston M siled kartasto, niin {(U n V,¢|u~v) : (U,0) € % ,U NV # &} on siled
kartasto, joka tekee avoimesta joukosta U silein moniston. Talloin U on siledn moniston
M avoin alimonisto.

Esimerkki 1.16. Kuvaus ¢: E! — E! ¢(¢) = 3, on homeomorfismi, joten (E!, ¢) on
kartta ja se muodostaa kartaston. Proposition nojalla (E!, ¢) sisiltyy maksimaali-
seen kartastoon 7. Tama kartasto ei ole sama kuin kanonisen kartaston maksimaalinen
kartasto, silld kartanvaihtokuvaus id o1, s — /s, ei ole siled.
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1.5 Monistot ja tekijakuvaukset

Tassa luvussa tarkastelemme joitakin keskeisid esimerkkejé sileistd monistoista, jotka
muodostetaan ekvivalessiluokista tekijékonstruktiolla.

Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukolla X. Ekviva-
lenssirelaation ~ ekvivalenssiluokat

[2] ={ye X:y~a}
muodostavat tekijdajoukon
X/~ ={[z] 12 X}
ja kuvaus 7o X — X/~
p~(z) = [z],
on tekijikuvaus eli luonnollinen tai kanoninen projektio.

Kokoelma
o= {Uc X/~ : 7\U)er}

joukon X/~ tekijatopologia.

Propositio 1.17. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukolla
X. Tekijikuvaus 7.: X — X/~ on jatkuva surjektio.

Todistus. [Par2, Prop. 12.12], [Munl §22]. O

Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X — Y on avoin kuvaus, jos f(U) on
avoin kaikille avoimille joukoille U < X.

Ekvivalenssirelaatio on avoin, jos sen tekijakuvaus on avoin kuvaus.

Seuraava tulos on usein hyoddyllinen monistojen muodostamisessa:

Propositio 1.18. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon B avaruuden X topologian
kanta. Olkoon ~ joukon X ekvivalenssirelaatio, jonka tekijikuvaus m: X — X/~ on avoin
kuvaus. Talloin {w(E) : E € B} on avaruuden X/~ topologian kanta.

Todistus. Harjoitustehtava [1.8] O

Seuraus 1.19. Olkoon ~ avoin ekvivalenssirelaatio Ny-avaruudessa X . Tdlloin X/~ on
Ny-avaruus. O

Harjoitustehtévassa tarkastelemme esimerkkié, jossa ekvivalenssirelaation tekijé-
kuvaus ei ole avoin eikéa suljettu.
Sen tarkastaminen, etta tekijaavaruus on Hausdorffin avaruus, on usein haastavampaa.

Esimerkki 1.20 (Torus). Mééritelldén ekvivalenssirelaatio avaruudessa E" valitsemalla
ekvivalenssiluokiksi joukot x + Z" kaikille z € E™. Nain muodostettu tekijaavaruus

T = E"/Z"
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on n-ulotteinen torus.

Kuva 1.4 — Pisteiden (3, 3) +Z? ja (5, 3) + Z palloympéristot 2-toruksella T2 = E2/Z2.
Torus voidaan myos muodostaa samastamalla suljetun yksikkonelion vastakkaiset sivut
kuten nuolet osoittavat.

Kuva 1.5 — 2-torus.

Jos a+ Z" b+ Z" € T™ ovat kaksi eri pistetta, niin niiden alkukuvat a + Z" < E" ja
b+ Z" < E™ ovat erillisia ja on helppo valita pieni r > 0 siten, ettd B(a,r) + Z" < E" ja
B(b,r)+Z" < E"™ ovat erillisia. Néiden avoimien joukkojen kuvat toruksella ovat pisteiden
a+ 7" b+ 7Z" € T" avoimet erilliset ympéristot. Siis T™ on Hausdorffin avaruus.

Tarkastamme seuraavaksi, etté tekijakuvaus 7: z — x 4+ Z" on avoin: Olkoon U < E"
avoin joukko. Ekvivalenssirelaation maéritelmasta seuraa, etta

! (n(U)) = |_| (U+k),

keZ™
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joka on avoin joukko. Tekijatopologian maaritelmén nojalla siis 7(U) on avoin. Seurauksen
nojalla T" on N-avaruus.

Toruksella on luonnollinen siled kartasto, joka saadaan tekijikuvauksen lokaaleista
kédnteiskuvauksista: Olkoon a+Z" € T". Tekijakuvauksen 7 rajoittuma palloon B(a, %) on
injektio, joten sen kédnteiskuvaus ¢, = 7 *: U, = 7(B(a, 3)) — B(a, 3) < E" on kartta-
kuvaus. Ekvivalenssirelaation mééritelman nojalla kartaston {(U,, ¢,) : a € R"} siirtymé-
kuvaukset ovat affiineja kuvauksia x — x + k, k € Z". Erityisesti siirtyméakuvaukset ovat
siis sileité.

Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X. Kuvaus f: X — Y on yhteensopiva ekvivalens-
sirelaation ~ kanssa, jos f(z1) = f(x9) kaikille z, x5 € X, joille pétee x1 ~ xo.

Jos kuvaus f: X — Y on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa, niin se maaraa
kuvauksen f.: X/~ =Y,

Joukon X ekvivalenssirelaation ~ kanssa yhteensopivalle kuvaukselle patee siis f =

foom..
_ f
SR

~ f—>Y
Propositio 1.21. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X ja olkoon
Y topologinen avaruus. Olkoon f: X — Y kuvaus, joka on yhteensopiva ekvivalenssire-
laation ~ kanssa. Tdlloin f on jatkuva, jos ja vain jos f. on jatkuva.

Todistus. Katso [Par2l Luku 12.2], [Mun, Thm. 22.2]. O

Esimerkki 1.22. Tekijaavaruus E! /Z on homeomorfinen yksikkdympyrin S' < E? kans-
sa: Kuvaus f: E! — S!, ¢t — (cos 27t, sin 27t), on jatkuva surjektio, joka on injektio vélilla
[0,1]. Se on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa kosinin ja sinin jaksollisuuden no-
jalla, joten Proposition nojalla kuvaus f.: E' — S! on jatkuva. Tekijakuvauksen
7. rajoittuma vélille [0, 1[ on bijektio, joten kuvaus f. on bijektio.

Proposition nojalla tekijakuvaus 7. on jatkuva ja E'/Z' = 7_([0, 1]), joten E!/Z!
on kompakti kompaktin joukon kuvana jatkuvassa kuvauksessa. Siis f. on jatkuva bijektio
kompaktilta avaruudelta Hausdorffin avaruudelle, joten se on homeomorﬁsmi[] Yleisem-
min T on homeomorfinen tuloavaruuden (S!)" kanssa.

Esimerkki 1.23 (Projektiivinen avaruus). Olkoon R* = R — {0}. Maaritellaan ekviva-
lenssirelaatio ~ topologisessa avaruudessa E"™! — {0} asettamalla ositukseksi joukot

Rz={tx:teR*}=[z]=[r1:20: 2y Tps1].

Tamaéan ekvivalenssirelaation jokainen ekvivalenssiluokka leikkaa pallon pintaa S™ tdsmal-
leen kahdessa pisteessd ja méaardd joukon S™ osituksen joukoilla {z, —z}, € S". Tekija-
avaruus

P = (B - {0))/~ = 8"/~

30. marraskuuta 2023



14 Siledt monistot

Kuva 1.6 — Projektiivisen tason P? muodostaminen samastamalla pinnan S? vastak-
kaiset pisteet kuten vasemmanpuoleisessa kuvassa ja samastamalla suljetun etelédisen pal-
lonpuoliskon reunalla olevan paivintasaajan vastakkaiset pisteet kuten oikeanpuoleisessa
kuvassa.

on n-ulotteinen projektitvinen avaruus. Projektiivinen avaruus on kompakti Proposition
[I.17 nojalla, koska S™ on kompakti.

Projektiivinen avaruus P" on avaruuden E"*! suorien eli 1-ulotteisten vektorialiava-
ruuksien avaruus: Pisteet z,y € E"*1 — {0} virittdvit saman suoran

y={rz:reR} ={ry:reR} =y,

jos ja vain jos y = sx jollain s € R*.

Z AN
= AN
~aa il N

A

Kuva 1.7 — Projektiivinen taso on avaruuden [E? suorien avaruus.

Harjoitustehtavan [1.11] nojalla P™ on Hausdorffin avaruus ja Ns-avaruus. Osoitetaan,
ettd projektiivinen avaruus on n-ulotteinen siled monisto. Olkoon 1 < k < n + 1. Olkoon

"Katso [Par2, Lause 11.17], [Mun, Thm. 22.2].

30. marraskuuta 2023



1.5. Monistot ja tekijakuvaukset

15

U, = {[xl Tyt Ty X F O}El Kuvaus ¢: U, — E",
¢k([x1 gl xn+1]) = (ﬂa"ka_la xk+17"'7ajn+1) .
T Tk Tk T
Kuvaus on selvisti hyvin mééritelty, koska )‘mi = xj kaikille 1 < j,k < n + 1 ja kaikil-
le A € R — {0}. Rajoittumalla yksikk6pallon pmnalle Esimerkki |1.4] osoittaa, ettd se on
homeomorfismi kuvalleen ja ettd koordinaattiympéaristot Uy, Us, ..., U, peittavat pro-

jektiivisen avaruuden P".
Osoitetaan, etta kartanvaihdot ovat sileita diffeomorfismeja: Olkoon [z] € P". Olete-
taan, ettd x1,zq # 0, jolloin [z] € Uy n Uy. Talloin

orfa]) = (2 ) el = (B2 ).

X1 1 T2 T2 )

Kadnteiskuvausten ¢; ', ¢y ' : E* — P lausekkeet ovat

G y) =iyrcyn] Ja G (W) =ly:liya:- -yl
joten
¢2O¢1_1(y)=<i7%v"'73;_?)
Ja
bodt ) = (2.

Siis kartanvaihto ¢ 0 7' : {y € E" : y; # 0} — {y € E" : y; # 0} on siled diffeomorfismi.
Muut kartanvaihdot tarkastellaan samaan tapaan.

Kaytamme projektiivisessa avaruudessa tassa esimerkissa esitellyn kartaston méaradmaa
siledd rakennetta.

Projektiivinen avaruus on abstrakti siled monisto, jonka maaritelmé ei anna sitd min-
kaén euklidisen avaruuden osajoukkona.

Kuva 1.8 — Projektiivisen tason havainnollistus kuvan [I.6] oikeanpuoleisen konstruktion
pohjalta. Kuvassa on projektiivisen tason P? kuva Harjoitustehtavin kuvauksella fs.

8Ehto x; = 0 on hyvin maédéritelty, koska ekvivalenssiluokka mééritelldsin kertomalla nollasta poik-
keavilla reaaliluvuilla.
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Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus F': X — Y on (topologinen) upotus, jos
F: X — F(X) on homeomorfismil[]

?Kuvajoukko F'(X) varustetaan aliavaruustopologialla eli indusoidulla topologialla.

Whitneyn upotuslauseen’| nojalla P* voidaan upottaa euklidiseen avaruuteen E?" kai-
killa n > 2. Harjoitustehtédvassa tarkastelemme projektiivisen tason P? topologista
upotusta avaruuteen E*.

Esimerkki 1.24 (Kahden nollan reaaliluvut). Olkoon X = E! x {0, 1} varustettuna to-
pologisten avaruuksien E! ja E! erillisen yhdisteen topologialla. Olkoon ~ ekvivalenssire-
laatio, jonka ekvivalenssiluokat ovat {(z,0), (z, 1)} kaikilla = # 0 ja yhden pisteen joukot
{(0,0)} ja {(0,1)}. Tekijdavaruus X/~ on lokaalisti euklidinen mutta se ei ole Hausdorffin
avaruus, koska pisteilld {(0,0)} € X/~ ja {(0,1)} € X/~ ei ole erillisia ymparistoja

Harjoitustehtavia
1.1. Olkoon
X = (R x {0}) u ({0} x R) = E?

varustettuna relatiivitopologialla. Osoita, ettd X on N, Hausdorffin avaruus mutta X ei
ole monisto[Y]

1.2. Olkoon T > 0 ja olkoon
St = {(sin(t),sin(2t)) : 0 < t < T} < E*.

Osoita, ettd S7 on monisto, kun 0 < T' < 7, ja ettd Sr ei ole monisto, kun T" > 7.
1.3. Todista Propositio [1.3

1.4. Todista Propositio

1.5. Todista Lemma [L.T1l

1.6. Todista Propositio [1.14]

1.7. Osoita, etté stereograafinen projektio .#: S? — {e3} — E? on yhteensopiva siledn
moniston S? sileéin rakenteen kanssa.

1.8. Todista Propositio [1.18
1.9. Osoita, etta tekijatopologia on topologia.

1.10. Olkoon X = {z € E? : 1 > 0} U {x € E? : 25 = 0} varustettuna relatiivitopologial-
la. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio, jonka ekvivalenssiluokat ovat joukot {x € X : z; = a},
a € R. Osoita, ettd tekijikuvaus 7: X — X/~ =~ E! ei ole avoin eiké suljettu.

1.11. Osoita, ettd projektiivinen avaruus on Hausdorffin avaruus ja No-avaruus/]

9Lause

10Perustele huolellisesti, miksi origolla ei ole ympéristod, joka on homeomorfinen euklidisen avaruden
avoimen joukon kanssa.

1 Osoita, ettd projektiokuvaus on avoin kuvaus. Kuva saattaa auttaa Hausdorff-ominaisuuden
osoittamisessa.
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1.12. Olkoot fi, fa, f3: S? — E3,

fi(x) = (wows, T321, T172)

fo(z) = (wows3, 22129, a:% — x%) ,

(21 + @2 + 23) (21 + 22 + 23)% + 4(22 — 1) (25 — T2) (21 — 23))
~ 4

(222 — 22 — 22)|x|? + 22ox3(22 — 22) + 2321 (2% — 22) + 1170 (25 — 23)

V(23— a2)e]? + o (a3 — a3) + mza(af - 2))
Osoita, ettd kuvaukset ]?1, ]?2, ]?3 maaraavat jatkuvat kuvaukset fi, fa, f3: P? — E3.

1.13. Osoita, ettd kuvaus v: P? — E*,

v([z]) = (5’3% - 5537 T1Ta, T1T3, TaT3)

on topologinen upotusle

2Tarkastele kuvausta 7: E? — E% ¥(z) = (27 — 23, 2129, 2173, T2w3). Osoittaaksesi, etti v on
injektiivinen, osoita, ettd v(z) = P(y), jos ja vain jos x = +y. Miksi riittdd osoittaa, ettd v on jatkuva
injektio?
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Luku 2

Sileat funktiot ja kuvaukset

Moniston differentioituva rakenne mahdollistaa differentiaalilaskennan kehittamisen mo-
nistolla. Tassa luvussa tutustumme sileisiin kuvauksiin. Luvun aluksi tarkastelemme vek-
toriarvoisia kuvauksia. Talla kurssilla kutsumme funktioiksi kuvauksia, joiden maalijoukko
on E'.

2.1 Sileat vektoriarvoiset kuvaukset

Olkoot m,n € N ja olkoon M siled n-monisto. Vektoriarvoinen kuvaus f: M — E™ on
siled, jos fo¢™1: ¢(U) — E" on siled kaikille sileille kartoille (U, ¢).
Olkoon

C*(M,E™) ={f: M — E™: f on silea}.

Lemma 2.1. Olkoon M siled monisto ja olkoot (U, ¢), (V, 1) moniston M sileita karttoja,
joille U n'V # &. Olkoon f: M — E". Jos fo¢~t on siled, niin fo (¢Y|ysy)~t on siled.
Todistus. Kuvauksen f o (¢|y.1) ! méérittelyjoukossa (U n V) pétee

fo@luav)™t = (foo ™) o (oo (®luav)™),
joten f o (¥|yav) ! on siled kahden siledin kuvauksen yhdistettyni kuvauksena. O

Lemman [2.T] nojalla vektoriarvoisen kuvauksen sileys riittdé tarkastaa yhdelle sileélle
kartalle joka pisteessa.

Seuraus 2.2. Olkoon M siled monisto. Kuvaus f: M — E"™ on siled, jos ja vain jos
jokaisella p € M on siled kartta (U,, ¢,) siten, etti p € U, ja kuvaus fod™': ¢(U) — E" on
siled.

Todistus. Oletetaan, etté jokaisella p € M on siled kartta (U,, ¢,) siten, ettd p € U ja
kuvaus f o ¢ ': ¢(U,) — E™ on siled. Olkoon (V,9)) siled kartta ja olkoon ¢ € V. Talloin

foWlvau,) = (fo ﬁb;l) o (¢g0 (Ylvau,) ")
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on kahden siledn kuvauksen yhdisteené siled. Koska tdma pétee kaikille ¢ € V', kuvaus
f o™t on siles.

Jos taas f on siled, niin f o ¢! on siled kaikille kartoille ¢. Viite seuraa, koska mill
tahansa moniston M pisteella p on silea kartta, joka siséltaa pisteen p. O

Silealla monistolla M maéaritellyt E"-arvoiset kuvaukset muodostavat vektoriavaruu-
den, kun kuvausten f,g: M — E" yhteenlasku ja vakiolla A € R kertominen maéritellaén
asettamalla

(f+9)p)=flp)+9®),
(M) () = Af(p)

kaikille p e M.

Lemma 2.3. Olkoon M silei monisto. Sileiden kuvausten joukko C*(M,E™) varustettuna
kuvausten yhteenlaskulla ja vakiolla kertomisella on reaalinen vektoriavaruus.

Todistus. Osoitetaan, ettd C*(M,E"™) on kaikkien monistolla M méaéariteltyjen E™-arvoisten
kuvausten vektoriavaruuden aliavaruus. Vakiofunktiot ovat sileitd, joten C*(M,E") ei
ole tyhjé joukko. Olkoot f,g € C*(M,E") ja olkoon A\, u € R. Olkoon p € M ja ol-
koon (U, p) kartta, joka sisdltda pisteen p. Mééritelmén mukaan vektoriarvoiset kuvauk-
set fop~!jagogp: ¢(U) — E™ ovat sileitd. Differentiaalilaskennan tunnettujen tulosten
nojalla Af o ¢~ + g o 1 on siled. Tami péitee kaikilla p € M, joten Seurauksen
nojalla f + g on silea. O

Lemma 2.4. Olkoon M silei n-monisto ja olkoon (U, ¢) siled kartta. Tdlldin ¢: U — E"
on siled.

Todistus. Seurauksen nojalla kuvauksen ¢, sileys riittdé tarkastaa kartalle (U, ¢). Téas-
sé kartassa pétee ¢ o ¢~ = id. O

2.2 Sileat reaaliarvoiset funktiot

Siledt funktiot ovat erityisen térked erikoistapaus. Niille kiytetdan eri lahteissa erilaisia
merkintoja

C*(M) = §(M) = C*(M,E").
Yhteenlaskun ja vakiolla kertomisen liséksi reaaliarvoisille funktioille maéritellaéan kerto-
lasku asettamalla

(f9)(p) = f(p)g(p)
kaikille p e M.

Olkoon V' vektoriavaruus, jossa on mééritelty vektorien bilineaarinen kertolasku (v, w) —
vw. Jos (V. +,-) on rengas, niin V' varustettuna yhteen- ja kertolaskuilla ja vakiolla ker-
tomisella on (assosiatiivinen) R-algebra.

Propositio 2.5. Sileiden funktioiden joukko C*(M) = §(M) varustettuna yhteen- ja
kertolaskulla ja reaalisella vakiolla kertomisella on kommutatiivinen assosiatiivinen R-
algebra.
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Todistus. Lemman nojalla §(M) on vektoriavaruus. Loput véitteesta todistetaan sa-
maan tapaan. Harjoitustehtavéa [2.1] O

2.3 Sileat kuvaukset

Olkoot M ja N sileitd monistoja. Jatkuva kuvaus F': M — N on siled pisteessi p € M,
jos kuvaus 1) o F o (¢|y~r-1(vy) " on siled jokaiselle kartalle (U, ¢), joka siséltaé pisteen p
ja jokaiselle kartalle (V,)), joka siséltaa pisteen F'(p),

Kuvaus F on siled, jos se on sileéd jokaisessa pisteessa p € M.

Olkoon
C*(M,N)={f: M — N : f on silei}.

Kuva 2.1 — Differentioituva kuvaus.

Propositio 2.6. Olkoot M ja N sileitd monistoja. Jatkuva kuvaus F: M — N on siled
pisteessd p € M, jos kuvaus 1) o f o (¢]UHF_1(V))_1 on siled pisteessd ¢(p) jollekin siledlle
kartalle (U, ¢), joka sisdltia pisteen p ja jollekin siledlle kartalle (V,1)), joka sisdltdd
pisteen F(p) .

Todistus. Harjoitustehtéava [2.2] O
Propositio 2.7. Sileiden kuvausten yhdistetty kuvaus on siled.

Todistus. Olkoot My, My ja Msj sileitd monistoja. Olkoot Fy: My, — My ja Fy: My —
Mj sileitd kuvauksia. Olkoon p € M, olkoon (Uj, ¢1) pisteen p sisaltava siled kartta,
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olkoon (Us, ¢2) pisteen Fi(p) sisdltéva siled kartta ja olkoon (Us, ¢3) pisteen Fy o Fi(p)
sisaltava siled kartta. Talloin

¢3 0 F3 0 F1 0 O1ly, (pt n L (0s))

= (¢p30 Fyo (¢2|U2mF51(US))_1) © (¢2 0 F1 0 1y, n(rt (0 nrrt (Us))
on siled. Viite seuraa Proposition [2.6 nojalla. O

Esimerkki 2.8. (1) Siledn moniston M avoimen alimoniston U < M inkluusiokuvaus
i: U — M, i(p) = p, on silea: Olkoon p € U ja olkoon (¢, V') pisteen p siséiltavi siled
kartta monistolla M. Talléin ¢|y on siled kartta Esimerkin nojalla. Kuvaus ¢ on siled
pisteessi p, silld ¢ o i o (¢|y)~! = id médrittelyjoukossaan U n V' 3 p. Identtinen kuvaus
on siled, joten ¢ on siled Prioposition nojalla.

(2) Tekijikuvaus 7: (E"™ — {0}) — P, w(x) = [z] on siled: Kéytetdén siledlld monis-
tolla E"*! — {0} euklidisen avaruuden kanonisen kartan maardamad avoimen alimoniston
karttaa id [gn-1_oy: E"™' — {0} — E"*! ja projektiivisessa avaruudessa Esimerkissa
maariteltyji karttoja ¢p: Uy — E", 1 < k < n + 1. Olkoon p € E*" — {0} ja oletetaan,
etté p,41 # 0. Talloin

(x1,22,...,2y)

Tn+1

¢pomoid ! (x) =

on siled méérittelyjoukossaan {zr € E"™! : z; # 0} 3 p. Laskut tehddén samaan tapaan
muille kartoille.

(3) Kuvaus F': S* — P" F(z) = [z] on siled: Olkoon p € S". Oletetaan, ettd p; > 0.
Kéaytetaan edellisessi luvussa maariteltyja karttakuvauksia pry: U — B"(0,1) ja ¢.
Olkoon y € B"(0,1) = Im pr,. Talloin

Y

VIl

joten ¢, o Fopr;' on siled. Laskut tehddin samaan tapaan muille kartoille.

proFopri'(y) = o (F(VLI= |2y, yn)) =

2.4 Diffeomorfismit

Olkoot M ja N sileita monistoja. Siled bijektio F': M — N on diffeomorfismi, jos sen
kaanteiskuvaus on sile.

Kuvaus G: M — N on lokaali diffeomorfismi, jos jokaisella pisteelld p € M on ympéristo
U, siten, ettd G|y, : U, — G(U,) on diffeomorfismi.

Lemma 2.9. Olkoot My, My ja Mj sileitd monistoja. Jos My ja Ms ovat diffeomorfisia
ja My ja Ms ovat diffeomorfisia, niin My ja M3 ovat diffeomorfisia.

Todistus. Olkoot Fy: My — My ja Fy: My — Mj diffeomorfismeja. Bijektioiden yhdistet-
ty kuvaus on bijektio ja sileiden kuvausten yhdistetty kuvaus on Proposition nojalla
siled. Viite seuraa huomaamalla, ettd, (Fyo Fy)™' = Fy 'o Fyt. O

Lemma 2.10. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U, @) siled kartta. Tdlloin ¢: U —
o(U) on diffeomorfismi.
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Todistus. Karttakuvauksen ¢ esitys koordinaateissa (U, ¢) on idog o ¢! = id, joka on
diffeomorfismi. ]

Esimerkki 2.11. (1) Kuvaus ¢: E! — E!', ¢(x) = 2® ei ole diffeomorfismi, silld sen
kaanteiskuvaus y — {/y ei ole siled origossa.

Esimerkissa totesimme, ettd maksimaalinen kartasto %, joka sisaltda kartaston
{(E', $)} on eri kuin kanonisen kartaston maksimaalinen kartasto. Kuvaus ¢~1: El —
(E', %) on diffeomorfismi, silld sen esitys koordinaateissa on ¢ o ¢~ 0id™' = id, joka on
silea.

Lemma 2.12. Olkoon M siled n-monisto ja olkoon U < M avoin, U # . Olkoon
F:U — F(U) c E" siled diffeomorfismi. Talloin (U, F) on siled kartta.

Todistus. Harjoitustehtava [2.9] O

Jos siledt monistot (M, %) ja (M, ¥") ovat diffeomorfisia, niin differentioituvat rakenteet
U ja ¥V ovat ekvivalentteja.

Jos sileat monistot ovat diffeomorfisia, niitd ajatellaan saman abstraktin silein monis-
ton ilmentymind ja sanotaan, ettd ne ovat diffeomorfismia vaille samat. Jokaisella kor-
keintaan 3-ulotteisella monistolla on diffeomorfismia vaille yksikéasitteinen differentioituva
rakenne. Topologisella avaruudella E* on ylinumeroituvan monta differentioituvaa raken-
netta, jotka eivat ole keskenddn ekvivalentteja. Donaldsonin ja Freedmanin 1980-luvulla
todistamista tuloksista seuraa, ettd tillaisia eksoottisia rakenteita onll| Kompakteille mo-
nistoille tiedettiin jo aiemmin esimerkkeji monistoista, joilla on useita differentioituvia
rakenteita, jotka eivit ole ekvivalentteja keskendéan. Esimerkiksi Milnor [Mil] osoitti, etta
monistolla S on 15 differentioituvaa rakennetta diffeomorfismia vaille. Toisaalta Kervaire
[Ker] antoi esimerkin 10-monistosta, jolla ei ole yhtéén differentioituvaa rakennetta.

On helpompi osoittaa, ettd diffeomorfisten sileiden monistojen on oltava samanulot-
teisia kuin, ettd homeomorfiset topologiset monistot ovat samanulotteisia.ﬂ

Propositio 2.13. Olkoon M siled m-monisto ja olkoon N siled n-monisto. Jos M ja
N owvat diffeomorfisia, niin m = n.

Todistus. Olkoon F': M — N diffeomorfismi. Olkoon (U, ¢) siled kartta monistolla M ja
olkoon (V) sileé kartta monistolla N siten, etta V < F(U). Kuvaus

F=¢oFo (¢lp-10v)) "

on diffeomorfismi avaruuden E™ avoimelta epityhjiltd joukolta ¢(F~(V)) avaruuden
E™ avoimelle joukolle ¢ (V).
Olkoon zy € ¢(F~1(V)) . Ketjusdénnon nojalla

I, = D(E™ o F)(wo) = D(F™)(F(x0)) DF(x0)
ja A . A
In = D(F o F7Y)(F(0)) = DF(z0) D(F™")(F(x0)),
joten Dﬁ(l‘o) on kéiéintyvja D(ﬁfl(ﬁ(xo)) = Dﬁ(xo)*l. Siis n = m. O
Katso esimerkiksi [FQ)].
2Katso luku
3Katso Harjoiﬁstehtéivéim
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2.5 Silea toyssy

Olkoon f: E! — E!,
e_%, kunt >0
0, kun ¢t <0

hap(t) = (2.1)

kaikilla t € E'.

Lemma 2.14. Funktiot f ja h ovat sileitd. Lisiksi hop(t) = 1 kaikilla t < a ja hqp(t) =0
kaikilla t > b.

Todistus. Funktion f sileys on analyysin harjoitustehtéva. Funktion h,; méérittelevin
lausekkeen nimittajalla ei ole nollakohtia, koska a < b. Sen sileys seuraa siis funktion
[ sileydesté. Katso [Lee2, Lemmat 2.20,2.21]. O

Kuva 2.2 — Funktioiden f ja hy 2 kuvaajat.

Olkoot 0 < a < b ja olkoon h: E* — E!,

Hap(z) = hap(|]) -

Lemma 2.15. Funktio H,p, on siled. Lisiksi H(x) = 1 kaikilla x € B(0,a) ja Hyp(z) =0
kaikilla x ¢ B(0,0).

Todistus. Katso [Lee2, Lemma 2.22]. O
Funktio H,; on siled toyssy pisteessa 0 € E".

Lemma 2.16. Olkoon M silei n-monisto ja olkoon (U, ) p-keskinen kartta pisteessd p.
Olkoon b > 0 siten, ettd B(¢(p),b) = ¢(U) ja olkoon 0 < a < b. Olkoon n,p,: M — E!,

Hog(g), kunqel,
Nap(q) = .
0 muulloin
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Kuva 2.3 — Siled toyssy H; 2 tasossa.

TGlldin nap on siled funktio, jolle pitee n,,(q) = 1 jossain pisteen p avoimessa ympdris-
tossd ja jonka kantajcﬂ sisaltyy avoimeen joukkoon U. U

Silea toyssyfunktio on kayttokelpoinen tyokalu, jonka avulla voimme esimerkiksi jat-
kaa jonkin pisteen p € M koordinaattiymparistossa madritellyn silein funktion koko mo-
nistolla M maéritellyksi siledksi funktioksi, joka saa samat arvot kuin alkuperdinen funk-
tio jossain pisteen p ymparistossa.

Lemma 2.17. Olkoon M siled n-monisto ja olkoon p € M. Olkoon U pisteen p avoin
ympdristé ja olkoon g € C*(U). Talloin on g € C*(M), ja pisteen p avoin ympdristo
V c U, joille pitee gly = §|v.

Todistus. Olkoon (W, ¢) p-keskinen kartta| Lemman nojalla on siled toyssy n: M —
E!, jonka kantaja sisiltyy joukkoon W n U. Olkoon §: M — E*,

0 muulloin

{U(Q)Q(Q) , kunge W nU, .

Té&lloin g on siled kaikissa avoimen joukon W n U pisteisséi, koska se on kahden siledn
funktion tulo. Jos ¢ ¢ WU, niin n(q) = 0 ja koska jatkuvan funktion kantaja on suljettu,
pisteella ¢ on avoin ympéristo, jossa g on vakio nollafunktio. Siis § on siled pisteessa ¢,
joten g e C*(M). O

4Funktion kantaja on sen nollajoukon komplementti.
% Avoin joukko U ei vilttamitts ole karttaympéristo.
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Harjoitustehtavia

2.1. Todista Propositio [2.5

2.2. Todista Propositio [2.6

2.3. Osoita, ettd inkluusiokuvaus i: S! — E?) i(p) = p, on silei.

2.4. Olkoon f: E? — E! siled funktio. Osoita, ettd f|s1 on sileé.

2.5. Osoita, etta tekijakuvaus m: E* — T" w(x) = = + Z", on silea.

2.6. Osoita, ettd kuvaus 7: S" — P", w(x) = [z], on siled lokaali diffeomorfismi.

2.7. Olkoot M ja N sileita monistoja ja olkoon gp € N. Olkoon iy, : M — M x N kuvaus
ig(P) = (P, qo)- Osoita, etté i, on siled.

2.8. Osoita, ettd kuvaus F': T — S!, F(s + Z) = (cos(2ms), sin(27s)) on sile.
2.9. Todista Lemma 2.12]

2.10. Olkoot A ja B matriiseja, joille patee AB = I, ja BA = I,,. Osoita, ettd B =
A7l jan =m.

2.11. Olkoon M siled n-monisto, n > 1. Osoita, etté vektoriavaruus §(M) on daretonu-
lotteinen ]

2.12. Olkoot M, N; ja Nj sileitd monistoja. Olkoot 7 : N; x Ny — Nj projektioku-
vaukset 7 (p1,p2) = pk, kun k € {1, 2}. Osoita, ettd kuvaus F': M — N; x Ny on siled, jos
ja vain jos kuvaukset 7 o F' ja my o F' ovat sileité.

60soita, etti se ei ole direllisulotteinen! Tdéyssyfunktioista voi olla apua tissi.
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Tangenttiavaruus

Tassa luvussa maéritellaan silein moniston tangenttivektorit yleistamallé euklidisen ava-
ruuden suuntaisderivaatan kéasite tarkasteltavaan abstraktimpaan tilanteeseen.

3.1 Euklidisen avaruuden tangenttivektorit ja
derivaatiot pisteessa

Olkoon U < E™ avoin joukko ja olkoon p € U. Jokainen vektori v € R™ maarda suuntais-
derivaatan pisteessi p asettamalla jokaiselld’| f € C*(U)

2ol = 20f (1) = DI = (V1(p) |v) = lim 2T =S B).

t—0 t

Differentiaalilaskennasta tieddmme, ettd suuntaisderivaatta d,[,: C*(U) — R on lineaa-
rikuvaus, joka toteuttaa Leibnitzin saannon: Jos f, g€ C*(U) ja v € R", niin

Oolp(f9) = Oulpfg(p) + f(0)0ulpg -

Tésséa luvussa tarkastelemme suuntaisderivaatan yleistysta monistoille.

Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Lineaarikuvaus 9: C*(M) — R on avaruuden
C*®(M) (piste)derivaatio pisteessd p, jos se toteuttaa Leibnitzin sadnnon

o(fg) =0o(f)g(p) + f(p)o(g).

Olkoon ®,(M) pisteen p € M pistederivaatioiden joukko.

Maaritelméa on asetettu niin, etta suuntaisderivaatta on derivaatio pisteessa p kaikilla
pe U, kun U < E" on avoin joukko.

!Suuntaisderivaatan méiritelms toimii toki yleisemmillekin funktioille mutta tilli kurssilla tarkaste-
lemme vain sileitd funktioita.
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Lemma 3.1. Olkoon M sileq monisto. Olkoon 0 pistederivaatio pisteessi p € M.
(1) Jos ¢ on vakiofunktio, niin dc = 0.
(2) Jos f,g € C*(M) ja f(p) = g(p) = 0, niin d(fg) = 0.

Todistus. Derivaatiolle 0 pétee 9(1) = 0(1-1) = 19(1) + 0(1)1, joten (1) = 0. Lineaari-
suuden nojalla sama pétee kaikille vakiofunktioille.

(2) Seuraa suoraan Leibnitzin sddnnosté. O

Lemma 3.2. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Derivaatiot pisteessd p muodos-
tavat vektoriavaruuden.

Todistus. Harjoitustehtéava 3.1 O]
Euklidisen avaruuden pistederivaatiot ovat suuntaisderivaattoja:

Propositio 3.3. Lineaarikuvaus L: C*(E™) — R on derivaatio pisteessi p, jos ja vain
jos L = 0yl, jollain v e R".

Todistus. Olkoon 0 derivaatio pisteessid p € E". Olkoon f € C*(U). Tarkastellaan funk-
tiota f janalla t — p + t(x — p). Ketjusdannon mukaan

jtf(p +t(x—p)) = Df(p+ta —p) (& —p) = >, 0cf(p+tlx—p) (zx — i),
joten integroimalla saadaan

i (% — e f 0uf (p + o — p))dt

M: I

= f(p) + D (zr — pr) gr() .

Bl
Il
—_

Erityisesti gy (p) = 0k f(p). Derivaation Leibnitzin sifnnén, lineaarisuuden ja Lemman [3.1]
nojalla

k=1

o(f) = i (z — i) g(2)) = ib (zx — pr) gx(p) + 0(gx) (Px — Pr)
2, o/

-
= (Vf(p) | (0(21),0(22), ..., 0(20)) = Op(ar) 2(2)sd(en))
Siis derivaatio 0 on suuntaisderivaatta. O
Lause 3.4. Kuvaus 0.: R" — ©,(E"), v s 0v,, on lineaarinen bijektio.

Todistus. Suuntaisderivaatan maaritelméan nojalla

a)xv+uw|pf = Df(p)(Mv + pw) = ADf(p)v + pD f(p)w = ()‘av|p + :uaw|p)f

joten kuvaus on lineaarinen. Surjektiivisuus osoitettiin Propositiossa [3.3]
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Olkoon v € R" — {0}. Kuvaukselle r: E* — E!, ri(z) = z;, pitee

0uk(p) = Dri(p)v = vy,

kun 1 < k& < n. Koska v # 0, niin on 1 < k < n, jolle v, # 0. Siis d,|, # 0, joten kuvaus
v +— 0y, on injektio. O

Lause samastaa euklidisen avaruuden tangenttiavaruuden pisteessé p € E" ja vek-
toriavaruuden, jonka alkiot ovat derivaatioita, siis suuntaisderivaattoja pisteessa p:

T,(E") = D,(E").
Tamé havainto on siledn moniston tangenttiavaruuden maaritelméan taustalla:

Silean moniston M tangenttiavaruus pisteessa p on
TP<M) = 53p(jw) .
Seuraava tulos osoittaa, etté pistederivaatio madrdytyy funktion kdytoksestd tarkas-
teltavan pisteen lahella.

Propositio 3.5. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoot f,g € C*(M). Jos on
pisteen p avoin ympdaristo V., jossa flv = g|v, niin vf = vg kaikille v e T, M.

Todistus. Olkoon (U,¢), U < V, p-keskinen kartta. Joukko ¢(U) < E"™ on origon avoin

ympéristo, joten on b > 0 siten, ettd B(0,0) = ¢(U). Olkoon 0 < a < b. Olkoon 7, siled

tOyssy kuten Lemmassa . Niilld parametrien valinnoilla pétee (f—g)(1—nq5) = f—g-
Olkoon v € T, M. Lemman nojalla patee

v(f=g) =v((1 —mp)(f—g)) =0,

joten pistederivaation lineaarisuudesta seuraa vf = vg. O

3.2 Silean kuvauksen differentiaali pisteessa
Jos f € C*(M) ja F e C*(M, N), niin Proposition 2.7 nojalla f o F' € C*(N).

Lemma 3.6. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon p € M. Olkoon F: M — N siled
kuvaus ja olkoot v e T,M ja f € C*(N). Olkoonv: C*(M) — R, v(f) = v(foF). Tdllsin
vE Tp(p)N.

Todistus. Olkoot f,ge C*(N) ja A\, p € R. Téll6in kuvauksen v linearisuuden nojalla
UASf +pg) = v(AfoF+pugoF) =X (foF)+pv(geF)=0(f)+ pig),

joten ¥ on lineaarinen. Vastaavasti derivaation v Leibnitzin saénnosté seuraa

(fg) =v((fg)oF)=v(foFgoF)=uv(foF)goF(p)+ foF(p)uv(goF)
=0(f) g(F(p)) + f(F(p)v(g),

joten ¥ toteuttaa Leibnitzin sdannon. O
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Lemman |3.6| nojalla seuraava maaritelma on hyvin asetettu.

Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F': M — N siled kuvaus ja olkoon p € M.
Kuvaus dF,: T,M — Tp@)N,

dF,(0)(f) = v(f o F)

kaikilla f € C*(N), on kuvauksen F' differentiaali pisteessia p € M.

Propositio 3.7. (1) Silein kuvauksen F: M — N differentiaali pisteessi p € M on
lineaarikuvaus.

(2) Olkoot My, My ja Mjs sileitd monistoja ja olkoot Fy: My — My ja Fy: My — M
stleitd kuvauksia. Talloin

d(Fyo I), = (dFy)py ) (dFY), -

(3) Silein moniston M identtisen kuvauksen differentiaali pisteessd p € M on idrp, ar.

(4) Jos F on siled diffeomorfismi, niin dF, on lineaarinen bijektio ja
(de)il = (dFA)F(p)'
Todistus. Harjoitustehtavat [3.2] ja [3.3] O

Propositio 3.8. Olkoon M siled monisto, olkoon U < M avoin joukko ja olkoon p € U.
Olkoon i: U — M inkluusiokuvaus. Tédlloin di,: T,U — T,M on isomorﬁsmiﬂ

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd di, on injektio. Olkoon v € T,U siten, ettd di,(v) = 0 €
T,M. Télloin kaikille f € C*(M) pétee

0 = diy(0)(f) = o(f o) = v(flu)

Olkoon g € C*(U). Lemman nojalla on § € C*(M) ja pisteen p avoin ymparisto
V < U siten, ettd g|y = §lv. Proposition 3.5 nojalla vg = v(g|y) = 0. Tama pétee kaikille
ge C?(U), joten v = 0. Siis di, on injektio.

Osoitetaan sitten, etté di, on surjektio. Olkoon v € T, M. Olkoon v: C*(U) — R ku-
vaus 9f = vf, missi f € C*(M) on miké tahansa funktio, jolle ﬂW = f|w jossain pisteen
p ympaéristossa W < U. Kuvaus © on hyvin méaritelty Proposition |3.5| nojalla ja Harjoi-
tustehtavassa tarkastetaan, ettd 0 € T,U. Kaikille g € C*(M) péatee Proposition
nojalla N

diy(D)g = d(g o i) = ¥(glv) = v(glv) = vy,
joten di,(0) = v. O

Lause 3.9. Olkoon M silei n-monisto ja olkoon p € M. Tdlloin dim T,M = n.

Todistus. Olkoon (U, ¢) kartta, joka sisiltda pisteen p. Lemman nojalla ¢: U —
¢(U) on diffeomorfismi. Proposition (4) nojalla vektoriavaruudet T,U ja Ty, E" ovat
isomorfisia. Proposition [3.§] ja Lauseen [3.4] nojalla

dimT,M = dimT,U = T¢(p)E" =dimR" =n. O

2Se on siis lineaarinen bijektio.
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3.3 Laskelmia koordinaateissa

Olkoon (U, ¢) kartta siledlla n-monistolla M ja olkoon p € U. Lauseen nojalla koordi-
naatti(tangentti)vektorit o1 |4y, - - - , Onls(p) Muodostavat tangenttiavaruuden Ty, E™ kan-
nan. Tangenttivektori

0
oz |y = 0; |p (d¢p) (ai|¢(p))

on i:s koordinaattivektori pisteessa p kartan ¢ mddrddmissd koordinaateissa.

Seuraus 3.10. Koordinaattivektorit muodostavat tangenttiavarvuden T,M kannan.
Todistus. Véite seuraa Lauseen [3.9 todistuksesta. O

Tassa otamme kayttoon yleisen merkintdtavan moniston koordinaattivektorille pis-
teessa p e M.

Huomaa, etté siirrymme nyt differentiaaligeometriassa koordinaatteja kayttavissa laskuis-
sa yleiseen merkintatapaan, jossa koordinaatin x komponentteja merkitaan ylaindeksilla

Saanto: Tangenttiavaruuden kantavektoreille kaytetaédn alaindekseja ja vektorin kom-

murtolausekkeen nimittajan ylaindeksi.

Einsteinin summaussaanto: Jos sama indeksi esiintyy kerran ylaindeksina ja
kerran alaindeksind monomilausekkeessa kuten ca'b; lauseke tarkoittaa summaa
>, ca'b;. Valttelemme kuitenkin Einsteinin summaussaédnnon kéyttoa.

Olkoot M siled m-monisto ja N siled n-monisto ja olkoon F': M — N siled kuvaus.
Olkoon ¢ = (x!,...,2™) lokaali koordinaatti pisteessi p € M ja olkoon v = (y',...,y")
lokaali koordinaatti pisteessd F(p) € N. Talloin méaaritelmien ja differentiaalilaskennan
nojalla

dF,(0ilp) = dFpd(d™ ) o) (Ol 6())
= A" ) yormd(t o F o ¢~ 1)y (Oilo))

= 6 ey 230500 F o 67O Dl

0i(th o F o™ 1Y (0(p)) d(v™ ) porm)0ilporm)

e

(o Fod™ ) (6(p)) djlrw)

Tallainen tiivis merkintatapa soveltuu hyvin esimerkiksi, kun M ja N ovat eri mo-
nistoja. Kartanvaihdon vaikutus koordinaattivektoreihin saadaan samalla laskulla mutta
nyt edella kaytetty merkintédtapa ei ole riittavé, koska kaytetty kartasto ei kay ilmi mer-
kinnoista. Perinteisempi tapa kirjoittaa yhtélo on

P - n 8(¢0FO¢_1)j 0
de( )i p> B ; ox’ (¢(p)) W’F(p).

(3.2)

oxr
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Jos laskuja on paljon tehtdvini, kuvaukselle 1) o F o ¢~! on hyvi ottaa kiyttoon jokin
tiiviimpi merkintéatapa.

Olkoon p € M ja olkoot (U, ¢) ja (V, 1) sileita karttoja pistessa p. Kun F' = id, yhtalon
lasku antaa erikoistapauksena

Zaﬂ pogy L ‘p (3.3)

69:Z

Perinteisesti kdytetaén lyhennysmerkintdd ¢/ = y/(z) = (¢ o ¢71)7, jolloin yhtélo (3.3)
saa muodon ,

0 Oy’ 0

= : -(0(p)) Tyf »

é’xi P —1 ﬁxl

Esimerkki 3.11. Olkoon « € R ja olkoon

(3.4)

Co = {t(cosa,sina): t > 0}.
Kuvaus @,: 10,0 x |—7 + o, 7 + af > U, = E? — C,,
O, (r,0) = (rcosb,rsinb),

antaa tason E? napakoordinaatit. Tallin ®': U — 10,0 x |—7 + a, 7 + af on kartta-
kuvaus monistolla E2. Valinta o = 0 antaa tavanomaiset napakoordinaatit.
Tarkastelemalla karttoja ¢ = ®_' ja ¢ = id, kartanvaihto antaa lausekkeet

0 0 0
o oot = cos b, o +sinfy — prcl
&59 %(TO’GO) —7rosinfy — P + 79 cos by 8i
tai toisessa muodossa
0 0
™ B (70,00) = ot T ox2’
0 0 0
00104 (r0.00) TR ThaE

missa (1, 29) = Py (ro, bp).

3.4 Polun tangenttivektori

Silein moniston E! tangenttiavaruus pisteessi ¢y € E! on 1-ulotteinen Lauseen nojalla.
T&ll6in tangenttiavaruudella T;,E' on luonnollinen kanta % | 1’ jolle perinteisesti kaytetaan
merkintaa 5

dp
dtto_

Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoon J avoin véli, olkoon ~v: J — M siled
polku ja olkoon t € J siten, ettd v(ty) = p. Silean polun ~y tangenttivektori pisteessd p tai
nopeus hetkelld ty on[f]

Y(to) =

“Lee [Lee2l, s. 69] merkitsee nopeusvektoria ' (to).
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Olkoon v: I — M siled polku ja olkoon t;, € I. Olkoon (U, ¢) kartta, joka siséltaa
pisteen ~y(to) ja olkoot z!, 22, ..., 2" karttakuvauksen ¢ komponenttifunktiot. Merkitain
~i = x; oy kaikille 1 < i < n. Tallom saamme kaavan (3.1)) erikoistapauksena

i) = 35 o) |

Propositio 3.12. Olkoon M silei monisto ja olkoon p € M. Jokaiselle v € T,M on avoin
vili I < B, jolle 0 € I, ja silei polku ~v: I — M, jolle ¥(0) = v

(3.5)

to)

Todistus. Olkoon (U, ¢) siled p-keskinen kartta. Olkoon ¥ € R siten, ettéﬂ

dpv = Z &xk
Olkoon 7y: |—¢,e[ — ¢(U),

Yo(t) = t0.
Talloin jokaiselle f e C*(¢(U)) pétee

(d0)o | )7 = 5] For0 = S| F(e0) = D)0 = (dgyu)r
Siis
d
d(0)o | = déyv.
Olkoon v = ¢! 0 vy. Proposition ﬂ 3.7 kohtien (2) ja (4) nojalla

5(0) = (6™ 050l | = d(6 oo dolo o] = d(6 oo dow=v. O

Seuraavaa tulosta voidaan kayttaa Proposition |3.12 avulla sileiden kuvausten differen-
tiaalien maarittamiseen.

Propositio 3.13. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F: M — N siled kuvaus.
Olkoon p € M ja olkoon v € T,M. Olkoon ~v: I — M siled polku, jolle pitee Y(0) = v
Talloin '

dF,v = (Fov)(0).
Todistus. Oletuksen, polun nopeuden maéritelmén, Proposition (2) ja differentiaalin
maaritelmén nojalla saadaan

—d(F oyl = (Foy)0), 0

. d
dF = dF,3(0) = dF, dyy — dtjo

dtlo
Tangenttiavaruus voidaan esittda myos sileiden polkujen avulla. Olkoon
={y:J— M :J >0 avoin vali, v: J — M siled, v(0) = p}.

Maéritellidn v, ~ 72, jos ja vain jos & f 0 71(0) = 4 f 0 1,(0) kaikille f € C*(M).

Propositio 3.14. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Kuvaus [y] — 4(0) on hyvin
mdadritelty bijektio tekijijoukolta I'y/ ~ tangenttiavarvudelle T,M .

Todistus. Harjoitustehtava O

3Lauseen nojalla, jos v € T,E", niin v = 0; = Zk 1 ka = jollain ¥ € R™.
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Harjoitustehtavia

3.1. Todista Lemma B2l
3.2. Todista Proposition [3.7| kohdat (1) ja (2).
3.3. Todista Proposition [3.7| kohdat (3) ja (4).

3.4. Osoita, etta Propositiossa mééritelty kuvaus v on avaruuden §(U) pistederivaa-
tio pisteessa p.

3.5. Pisteen z € E3\{0} pallokoordinaatit mairiytyvit lausekkeella

x = (rcos by sin by, rsin 6 sin 6y, 7 cos ) .

Olkoon p € E3 — {0}. Méadrita tangenttivektorien %Lg, %
2

ox3 ‘p'

‘ ja %‘ lausekkeet kannassa,
p 21p

. 0 0 ;
jonka muodostavat @hj, W|p Ja

3.6. Olkoot M, ja M, sileitd monistoja ja olkoot m: My x My — M, projektiokuvaukset
Tr(p1,p2) = pr, kun k € {1,2}. Olkoon p = (p1,p2) € My x Msy. Osoita, ettd kuvaus
d(m1)p x d(m2)p: Tp(My x M) — Ty, (M) x T),, (Ms),

d(m1)p x d(m2)p(v) = (d(m1)p(v), d(m2)p(v)) ,
on lineaarinen isomorfismi 4

3.7. Todista Propositio [3.14]

Olkoon G silea monisto ja olkoon joukossa G maaritelty laskutoimitus, jota merkitsemme
kuten kertolaskua, siten, ettd G on ryhmé ja kuvaukset u: G x G — G, u(g,h) = gh ja
t: G — G, u(g) = g ovat sileitd. Télléin G on Lien ryhmid.

3.8. Olkoon G Lien ryhmaé ja olkoon e € GG neutraalialkio. Osoita, ettéﬂ
dfi(e.c) (v, w) = v+ w

ja
die(v) = —v.

4Kaytd tuloavaruudessa siledd rakennetta, joka médriteltiin esimerkissa Mité koordinaattivek-
toreille tapahtuu?

5Laske ensin dfi(e,e) (v, 0) esimerkiksi Propositioiden ja avulla.
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Luku 4

Tangenttikimppu ja vektorikentat

Olkoon U < E" avoin joukko. Kuvaus X: U — E" on wvektorikenttd joukossa U. Vekto-
rikentat ovat térkeitd matemaattisia olioita etenkin, koska sovelluksissa monia ilmi6ita
mallinnetaan differentiaaliyhtéloiden ja alkuarvotehtavien

avulla.

Jatkuva tai silea vektorikentta X maéraa jokaisessa pisteessd p € U tangenttivektorin
X(p) € E*, misséd E" ajatellaan tangenttiavaruudeksi 7,E". Téassé luvussa méérittelemme
siledn moniston M vektorikentét, joissa jokaiseen pisteeseen p € M liitetaéan tangenttivek-
tori X (p) € T,M. Nyt siis eri pisteissa olevat tangenttivektorit ovat eri vektoriavaruuksis-
sa, jotka yhdessd muodostavat moniston tangenttikimpun, joka on siled monisto.

4.1 Tangenttikimppu

Olkoon M siled monisto. Moniston M tangenttikimppu on

T™ = | | T,M

peM

varustettuna sileain moniston rakenteella, joka maaritelladn alla. Tangenttikimpun 7'M
(kantapiste )projektio on kuvaus m = mwp: TM — M, wp (v, p) = p.

Tangenttikimpun 7'M alkiolle (v, p) kéytetddn merkintdd v, = (v,p), jolloin ajatellaan,
etta v, e T,M < T'M.

Olkoon (U, ¢) siled kartta sileilli n-monistolla M ja olkoon p € U. Luvussa

huomasimme, etta koordinaattivektorit 6%1 0 }p muodostavat tangenttiavaruuden

p’."7W
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T,M = T,U kannan. Siis jokaisella (v,p) € T,U ¢ TU < T'M pétee

- 0
_ k
v—ch (”)axk‘p (4.1)
1
joillain kertoimilla ¢*(v), ¢*(v),...,c"(v) € R. Olkoon ¢: TU — E™ kuvaus, jonka kompo-

nentit ovat c!(v), 2(v), ..., c"(v). Olkoon @y : TU — ¢(U) x E™ kuvaud]|
CI)U<U7 Q) = (¢<Q)7 C(U» :

Valitaan joukkoon T'U yksikasitteisesti maéaritelty topologia, jolle kuvaus ®;; on homeo-
morfismi. Olkoon

B ={AcTM:AcTU on avoin jollain koordinaattiympéaristolla U < M} .

Lemma 4.1. Kokoelma % on joukon T M jonkin topologian kanta.

Todistus. Selvasti T'M on yhdiste kokoelmaan Z siséltyvistd joukoista T'U, silla joukot
U peittavat moniston M. Olkoot Aj, Ay € A ja olkoon (v,p) € A; n As. Kokoelman
% maaritelman mukaan on pisteen p karttaympéristot U; ja Us siten, ettd A; on avoin
joukossa T'U; ja Ay on avoin joukossa TUs.

Joukko U; n Uy on avoin, joten avaruus T(U; n Us) esiintyy kokoelman % maéérit-
telyssé. Topologinen avaruus T'(U; n Usz) on avaruuksien TU; ja TU, aliavaruus, joten
relatiivitopologian méaaritelmén nojalla joukot Ay N T(Uy n Us) ja Ay n T (Uy N Us) ovat
avoimia joukossa T'(U; n Us). Siis

JAS Al N AQ = Al M AQ M T(Ul M Ug) = (A1 N T(Ul N Ug)) M (A2 M T(Ul M Ug))

on kahden avoimen joukon leikkauksena avoin topologisessa avaruudessa T'(U; nUs). Véite
seuraa kantalemmasta O

Valitaan joukkoon 7'M topologia, jonka kanta on Z.

Propositio 4.2. T'M on topologinen monisto.

Todistus. Lemman nojalla 7'M on topologinen avaruus ja konstruktionsa nojalla se
on lokaalisti euklidinen. Proposition nojalla monistolla M on numeroituva peite koor-
dinaattiymparistoilla Uy, k € N. Avaruuden T'M topologia madriteltiin niin, ettd joukot
TU, < TM ovat homeomorfisia euklidisen avaruuden avoimen joukon kanssa, joten jo-
kaisella topologisella avaruudella TU, on numeroituva kanta %;. Numeroituva kokoelma
Upen @i on avaruuden T'M topologian numeroituva kanta, joten 7'M on Ns.

Olkoot (v, p), (w,q) € TM. Jos p = q ja v # w, niin on k € N, jolle (v,p), (w,p) €
TU,.. Koska TUy on homeomorfinen euklidisen avaruuden avoimen joukon kanssa, pisteilla
(v,p) ja (w,p) on erilliset ympéaristot. Jos taas p # ¢, niin pisteilld p ja ¢ on erilliset
ymparistot V), ja V, monistolla M T&lléin TV, ja T'V, ovat pisteiden (v, p) ja (w, q) erilliset
ympaéristot. O

ITéssd yhteydessd olisi ehké loogista, ettd vektorin v, € T,M vaihtoehtoinen merkintitapa olisi
(p,v) eikéd (v,p) kuten edelli.

2Katso [Par2, Lemma 13.5]. Munkres [Mun), §13] ottaa kantalemman ehdot topologian kannan méé-
ritelmaksi.
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Varustetaan T'M kartastolla {(T'U, @) : (U, ¢) on siled kartta}.

Propositio 4.3. Silein moniston tangenttikimppu on siled monisto. Kantapisteprojektio
on siled kuvaus.

Todistus. Olkoon M siled n-monisto. Olkoot (T'U, @) ja (T'V, V) tangenttikimpun 7'M kart
toja, jotka liittyviat moniston M sileisiin karttoihin (U, ¢) ja (V,1). Téalldin jokaiselle
(y,w) € ®(TU) = ¢(U) x R pited]

Vod H(y,w) = (Yoo (y),Dod ) (y)w), (4.2)

joten kartanvaihto on siled diffeomorfismi. Ensimmaéinen véaite seuraa Proposition no-
jalla.

Edelld médritellyissé sileissi kartoissa ¢ oo ®~1(y, w) = y, joten kantapisteprojektio
7 on sileéd. O

Esimerkki 4.4. Jos monistolla M on globaali siled kartta, niin 7'M on diffeomorfinen
tuloavaruuden M x E" kanssa. Erityisesti TIE" on diffeomorfinen avaruuden E?" kanssa.
Kaikki tangenttikimput eiviat ole nain yksinkertaisia: Algebrallisen topologian keinoilla
voidaan osoittaa, ettd esimerkiksi moniston S? tangenttikimppu on monimutkaisempi.
Tamén osoittamiseen ei talla kurssilla ole keinoja. Osoitamme Harjoitustehtavéssa [5.10],
ettd siledit monistot TS? ja S? x E? ovat diffeomorfisia.

4.2 Siledn kuvauksen (globaali) differentiaali

Madrittelimme luvussa (3.2 silein kuvauksen F': M — N pisteittdisen differentiaalin
dF,: T,M — Try) N jokaisessa pisteessd p € M. Yhdistdimme nyt namé kuvaukset tan-
genttikimpussa maaritellyksi kuvaukseksi luonnollisella tavalla.

Sileén kuvauksen F': M — N (globaali)differentiaali on kuvaus dF': TM — TN,
dF(v,p) = (dFv, F(p)) .

Propositio 4.5. Silein kuvauksen globaali differentiaali on siled kuvaus.

Todistus. Olkoon M siled m-monisto ja olkoon N siled m-monisto. Olkoot (TU,®) ja
(T'V, V) karttoja, jotka liittyvat moniston M sileisiin karttoihin (U, ¢) ja (V). Talloin
jokaiselle (y,w) € ®(TU) = ¢(U) x R™ pétee

VoFod (y,w)=(oFod ' (y),DoFop )y w),
joten differentiaali on sileé. n

Propositio 4.6. (1) Olkoot My, My ja Ms sileitd monistoja ja olkoot Fy: My — My ja

Fy: My — Mjy sileitd kuvauksia. Talloin d(Fy o Fy) = dFy o dF7.

(2) Silean moniston M identtisen kuvauksen differentiaali on idryy;.

(3) Jos F on siled diffeomorfismi, niin dF on silei diffeomorfismi ja (dF)™" = d(F™!).

Todistus. Harjoitustehtéava 4.1 O]
3Katso yhtals (3.3)).
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4.3 Vektorikentat

Olkoon M siled monisto. (Siled) kuvaus X: M — TM, jolle patee mp o X = idys, on
(siled) vektorikenttd monistolla M.

Olkoon
X(M)={X: M —TM : X on siled vektorikentta} .

Kéaytdmme merkintéaa

Xp = X(p).

Tama on yhteensopivaa koordinaattivektorien ja koordinaattivektorikenttien merkintéta-
pojen kanssa.

Esimerkki 4.7. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U, ¢) sileé kartta, jonka komponen-

tit ovat z',22,...,2". Koordinaattivektorikentdt % ovat sileita vektorikenttid joukossa

U, silla niiden esitys luonnollisessa kartassa ¢ on

0
oxk

o
oxklg—1

do—o0¢ l(y) = <I>< (y)) = (y,ex),

josta néakee helposti, etta 7 o 61,% = id ja etta vektorikentta on silea.

Vektorikenttien joukossa X(M) maédritellién yhteenlasku ja vakiolla kertominen pis-
teittdin: Jos X,Y € X(M) ja X € R, asetetaan

(X +Y), =X, +Y, ja (AX), =AX,,

missé tangenttivektorien yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen suoritetaan vektoriava-
ruuden 7, M laskutoimituksilla kaikilla p € M. Vektorikentta voidaan myos kertoa silealla
funktiolla pisteittdin: Jos X € X(M) ja f € F(M), asetetaan

(fX>p = f(p)Xp (4.3)

kaikilla p € M.
Yhtélon (4.1) nojalla miké tahansa vektorikenttd X joukolla U voidaan ilmaista koor-
dinaattivektorikenttien avulla: On funktiot X!, X2, ..., X": U — E!, joille

X() = 3 X0 o (4.4

Propositio 4.8. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U,¢) siled kartta. Vektorikenttd
X: M — TM on silei joukossa U, jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessd (4.4
ovat sileitd.

Todistus. Vektorikentan X esitys luonnollisissa koordinaateissa (U, ¢) ja (TU, ®) on

y— (v, (X oo (y),...,.X" 00 (y))),

joten X |y on siled, jos ja vain jos kerroinfunktiot ¢!, ..., c" ovat sileité. O]

30. marraskuuta 2023



4.4. Algebrallisesta rakenteesta

39

Esimerkki 4.9. Olkoon v: E! — S' ~(s) = (cos(2ms), sin(27s)). Kuvaukset

Wo=proy—zzp, 7 (s) = coss

"M =Py O’Y‘]g,%ﬂ[ : 75 (8) = cos s

Y2 = PryoY|j-mof » Vs (s) =sins
+ _ + s

Y2 = Prg O’Y\]o,w[ ) Y4 (s) = sins

ovat diffeomorfismeja, joten kuvaukset

-1

0f = (Vy-zz))

65 = (Whzss) o 0r = (hwo) " Ja 05 = (Vomt)

ovat sileita karttakuvauksia, joita sanotaan kulmakartoiksi.

Kulmakarttojen kartanvaihdot ovat muotoa s — s+ k 27 jollain k € Z. Jos 0 ja 0 ovat
kulmakarttoja, niin % = 1, joten a% =

kausjoukoissa. Koska kulmakartat peittévit koko ympyran S!, saamme koko monistolla

St madritellyn kulmakoordinaattivektorikentdin 5)%7 jolla ei ole nollakohtia.

a% kulmakarttojen koordinaattiympéristojen leik-

Propositio 4.10. Kuvaus ®: S' x E' — TS, ®(p, s) = s Z|, on siled diffeomorfismi.
Todistus. Harjoitustehtéava [4.2] O

Propositio 4.11. Olkoon M silei monisto. Olkoon p € M ja olkoon v, € T,M. Tdlloin
on X € X(M), jolle X, = v,.

Todistus. Harjoitustehtéva |4.4) O

4.4 Algebrallisesta rakenteesta

Téassa luvussa tarkastelemme vektorikenttié algebrallisemmalta kannalta. Luvussa 2.2 ha-
vaitsimme, etta silein moniston sileét reaaliarvoiset funktiot muodostavat algebran, erityi-
sesti ne siis muodostavat renkaan. Maarittelimme vektorikenttien kertomisen funktioilla
yhtalossa . Seuraava méaritelmé liittda tamén operaation yleisempiin algebrallisiin
rakenteisiin.

Olkoon (K, +,-) kommutatiivinen rengas ja olkoon (M, +) kommutatiivinen ryhmé. Ol-
koon p: K x M — M kuvaus, pu(k,m) = km, jolle patee

o ko(kym) = (koki)m kaikilla k1, ko € K jame M,

e 1lgm = m kaikilla me M

o (k1 + ko) m = kym + kom kaikilla kq, ko € K jame M, ja
o k(my + mgy) = kmy + kmy kaikilla k € K ja my,mye M.

Talloin M on K-moduli.

Esimerkki 4.12.

(2) Z* on Z-moduli, kun kokonaisluvulla kertominen mééritellisin luonnollisella tavalla
asettamalla p(k, (n1,ng)) = (kny, kns).

(1) Jos K on kunta ja V on K-vektoriavaruus, niin V' on K-moduli.

30. marraskuuta 2023



40

Tangenttikimppu ja vektorikentit

Propositio 4.13. Silein moniston M siledt vektorikentat muodostavat reaalisen vekto-
riavaruuden ja §(M)-modulin.

Todistus. Harjoitustehtava [4.5] O

Olkoon X : M — T'M vektorikentté silealla monistolla M ja olkoon f € §(M). Koska
X, € D,(M) jokaisella p e M, X ja f méaardavat funktion X f: M — E! asettamalla

(XF)(p) = Xpf

kaikilla p € M. Seuraava tulos osoittaa, etta silea vektorikenttd maéraéd kuvauksen joukol-
ta §(M) itselleen ja saamme sileiden vektorikenttien luonnehdinnan td&mén ominaisuuden
avulla.

Propositio 4.14. Olkoon M siled monisto. Olkoon X : M — T'M wvektorikenttd. Tdlloin
X € X(M), jos ja vain jos X f € F(M) kaikilla f € F(M).

Todistus. Olkoon X € X(M) ja olkoon f € F(M). Olkoon (U, ¢) siled kartta. Talloin

n

0@ = (X X0 )7 = Y X,

k=1

joten X f on siled sileiden funktioiden &darellisend summana.
Oletetaan sitten, ettda X f on siled kaikille f € §(M ). Olkoon (U, ¢) siled kartta. Télloin

. & 0 . .
Xt = ( ka) iyt

Olkoon p € U. Lemman nojalla on avoin joukko U o V € p, ja funktio ' € F(M),
jolle |y, = Z'|y. Oletuksen mukaan X7° on siled joukossa V, joten X’ = Xz’ on siled
joukossa V. Koska tamé pétee kaikille p € M, voimme paéatella, ettd X € X(M). ]

Vektorikentdn X médrdima kuvaud] X : F(M) — F(M) toteuttaa Leibnitzin sddnnon
pisteittdin koska X (¢) on pistederivaatio jokaisella ¢ € M: Kaikille f, g € F(M) péatee

X(f9)(q) = Xq(fg) = Xof 9(q) + f(q) Xq9 = (X f)(@)9(q) + f(0)(Xg)(q) . (4.5)

Samoin kuvauksen X lineaarisuus seuraa pistederivaatioiden lineaarisuudesta.

Olkoon A assosiatiivinen R-algebra. Lineaarikuvaus 0: A — A on derivaatio, jos se to-
teuttaa Leibnitzin sddinnon
0(ab) = 0(a)b + ad(b)

kaikille a,b € A.

Lemma 4.15. (1) Jos d on algebran A derivaatio, niin 9(1) = 0.

(2) Jos 01 ja 9 ovat algebran A derivaatioita, niin 9102 — 0201 on derivaatio.

4Merkitsemme kuvausta samoin kuin vektorikenttéé yksinkertaisuuden tai himéiyksen vuoksi niko-
kulmasta riippuen.
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Todistus. Harjoitustehtava [4.6] O

Olkoon D (M) assosiatiivisen R-algebran §(M) derivaatioiden joukkol]

2%(M) on R-algebra Proposition nojalla.

Olkoon M siled monisto. Jos 0 € ©(M) ja g € F(M), niin mééritellddn kuvaus
fo: §(M) — §(M) asettamalla

((90)f)(p) = 9(p) () (p)
kaikille f € §(M) ja kaikille p e M.
Lemma 4.16. Olkoon M siled monisto. Talloin ©(M) on F(M)-moduli.
Todistus. Harjoitustehtava [4.7 [
Propositio 4.17. Olkoon M siled monisto. Tdlloin X € X(M), jos ja vain jos X € D(M).

Todistus. Edelld tarkastimme, ettd vektorikenttd X € X(M) maaraéd derivaation, katso
yhtalo (4.5]).

Olkoon 0 € ®(M). Olkoon p € M. Edelld tehdyn laskun nojalla @ maaraé pistederi-
vaation X, pisteessé p asettamalla X,(f) = (0f)(p) kaikille f € F(M). Néin maaraytyva
vektorikenttd X on siled, silla X f = 0f € F(M) kaikilla f € F(M). O

4.5 Vektorikentan integraalikayrat

Olkoon X siled vektorikentta sileédlld monistolla M. Siled polku v: I — M on vektoriken-
tan X integraalikdyrad, jos

kaikilla t € 1.

Olkoon (U, ¢) siled kartta monistolla M. Olkoot v!, ..., 4™ kiyran + koordinaatit kar-
tassa ¢. Yhtalon (3.5) nojalla integraalikdyrdan méaarittelevd yhtélo tulee muotoon

3G o = 310 = X(0) = X X 00) 55

Komponenteittain tarkasteltuna saadaan siis differentiaaliyhtalé(ryhméa) avoimessa jou-
kossa ¢(U)

SOM. 7 0) = (X)X G(0)).

Lause 4.18 (OY-lause). Olkoon D < E" avoin. Olkoon f: D — E" siled vektorikentta.
Jokaisella a € R ja be D on d > 0 siten, ettd alkuarvotehtdvdilld

{j” = f(@), (4.6)

on valilld la — 9§, a + d[ madritelty yksikdsitteinen ratkaisu.
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Todistus. Katso Lause 5.2] tai [Lec2, Appendix DJ. O

Seuraus 4.19. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Jokaisella siledlld vektoriken-
talla X € X(M) on integraalikiyrd, joka kulkee pisteen p kautta. O

A
\
N

N
AN

Kuva 4.1 — Tason vektorikentan V(x) = xQ% — xI% integraalikayria. Esimerkin
nojalla vektorikentdn V' lauseke napakoordinaateissa on —a—%.

: 272
\M I e
N AZE2 NN
O
N = \
N 77N
= 7\

2 // //// / / [ 4 \\ \
-2 I1 (; 1 2
Kuva 4.2 — Napakoordinaateissa ilmoitetun tason vektorikentan @a—i — a% integraa-

likéiyrid.
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Harjoitustehtavia

4.1. Todista Propositio
4.2. Todista Propositio [4.10]

4.3. Olkoon M siled n-monisto. Olkoot X, Xo,..., X, € X(M) sileitd vektorikenttia
siten, ettd tangenttivektorit Xi(p), Xa(p),..., Xn(p) € T,M ovat lineaarisesti riippumat-
tomia kaikilla p € M. Osoita, ettd on silea diffeomorfismi F': M x E" — T M.

4.4. Todista Propositio 4. 11]f]

4.5. Todista Propositio [£.13]

4.6. Todista Lemma [£.15]

4.7. Todista Lemma [£.16l

Olkoon M siled monisto. Olkoot X,Y e X(M). Maaritelldan kuvaus XY: F(M) —

§(M) asettamalla
(XY)f = X(Y[)

kaikille f € F(M).
4.8. Anna esimerkki vektorikentistd X,Y € X(M), joille XY ei ole vektorikentta.

Olkoon M siled monisto. Vektorikenttien X,Y € X(M) Lien hakatuld’|[X, Y] méaaritellaén
asettamalla

[X,Y]h = XYh—YXh
kaikille h € F(M).

“Englanniksi Lie bracket.

4.9. Olkoon M siled monisto. Olkoot X,Y € X(M). Osoita, etta [X,Y] e X(M).
4.10. Olkoon M siled monisto. Olkoot X, Y, Z € X(M). Osoita, etta

[X7 [K Z]] + [Yv [Z’ X]] + [Z’ [X7 Y]] =0.

4.11. Olkoon M siled monisto. Anna esimerkki monistosta M ja vektorikentista X,Y €
X(M), joille XY ¢ X(M). Olkoot X,Y € X(M) ja olkoon f, g€ F(M). Osoita, ettéi

Lf X gY] = folX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y ))X.
4.12. Olkoot XY, Z € X(E?) vektorikentét

0 x? 0 i xt 0 0

L .
orl 2 ox3’ or2 2 ox3’ ox3
Maarita hakatulot [X, Y], [X, Z] ja [Y, Z].

5Huomaa, etté viitteen vektorikentts on médritelty ja siled koko monistolla M.
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Luku 5

Alimonistot

Tassa luvussa méarittelemme siledn moniston sileéin upotetun alimoniston kéasitteen, joka
yleistda esimerkiksi vektoriavaruuden lineaariset ja affiinit aliavaruudet kurssilla jo aiem-
min keskeisend esimerkkini tarkastellun tapauksen S"* < E"*! abstrakteille monistoille.

5.1 Upotettu alimonisto

Olkoon M siled n-monisto ja olkoon 0 < k£ < n. Osajoukko S < M on upotettu k-
alimonistof] jos jokaiselle p € S on moniston M siled kartta (U, ¢), joka sisaltda pisteen p
ja jolle

HUNS)=o¢(U)n{xeRE: " =... =z" =0}.

Téalléin codim S = n — k on alimoniston S kodimensio ja (U, ¢) on alimonistoon S sopeu-
tettu kartta tai viipalekartta.

Alimonisto S on hyperpinta, jos codim S = 1.

2Joskus sitd kutsutaan myos sddnndolliseksi alimonistoksi.

Esimerkki 5.1. (1) Euklidisen avaruuden affiinit k-tasot ovat k-ulotteisia alimonistoja.

(2) Jos M ja N ovat sileita monistoja ja g € N, niin M x {q} on moniston M x N upotettu
alimonisto.E] Olkoon (p,q) € M x {q} =« M x N. Jos ¢: U — E™ on pisteen p sisaltava
siled kartta monistolla M ja v: V' — E" on g¢-keskinen silea kartta monistolla N, niin
o xY:UxV —E"™ x E" on siled kartta tulomonistolla M x N. Lisaksi

6 x V(U x V) M x {q}) = 8(U) x {(q)} = 6(U) x {0}
— o xp(Ux V) n{o e E™ g™ — o — gt = ),

joten ¢ x 1 on viipalekartta.
(3) Olkoon U = {z € E? : 22 > 0. Kuvaus ¢: U — ¢(U) = {y € E* : y* > (y')? — 1},
é(z) = (z!, |z|* — 1), on euklidisen tason alimonistoon S sopeutettu viipalekartta.

!Tulomoniston siled rakenne médriteltiin esimerkissé ).
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(4) Napakoordinaatit| @5 * kuvaavat joukon U = E2~]—c0, 0] x {0} joukolle ]0, oo[ x |-, 7[
siten, ettd @51 (U n'St) = {1} x ]—=, 7[. Olkoon h: E? — E2, h(z) = (22,1 — '). Tillsin
ho ®;! on méiritelmin mukainen viipalekartta.

Vastaavasti pallokoordinaatitﬂ r — (7,¢,0) mairdéivit siledn moniston E? alimonis-
toon S? sopeutetun viipalekartan médrittelyjoukossaan.

Olkoon Prj: E" — E*,
k
Pry(z) = Z r'e;
i=1
projektiokuvaus, joka vastaa ortogonaaliprojektiota aliavaruudelle E* x {0} < E".

Propositio 5.2. Jos S on silein n-moniston M k-ulotteinen upotettu alimonisto, niin se
on k-ulotteinen siled monisto, kun se varustetaan aliavaruustopologialla ja sopeutettujen
karttojen mddrdamdalld kartastolla

{(U NS, 0s) : (U, @) on sopeutettu kartta} ,

missd ¢g = Pry op|ynsg.

Inkluusiokuvaus i: S — M on siled injektio.
Todistus. Harjoitustehtava [5.1] m

Propositio 5.3. Olkoon S siledn moniston M siled upotettu alimonisto.
(1) Jos G: M — N on siled kuvaus, niin G|s on siled.
(2) Olkoon F': N — M siled kuvaus, jolle F(N) < S. Talloin F: N — S on siled.

Todistus. (1) G|s = G o, joten G on sileiden kuvausten yhdistettyna kuvauksena siled.

(2) Olkoon p € N ja olkoon (U, ¢) siledn moniston N siled kartta, joka sisdltdd pisteen
p. Olkoon S < M k-ulotteinen alimonisto ja olkoon %: V — [E™ moniston M silea
viipalekartta, joka on sopeutettu alimonistoon S ja sisiltdé pisteen F'(p). Talloin kuvaus
thso Fogp™ = Pr'o o Fog¢ ! on sileiden kuvausten yhdistettyni kuvauksena siled
kuvaus, joten F': N — S on silea. m

5.2 Saannolliset tasa-arvojoukot

Téssé luvussa havaitsemme, etté sileiden funktioiden ja sileiden kuvausten tasa-arvopinnat
antavat sileiden monistojen upotettuja alimonistoja samaan tapaan kuin euklidisen ava-
ruuden tapauksessa, kunhan tarkastellaan sdannollisia arvoja.

Lause 5.4 (Kéédnteiskuvauslause). Olkoot M ja N sileitd n-monistoja. Olkoon F: M —
N siled kuvaus ja olkoon p € M. Jos dF,: T,M — TpN on kddntyvd, niin on pisteen
p avoin ymparisto W s p siten, etta F: W — F(W) on siled diffeomorfismi.

2Katso Esimerkki
3Katso Harjoitustehtava
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Todistus. Olkoon (U, ¢) p-keskinen siled kartta ja olkoon (V1)) F(p)-keskinen siled kart-
ta siten, ettd F(U) < V. Kuvaus ¢ o F o ¢~': E" — E" on siled ja d(¢) o F o ¢ )4 on
kaantyva Proposition [3.7 nojalla, koska kuvaukset ¢ ja ¢ ovat diffeomorfismeja. Differenti-
aalilaskennan kz’iéinteiskuvauslauseenﬂ nojalla on pisteen ¢(p) avoin ympéristé U’ < ¢(U),
jolle poFog™|y: U — 1poFog™ (U’) on siled diffeomorfismi. Talloin W = ¢~ 1(U') c U
on pisteen p avoin ymparisté ja F|y-1pry: W — F(W) on diffeomorfismi. O

Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F': M — N siled kuvaus ja olkoon p e M. Jos
dF,: T,M — Try) N on surjektio, niin p on kuvauksen F' sadanndéllinen piste. Muuten p
on kriittinen piste.

Esimerkki 5.5. Piste p € M on reaaliarvoisen siledn funktion f: M — R kriittinen
piste, jos ja vain jos df, on nollakuvaus.

Olkoot M ja N sileitd monistoja. Olkoon F' € C*(M,N). Jos ¢ € F(M) ja dF, on
surjektio jokaisella p € F~1(S), niin ¢ on sddnnéllinen arvo ja F~'(c) on sddnndllinen
tasa-arvojoukko.

Lause 5.6. Olkoon M siled monisto. Olkoon f € §(M) ja olkoon c € f(M) sddnndllinen
arvo. Tdlloin f~1(c) on upotettu hyperpinta.

Todistus. Olkoon M siled n-monisto. Siirtymalla tarkastelemaan funktiota f — ¢ voimme
olettaa, ettd ¢ = 0. Olkoon S = f~1(0) ja olkoon p € S. Olkoon (U, ¢) p-keskinen kartta.
Koska 0 on séddnnoéllinen arvo, yhtalon (3.2)) nojalla on 1 < k < n, jolle (?xik’p f # 0.
Jarjestamalla kartan komponentit uudelleen voidaan olettaa, ettd k = 1.

Olkoon F': U — E", F(q) = (f(q),2%*(q),-..,z"(q)). Talloin

2 i el
P f i‘ f o i} f ox! pf ox2 pf oxm ’pf
aal’l p 6(552 p aax” p O 1 O e O
2 ) 2 2
W\px 2z pt W\p B 0 0 r o0
0 0 0 | :
P R e o |, 2" 8 1

Oletuksen mukaan kuvauksen F o ¢! Jacobin determinantti

0
D(F o6 (60 = 55|, oo

pisteessa ¢(p) € ¢(U) < E" on nollasta poikkeava, joten dF, on kaantyvd. Kéanteisku-
VauslauseenE] nojalla on pisteen p avoin ympéristé V- < M siten, etta (V, F|y) on siled
kartta. Téma on haluttu kartta, silld f(g) = 0 kaikilla g€ S n V[ O

4Jatkuvasti differentioituva tapaus kisitellién kurssilla Vektorianalyysi 2, katso myos [Fle, Luku 4.5].
Sile& versio todistetaan Leen kirjan liitteessd [Lee2, Thm.C.34].

SLause

SMisritelmin mukaan viimeisen koordinaatin tulisi olla nolla eiki ensimméisen, mutta jérjestykselld
ei toki ole merkitysta.
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Esimerkki 5.7. (1) Olkoon f: E"*! — E! siled funktio. Luku c € f(E) on sidannéllinen
arvo, jos Vf(x) # 0 kaikilla z € f~!(c).

(2) Kuvaus r: E"™! — B! r(z) = |z|? on siled ja Vr(z) = 2z, joten S™ = r~1(1) on silea
alimonisto.

Samaan tapaan voidaan todistaa yleisempi tulos, joka antaa korkeamman kodimension
alimonistoja.

Lause 5.8. Olkoot M ja N sileitd monistoja. Olkoon F: M — N siled ja olkoon ¢ € F (M)
sadannollinen arvo. Tdlloin F~1(c) on upotettu alimonisto.

Todistus. Katso [Lee2l, Cor. 5.14]. O

5.3 Immersio ja upotus

Olkoot S ja M sileitd monistoja. Siled kuvaus F': S — M on siled immersio, jos dF, on
injektio kaikilla p € S.

Jos F' on siled immersio ja topologinen upotus[’| niin se on siled upotus.

“Kuvaus on topologinen upotus, jos se on homeomorfismi kuvalleen.

Propositio 5.9. Olkoon S < M siled alimonisto ja olkoon i: S — M inkluusiokuvaus
i(p) = p. Talloin i on siled upotus.

Todistus. Alimoniston mééaritelmén nojalla inkluusiokuvaus on topologinen upotus. Li-
saksi viipalekartan avulla nakee helposti, etta di, on injektio. O

Propositio 5.10. Olkoon S kompakti silec monisto ja olkoon F: S — M injektivinen
siled immersio. Talloin F' on siled upotus.

Todistus. Kuvaus F' on jatkuva bijektio joukolle F'(S), joka on Hausdorffin avaruus ali-
avaruustopologiassa. Siis F': S — F(S) on homeomorﬁsmi[] joten F' on topologinen upo-
tus. O

Esimerkki 5.11. Harjoitustehtévissa osoitettiin, ettd tekijakuvaus m: S" — P",
m(xz) = [z], on siled lokaali diffeomorfismi, joten dm, on kééntyvi jokaisella p € S™.
Erityisesti siis dm, on injektio, joten 7 on silea immersio.

Lause 5.12 (Immersiolause). Olkoon F': S — M siled immersio ja olkoon p € S. Til-
loin on p-keskinen siled kartta (U, ¢) monistolla S ja F(p)-keskinen siled kartta (V, 1) mo-
nistolla M siten, etti 1 o F o ¢~ (z) = (x,0) kaikille z € ¢(U).

Todistus. Viite todistetaan kadnteiskuvauslauseen®|avulla samaan tapaan kuin Lause|[5.6]
katso esimerkiksi |[Lafl, Luku 2.6.2], jossa todistetaan differentioituva versio lauseesta. [

Lause 5.13 (Upotuslause). Olkoon F: S — M siled upotus. Tdllin F(S) on moniston
M siled alimonisto.

"Katso [Par2, Lause 11.7], [Mun, Thm. 26.6]

8Lause
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Todistus. Olkoon dim S = k ja dim M = m. Olkoon p € S. Valitaan pisteille p ja F'(p) ym-
péristot U 3 p ja V 3 F(p) ja kartat kuten Immersiolauseessa siten, etta F(U) < V ja

YEFU) N V)={zeRE 2" =... = 2" =0} n (V).

Koska F' on upotus, niin F(U) on avoin avaruudessa F'(S). Aliavaruustopologian mééri-
telmén nojalla siis F(U) = F(S) n W jollain avoimella W < M. Siis

VaAaW)nF(S)=VnFU)=FU),
joten pisteen F'(p) ymparistossa W n'V < V pétee
V(ES) AV AW) ={zeE" 2" =. =2" =0} np(V A W).
Siis F(S) on upotettu alimonisto. O

Esimerkki 5.14. Olkoon a € R ja olkoon 7,: E! — T? = E2/Z?
Yo(t) = (t,at) + Z° .

Kuvaus 7, on siled immersio, koska se on siledn upotuksen ¢ — (¢, at) ja sileéin kuvauksen
x — x + Z? yhdistetty kuvaus.

Jos a = £ € Q, niin 74(t + q) = 7a(t) + (¢, p) kaikilla # € E'. Siis 7, midrdd siledn
kuvauksen kompaktilta tekijamonistolta B! /¢Z, t + qZ — ~,(t), jolla on sama kuvajoukko
kuin kuvauksella ~,. Proposition nojalla 7, (E!) on upotettu alimonisto.

Jos a € R — Q, niin Kroneckerin approksimaatiolauseenﬂ nojalla v, (E!) on toruksen
T? tihed osajoukko. Siis se ei ole alimonisto.

Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F': M — N siled kuvaus. Talloin
G(f)={(z,F(x):xe M}

on kuvauksen F' graafi eli kuvaaja.

Propositio 5.15. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F: M — N siled kuvaus.
Talloin kuvauksen F graafi on siled monisto.

Todistus. Olkoon F': M — M x N, F(z) = (z, F(z)). Tallsin (F) = F(M). Kuvaus
F on selvasti injektio. Projektiokuvauksen my: M x N — M rajoittuma graafille ¢ (F)
on kuvauksen F': M — ¢(F) kdanteiskuvaus, joka on jatkuvan kuvauksen rajoittumana
jatkuva. Siis F" on homeomorfismi kuvalleen. N

Kuvaus dF), on injektio jokaisella p € M, silla yhtélosta my o F' = idy, seuraa Proposi-
tion (2) nojalla idr,y; = d(wM)f(p)de. Siis F' on siled upotus, joten ¢4 (F') on upotettu
alimonisto Lauseen nojalla. m

Seuraavan tuloksen mukaan kaikki siledt monistot ovat itse asiassa siledsti diffeomor-
fisia jonkin euklidisen avaruuden siledn alimoniston kanssa.

9Katso esimerkiksi [HW], Luku XXIII].
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Lause 5.16 (Whitneyn upotuslause). Jokaisella n-monistolla on siled upotus euklidiseen
avaruuteen E2"H1,

Todistus. Katso [Lee2, Theorem 6.15]. O

Esimerkki 5.17. (1) Torus T" on mééritelmansé mukaan abstrakti siled monisto, jonka
maaritelmé ei anna sille upotusta minkadn euklidisen avaruuden alimonistoksi. Esimerkis-
sé totesimme, ettd kuvaus f: E! — E2, f(t) = (cos2wt, sin 27t) méaarda homeomor-
fismin f: T' — S'. Kuvauksen f differentiaali df; on injektio jokaisella p'e E!, silld koor-
— sin 27t 1
dinaateissa sen matriisi on ( ngrsl 277; # 0 kaikilla ¢. Lisiksi tekijakuvaus mo: E* — T*!
on lokaali diffeomorfismi, silla se on 1-toruksen karttakuvausten kdanteiskuvaus lyhyille
vileille rajoitettuna. Olkoon p € T!, olkoon (U, @) pisteen p sisiltava kartta, jolle pétee
7. o ¢ = id. Siis df, = dfg() do, on injektio, joten f on upotus.
Yleisessé tapauksessa olkoon F': T — E?** = (E2),

F(‘T+Zn) = (f(xl)a>f<xn))

On helppo tarkastaa, etta dF}, on injektio kaikilla p € T", joten F' on immersio. Torus T" on
kompakti, silla T" = 7. ([0, 1]"). Kuvaus F on selvasti siled injektio, joten Propositionm
nojalla se on upotus. Niin saadaan erityisesti 2-toruksen silei upotus avaruuteen E*.

Tunnetusti torus voidaan upottaa avaruuteen E*. Kuvaus G': T*> — E?, jonka mééréa
kuvaus G : E? — [E3,

G(z) = ((2 + cos2may) cos 2ms, (2 + cos 2may) sin 27ws, sin 27y ) (5.1)

on siled upotus|”

(2) Projektiivinen avaruus P™ on abstrakti siled monisto, jonka mééritelmé ei anna sille
upotusta minkéan euklidisen avaruuden alimonistoksi. Whitneyn upotuslauseen nojalla
se voidaan upottaa avaruuteen E2"*!. Harjoitustehtavissi osoitamme, ettd P? voidaan
upottaa avaruuteen E* upotetuksi alimonistoksi. Projektiivista tasoa ei voi upottaa ava-
ruuteen B[] mutta on useita immersioita F': P> — E3. Harjoitustehtévin kuvaus
f3 on immersioH Sen kuvajoukko f3(PP?) on Boyn pinta.

Kuva 5.1 — Boyn pinta kahdesta eri suunnasta.

0Harjoitustehtivé [5.5
HKatso esimerkiksi [Hir, Thm. 4.7].
2Harjoitustehtadvi
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5.4 Alimoniston tangenttiavaruus

Silean alimoniston S < M tangenttiavaruutta pisteessa p on luontevaa ajatella ympé-
roivan moniston M tangenttiavaruuden 7, M aliavaruutena. Télloin samastetaan avaruus
T, S inkluusiokuvauksen ¢: S — M differentiaalin di,: 1,5 — T,M kuvajoukon kanssa:
Jos f e C*(M) javeT,S, niin

diyzvf =v(foi)=uv(fls). (5.2)

Inkluusiokuvauksen differentiaali di, on lineaarikuvaus, joten ajattelemme aliavaruutta
T,S vektoriavaruuden 7, M lineaarisena aliavaruutena.

Propositio 5.18. Olkoon S silein moniston M siled alimonisto. Kuvaus di: T'S — T M
on siled upotus. Erityisesti T'S on silein moniston T'M siled alimonisto.

Todistus. Olkoon S k-monisto ja olkoon M n-monisto, k& < n. Viipalekoordinaateissa
dz’p(%) = aii kaikilla 1 < ¢ < k. Siis tangenttikimpun 7'M viipalekarttaa vastaavissa
koordinaateissa di vastaa kuvausta (z,y) — ((z',...,2%,0,...,0),(y",...,4*,0,...,0)),
joten di on siled. Se on ilmiselvésti injektio ja topologinen upotus lineaarisen aliavaruuden

osan inkluusiona euklidisessa avaruudessa. O

Propositio 5.19. Olkoon S silein moniston M siled alimonisto. Olkoon p € S ja olkoon
v e T,M. Tdlloin v € T,S, jos ja vain jos on siled polku v: I — M, jolle ¥(0) = v ja
v(t) € S kaikilla t € I, jollain voimella vililli I = B!, joka sisdltdd pisteen 0..

Todistus. Harjoitustehtéava [5.4] O

Esimerkki 5.20. Olkoon 7y € S = E"! ja olkoon a € z§. Olkoon 7, : Et — En+1

Ya(t) = zocos ([al t) + Zsin ([alt) .

T&llin v, (t) € S™ kaikilla ¢t € E! ja yhtélon (3.5) nojalla
n+1 a

ORI

i=1

o

Siis
n+1 a

n k . 1 n+1
TS z{;aw.aexo}chE+ :

Tamaé vastaa differentiaalilaskennan tuttua tulosta, jonka mukaan 7'S™ samastetaan ava-
ruuden rj kanssa.

Seuraava tulos antaa hieman erilaisen tavan tunnistaa alimoniston tangenttivektorit.

Propositio 5.21. Olkoon S silein moniston M siled alimonisto. Olkoon p € S. Olkoon
veT,M. Tdlloin v eT,S, jos ja vain jos vf =0 kaikille f € F(M), joille f|s = 0.
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Todistus. Jos f|s =0 ja ve T,S, niin vf = 0 yhtalon (5.2)) nojalla.
Oletetaan sitten, ettd v € T,M ja vf = 0 kaikille f € C*(M), joille f|g = 0. Olkoon
k = dim S < dim M = n. Viipalekoordinaateissa
0
’ é’xk p
Olkoon v € T,M. Téllsin v = >};_, v*=%|,. Olkoon k + 1 < j < n. Télléin z*(¢q) = 0
kaikilla g € S n V, joten

| 0
7,8 = diy(T,S) = <% )

n a] )
Ozvx]—zkaxk =l .
T

Siis v € T,,S. O

Kun tarkastellaan kuvauksia euklidisten avaruuksien alimonistojen valilla, kuvaus voi-
daan usein ajatella ymparoivan avaruuden kuvauksen rajoittumana. Talloin differentiaalia
voidaan tarkastella derivaattamatriisin eli Jacobin matriisin avulla. Erityisesti, jos laajen-
netun kuvauksen differentiaali on injektio jossain alimoniston pisteessd, niin differentiaalin
rajoittuma alimoniston tangenttiavaruuteen on myos injektio.

Olkoot 1 < m < n luonnollisia lukuja. Lineaarikuvaus A: R™ — R" on injektio, jos
sitd vastaavan n x m-matriisin® A ranki on m. Matriisin A ranki on m, jos sen rivit
ovat lineaarisesti riippumattomia, mika on yhtdpitavad sen kanssa, ettd matriisilla A on
m lineaarisesti riippumatonta rivid. Matriisin A ranki on siis m, jos silld on nollasta
poikkeava m x m-alideterminantti. Katso esimerkiksi [Lan, V§3, VI§9].

Esimerkki 5.22. Olkoon W: E? — E? W(z) = ((«'2? 2!, (z%)?). Kuvauksen W deri-
vaattamatriisi on

22 !
1 0
0 a2

2 % 0, niin sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, esimerkiksi koska toisen

Jos x

ja kolmannen rivin muodostaman 2 x 2-matriisin determinantti on z, # 0. Jos 22 =
0 ja o' # 0 padstiin samaan lopputulokseen tarkastelemalla ensimmaéisen ja toisen rivin
muodostamaa 2 x 2-matriisia. Jos # = 0 niin toinen sarake on nollavektori. Siis W' |gs_ (o}
on siled immersio mutta lineaarikuvauksen dW, kuvajoukko on 1-ulotteinen. Kuvauksen

W kuvajoukko on Whitneyn sateenvarjo.

Harjoitustehtavia

5.1. Todista Propositio

5.2. Olkoon f:E3 — E!, f (y) = ys kaikille y € E? euklidisen avaruuden standardi-
koordinaateissa. Osoita, ettd f = fl|s2: S? — E! on siled funktio. Maaritd kuvauksen
f kriittiset pisteet.

5.3. Olkoon M siled monisto. Olkoon f: M — ! siled funktio, jolla on lokaali maksimi
pisteessa p € M. Osoita, ettd p on funktion f kriittinen pisteff]

13T4llaisessa matriisissa on n rivid ja m saraketta.
4 Analyysin ja differentiaalilaskennan tuloksia saa kayttas.
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Kuva 5.2 — Whitneyn sateenvarjo kolmesta eri suunnasta.

5.4. Todista Propositio [5.19
5.5. Osoita, ettd kuvaus G: E2 — E3,

~

G(z) = ((2 + cos2mxy1) cos 27ma, (2 + cos 2may) sin 27xs, sin 27y )

madrad toruksen T? = E2/Z? silein upotuksen siledéin monistoon E3.

5.6. Osoita, ettd kuvaus v: P? — E4,
v([z]) = (ﬁ - 9537 T1Ty, T1T3, ToTs)

on siled upotus|”
5.7. Osoita, ettd Harjoitustehtavan kuvaus f3 on immersio.

5.8. Osoita, ettd kuvaus v: P2 — E3,

v([z]) = (z2x3, 123, T122)

I>Harjoitustehtévi, m
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on siled kuvaus mutta ei ole immersio. Osoita, ettd on #drellinen joukko P < P? siten,

ettd kuvauksen v rajoittuma joukkoon P? — P on immersiom

5.9. Olkoon 7: E3 — S,
v(z) = (95%@%,53%,\/5952%3,\/55619037\@161952)-

(1) Osoita, ettd 7(S*) < S°.
(2) Osoita, ettd D|sz: S* — S® on siled immersio.
(3) Osoita, ettd kuvaus v: P? — P5,

v([x]) = [2? - 22 - 22 NV 220ws 1 V21125 1 V21 1]

on siled upotus.

5.10. Olkoot X, X5, X3 vektorikenttis, monistolla E*,
0 0 0 0
Xolg) = —g2 O 1 O O 3 O
1(7) ox! Ox2 ox3 oxt’
L0 L9 L0 .0
Xolw) = =2 a g — e Y GE Y
0 0 0 0
() — ot 3.0 20 10
() ox? ox? o8 " * o

(1) Osoita, ettd X, Xo, X3 médrittelevit vektorikentét alimonistolla S* = E*.

(2) Osoita, ettd X;(p), Xo(p), X3(p) ovat lineaarisesti riippumattomia kaikilla p € S3.

(3) Osoita, ettd T'S® on diffeomorfinen tulomoniston S* x E? kanssa.

16Katso kansikuvaa.
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Luku 6

Kotangenttikimppu

Tésséa luvussa maarittelemme silein moniston kotangenttikimpun, joka on moniston tan-
genttiavaruuksien duaalien erillinen yhdiste. Tangenttikimpun tapaan myos kotangentti-
kimppu on siled monisto. Luvun aluksi tarkastelemme vektoriavaruuksien ja erityisesti
tangenttiavaruuksien duaaleja.

6.1 Vektoriavaruuden duaali ja duaalikuvaus

Olkoon V' reaalinen vektoriavaruus. Lineaarikuvaus w: V' — R on lineaarimuoto eli line-
aarinen 1-muoto eli kovektori. Vektoriavaruuden V' (algebrallinen) duaali on

V*={w: V>R kovektori}.
Lineaarialgebrasta tiedimme, ettd duaali on vektoriavaruus, kun se varustetaan ta-
vanomaisilla funktioiden yhteenlaskulla ja vakiolla kertomisella.

Lemma 6.1. Olkoon (vy,vs,...v,) vektoriavaruuden V kanta.

(1) Josv =3 a'v;, niin w(v) = > | a'w(v;).

(2) Jokainen vektori b = (by, by ..., b,) € R" mddrdd lineaarimuodon w, € V*, kun jokai-
selle v =" | a'v; asetetaan wy(v) = > | a'b;.

(3) dim V* = dimV = n.

Todistus. Harjoitustehtéava [6.1}] O

Lemman [6.1] nojalla lineaarimuoto w € V* méadrdytyy yksikésitteisesti arvoista w(v;),
1 <i < n, kun (v, v9,...v,) on vektoriavaruuden V kanta.

Propositio 6.2. Olkoon (E\, Es, ... E,) wvektoriavaruuden V kanta. Olkoot €',... " €

V* siten, ettd
. . 1, kuni=j,
el(E;) = i = I
0, muuten
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Tdlloin (¢',...,€") on duaaliavaruuden V* kanta.
Todistus. Lemman|[6.1]nojalla viitteeen ehto médrittelee lineaarimuodot €', . . ., e™ yksiké-

sitteisesti. Olkoon w € V*. Jokaiselle v = > | v'F; € V pétee lineaarisuuden ja kuvauksen
¢/ maaritelméan nojalla

n n
e'(v) = Z Ve'E; = Z v =0’
Jj=1 Jj=1

kaikille 1 < 4,7 < n. Siis

wou= w(Zv’EJ = Zviw(Ei) = ZW(E,) e'(v) = <ZW(EZ) 5i> (v).
i—1 i—1 i—1 i—1
Siis w = Y./ w(Ey) e’ € (e',...,e") kaikille w € V*. Lemman [6.1[3) nojalla dim V* = n,
joten vaite seuraa tasta. O

Olkoon (v, vs, ...v,) vektoriavaruuden V kanta. Olkoot €', ... &" € V* siten, ettd

{1, kuni = j |

0, muuten
T&llsin (1, ...,e") on kannalle (v, vs, ... v,) duaalinen kanta.

Esimerkki 6.3. (1) Vektoriavaruuden R™ standardikannalle (e, ..., e,) duaalinen kan-
ta (e!,...,e") on duaaliavaruuden (R™)* standardikanta.

(2) Olkoon (E4, Es, ... E,) vektoriavaruuden V kanta. Jokainen v € V' voidaan kirjoittaa
yksikasitteisesti muodossa

Olkoot V' ja W  vektoriavaruuksia ja olkoon L: V — W lineaarikuvaus. Kuvaus
L*: W* - V*
L*(w)=wo L

on kuvauksen L duaalikuvaus eli transpoosi.

Lemma 6.4. (1) Lineaarikuvauksen duaalikuvaus on lineaarikuvaus.
(2) Jos Ly: Vi — Vs, ja Ly: Vo — V3 ovat lineaarikuvauksia, niin (LoLq)* = LEL3.

Todistus. Harjoitustehtéva [6.2] O
Vektoriavaruuden V' duaalin duaali V** = (V*)* on vektoriavaruuden V' biduaali.

Seuraava tulos on hyddyllinen luvussa [7], kun késittelemme tensoreita.
Propositio 6.5. Olkoon V' adrellisulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus &:V — V**,
§(v)w = wv,

on lineaarinen isomorfismi
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Todistus. Olkoon V' vektoriavaruus ja olkoon v € V. Kuvaus {(v): V* — R on lineaarinen
silla kaikille wy,wy € V* ja kaikille ay,as € R patee duaaliavaruuden laskutoimituksia
kayttamalla

E(v)(a1wy + asws) = (aw1 + asws)v = 1wV + aswsv = a1&(vV)wy + ax€(v)ws .

Osoitetaan sitten, ettd £ on lineaarikuvaus. Olkoot vi,vy € V ja ai,as € R. Télloin
kuvauksen w € V* lineaarisuuden nojalla

£(a1v1 + agv9)w = w(a1vy + agvs) = awuy + aswve = a1&(v1)w + asf(ve)w

(a1€&(v1) + az€(v2))w,

joten
§(arvr + agva) = a1§(v1) + agg(va) .

Lemman [6.1)(3) nojalla dim V** = dim V* = dim V' < o0, joten £ on isomorfismi, jos se
on injektio. Olkoon v € V —{0}. Olkoot vy, v3, ..., v, € V —{0} siten, ettd (v, vs,vs3,...,v,)
on avaruuden V kanta. Olkoon w, € V* se (yksikésitteisesti maaratty)lineaarimuoto, jolle
pétee w,(v) = 1 ja w,(v2) = wy(v3) = -+ - = wy(vy,). Téll6in

f(v)wv = Wv(”) =1,

joten &(v) # 0 € V**. Siis ker £ = {0}, joten £ on injektio. O

6.2 Kotangenttivektorit

Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Duaaliavaruus 7(M) on moniston M kotan-
genttiavaruus pisteessé p. Kotangenttiavaruuden alkiot ovat kotangenttivektoreita pl’|

¢Joskus niitd kutsutaan kovektoreiksi pisteessd p.

Lemma 6.6. Olkoon M siled monisto. Siled funktio f € §(M) madrdd kotangenttivektorin
df|,asettamalla

df|pvp =upf
kaikille v, € T, M.

Todistus. Olkoot v, w € T,M ja a,be R. Talloin
df|,(av + bw) = (av + bw) f = a(vf) + bwf) = adf|,v + bdf|,w,
joten df|, € Ty M. ]

Siledn funktion f € §F(M) differentiaali df,, pisteessd p € M madriteltiin luvussa
asettamalla df,(v,)g = v,(g o f) kaikille v, € T,M ja kaikille g € F(E').

Lemma 6.7. Olkoon M siled monisto ja olkoon f € §F(M). Tdlldin

d
dfp(vp) = df|, vy, @|f(p) .
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Todistus. Kiinnitetaan v, € T,M. Koska Tf(p)El = <%| f (p)>, on a € R, jolle

d
dfp(vp) = a%‘f(p) (6‘1)

Differentiaalin maéritelméan ja yhtéalon (6.1 nojalla

d

dflyvp, = vp(f) = vp(idg of) = dfpv,idem = a o

idEl =a. D
f(p)

Tangenttiavaruus T E' samastetaan usein vektoriavaruuden R kanssa kuvauksella
a%‘ i Taman samastuksen jalkeen merkinta df, tarkoittaa yleensa kotangentti-

vektoria df, € T M, jota merkitsimme edelld d f],.

Olkoon (U,¢) siled kartta siledlla monistolla M ja olkoon p € U. Kuvauksen ¢
komponenttien z',..., 2" differentiaalit dz'|,,...,dz"|, ovat kartan (U,¢) koordinaat-
tiko(tangentti)vektorit pisteessé p.

Kéaytdmme kotangenttivektoreille ylaindeksejé ja niiden komponenteille alaindekseja.

Propositio 6.8. Olkoon (U, ¢) siled kartta siledlld monistolla M ja olkoon p € U. Talloin

(dxt|,, ..., dz"[,) on kotangenttiavaruuden T}M kanta, joka on duaalinen tangenttiava-
ruuden Ty M kanna (25t lps - -+ s 55 |p) kanssa.

Todistus. Maéritelmén nojalla kaikille 1 < 7,7 < n = dim M pétee

0

p 8xj

p
Jos wy, € T M niin kaikille 1 < j < n pétee
n ja]

(2 s

i=1

; 0
p)d$ |p> owi »

Koska kotangenttivektorit w, ja ./, (w, 52 |,)dz’ saavat samat arvot tangenttiavaruuden

T,M kantavektoreilla, paattelemme

-

Wy = Z (wp éh@)da@i.

i=1

Siis n koordinaattikovektoria virittaé n-ulotteisen vektoriavaruuden T3 M, joten ne muo-
dostavat kannan. O

IMuista Seuraus
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6.3 Kotangenttikimppu

Olkoon M siled monisto. Moniston M kotangenttikimppu on

T*M = | | Ty M

peM

varustettuna silein moniston rakenteella, joka maaritellaén alla. Kotangenttikimpun 7% M
(kantapiste))projektio on kuvaus m = mpr: T*M — M, w(w,p) = p.

Olkoon (U, ¢) siled kartta sileilld n-monistolla M ja olkoon p € U. Proposition
nojalla jokaisella w, € TyU < T*U < T*M pétee

Wy = z”] cr(w) da®|, (6.3)

joillain kertoimilla ¢;(v), c2(v), ..., ca(v) € R. Olkoon ¢: T*U — E" kuvaus, jonka kom-
ponentit ovat ¢ (v), ca(v), ..., cy(v). Olkoon ®F: T*U — ¢(U) x E" kuvaus

07 (wq) = (0(q), c(w)) -

Valitaan joukkoon 7*U yksikésitteisesti maaritelty topologia, jolle ®}; on homeomorfismi.
Olkoon

PB*={AcT*M : AcT*U on avoin jollain koordinaattiymparistolla U < M} .

Valitaan joukkoon 7*M topologia, jonka kanta on Z* ja varustetaan T*M kartastolla
{(T*U, ®f) : (U, ¢) on siled kartta}.

Propositio 6.9. Silein moniston kotangenttikimppu on siled monisto. Kantapisteprojek-
tio on siled kuvaus.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio Harjoitustehtéva [6.4] O

Esimerkki 6.10. Jos monistolla M on globaali siled kartta, niin 7% M on diffeomorfinen
tuloavaruuden M x E" kanssa. Erityisesti 7*E" on diffeomorfinen avaruuden E?" kanssa.

6.4 Sileat 1-muodot

Olkoon M siled monisto. Kuvaus w: M — T*M, jolle m o w = idy;, on 1-muoto eli
kovektorikenttd eli kotangenttikimpun T*M (globaali) leikkaus[]

Olkoon [1
X*(M) ={w: M — T*M : w on siled 1-muoto} .

“Englanniksi section.
bJoissain lihteissd kilytetéiin sileiden 1-muotojen avaruudelle merkintii Q(M).
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Kéaytdmme merkintaa
wy = w(p).

Monistolla M maéritelty 1-muoto w méarittelee kuvauksen moniston M vektorikenttien
avaruudelta funktioiden avaruuteen luonnollisesti pisteittédisen toiminnan kautta.

Jos we X*(M) ja X € X(M), niin
(WX)(p) = wpX,.
Luvussa [6.2] méaritelty siledn funktion pisteittdinen differentiaali mééraa 1-muodon.

Olkoon M silead monisto. Funktion f € §(M) differentiaali df on kuvaus df : M — T*M,
p > dfp.

Esimerkki 6.11. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U, ¢) siled kartta, jonka kompo-
nentit ovat zt, 22, ..., 2". Koordinaattimuodot dz', ..., dx"™ ovat sileitd 1-muotoja joukossa
U, silla niiden esitys luonnollisessa kartassa ®#;; on

Of oda’ oo™ (y) = (y.ex) .

Kovektorikenttien yhteenlasku ja vakiolla kertominen maéaritellaan pisteittain: Jos w
ja a ovat 1-muotoja ja A € R, asetetaan

(wW+a),=w,+a, ja (M), = Aw,,

missé kotangenttivektorien yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen suoritetaan vektoria-
varuuden 77 M laskutoimituksilla kaikilla p € M.
Seuraavat differentiaalin ominaisuudet ovat kayttokelpoisia:

Propositio 6.12. Olkoon M siled monisto ja olkoot f,g e §(M). Talloin
(1) d(af + bg) = adf + adg kaikilla a,b € R.

(2) d(fg) = fdg+gdf.
(3) jos g(p) # 0 kaikilla p e M, niin

d(]g‘) _ gdfg—2fdg_

Todistus. (1) Olkoon X € X(M). Talloin
dlaf +b9)X = X(af +bg) =aXf+bXg=adfX +bdgX.
Loput véitteet todistetaan Harjoitustehtavissa [6.8] O

(Siledn) 1-muodon kertominen (siledlld) funktiolla maaritelldén pisteittain: Jos w €
X*(M) ja f: M — R, asetetaan

(fw)p = f(p)wyp (6.4)
kaikilla p € M.
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Lemma 6.13. Olkoon M on siled monisto ja olkoon w € X*(M). Talloin
w(fX)=fwX
kaikille f € §(M) ja kaikille X € X(M).
Todistus. Koska w, on lineaarikuvaus jokaisella p € M, saamme
w(fX)(p) = wp(f(P)Xp) = [(p) wpXp = (fw)pXp - U

Jos U < M on avoin koordinaattiympéristo, niin yhtilon (6.3]) nojalla mika tahan-
sa l-muoto w: U — T*U voidaan ilmaista koordinaattimuotojen avulla: On funktiot
c1,Ca, ... cp: U — EL joille

w= 2 cr, da® . (6.5)
k=1

Propositio 6.14. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U, @) siled kartta monistolla M.
Olkoon w: M — T*M 1-muoto. Tdlloin w on siled 1-muoto joukossa U, jos ja vain jos
sen kerroinfunktiot esityksessa (6.5)) ovat sileitd.

Todistus. Kovektorikentédn w esitys luonnollisissa koordinaateissa on @(y) = (y,c(y)),
joten w on siled, jos ja vain jos kerroinfunktiot cq, ..., ¢, ovat sileita. O]

Lemma 6.15. Olkoon f € F(M) ja olkoon (U, x) siled kartta. TdllGin

df = 2 5 d (6.6)
Todistus. Olkoon ;
2 % e X(M).
Talloin linearisuuden ja Lemman nojalla

df X = Zn:akf.

Toisaalta yhtalon (6.2) nojalla

(Sema)x = (B (Bt o)

J Jj=1 k=1
:;;ak@ﬂdﬂéﬁfk:;; (%:Z k&azk' -

Lemman nojalla sileéin funktion differentiaali vastaa differentiaalilaskennasta tut-
tua gradienttia.

Seuraus 6.16. Siledin funktion differentiaali on siled 1-muoto.

Todistus. Seuraa Proposition nojalla Lemmasta [6.15] O]
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Propositio 6.17. Olkoon M siled monisto. Olkoon w: M — T*M 1-muoto. Tdalldin
w € X*(M), jos ja vain jos wX € F(M) kaikilla X € X(M)J]

Todistus. Olkoon w € X*(M) ja olkoon X € X(M). Olkoon (U, ¢) siled kartta. Proposi-
tioiden [4.§ ja nojalla on funktiot ¢¢,..., ¢, ck, ..., c% € F(U), joille

“N@det o X =Y.
w ;C Xz Ja ]Z_]l X(}[L'J

Talloin

w i o 0 C w J i 0 w J si C w i
(wX)(q) = <ch dw)<;dxﬁaﬂ> = Z ¢ cdx % = Z i 0 =;ci c,

i=1 i,j=1 ij=1

joten wX on siled sileiden funktioiden &darellisend summana.
Olkoon w: M — T*M kuvaus, jolle m o w = idj;. Oletetaan, ettd wX on siled kaikille
X € X(M). Olkoon (U, ¢) siled kartta. Proposition[6.8nojalla on funktiot ¢f, ..., ¢%: M —

E! siten, etté
n

wly = Z & dr' .
i=1
Olkoon p € U. Koordinaattivektorikentét %, ey % voidaan toyssyfunktiolla kertomalla
jatkaa sileiksi vektorikentiksi 71, ..., Z, € X(M), joille Z;|y, = % v jollain pisteen p avoi-
mella ympéristolla V' < U kaikille 1 < 7 < n. Oletuksen mukaan funktiot wZ; ovat sileité,
joten joukossa V' naemme, etta

wi; = <kznllcfdxl>6ik =

on silea jokaisella 1 < k£ < n. Proposition nojalla w on silea. m

Seurauksen toinen todistus. Olkoon f € §(M) ja olkoon X € X(M). Talloin maari-
telman ja Proposition nojalla ndemme, ettd df X = X f € F(M). Proposition
nojalla df € X*(M). O

6.5 Silean 1-muodon alkukuva

Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon p € M. Sileén kuvauksen F': M — N differen-
tiaalin dF, duaalikuvaus (dF,)*: T, N — 1M,

(dF*wp@))v = w(dF,v) ,

on kuvauksen F' kodifferentiaali pisteessa F'(p).

Jos F' on upotus, niin kodifferentiaalit (dF,)* méédraava kuvauksen F*: T*N — T*M.
Yleisessa tapauksessa pisteittidiset kodifferentiaalit eivat méaaraa kuvausta kotangenttia-
varuuksien valilla mutta niiden avulla voidaan muodostaa moniston N vektorikentille
alkukuvat:

2Vertaa Propositioon m
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Jos w e X*(N), niin yhtalolla
(F*w)p = (dF}p) wrp) (6.7)

madritelty 1-muoto F*w on siledn 1-muodon w alkukuvd” kuvauksella F.

“Englanniksi pull-back.

Jos F: M — N, we X*(N) ja X € X(M), niin

(F*w)X = w(dFX). (6.8)

Monissa lahteissa differentiaalia dF' merkitdan Fl. Talloin yhtalo saa muodon

(F*w)X = w(FX).

Propositio 6.18. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F: M — N siled kuvaus.
Olkoot w, T € X*(N) ja f € §F(N). Talloin

(1) F*(w + 1) = F*(w) + F*(7).
(2) F*(fw) = (foF)F*w ja
(3) F*df = d(f o F).

Todistus. (1) Harjoitustehtava.

(2) Méadritelmén nojalla ja koska dF¥ on lineaarikuvaus, saamme
F*(fw)p = (dFy)* (fw)rp) = (dF)*(f(F(p)) wrp) = f(F(p)dE] (wp@p) = foF(p) (FFw), .
(3) Olkoon X € X(M). Talloin

(F*df )pXp = df pp) (dFpXp) = (dF X)) f = Xp(f o F)

ja toisaalta
d(foF),X, = X,(fo F). m

Yleisesti maaritelldaan

F*f=foF

kaikille f € F(N), jos F: M — N on siled kuvaus. Téalld merkinndlld Propositio [6.1§
saadaan muotoon

F*df = d(F*§)

kaikille f € §(N). Siis differentiaalioperaatio kommutoi alkukuvan kanssa.

Propositio 6.19. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F: M — N sileq kuvaus.
Talloin F*w e X*(M) kaikille w € X*(N).
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Todistus. Olkoon (U, ¢) siled kartta monistolla M ja olkoon (V) siled kartta monistolla
N siten, ettd F'(U) < V. Olkoot (z',...,2™) ja (y',...,y") kuvausten ¢ ja 1) komponentit.
Proposition nojalla on siledt funktiot ai,...,a, € F(V), joille wly = >, ar dyF.

Joukossa U pitee Proposition kohtien (2) ja (3) ja Lemman nojalla, koska
y* o = Fk e (M), pitee

k=1 k=1 k=1
:ZZakoFﬁdﬂ. (6.9)
k=1j=1 L
Funktiot aj o F' ja y* o F ovat sileité, joten viite seuraa Proposition nojalla. O

Propositio 6.20. Olkoot Fy: My — My ja Fy: My — Ms sileitd kuvauksia ja olkoon
w € X*(Ms). Tdlloin
(FQ @) Fl)*w = Ff(F;u)) .

Todistus. Harjoitustehtava |6.11 O]

6.6 Silean 1-muodon rajoittuma alimonistolle

Olkoon S sileén moniston M sdénnoéllinen alimonisto ja olkoon 7: S — M inkluusiokuvaus.
Moniston S tangenttiavaruus 7,5 pisteessé p € S samastetaan avaruuden 7, M lineaarisen
aliavaruuden di,(7,,5) kanssal)| Jokainen moniston M siled 1-muoto w € X*(M) médrdd
sileén 1-muodon 7*w monistolla S:

(i*w)pv = wy(diyw) = wyv

kaikille v € T,,S.

Esimerkki 6.21. Olkoon S silein moniston M sddnnollinen alimonisto. Oletetaan, etté
s = dimS < dim M = n ja kiytetddn pisteessd p € S ¢ M viipalekarttaa (U,x), jossa
z(S) = z(U) n E* x {(0,0,...,0)}. Talloin jokaiselle s + 1 < k < n pétee Proposition
6.18(3) nojalla

i*(da®) = d(z* 0i) =d0=0.

6.7 Laskelmia koordinaateissa

Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoot (U, ¢) ja (V1) sileita karttoja pisteessi
D. Luvussaosoitimme, ettd kartan (U, ¢) koordinaattitangenttivektorit saadaan kartan
(V,4) koordinaattitangenttivektoreista lausekkeella

S ) ] (6.10)

7
p izl 83:

0

oxt

3Katso luku
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Jos

=1 j=1 Pooj=1 vi=
Siis .
. ; ayj
=30 2 o). (6.1)
- o
Yhtilo antaa tapauksessa ' = id muunnoskaavan
, "oy .
dy = 3, S5 (6(p)) dar (6.12)
i1 0%

Tama yhtalo seuraa myods koordinaattivektorien ja koordinaattikovektorien duaalisuudes-
ta Harjoitustehtévén [6.3] nojalla.
Siledn 1-muodon kertoimien muuntumisen saa helposti yhtalon (6.10) avulla: Jos

n n
_ 5 A Y J10,J
w—Zwidw —ijdy,
i=1 j=1

oy’ (6.13)
= SE ) )

Yhtéloiden ja mukaan kovektorien komponentit muuntuvat kartanvaihdossa
samalla saannolld kuin koordinaatti(tangentti)vektorit. Sen vuoksi kovektoreita on ollut
tapana kutsua kovarianteiksi vektoreiksi ja vastaavasti tangenttivektoreita kontravarian-
teiksi vektoreiksi. Taméa on vakiintunut terminologia vaikka se on ristiriidassa kategoria-
teorian samojen sanojen kayton kanssa.

Esimerkki 6.22. Olkoot (r,6) napakoordinaatit silein moniston E? avoimessa osajou-
kossa E? — |—o0,0] x {0} kuten Esimerkissi Kun kartanvaihdossa tarkastellaan 1-
muodon lausekkeen muuntumista, lasketaan identtisen kuvauksen kodifferentiaalilla. Tal-
16in

1 1
dx' = ﬁdr + —é;];dﬁ = cos Odr — rsin 60d0
ja
2 2
dx? = @dr + —ﬁide = sin 8dr + r cos 0d6 .
or 00
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Télloin
w'de® — 2?dx' 7 cosf(r cos 0d + sin Odr) — rsin §(—r sin df + cos Odr)
] - r2
2do
== dh.
.

Harjoitustehtavia

6.1. Todista Lemma [6.1]
6.2. Todista Lemma [6.4] Tarkasta myos, ettd duaalikuvaus on hyvin méaaritelty.

6.3. Olkoon L: V — W lineaarikuvaus. Olkoon (vy, ..., v,) vektoriavaruuden V kanta ja
olkoon (wy, . .., w,,) vektoriavaruuden W kanta. Olkoot (v, ..., 0") ja (0!, ..., w™) duaa-
liavaruuksien V* ja W* kannat, jotka ovat duaalisia kannoille (vq, ..., v,) ja (w1, ..., wy,).
Olkoon (a}) lineaarikuvauksen L matriisi kantojen (vy,...,v,) ja (wi,. .., w,) suhteen.
Siis kaikille 1 < j < n patee

Osoita, ett{]]

6.4. Todista Propositio

Olkoon K on kommutatiivinen rengas. Epétyhjé osajoukko .# < K on ideaali, jos
o (£, +) on additiivisen ryhmén (K, +) aliryhmé ja
e za€ ¥ kaikillaxe Rjaace .#.

Jos ., ¢ < K ovat ideaaleja, niiden tulo on ideaali

Yy {iaibi:aief, bief',meN}.
=1

6.5. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoon
Jp ={fe3(M): f(p) = 0}.

Osoita, ettd .#, on renkaan §(M) ideaali.
Olkoon ®: §F(M) — TxM, ®(f) = df,. Osoita, ettd’| ker ® = (.7,)* ja ®(S},) = T M,
joten ® méaraa vektoriavaruuksien isomorfismin .#,/(.%,)* = T M.

4Tehtévin lyhyt muotoilu on: Osoita, etti lineaarikuvauksen transpoosin matriisi on lineaarikuvauk-
sen matriisin transpoosi.
SKaytd Taylorin lausetta jiinnostermilld, [Leell Thm. C.15].
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6.6. Olkoot X,Y e X(E? — {0}),

0 0
2 1 : 1
sz—xﬁ—s—x@ ja Y, ==
Etsi w € X*(E? — {0}), jolle w(X) =1 ja w(Y) = 0.
6.7. Olkoon M siled monisto, olkoon f € F(M) ja olkoon g € F(E!). Osoita, etti sileille
1-muodoille pétee

d + 2° d
oxr! oxr?

d
dlgo f)=(r9)0fdf.
6.8. Todista Proposition kohdat (2) ja (3).
6.9. Todista Propositio [6.18(1).

6.10. Tassé tehtavassa x ja y ovat euklidisten avaruuksien kanoniset koordinaatit.
(1) Olkoon exp: E! — 0, o[, exp(z) = e”. Olkoon w = d—yy. Maarita exp* w.
(2) Olkoon F: {zx e E?: |z| < 1} — E3 — {0},

F(z) = (a',2% /1~ [2[?)
ja olkoon w € X*(E? — {0}),
w=(1-(y")? = (¥"))dy’.
Maarita F*w.
(3)Mééarita siledn 1-muodon F*w, lauseke tason yksikkokiekon napakoordinaateissa.

6.11. Todista Propositio [6.20]

6.12. Olkoon M siled monisto ja olkoon S funktion f € F(M) sddnnollinen tasa-
arvopinta. Osoita, ettd df maardd 1-muodon 0 € X*(S) alimonistolla S.

6.13. Olkoon f: E3 — E! f(z) = |x|? ja olkoon F = ~!: E? — E? stereograafisen
projektion kéénteiskuvaus.ﬂ Laske F*df ja d(f o F )ﬂ

6.14. Olkoon f: E? — E! f(x) = W Laske df kanonisessa kartassa ja napakoordi-
naateissa.

6Katso Esimerkki 3).
"Proposition 3) nojalla laskuista pitéisi tulla sama tulos.
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Luku 7

Multilineaarialgebraa

Tassa luvussa kasittelemme multilineaarialgebraa reaalisissa vektoriavaruuksissa. Tarkas-
telemme erityisesti alternoivia ja symmetrisié tensoreita, joista etenkin alternoivat tensorit
ovat keskeisessa osassa kurssin loppupuolella.

7.1 Vektoriavaruuden tensorit

Olkoot Vi, V5, ..., V,, ja W vektoriavaruuksia. Kuvaus L: V) x V5 x --- x V,,, = W on
multilineaarikuvaus, jos kuvaus v — L(vi,ve,..., Uk 1,0, Uks1,-..,Vp) on lineaarikuvaus
kaikilla kiinnitetyilla v; € V;, 1 <i<m, 1 # k.

Olkoon V é&érellisulotteinen vektoriavaruus ja olkoot r,s € N. Multilineaarikuvaus
A: (V*)" x V® — R on vektoriavaruuden V' (r, s)-tensori. Vektoriavaruuden V' (r,s)-
tensorien vektoriavaruus on

TV = {A: (V*)" x V* —> R multilineaarikuvaus} .

Esimerkki 7.1. (1) Lineaarikuvaukset ovat multilineaarikuvauksia.

(2) Reaalisen vektoriavaruuden V' sisdtulo on bilineaarikuvaus, siis multilineaarikuvaus.
Se on (0, 2)-tensori.

(3) Olkoon V &érellisulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Proposition nojalla jokainen
vektori v € V mééréaé lineaarikuvauksen &(v) € V** £(v)w = wv, joten evaluaatiokuvaus
E:V*xV >R,

E(w,v) =wuv,
on (1, 1)-tensori.

(4) Olkoon V' n-ulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus det: V" — R,

det(vy, ..., v,) = det ()},

on multilineaarikuvaus, (0,n)-tensori.
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(5) Ristitulo - x -: R?® x R3 — R3,
uxv= (v’ —u*? ot —u® ulv? — '),

on bilineaarikuvaus.

Jatkossa samastamme &arellisulotteiset vektoriavaruudet V' ja V** ja ajattelemme tarvit-
taessa vektoria v € V avaruuden V** alkiona ilman eri mainintaa tai merkintaa.

Tensorien muodostaminen lineaarikuvauksista ei ole vaikeaa.

Olkoot Vi,...,V,, vektoriavaruuksia. Lineaarikuvausten L, € V* tensoritulo on kuvaus
L1®L2®®Lm ‘/1 X Vm_)R7

Li®Ly®: - ® Ly (v1, ..., 0m) = Ly(v1) La(vg) - - - Ly (V) -

Lemma 7.2. Reaaliarvoisten lineaarikuvausten tensoritulo on multilineaarikuvaus. O]

Todistus. Harjoitustehtava [7.1] O
Esimerkki 7.3. Olkoon V vektoriavaruus. Jos vq,...v, € V ja w!,...,w® € V*, niin

N - RUAW R --QuwseTH)(V).

Propositio 7.4. Olkoon V n-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Tdllsin T (V) on
n"**-ulotteinen vektoriavaruus.

Todistus. Harjoitustehtévassa tarkastetaan, ettd (r,s)-tensorit muodostavat vekto-
riavaruuden, joten osoitettavaksi jaa avaruuden dimensio. Olkoon (Fj,..., E,) avaruu-
den V kanta ja olkoon (g!,...,e") avaruuden V* kanta, joka on duaalinen kannalle
(Ei, ..., E,). Osoitamme, ettd vektorit By, ® -+ @ E;, ® €' @ --- ®@ &7+, 1 < iy, jy < n,
muodostavat avaruuden 7™ (V) kannan.

Olkoot 0',...6" € V* jawy, ... ,w, € V. Talldin 0° = 3! | 0} &3 ja wy, = 3y _ wit By,

joillain kertoimilla 9}1_, wi’“ e R. Olkoon A € T™*) (V). Talléin multilineaarisuudesta seuraa

n
1 r 1 roo 0 j i
AG% .. .,0" v, ... 0) = E 05 05wyt owg A(E e By, By,

jl’“-vj'r;
l1,...,0s=1

j17"’j’l‘7
l,..., ls=
n
— J1 J 1 rob 14
N AP B )Ll
jly":j’lﬂ
1, 7£s—1
Siis

A= > A, & E,... B )E;,® ®E;,®:"® - ®:c",
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joten tensorit B;, ® - Q@ E; ®e'®---®¢&%s, 1 < iy, o < n, virittavit avaruuden T(“S)(V).
Tensorien £, @ - Q@ E;, @ e ®---®e¢’ lineaarinen riippumattomuus seuraa tarkas-
telemalla, miten ne kuvaavat alkiot (e¥1,... &% E, ... E;). O

Esimerkki 7.5. Euklidisen avaruuden E" standardisisétulo on >} | e’ ® e'{f]

(Ze@e)xy:i = (z]y).

Vastaavalla tavalla voidaan maaritelld vektoriavaruuden V tensorien tensoritulo. Mer-
kintéjen yksinkertaistamiseksi maérittelemme kahden tensorin tensoritulon, jota iteroi-
malla saadaan useamman tensorin tensoritulot.

Olkoon V vektoriavaruus. Tensorien A, € Tvs)(V) ja Ay € TU22)(V) tensoritulo on
A1 () AQ: (V*)T1+r2 X V51+52 — R,

71+72

(A1 @ Ay) (W, ..., w JULy ey Ugytsy)

_ 1 r1 ri+1 71472
=Aj(w, .., w0 o, ) Ag(WTTT LW s Usy 41y -« s Usytsy) -

Lemma 7.6. Olkoon V wvektoriavaruus. Olkoot Ay, Ay € TT1*)(V), By, By € T2 (V)
ja ai, ag, bl, bg e R. Talloin

(CL1A1 + CLQAQ) ® (blBl + bng) = (llblAl ® B1 + a1b2A1 ® B2 + a2b1A2 ® B1 + a2b2A2 ® B2 .

Todistus. Harjoitustehtava [7.5] O
Tensoritulon maaritelmasta seuraa vélittomasti hyodyllinen laskusaanto: Jos Ay, ..., A,
ovat tensoreita ja aq,...,a, € R, niin
1A ® A @ ®anAy = ([ [ar) A®A® - @A, . (7.1)
k=1

7.2 Symmetriset ja alternoivat tensorit
Jokainen permutaatio o € S, voidaan kirjoittaa Vaihtojenﬂ tulona
o = (irj1)(i2g2) *+ (imm) ,

missa 1 < iy, Jr < n kaikilla 1 < k < m. Permutaation o € S,, merkki on ryhméhomomor-
fismi sign: S, — {+1},

sign ((i11)(i2j2) - - (imjm)) = (=1)™.

Esimerkki ( 1).

2Vaihtoja kutsutaan usein transpositioiksi. Permutaatioita késitelliin ryhméteorian kurssilla, katso
esimerkiksi [Par3].
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Olkoon V vektoriavaruus. Olkoon A € TF) (V) ja olkoon o € S}, permutaatio. Maéritel-
laén tensori o - A asettamalla

(U : A)(/Ub cee ,Uk) = A<UU(1)7 s 7vo(k))

kaikille vy, ..., v, € V.

Lemma 7.7. Jos Ae TO(V) ja 0,7 € Sy, niin 7- (0 - A) = (10) - A

Todistus. Kayttamalla laskussa merkintoja w; = vsa), ..., wWr = Ugx) saamme kaikille
V1,...,0, €V

(1-(0-A))(v1,v2,...,05) = 0 - A(Vr(1)s - - - Ury)
=0 Alwy, ..., wg)
= A<w0'(1)7 s 7wa(k))
= A(Vr(c1))s - - > Wr(o(k)))
= A(Vro(1)s - - 1 Vrok)) = (T70) - A(vr, ..., ) . O

Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon k > 1. Olkoon A € T®) (V). Jos o - A = A kaikille
permutaatioille o € Si, niin A on symmetrinen tensori. Vektoriavaruuden V' symmetristen
tensorien avaruus onl’]

SHV)={aeTO"(V):0-a=a}.

“Lee [Lee2] kiayttdd merkintdd S(V) télle avaruudelle.

Esimerkki 7.8. Sisitulo on symmetrinen (0, 2)-tensori.

Propositio 7.9. Adrellisulotteisen vektoriavaruden V (0, k)-tensori on symmetrinen, jos
ja vain jos T - A = A jokaiselle vaihdolle T € S},.

Todistus. Harjoitustehtéava [7.6| O

Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon k > 1. Olkoon A € T*) (V). Jos o - A = sign(c)A
kaikille permutaatioille o € Si, niin A on alternoiva tensori[’] Alternoiva (0, k)-tensori on
k-kovektori ja multikovektori. Vektoriavaruuden V' k-kovektorien avaruus on

AFV) = {ae TP (V) :0-a =sign(o)a}.

Madritelladn lisiksi A°(V) = R.

2Alternoivaa tensoria voi kutsua myos antisymmetriseks: tensoriksi.

Talla kurssilla emme késittele symmetrisid tai alternoivia (k,0)-tensoreita vaan kes-
kitymme yleisemmin esiintyviin (0, k)-tensoreihin. Sekatensoreille ei yleenséi yritetakaan
maaritelld symmetrisyyden tai antisymmetrisyyden késitetta.

30. marraskuuta 2023



7.2. Symmetriset ja alternoivat tensorit

75

Esimerkki 7.10. (1) Olkoon det: (R™)" — R,

det(vy,va, ..., vp) = Z sign(o) vy U2 ) - Vg

oSy
missé v; = >, vjey, kaikille 1 < j < n. Harjoitustehtévéssé osoitetaan, ettd det on
alternoiva (0, k)-tensori.
(2) AY(V) = SYV) = TON(V) = V* koska ryhmissd S; = {id} ei ole parittomia
permutaatioita.
Lemma 7.11. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja olkoon k = 2. Tdlloin
AR(V) n SH(V) = {0}.

Todistus. Olkoon a € A*(V') n S¥(V'). Talloin kaikille vy, vg, ..., vx € V symmetrisyyden
ja antisymmetrisyyden nojalla patee

a(U17U27 s ,Uk) = (12) ’ Oé(U1,U2, s 7U]€) = _Oé(/Ul, V2, ... 7Uk3) :
joten a(vy,vg,...,vx) = 0. ]
Propositio 7.12. Olkoon A ddrellisulotteisen vektoriavaruden V (0, k)-tensori. Seuraavat
ehdot ovat yhtdpitavid:
(1) A on alternoiva.
(2) T+ A= —A jokaiselle vaihdolle T € Sk.
(8) Jos vy,...,v, €V ovat lineaarisesti riippuvia, niin A(vy,...,v) = 0.
(4) Jos vy, ...,vp €V jav; = v; joillain 1 <i,j <k, i # j, niin A(vy,...,v) = 0.

Todistus. Todistamme eri kohtien véliset yhteydet seuraavan kaavion mukaan:

1l 2

]

3 4
Ehto (2) seuraa triviaalisti ehdosta (1). Se, ettd ehto (2) seuraa ehdosta (1), seuraa Lem-
masta [7.7] ja siité, etta vaihdot virittdvit permutaatioiden ryhmét, yksityiskohtainen to-
distus tehdaan Harjoitustehtéavassa 7.6,
Jos A on alternoiva ja v; = v; kuten kohdassa (4), niin

A(’Ula' .- avk’) = Sign(ij)A(vlw e 7Uk) = _A(Ulv s ,’Uk»),

joten A(vy,...,vg) = 0. Siis ehto (4) seuraa ehdosta (1). Samoin ehto (4) seuraa triviaalisti
ehdosta (3).

Oletetaan sitten, ettd ehto (4) on voimassa. Olkoot 1 < 7,j < k siten, ettd i # j.
Ehdosta (4) seuraa bilineaarisuutta kayttdmalla, etta

0=A(v1,...,0 +0Vj,...,0 +Vj,...,0)
= A(v1, .UV U) FAUL U g )
+ A(vr, o0, U o) + A, U U, U)
= A(vy, oo U U 0) AU, U, U, )

= (A+ (ig) - A)(v1,. .., k)
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Siis ehto (2) seuraa ehdosta (4).

Oletetaan edelleen, ettd ehto (4) on voimassa. Jos vektorit vy, ..., v € V ovat lineaa-
risesti riippuvia, niin jokin niista voidaan esittda toisten lineaarikombinaationa, Voimme
olettaa, etté vy = 3.5~ v;. Talléin ehdosta (4) seuraa.

j=1
k-1 k—1
A(Ul, . ,Uk> = A(Ul, vy Up—1, Z Uj) = Z(Ul, RN ,kal,vj) =0
j=1 j=1
Siis ehto (3) seuraa ehdosta (4) ja kaikkien ehtojen yhtapitéavyys on todistettu. O

Multilineaarisuus ja Proposition ehto (4) ovat k-ulotteisen tilavuuden ominai-
suuksia, joten alternoivaa (0, k)-tensoria voidaan ajatella k-ulotteisen merkillisen tila-
vuuden mittarina | Tunnetusti | det(vy, . ..,v,)| on vektorien vy,...,v, € E® virittdman
n-ulotteisen suuntaissarmion n-ulotteinen tilavuus euklidisessa avaruudessa [E”.

7.3 Symmetrointi ja alternointi
Olkoon V #érellisulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus Sym: 7™ (V) — TOm) (),

1
SymA = — Y oA

" 0€Sm

on symmetrointi. Kuvaus Alt: TO™ (V) — TOm) (V)

1 :
Alt A = p- Z sign(c) o - A

" 0€Sm

on alternointi.
Esimerkki 7.13. (1) S, = {id, (12)}. Jokaiselle w € T2 (V) pitee
1
Symw = 5(&) + (12) - w),
1
Altw = §(w + sign(12) (12) - w),
joten
1
Sym w(vq, vg) = i(w(vl,vg) + w(vq,v1)),
Altw(vy,v9) = i(w(vl,vz) — w(vg,v1)) .

Erityisesti patee w = Symw + Alt w. Harjoitustehtavassé ja yleisemmin Esimerkissa
nidemme, ettd vastaava viite ei pdde korkeammissa dimensioissa.

3Merkillinen tilavuus voi olla myds negatiivinen.
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(2) S5 = {id, (12), (13), (23), (123) = (12)(23), (132) = (13)(23)}. Siis

Sym(e1 ®e2®e3) = é(el Re‘2Re+e’Re' e’ +el ®e?®e?
+e’Re’e' +e’®e’®e +’Qe' @e?)
ja
Alt(e1 ®e2®e3) = é(el®e2®e3 —e’Re'®e’-—ce'®e*re?
—e’Re’®e +e’®e’Re' +e’@e' ®e?).
Propositio 7.14. (1) Alt ja Sym owvat lineaarikuvauksia.
(2) Alt A e A*(V) ja Sym A € Sym* (V) kaikilla A e TO* (V).

(3) Olkoon oo € TOR(V). Tdllgin Syma = «, jos ja vain jos o € S*(V).
(4) Olkoon a e TR (V). Tilloin Alt a = a, jos ja vain jos a € A*(V).

Todistus. Kohdat ( ), (3) ja (4) tehdaan Harjoitustehtéivéisséi-
(2) Olkoon A € T*) (V) ja olkoon 7 € S;. Talloin Lemman 7.7 nojalla

T-SymA=T~(ni‘ Z o-A) p— Z 7o) - A= Sym(A),

* 0€Sm " 0ESm

koska vasen siirto alkiolla 7 on permutaatioiden joukon bijektio itselleen. Vastaavasti

1
T-AltA:T-(—'Zsign( — 2 sign(o - A
m: oESm m! oE€ESm
1
= sign(7) — Z sign(ro) (to) - A = sign(7) Alt(A),
m: 0ESm
koska sign on homomorfismi. O]

Seuraus 7.15. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Tallgin S¥(V') ja A¥(V) ovat
vektoriavaruuksia. Lisdksi

SHV) = Sym(TOH (V)
g AF(V) = Al(TOR (V) |
Jos k = 2, niin Sym(AX(V))) = {0} = Alt(S*¥(V)).

Todistus. Harjoitustehtéava [7.8] O

7.4 Ulkoista algebraa

Alternoivat tensorit ovat tarkeitd télla kurssilla.Tassa luvussa maédrittelemme ulkoisen
tulon, joka antaa laskutoimituksen vektoriavaruuden kaikkien multikovektorien avaruu-
teen

4Katso luku
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Olkoot k, ¢ = 1. Alternoivien tensorien w € A*(V) jan e A(V) ulkoinen tuldeli vikdtuld|
on

(k+12)!
k! 0!
Lisaksi reaaliluvulle ¢ € R méaritellaan

WA= Alt(w®mn) e AFHV).

CANW=CW.

%external product
bwedge product

Esimerkki 7.16. Olkoot w,n e A*(V). T&lloin

WA= I§(w®n—n®w) = (W®n-—n®w).

Erityisesti w A w = 0.

Propositio 7.17. (1) Olkoot w e A*(V), a, B € AY(V) ja olkoot a,b e R. Télldin
wA (aax+bp) =aw A a+bwnf

Jja
(ax+ b)) Anw=aaAw+bF Aw.

(2) anB= (=18 A a kaikille « € AK(V) ja 3 e AYV).

Todistus. (1) Viite seuraa tensoritulon bilineaarisuudesta, Lemma [7.6]
(2) Olkoon o = (12---k + ¢). Huomataan ensin, etta

a®Bvr,- - vkse) = (0 (BO ) (V1. Vi) -
Syklin ¢ merkki on (—1)¥*1 joten sign(c*) = (—1)F*++1 = (—1)*, Siis

(k+0)! (k +0)!
k1!

o Alte* - (B®a)
1

=0 Z sign(7) 7+ (0 - (B®a))

TESk+e

= sien(e) 3 sign(rot) (7o) - (B@a)

TESk+[

anp=

Alt(a® p) =

- AV Y sl 7 (30

TESk+0

(k+0)!
o Ab(B®a)) = (-8 A a.

- (-1

Viides yhtdsuuruus seuraa siité, ettd oikea siirto permutaatiolla ¢* on ryhmén S, ., bi-
jektio itselleen O

Seuraus 7.18. Jos A e TOF® ja k on pariton, niin A A A = 0. O
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Lemma 7.19. Olkoot S € T (V) ja T € TOO (V). Tillgin
ABARKS®T) = Alt(S®T) = Alt(SQ® ALt T) .
Todistus. Todistamme véitteen ensimmaisen yhtalon. Olkoon
G={o0€eSp:0(k+j)=k+jkaikilla 1 <j</{} < Skys.

Maaritelmén ja Lemman [7.7] nojalla

1
ABAS®RT) = —+ sign(o)o - (At S®T)
(k+0)! ggjﬁ
1
= — sign(o sign(t)7-S®T
(k + g)' O'E;k+g < ' TEZSk )
1 . .
= m 2 sign(o) o - < Z sign(7) 7 - (S@T))

Esk+g TESE

7(1{:4—6 7 Z 231gn o- (sign(T)T-(S®T))

0€Sk 40 TEG

1
= Z Z sign(or) ot - (S®T)
(k + g)' k' O’ES;H,[ TeG
! > sign(o)o- (S®T) = Al(S®T)
= sign(o) o - = ,
(k+0)! o,

Viimeisessa yhtasuuruudessa kidytamme sita, etta oikea siirto permutaatiolla 7 € G on
ryhmén S, bijektio itselleen. Siis tarkasteltavassa kaksinkertaisessa summassa lasketaan
= #G = #5) kertaa summa yli ryhmén Sy, .
Viitteen jalkimmaéinen yhtalo todistetaan samaan tapaan. O]

Propositio 7.20. Jos we AX(V), a e AYV) ja B e A™(V), niin

(k;+€+m)

i Altlw®a®B) =w A (a A fB).

(wWAa)af=

Todistus. Maaritelmien ja Lemman nojalla

(k+£+m)

(k+0!m

(Bt L+ m)! 1 ((k+€)
(k+£)!'m! k! ¢!

(k0 m)!

Alt((w A o) ® B)

(WAa)Ap=

Alt(w ® o) ® B)

(k+€+m)

T At(w®a® ).

Yhtalo w A (a A ) = Alt(w ® a ® f) todistetaan samalla tavalla. O

Proposition nojalla ulkoisen tulon merkintd w A a A # on yksiselitteinen ja voimme
jattaa sulut merkitsematté tallaisissa lausekkeissa.
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Seuraus 7.21. Olkoot w',...wk € AY(V). Jos w' = W joillain indekseilli 1 < i,j < k,
i# 7, niinw Ao AW =0.

Todistus. Harjoitustehtava [7.11 O

Seuraus 7.22. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Kovektorit w', ..., w* € V* ovat
lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos w' A -+ A WP # 0.

Todistus. Harjoitustehtéavé O
Propositio 7.23. Jos w',...,w* e TOV(V) ja vy,... v, € V, niin

ZA AW (g, v, ) = det(wiy))F

1
w /\w i7j:1‘

Todistus. Ulkoisen tulon ja determinantin maaritelmistd saamme yhtaloketjun

WA WEA AW (0,00, )
= kAW QW ® - @wh)(v1,va,. .., )
= 2 sign(o) (W' @ w? ® - @ W*) (Va(1) Vo@), - - - Vok))

O'GSk

= Z sign (o) w've(1) W2 s(2) - W) = det(wivj))f’j:l : O

O’GSk

7.5 Alternoivien tensorien kanta

Propositio 7.24. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja olkoon (w!

avaruuden V* kanta. Talloin k-kovektorien joukko

yeo,w") duaali-

Wk:{wil AWZA - AwWF 1 <0 <i2<---<ik<n}
muodostaa avarvuden Ag(V') kannan.

Todistus. Proposition todistuksessa nidimme, ettd tensorit w @ W? @ - ® wW* Vi-
rittavit avaruuden T (V). Proposition nojalla Alt on lineaarikuvaus ja AF(V) =
Alt(AF(V)) = Alt(TOR(V)), joten k-kovektorit

AW QW? ® -+ - Qw'™) = o

WA W2 A AW,

1 <i; < n kaikilla 1 < j < k virittéviat avaruuden Ag (V).
Jos {i1,...,ix} = {j1, ..., jx}, niin Proposition [7.17|(2) nojalla
W AWR A AR =+t AW A AWk
ja wh A WA AWk =0, jos i, = i, joillain 1 < r < s < n. Siis joukko @, virittaa
avaruuden A*(V).
Olkoon (vy, . ..v;) avaruuden V kanta, joka on duaalinen kannan (w!, ... ,w") kanssa.
Oletetaan, etta
2 QiyigeifWt AW A AwWR =0

1<t <ta<-<1p<n
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Olkoot 1 < j; < ja < -+ < ji < n. Talloin Proposition [7.23] nojalla

= L RN ik _—y .
0= Z QiyigeifyW™ A W2 A AW )(vﬂ,vﬂ, ey U5,
11,82,..,0 =1

— e W RN (s v :
= Qjyjgjp Wt AWE A AWE(V, Vs e, V)
_ i koo ik _
= Qjyj-ji det(w anb)a,b:1 = Qjy g gy, det(éjZ)a,bzl = gy gy -
Joukko o7 on lineaarisesti riippumaton, koska kaikki kertoimet summassa ovat nollia. [

Seuraus 7.25. Jos V on n-ulotteinen vektoriavaruus, niin A*(V) on (Z) -ulotteinen vek-

toriavaruus. ]
Seuraus 7.26. Jos w € A"(R"), niin w = ¢ det jollain c € R.

Todistus. Vektoriavaruus A™(R™) on 1-ulotteinen Seurauksen nojalla, joten n-kovektori
det € A"(R™) — {0} virittaa sen. O

Kaytdmme seuraavaa tulosta luvussa [J sileiden n-muotojen alkukuvien tarkastelussa,
katso Lause Q.12

Propositio 7.27. Olkoon (vy,...,v,) vektoriavaruuden V' kanta, olkoon A = (a{) reaa-
linen n x n-matriisi ja olkoot w; = 37_, alvj, kaikilla 1 < i < n. Olkoon w € A™(R™).
Tdlloin

w(wy, ..., w,) =det Aw(vy,...,v,).

Todistus. Kuvaus n: (R")" — R,

n n
- J J
n(uy, ..., u,) = w(Zulvj,...,Zunvj> .
Jj=1 Jj=1

on alternoiva n-tensori. Seurauksen |7.26| nojalla 7 = ¢ det jollain ¢ € R. Vakio ¢ voidaan
maarittdaa laskemalla muodon w arvo sopivasti valituilla vektoreilla. Huomaamme, etta

w(v,...,v,) =n(e,...,e,) =cdet(er,...,e,) =c, (7.2)
viite seuraa valitsemalla u; = (a}, ..., a?) jokaisella 1 <4 < n. Yhtélon (7.2]) nojalla
w(wy, ..., wy,) = w(Za{vj,...,Zaflvj) =n(ay,...,a,)
=1 =1
=cdet A =w(vy,...,v,)det A. O

Emme tarvitse seuraavaa tulosta télla kurssilla.
Lause 7.28. Jos V on n-ulotteinen vektoriavaruus, niin dim S¥(V) = ("+Z_1).

Todistus. Todistuksessa tarvittavat kombinatoriset ainekset esitetdin esimerkiksi lahtees-
sé [Stal Tuku 1.2]. O

Esimerkki 7.29. Proposition [7.4] Seurauksen [7.25] ja Lauseen [7.28 nojalla
dim TO¥(E3) = 3% = 27 > 21 = Sym*(E?) + dim Alt*(E?).

Siis on kovariantteja 3-tensoreita, jotka eivit ole symmetristen ja alternoivien tensorien
summia. Harjoitustehtévissa [7.9] osoitetaan, ettd e' ® e? ® € € T3 (E?) on esimerkki
tallaisesta tensorista.
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7.6 Grassmannin algebra A(V)

Seuraus 7.30. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Jos k > n, niin A*(V) = {0}. O

Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V ulkoinen algebra eli Grassmannin algebra on
dim V'

AV) = A(V7) = k@_o ANV,

jossa kertolasku on ulkoinen tulo A.
Jos a € A¥(V) < A(V), niin muodon a aste on k.

Vektoriavaruuksien suora summa @)_, A*(V') on vektoriavaruus A°(V) x - - - x A™(V).
Merkintaa kaytetaan, koska algebran A(V') alkiot on tapana kirjoittaa summana muodois-
ta, joiden asteet eivit valttaméattd ole samoja, esimerkiksi e; + ey A e3 € A(R?).

Seuraus 7.31. Olkoon V' ja olkoon (w',...,w") duaaliavaruuden V* kanta. Télloin k-
kovektorien joukko | J;_, <% muodostaa avaruuden A(V') kannan. O

Seuraus 7.32. (1) Ulkoinen tulo on Grassmannin algebran assosiatitvinen laskutoimitus,
joka on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(2) AK(V) A AYV) < ARV, missd ARH(V) = {0} < A(V), jos k + £ > dim V []]
Todistus. Seuraa Propositioista ja[7.20] O
Lemma 7.33. Jos dimV = n, niin dim A(V') = 2".

Todistus. Seurauksen ja tunnetun binomikertoimien yhteenlaskutuloksen nojalla

dim A(V) = kiodim AF(V) = ,;:) <Z) — o, O

Harjoitustehtavia

7.1. Todista Lemma [7.2]
7.2. Esitd Esimerkin (3) evaluaatiotensori £ € TUD(R™),

E(w,v) =wv,

vektoreiden ja lineaaristen 1-muotojen tensoritulon avulla.
7.3.  Osoita, ettd T (V) on vektoriavaruus.

7.4. Osoita, ettd tensorit &' ® &7, 1 < i,j < 3 virittivit avaruuden 72 (R3). Ky lipi
Proposition [7.4] laskut yksityiskohtaisesti.

7.5. Todista Lemma [7.6]

5Algebra A(V) on astealgebra, englanniksi graded algebra.
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7.6.

Olkoon A € TR (V). Osoita, etti

(1) A on symmetrinen, jos ja vain jos 7 - A = A jokaiselle vaihdolle T € Sy ja

(2) A on alternoiva, jos ja vain jos 7 - A = —A jokaiselle vaihdolle 7 € Sk.

7.7. Todista Proposition kohdat (1), (3) ja (4).

7.8.
7.9.

Todista Seuraus [7.15]

Osoita, ettd tensori e! ® e ® e® € T3 (E?) ei ole symmetrisen ja antisymmetrisen

tensorin summa.

7.10.
7.11.
7.12.
7.13.

Anna esimerkki 2-kovektorista w € A(R*), jolle w A w # 0.

Todista Seuraus [7.21]

Todista Seuraus [7.22

Osoita, ettd Esimerkissé médaritelty determinantti det on alternoiva (0, k)-

tensori. Osoita, etta

det(vy, va, ..., v,) = Z sign(o)vfMog® ..o
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Luku 8

Tensorikimput ja tensorikentat

Tassa luvussa tarkastelemme tensorikenttia, jotka yleistavat vektorikentan ja 1-muodon
kasitteet silean moniston M tangenttiavaruuksien 7,M, p € M, multilineaarikuvauksien
tilanteeseen. Osoitamme myo0s, etta tensorikenttien avaruus samastuu luonnollisella ta-
valla vektorikenttien §(M )-modulin X(M) tensorien §(M )-modulin kanssa.

8.1 Tensorikimput ja tensorikentat

Seuraava madritelmé yleistda tangentti- ja kotangenttikimpun maéritelmat.

Olkoon M siled monisto. Moniston M (r, s)-tensorikimppu o]

TN = | | 7T, M)

peM

varustettuna silein moniston rakenteella, joka maéaritellddn kuten tangentti- ja kotan-
genttikimpuille kayttdmalla jokaisessa moniston M siledssd kartassa (U, ¢) Proposition
antamaa avaruuden T"*)(T, M) kantaa, kun E; = 5|, ja e’ = da!, jokaiselle p € U.

Tensorikimpun T M (kantapiste)projektio on kuvaus © = mpr: T M — M, (A, =p
kaikille A, € T"*)(T,M).

“Lee [Lee2] kiyttéd tensorikimpulle merkintid T(%) (T M) ja erilaisia merkint6ja ko- ja kontrava-
rianttien tensorien kimpuille.

Propositio 8.1. Silein moniston tensorikimput ovat sileitd monistoja. Kantapisteprojek-
tiot ovat sileitd kuvauksia.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio 4.3 O]
Esimerkki 8.2. TWOM = TM ja TOVM = T*M.
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Olkoon M siled monisto. Kuvaus A: M — T"9) M, jolle mo A = idyy, on tensorikenttd tai
tensorikimpun T M (globaali) leikkaus.

Olkoon
F(T(T’S)M) —{A: M — T")M : A on siled} .

Kaytamme merkintaa

Olkoon M siled monisto. Tensorikenttien A, B € F(T(“S)M ) summa on A+ B e T M,

jolle
(A+B),=A,+B,.

Jos f € F(M), niin fAe (T M) on tensori
(fA)p = f(p)Ap.

Tensorikenttien A € T'(T"*)M) ja B € D(T""M) tensoritulo on A® B € TU+tstu [,
jolle
<A®B)p = Ap@Bp-

Proposition nojalla jokainen tensorikenttd, A € T'(T*) M) voidaan kirjoittaa lo-
kaaleissa koordinaateissa muodossa

S 1 5eees jr a a El Zs
Ap: Z Aél ::::: ‘zs(p) ax]1p®®axjrp®dxp ®®dmp : (81)
J1sees Jr
b, ls=

Propositio 8.3. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U,) siled kartta monistolla M.
Olkoon A: M — TTSM kuvaus, jolle m o w = idy;. Télloin A on siled tensorikenttd
joukossa U, jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessd (8.1) ovat sileitd.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio O

Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoot (U,z) ja (V,y) sileitda karttoja
pisteessa p. Luvuissa ja osoitimme, ettd kartan (U, z) koordinaattivektorit ja -
muodot saadaan kartan (V,y) koordinaattivektoreista ja -muodoista lausekkeilla

o oy o

a oyl 8.2
oxt o oxrt ayj ( )
ja
oo
e ;(%ﬁdy | (8.3)
Jos
n A . a
A= A j . A" ® - ® da’s
’ J'l,uz.,jr, bt () Oxit p® ® Oxir p® T, ® - Qdr,
1oy =1
- i ﬁ‘él """ %T(p) ‘ @...@a‘ ®dy€1®'--®dyzs
o ’ 1 jr p p
éjl ,,,,, ]hl a/yj p QyJ )
Lyeeny s=
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niin kayttadmalla yhtaloita (8.2) ja (8.3) ja tensoritulon multilineaarisuutta saadaan

~ . . ail Qr Zl Z
Aoy ar:ZAh ----- ]ray ay du axs
b1,...,bs 01,0 69331 6er 6yb1 aybs

(8.4)

Klassisessa differentiaaligeometriassa ja Riemannin geometriassa (r, s)-tensori on jokai-
seen lokaaliin koordinaattiin liittyva n™* silean funktion indeksoitu kokoelma, joka muun-
tuu kartanvaihdossa yhtdlon (8.4) mukaisesti.

Tensorikentalld A € F(T(T’S)M ) on r kontravarianttia ja s kovarianttia muuttujaa.
Jos A on (0, s)-tensorikenttd, niin A on kovariantti s-tensorikentta.
Jos A on (r,0)-tensorikentta, niin A on kontravariantti r-tensorikentta.

Jos A on (r, s)-tensorikenttd ja r # 0 # s, niin A on sekatensorikenttd.
Esimerkki 8.4. (1) Siledt vektorikentét ovat kontravariantteja 1-tensorikenttia ja siledt
1I-muodot ovat kovariantteja 1-tensorikenttia:

X(M) =T(T"M) ja X*(M)=T(T"YM).

(2) Lauseke Y, dz* ® dz* on kovariantti 2-tensori sileilla monistolla E".

8.2 Kovariantin tensorikentan alkukuva

Olkoot M; ja M, sileitd monistoja ja olkoon A € I;I%IT(OM)(MQ)). Olkoon F': M; — M,
siled kuvaus. Kovariantin tensorikentin A € alkukuvd® on kuvaus F*A: M; — TOR (M),
jolle patee

(F*A)p(v1,...,05) = A(dFpvy, ..., dF,vy)

kaikille vy, ..., vy € T, M, kaikille p € M.

“Englanniksi pullback.

Kovariantin tensorin alkukuvan perusominaisuudet todistetaan samaan tapaan kuin
1-muotojen alkukuvalle tehtiin luvussa [6.5]

Propositio 8.5. Olkoot M ja N sileitd monistoja ja olkoon F: M — N siled kuvaus.
Talldin

(1) F*(A + B) = F*(A) + F*(B) kaikilla A, B € T(TOP(N)).

(2) F*(A® B) = F*(A) ® F*(B) kaikilla A e T(T®®(N)) ja B e T(TO™(N)).

(3) F*(f A) = (f o F) F*(A) kaikilla Ae T'(TOR(N)) ja f e F(N).

Todistus. Kohdat (1) ja (2) todistetaan Harjoitustehtavéssa [8.1]

(3) Olkoon p € M ja olkoot vy,...,v, € T,M. Alkukuvan mééritelmén nojalla ja koska
del)l, ce ,deUk € TF(p)N,

(F*(/B))y(vn, ., 00) = (I B)ro(dBpvn, .., dFyuy)
(
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Propositio 8.6. Olkoon M siled monisto.
(1) Jos Ae T(T™M) ja BeD(T"WM), nitn AQ B e I'(TUH=tAf).
(2) Olkoon F': M — N siled kuvaus ja olkoon A € T (T"*)(N)). Téllgin F*A e T (T (M))

Todistus. (1) Harjoitustehtéva

(2) Olkoon (U, ¢) siled kartta monistolla M ja olkoon (V) siled kartta monistolla N
siten, ettd F(U) < V. Olkoot (z!,...,2™) ja (y*,...,y") kuvausten ¢ ja 1 komponentit.
Proposition [8.3| nojalla on siledt funktiot Ay, .. € F(V), joille

.....

F*A

|
k!
i
&
=
S
®
®
Q.
@N

.....

0ts=1
— Z Ay, gsoFd(yeloF)@---@d(yzSoF). (8.5)
Crrobe=1

~~~~~

nojalla. O

Yhtélossa (8.5) esiintyvét differentiaalit voi tarvittaessa vield avata Lemman avul-
la kuten 1-muodoille tehtiin yhtélossa (6.9)).

Propositio 8.7. Olkoot Fy: My — My ja Fy: My — Mj sileitd kuvauksia ja olkoon
B siled kovariantti tensorikenttd monistolla Ms. Tdlloin

(FQ ©] Fl)*B = FI*(FQ*B) .

Todistus. Harjoitustehtéava [8.13 O

Olkoon S © M siledn moniston M upotettu alimonisto ja olkoon ¢: S — M inkluusioku-
vaus. Kovariantin tensorin A € I'(T®%) (M)) rajoittuma alimonistolle S on i* A,

(i*A)p(vr, ... ) = Ap(di(vy), ..., di(vg)) = Ap(vr, ..., vg)
kaikille vy, ..., v, € T,S kaikilla p e S.
8.3 Riemannin metriikka
Olkoon M siled monisto. Symmetrinen kovariantti 2-tensorikenttd g € (T2 M) on
positividefiniitti, jos g, on positiividefiniitti jokaisella p € M.

Symmetrinen positiividefiniitti kovariantti 2-tensorikentta g monistolla M on Riemannin
metriikka eli metrinen tensori. Pari (M, g) on Riemannin monisto.
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8.3. Riemannin metriikka

Riemannin metriikka kirjoitetaan lokaaleissa koordinaateissa usein ilman tensoritulon
merkkia

g = Z Gij dx’ ® da’ = Z Gij drida’ .
i,J i,j
Muodollisesti '
dz'dz’ = Sym(dr' ® da’) = §(alzzcZ ® dr? + di’ ® dx)

on (0, 1)-tensorikenttien da’ ja da? symmetrinen tuloll]

Esimerkki 8.8. Fuklidisen avaruuden E"™ luonnollinen Riemannin metriikka on kano-

nisissa koordinaateissa
n

gr = i de' @ dx' = Z(dzif.

= =
Naissé koordinaateissa g;;(p) = d;;.

(2) Riemannin metriikka

LSy ave
gu = (a2 ;(dx )

ylemmdssd puoliavaruudessa {x € R™ : ™ > 0} maaraa hyperbolisen avaruuden

H" = ({zx e R : 2" > 0}, gm),

tai tarkemmin hyperbolisen avaruuden puoliavaruusmallin.

(3) Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon f € §(M), f > 0. Talléin (M, fg) on
Riemannin monisto, joka on saatu Riemannin monistosta (M, g) metriikan konformisella
muunnoksella. Kohdan (2) hyperbolinen metriikka saadaan kertomalla euklidinen Rie-
mannin metriikka funktiolla f € F({z € R : 2" > 0}), f(z) = (a™)%

Propositio 8.9. Olkoon S siled monisto ja olkoon (M, g) Riemannin monisto. Olkoon
F: S — M immersio. Tdlloin F*g on Riemannin metriikka.

Todistus. Harjoitustehtéva |8.3] O

Esimerkki 8.10. Propositiossa 5.9 osoitimme, ettd upotetun alimoniston inkluusioku-
vaus on upotus, erityisesti siis se on immersio. Esimerkiksi Euklidisen avaruuden E"*!
Riemannin metriikan rajoittuma monistolle S maérad Riemannin metriikan siledlla mo-
nistolla S™. Tama on pallonpinnan S™ tavallinen Riemannin metriikka tai pyored Rieman-
nin metriikka.

Lause 8.11. Jokaisella siledlla monistolla on Riemannin metritkka.

Todistus. Whitneyn upotuslauseenﬂ nojalla jokainen sileA monisto voidaan upottaa si-
leaksi alimonistoksi euklidiseen avaruuteen. Viite seuraa Whitneyn upotuslauseesta ja

Propositiosta [8.9] O

!Symmetrinen tulo on luvussa maéritellyn ulkoisen tulon vastine symmetristen tensorien ja ten-
sorikenttien tilanteessa.

2Lause
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Esimerkki 8.12. FEuklidisen tason Riemannin metriikan lauseke napakoordinaateissa
saadaan Esimerkin [3.11] yhtdlon (8.F]) ja Lemman avulla

g =dr' ®dx' + dr* @ dz? = d(r cos ) ® d(r cos ) + d(rsin ) ® d(r sin )
= (cos@dr — rsin 0df) ® (cos Odr — rsin 0dh) + (sin Odr + rsin 0dO) ® (sin Odr + r sin 0d0)
=dr @dr +r*df ®df = dr* + r*df*.

8.4 Modulin X(M) tensorit

Tensorit voidaan maaritelld myos §(M)-modulille X(M) laajentamalla méaaritelmé ren-
gaskertoimisten modulien lineaarialgebran késitteillda samaan tapaan kuin vektorikentille
tehtiin Luvussa .4

Propositio 8.13. Jos M on siled monisto, niin X*(M) on reaalinen vektoriavaruus ja
§(M)-moduli.

Todistus. Harjoitustehtéva [8.7] O

Olkoon K kommutativinen rentas ja olkoot M; ja My K-moduleja. Kuvaus L: My — M,

on K-lineaarikuvaus, jos
L(am + bn)aL(m) + bL(n)

kaikille a,b € K ja kaikille m,n € M;.

Lemman mukaan jokainen siled l-muoto w € X*(M) méaaraa §F(M)-lineaarisen
kuvauksen X — wX modulilta X(M) renkaaseen §(M).

Olkoot V' ja W R-moduleja. Kuvaus L: V — W on R-lineaarikuvaus, jos
L(ru + sv) = rL(u) + sL(v)

kaikille r,;s € R ja u,ve V.

Olkoot V4,...,V, ja W R-moduleja. Kuvaus A: [[V; — W on R-multilineaarinen, jos
kuvaus
(%ans A(Ul, V2,03 VUs—1,V, Usy1y - - - 7Un)

on lineaarinen kaikille 1 < s < n ja kaikille v; € V;, i # s.
R-modulin V' duaali V* on R-lineaarikuvausten L: V — R R-moduli.
Jos A: (V*)" x V* — R on R-multilineaarikuvaus, niin se on (r, s)-tensori modulilla V.

Proposition nojalla X(M) on §(M)-moduli.

Propositio 8.14. Olkoon M siled monisto. Vektorikenttien modulin X(M) (r, s)-tensorit
muodostavat F(M )-modulin T (M).

Todistus. Harjoitustehtéva [8.8] O
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Kun osoitetaan kuvaus A: (X*(M))"xX(M)® — §F(M) modulin X(M) tensoriksi, tulee
nayttad, ettd A on §(M)-lineaarinen jokaisessa muuttujassaan. Yleensa kayttaytyminen
yhteenlaskun suhteen on selvéa, joten tarkastettavaksi jaa vain voidaanko funktiot siirtdd
oletetusta tensorista ulos eli pateeké esimerkiksi kuvaukselle B: X(M) x X(M) — F(M)

B(fi X1, f2 Xa) = fifoB(X1, Xs)
kaikille f17 fg € S(M) ja kaikille Xl, XQ € %(M)

Esimerkki 8.15. (1) Lemman nojalla sileét 1-muodot ovat modulin X(M) kova-
riantteja 1-tensoreita. Duaalisuudesta seuraa, ettéd silea vektorikenttda méaarda kontrava-
riantin 1-tensorin.

(2) Evaluaatiokuvaus E: X*(M) x X(M) — (M), joka maaritelladn asettamalla
Ew,X) =w(X)

on vektorikenttien modulin (1, 1)-tensori, silla kaikille w € X*(M), X € X(M) ja f,g €
§(M) pitee Lemman nojalla

E(fw,9X) = fw(gX) = fgwX

(3) Olkoon w € X*(M). Kuvaus B: X(M)* — F(M), joka madritellidn asettamalla
B(V,W) = Vw(W) ei ole modulin X(M) tensori. Tarkastellaan jalkimmaéistd muuttu-
jaa. Olkoon f € §(M). Talloin muodon w §(M)-lineaarisuuden ja Leibnitzin sddnnon

nojalla
Xw(fY)=X(fwY)=(XflwY + fXwY .

Funktio (X f)wY ei kuitenkaan yleensé ole nollafunktio, joten B ei ole tensori.

8.5 Modulin X(M) tensorin arvo pisteessi

Téassa luvussa osoitamme, ettd modulin X(M) tensorit vastaavat luonnollisella tavalla
moniston M tensorikenttia.

Lemma 8.16. Olkoon A € ™) (M). Jos p on 1-muodon ¢ tai vektorikentin X; nolla-
kohta jollain 1 < i <r tai 1 < j < s, niin A(0Y,0%,...0", X1, Xo, ..., X,)(p) = 0.

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa A on (1, 1)-tensori, yleisessé tapauksessa ei ole
mitdin oleellisesti erilaista ]

Olkoon 6 € X*(M) ja olkoon X € X(M). Olkoon p € M ja olkoon (U,z) 3 p lo-
kaali koordinaatti. Yhtdlon (£.4) nojalla on funktiot X; € F(U), joille X = > | X*-C;
ympéristossa U. Olkoon f € §F(M) siled toyssyfunktio pisteessa p. Talloin saadaan luon-
nollisella tavalla méariteltyd fX' € F(M) ja f % e X(M ) Kayttamalla tensorin A

§(M)-lineaarisuutta muuttujan X suhteen saadaan

F2A0,X) = A0, f2X) = A(@,foi 5';1) _ ZfX%(@, fail> .

Jos X'(p) = 0 kaikilla , niin yhtalossa oikealla oleva summa on 0, joten A(6, X)(p) = 0.
Tapaus, jossa p on 1-muodon nollakohta kasitellddn samaan tapaan. O

3Katso yleisen tapauksen todistus esimerkiksi lihteestd [Lee2, Lemma 12.24].
4Toyssyfunktio f otetaan tissikin kiyttoon, jotta koordinaattien avulla saatu vektorikentin lauseke
laajenee koko monistolle.
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Propositio 8.17. Olkoon M siled monisto ja olkoon p € M. Olkoon A € T")(M).
Olkoot 6°,w', 1 < i < r, 1-muotoja ja olkoot X;,Y;, 1 < j < s, vektorikenttii siten, ettd
', = w'l, ja Xj|, = Yjlp kaikilla 1 < i <r jal<j<s. Tilloin

AN 02,07, X1, Xo, ., X)) = Alwh,w? W X X, X))
Todistus. Kun A on (1, 1)-tensori, saadaan multilineaarisuuden ja Lemman nojalla
A0, X)(p) — A, Y)(p) = A0 — 0, X)(p) + Alw, X ~Y)(p) =0+0=0.
Yleinen tapaus todistetaan samaan tapaan. O

Proposition nojalla jokainen modulin X(M) tensori A € T (M) miiria kuvauk-
sen Ap: (T,M)" x (T*M)* — R asettamalla jokaiselle X1, ..., X, € T,M jaw,, ... w5 €
T:M

Ay Xy, Xppywh oo w8) = AXy, . X Wb wf)

) P p> »p

missi X, € X(M) ja w’ € X*(M) siten, ettd Xi(p) = Xpp jaw’(p) = w) kaikilla 1 <k <r
ja 1 < j < s. On helppo tarkastaa, ettid A, € T"*)(T,M). Tensori A, € T"*)(T,,M) on
tensorin A € ") (M) arvo pisteessi p.

Kuvaus p — A, maaraa tensorikentdn. Tamén havainnon avulla saadaan tulos, jo-
ka osoittaa, ettd modulien avulla maéritelty tensorien késite on todellakin sama kuin
tensorikimpun leikkausten avulla annettu méaritelma.

Seuraus 8.18. Jokainen tensori A € T (M) mdidrid kanonisesti yksikdsitteisen si-
lecin tensorikentin A € T(T"™*)M). Jokainen silei tensorikentti A € T(T"*) M) mddrdd
kanonisesti yksikasitteisen tensorin A e T M.

Todistus. Harjoitustehtava [8.12] O

Seurauksen nojalla silein moniston tensorikentét ja §(M)-modulin X(M) tensorit

samastetaan jatkossa ja merkinnalla T*) (M) voidaan viitata kumpaan tahansa.

Propositio 8.19. (1) X*(M) = TOV(M) = X(M)*.
(2) X(M) = THO(M). O

8.6 Yleistetyt tensorit

Jos A: X(M)®* — X(M) on §(M)-multilineaarikuvaus, niin sen avulla muodostettu kuvaus

A X5(M) x X(M)* — F(M),

A0, X1, Xa, ..., Xs) = 0A(Xq, Xo, ..., Xy)

on (1, s)-tensorikenttd. Tamén yhteyden perusteella kuvausta A voidaan kutsua yleiste-
tyksi tensorikentdksi.
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Esimerkki 8.20. Kaikki télla kurssilla tarkasteltavat vektorikenttien keskeiset operaa-
tiot eivat maaraa tensorikenttia edes téssa yleistetyssa mielessa. Tangenttivektoreiden
Xp, Y, € T,M Lien tulo maaritelladn asettamalla

[Xpa Y;D]h = XpYph =Y Xph
kaikille h € §(M). Se méaraa kuvauksen [-,-]: X(M) x X(M) — X(M), joka ei ole
tensorikentté yleistetyssé mielessa: Jos X,Y € X(M) ja g € §(M), niin

[X,9Y] = g[X, Y]+ (Xg)Y,

joten kuvaus ei ole §(M)-bilineaarinen. [

Harjoitustehtavia

8.1. Todista Proposition [8.5| kohdat (1) ja (2).
8.2. Todista Proposition [8.6| kohta (1).
8.3. Todista Propositio

8.4. Olkoon g silein moniston S? tavallinen Riemannin metriikka, jonka euklidisen ava-
ruuden Riemannin metriikka médrdé alimonistolle S*  E3. Maarita (& 1)*g.

8.5. Madrita Riemannin moniston S? tavallisen Riemannin metriikan lauseke pallokoor-
dinaateissa

8.6. Kuvaus F': B"(0,1) — H"[]

xr+ e,
F(z) = —e, + 27\@ ol
on diffeomorﬁsmiﬁ Maarita F™gy. Halutessasi voit rajoittua tapaukseen n = 2.
8.7. Todista Propositio [8.13|

8.8. Todista Propositio [3.14]

8.9. Todista Proposition véite (1,2)-tensoreille.

8.10. 1l-muodon 0 € X*(M) ulkoinen derivaatta df mééritellaan asettamalla
dO(X,Y) = X0Y — YOX — 0[X,Y]

kaikille X, Y e X(M). Osoita, ettd df on kovariantti 2-tensorikentta.

8.11. Maarita tensorikentin E: X*(M) x X(M) — F(M),

Ew,X)=w(X)

esitys lokaaleissa koordinaateissa.

®Katso Harjoitustehtivit
6Katso Harjoitustehtévi Nyt r = 1.
"Katso méiritelméat Esimerkisté,

8Kuvaus F saadaan rajoittamalla yksikkopalloon inversio pallonpinnassa, jonka keskipiste on —e,, ja
side on /2.
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8.12. Todista Seuraus [8.18]
8.13. Todista Propositio 8.7

9Katso Propositio
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Luku 9

Sileat differentiaalimuodot

Tassa luvussa siirrymme tarkastelemaan sileitd tensorikenttié, joiden arvot ovat alternoi-
via (0, k)-tensoreita. Maarittelemme differentiaalimuotojen ulkoisen derivaatan ja osoi-
tamme, ettd jokaisella siledlla monistolla on yksikasitteinen ulkoinen derivaatta. Luvun
lopuksi tarkastelemme lyhyesti suljettuja ja eksakteja muotoja.

9.1 Sileat k-muodot

Olkoon M siled n-monisto ja olkoon k > 0. Siled tensorikenttd w € T'(TOF M) = TOR (M)
on silei k-muoto, jos w, € A*(T,M) jokaisella p € M. T&llsin luku k on k-muodon w as-
te. Kaikki k-muodot ovat differentiaalimuotoja. Silein moniston M sileiden k-muotojen

avaruus on QF(M) < D(TORM) = TOR (M), kun k > 1 ja Q°(M) = F(M). Kaikkien
sileiden differentiaalimuotojen avaruus on’|

QM) — k@i—)@ﬂ’“(M).

Differentiaalimuotojen o, w € Q(M) ulkoinen tuld’] v A w médritellddn pisteittiin

(v Aw)y =0y Aw,.

“Lee [Lee2, Ch. 14] kiyttaa talle avaruudelle merkintad Q*(M).

bKatso luku

Funktion f € F(M) = Q°(M) ja k-muodon w € QF(M) ulkoinen tulo on luvun
maaritelmien mukaisesti sama kuin muodon kertominen funktiolla

frw=wnaf=fw.

Lemma 9.1. Olkoon M silei monisto. Téllgin (M) = {0} kaikille k > dim M.
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Todistus. Vaite seuraa maaritelmasta ja Seurauksesta nojalla. O

Sileiden differentiaalimuotojen avaruus (M) on vektoriavaruus ja astealgebra, jon-

ka kertolasku on sileiden muotojen vékétulo A samoilla sopimuksilla kuin Grassmannin
algebroissa A(T,M), pe M.

Sileiden differentiaalimuotojen perusominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti yhtaélta
alternoivien muotojen ja toisaalta sileiden tensorikenttien perusominaisuuksista.

Propositio 9.2. Olkoon M siled monisto ja olkoot k,{ € N.
(1) Olkoot w e Q*(M), a, 8 € Q(M) ja olkoot a,be R. Tillsin

wA (aax+bp) =aw A a+bwnf
ja

(ax+ b)) Anw=aa Aw+bF Aw.
(2) anB= (=13 A a kaikille « € Q¥(M) ja 5 € Q(M).

Todistus. Seuraa Propositiosta [7.17] O

Olkoon (U, x) siled kartta silealli monistolla M ja olkoon A: M — TR M kuvaus]]

jolle A, € A*(T,,M) jokaisella p e M ja mow = idy,. Proposition nojalla on funktiot
Ai1i2~~-ik U — R, JOllle

A= Z Ai1i2...ik d[Eil AN dl’iz N A dIZk . (91)

1 <tig<---<ip

Propositio 9.3. Olkoon M siled monisto ja olkoon (U, @) siled kartta monistolla M.
Olkoon A: M — TOR M kuvaus, jolle A, € A¥(T,M) jokaisella p € M ja mow = idy,.
Tdlloin A on siled k-muoto joukossa U, jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessd

(9.1) ovat sileitd.
Todistus. Seuraa Propositiosta O

Propositio 9.4. Olkoon F: M — N siled kuvaus.
(1) Jos a e QF(N), niin F*a € QF(M).
(2) Jos lisiksi w e QYN), niin F*(a A w) = F*a A F*w.

Todistus. Harjoitustehtéva 9.1 O

Differentiaalimuotojen esittdmisessa on joskus kateva kayttaa multi-indeksimerkintdd: Jos
I = (iy,1s,...,1i}), niin sovimme, ettd dz! = dz®' A -+ A da'*. Tilléin, jos w on k-muoto,
tulkitsemme

w = Zw; dz’ = Z Wiigeip AT A oo A dx'™
T

11 <t <---<ip

I Tsssé emme oleta, ettd A on siled.
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9.2 Ulkoinen derivaatta

Lineaarikuvausten perhe d: Q¥(M) — Q¥ (M), k € N, on ulkoinen derivaattalT jos
(1) Kaikille w € Q*(M) ja 7 € QY(M) piitee

k

dwnaT)=dw T+ (—1)"w A dr,

(2) dod=0ja
(3) df € QY(M) = X*(M) on funktion f differentiaali kaikille f € QY(M) = F(M).

*Englanniksi exterior derivative tai exterior differentiation.

Sen osoittaminen, etté jokaisella sileallda monistolla on ulkoinen derivaatta, on hieman
tyolasta. Aloitamme tarkastelemalla tilannetta koordinaattiympéristossa.

Propositio 9.5. Olkoon (U, ¢) siled kartta n-ulotteisella siledlla monistolla M. Lauseke

d<Zdea:J> =Zdwj/\dx Zzaw‘]dx A dz” (9.2)

J =1
madrittelee ulkoisen derivaatan avoimessa joukossa U.

Todistus. Kuvauksen d lineaarisuus seuraa Propositioista ja[0.2]ja maaritelméan kohta
(3) on suoraan madaritelméa funktioiden tapauksessa.

(1) Lineaarisuuden nojalla riittdé todistaa viite muodoille w = fda! ja 7 = gdx’. Lausek-

keen (9.2)), Proposition [6.12)2), jélleen lausekkeen ja Proposition [0.2f2) nojalla
dw A1) =d(fgdx’ Adx?) = d(fg)dx’ A dx’
= gdf A dx! A dx? + fdg A dax' A da?
—dw AT+ (=1*w A dg A dz’

=dw AT+ (=D)*w A dr.

(2) Lineaarisuuden nojalla riittdé osoittaa viite differentiaalimuodoille w = fdz!. Lausek-

keen (9.2) ja Lemman nojalla

d(dw) = d(df A dz") —diaf da’ A da')

S I
Z: 8xﬁﬁx’dx] A dx) Adx' .

Ulkoisen tulon antisymmetrisyyden?| nojalla saadaan

é’:ﬂ@x dzd A dx' =
2 2 52
Z andxiAda:i+ Z afala:j/\d:c—l— Z fdxj/\dx—o
Pt (0z?) <Slen O0xd Ozt <en o0xd Ozt
joten d(dw) = 0 A dz! = 0. O

2Propositio 2).
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Propositio 9.6. Olkoon (U, ¢) siled kartta siledlld monistolla M. Jos D on ulkoinen
derivaatta joukossa U, niin

D(Zde:cJ) =2de A dz?
J

Todistus. Olkoon w = Y, wydz’. Ulkoisen derivaatan lineaarisuuden ja ominaisuuden (1)
nojalla

Dw = DZwld:UI = ZD(W}dQZI) = ZDwI A da! + ZwIDd:cI.
T T T T
Ominaisuuden (3) nojalla dx! = Dz’ joten

Dw = Zdwl A de! + Zw;del.
T T

Viitteen todistamiseksi riittii siis osoittaa, etti D(Dz!) = 0. Osoitetaan tidméi induktiolla
asteen suhteen. Oletuksen (2) nojalla DDz’ = 0 kaikilla 1 < j < n. Oletetaan, ettd véite
pétee (k—1)-muodoille. Tall6in ulkoisen derivaatan ominaisuuksien (3) ja (2) ja induktio-
oletuksen nojalla

DDz ADz™ A - -+ A Dz'%)
= D(D2") A (D2 A -+ A D2") — D2"* A D(D2™ A --- A D2™)
=0ADz? A--- ADx* —Da" A0=0. O

Lause 9.7. Siledlld monistolla M on yksikdsitteinen ulkoinen derivaatta.

Todistus. Proposition nojalla moniston M jokaisessa kartassa voidaan maéritella ul-
koinen derivaatta. Olkoot (U,x) ja (V,y) karttoja pisteessi p € M. Olkoon w € QF(M).
Tallsin on siledt funktiot w? ja WY, joille

W= Zw?dwl = Zwydxj
I I
pisteen p avoimessa karttaympéristossié U n V. Olkoon D ulkoinen derivaatta joukossa
U n V. Propositioiden 0.5 ja nojalla

Z dw¥ds" = Dw = Z dwY dz” .
1 I

Yksikasitteisyys todistetaan kuten Propositiossa ]

Esimerkki 9.8. Propositioiden [9.5/ja 9.6/ nojalla monistolla E* on yksikésitteinen ulkoi-
nen derivaatta. Differentiaalimuodon w € QF(E?) ulkoinen derivaatta dw voi olla nollasta
poikkeava, kun k € {0, 1, 2}.
(1) Olkoon f € Q°(E3) = F(E3). Lemmassa niimme, etta
0 0 0
g g

o a1, 9 5 o
df = axldaz: + (3x2dx + P
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(2) Olkoon w € QY(E?). Talloin w = widz' + wadx?® + wsdx®, joten

dw—Zdwk/\dx —Zzawkdaz]Admk

=1j=1

&ul (3 Owy Owy
ﬁd:c A dt —i—(/ L da® A dat +(,)7d33' A d? +a 3dx A dx

2

(/wg 7 W3 2 3
691:1 dxt A da® &62 dz* A dx
. ﬁwg 6w1 1 2 5w3 aWQ 2 3 8w1 @wg 3 1
= (Gar — gt~ e+ (57 = 3 ) o+ (55 = 57 e~ da
(3) Olkoon w € N%(E?). Talloin w = wzdr! A dz? + widx? A dad + wadz® A dxt, joten
dw = Zc;g’dx A dxt A d? +ledx A dx? A da? +2m2dx A dx® A dxt

Ow;  Owy  Ows
= (6x1 + 372 + 5x3)dx A dx® A dx® .
Kohdan (1) perusteella funktion f € F(E?) ulkoinen derivaatta vastaa funktion gra-
dienttia V f. Kohtien (2) ja (3) laskujen perusteella 2-muodon w € Q?(E3] ulkoinen deri-

vaatta vastaa vektorifunktion w = (w1, wa,ws): E3 — E3 roottom'cﬂ

(%12 _ &ul ﬁwg _ &uQ &ul _ 8w3>
orl  0x?’ 0x2  Ox3 0z Oxt

ja 3-muodon w ulkoinen derivaatta vastaa vektoriarvoisen kuvauksen w divergenssid

VX@z(

(9&)1 OWQ aw:;
oxrl  0x?  o0x3

Tamaéa yhteys toimii motivaationa ulkoisen derivaatan maéritelmalle.

divw=V . w=

Seuraus 9.9. F': M — N silei kuvaus. Olkoon w € Q¥(N). Tdlldin
F*(dw) = d(F*w).

Todistus. Funktioille viite on Propositio [6.18(3). Olkoon k > 1 ja olkoon w € QF(N).
Tarkastellaan yleistd tapausta lokaaleissa koordinaateissa. Olkoon (U, ¢) siled kartta mo-

nistolla M ja olkoon (V,1)) siled kartta monistolla N siten, etta F(U) < V. Olkoot

(x',...,2™) ja (y',...,9y") kuvausten ¢ ja 1 komponentit. Talloin on sileit funktiot

wr € §(V), joille
w = Zwl dy' .
T

Proposition (2) nojalla F*w = Y, F*w; F*dy’, joten ulkoisen derivaatan lausekkeen

(9.2) nojalla
dF*w = ZdF*wI A F*dy' .

T
Toisaalta ulkoisen derivaatan lausekkeen (9.2), Proposition [0.42) ja Proposition [6.18]3)
nojalla

F*dw =F*(Zdw1 A dy") =ZF*dw1 A Frdy! =ZdF*w[ A Frdy!,
i T T

joten vaite on todistettu. O

3Englanniksi curl.
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Seuraus 9.10. Olkoon M silei monisto ja olkoon U <= M avoin. Olkoon w € QF(M).
Talloin d(w|y) = (dw)|y.

Todistus. Olkoon ¢: U — M inkluusio. Seurauksen [9.9 nojalla
dwly) = d(i*w) = i*dw = (dw)|y . O

Esimerkki 9.11. (1) Seurauksen ja Proposition nojalla siledn 2-muodon w =
dzt A dr? € Q?(E?) lauseke napakoordinaateissa on

w=d(rcosf) A d(rsin) = (cosOdr — rsin 0df) A (sin 0dd + r cos 0df)
= rcos®Odr A df — rsin®0dO A dr = rdr A df.

(2) Olkoon w € QY(E?), w = z'dr? — x*dx'. Esimerkin laskut osoittavat, ettd napa-
koordinaateissa w = r2df. Ulkoiset derivaatat ovat

dw = dz' A d2® — d2® A da' = 2dat A do?
= (cos@dr — rsin0df) A (sinOdr + rcos 0d0) = 2rdr A df

kuten pitadkin.

Lause 9.12. Olkoot M ja N sileitd n-monistoja ja olkoon F: M — N siled. Olkoon

(U, x) siled kartta pisteessi p € M ja olkoon (V,y) siled kartta pisteessd F(p) € N. Olkoon

g€ (V). Tallsin

aFZ) dzt A - A da™.
-

oxJ

F*(gdylA---/\dy")zgoFdet<

Todistus. Proposition alkukuvan mééritelmén, yhtalon (3.2) ja Proposition no-
jalla
)

K
é‘xl p7

0

F*(gdyl/\'--/\dyn)(p)( '7%

=g Py~ n ] (R deainp)
=goF(p)dy' A~ ndy"|,, (2? a@ "’j; gi<p)(9§j)
= go F(p) det (gij (p)>ij_1
=go F(p) det @i (p)>:j_1 dat A-on dﬂf"}p(ail o ’ail’p) '
Koska A™(T,M) on l-ulotteinen, tistd seuraa véite pisteessé p. N

Seuraus 9.13. Olkoon M siled n-monisto. Olkoot (U, z) ja (V,y) sileitd karttoja pisteessd
pe M. Tdilloin

dylA---/\dynzdet<(?yZ,> det A A da™. O
.

ox?
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9.3 Suljetut ja eksaktit muodot

Téssa luvussa tutustume lyhyesti de Rhamin kohomologiaryhmaén, joka on algebrallisen
topologian tarkea kasite.

Olkoon M siled, monisto. Muoto w € QF(M) on suljettu muoto, jos dw = 0 ja eksakti
muoto, jos w = dn jollain n € Q"1 (M).

Olkoot Z*(M) suljettujen k-muotojen avaruus ja B¥(M) eksaktien k-muotojen avaruus.
Lemma 9.14. Kaikki n-ulotteisen silean moniston M siledt n-muodot ovat suljettuja.

Todistus. Jos w € Q"(M), niin dw € Q"1 (M) = {0}. O

Lemma 9.15. Olkoon M sileiq monisto.
(1) Eksaktit muodot ovat suljettuja.
(2) Z*(M) ja B*¥(M) ovat vektoriavaruuden QF(M) aliavaruuksia.

Todistus. (1) Olkoon w € QF(M) eksakti. Talloin w = dn jollain n € Q" 1(M). Ulkoisen
derivaatan maaritelmén nojalla dw = ddn = 0, joten w on suljettu.

(2) Seuraa siitd, ettd d on lineaarikuvaus ja Z¥(M) = ker (d: QF(M) — Q*1(M)) ja
BN(M) = d(QF1(M)). O

Seuraus 9.16. Olkoon F: M — N siled kuvaus. Tdlloin
(1) Jos we Z¥(N), niin F*we Z¥(M).
(2) Jos we B¥(N), niin F*w e B¥(M).

Todistus. Seuraa Propositiosta O

Vektoriavaruus V' on méaritelménsé nojalla additiivinen ryhma, jonka laskutoimitus
on vektorien yhteenlasku. Jokainen vektorialiavaruus H < V' on ryhméan (V, +) aliryhma
ja koska vektorien yhteenlasku on kommutatiivinen, H on normaali aliryhmé ja voidaan
muodostaa tekijaryhmé V /H. Itse asiassa ryhmalla V' /H on myos reaalisen vektoriava-
ruuden rakenne.

Siledn moniston M k:s de Rhamin kohomologiaryhmd on

Hap (M) = Z*(M)/B*(M) .

Seuraus 9.17. Jos F on diffeomorfismi, niin kohomologiaryhmdit H%,(M) ja HY,(N)
ovat isomorfisia.

Todistus. Harjoitustehtéva [9.6] O
Lause 9.18. HY,(E") = {0} kaikille n,pe N, p > 1.
Todistus. Katso [Lee2l, Cor. 17.16]. O

Lemma 9.19. Olkoon M kompakti monisto. Olkoon w € QY(M) 1-muoto, jolla ei ole
nollakohtia. Tdlloin w ei ole eksakti muoto.
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Todistus. Harjoitustehtéva [9.7 O

Esimerkki 9.20. Esimerkissa [6.22] tarkastellun 1-muodon

do = e X*(E? — {0}) = Q'(E* — {0})

rajoittuma ympyrélle S' on suljettu Lemman nojalla. Lemman nojalla se ei ole
eksakti. Siis HJg(S') # {0}. Itse asiassa esimerkiksi kirjan [Lee2] luvussa 17 osoitetaan,
ettd Hiz(S') = R.

Harjoitustehtavia

9.1. Todista Propositio [9.4
9.2. Maidritd muodon da' A dz? A dz® lauseke pallokoordinaateissa/[]

9.3. Olkoon E3xE! 4-ulotteinen avarusaika, jossa vektorin (x,t) ensimmiéinen 3-ulotteinen
komponentti x kuvaa paikkaa ja neljis komponentti ¢ aikaa. Olkoon E: E3 x E! — E3 sdh-
kékentti ja olkoon B: E3 x E! — E3 magneettikentti. Mazwellin yhtdlot tyhjiossi, jossa
ei ole varauksia eika virtaa, ovat

B E
V><E:—a—7 Vsza—, V-E=0, V-B=0. (9.3)
ot ot

Néissa yhtaloissa roottori ja divergenssi muodostetaan tavanomaiseen tapaan osittaisde-
rivaatoista paikkakoordinaattien suhteen. Maxwellin yhtéalot voidaan muotoilla ulkoisen
derivaatan avulla, kun maéritellaan sahkokentan komponenttien avulla 1-muoto

E = Eydx' + Eoda® + Fsda®
ja magneettikentdn komponenttien avulla 2-muoto
B = Bydx?® A da® + Boda® A dxt + Bsdxt A da?,

ja maaritelladn 2-muoto
F=FEnAdt+B.
Yhtilo dF = 0 vastaa kahta Maxwellin yhtéloista (9.3]). Mitkd ndmé yhtalot ovat?

9.4. Osoita, etté siled 2-muoto

_ o ndad + atdad pdat b atdat ada?op s )
B (O R D |

on suljettu.

9.5. Olkoon M siled monisto. Olkoon w € Q%(M) eksakti muoto ja olkoon 7 € Qf(M)
suljettu muoto. Osoita, ettd w A 7 on eksakti muoto.

4Katso Harjoitustehtéavé,
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9.6. Todista Seuraus 0.17
9.7. Todista Lemma [9.19
9.8.

(1) Osoita, ettd moniston E* koordinaattimuotojen rajoittumat alimonistolle S?

toteuttavat yhtilon z'dz' + z2da? + x3d2® = 0f]
(2) Olkoon w = z'dx? A da® + 22dx® A da' + 23dxt A da? € Q%(S?). Osoita, etté

(dx? A da®
i
da® A dzt
i
da' A dz?
\ T

5Harjoitustehtéivisti voi olla hy6tyi.
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Luku 10

Suunnistus ja integrointi monistoilla

Kurssin viimeisesséa luvussa tarkastelemme sileiden 1-muotojen integraaleja polkujen yli
ja sileiden n-muotojen integrointia n-ulotteisella siledlla monistolla. Késittelemme myos
lyhyesti moniston suunnistusta ja ykkosen ositusta, joita tarvitaan korkeimman asteen
sileiden muotojen integraalin méarittelyssa.

10.1 Polkuintegraalit siledlla monistolla

Tassa luvussa osoitamme, etta siledin 1-muodon integraali polun yli voidaan maaritell&
luonnollisella tavalla niin, etta se ei riipu koordinaattien valinnasta. Integraali voitaisiin
maaritella huomattavasti vihemman sadannollisillekin 1-muodoille mutta yksinkertaisuu-
den vuoksi pitdydymme edelleen sileisiin muotoihin.

Silein 1-muodon w = fdt € X*(E') = QY(E') integraali vilin [a,b], a < b, yli on

Lﬂwsz@ﬁ.

Propositio 10.1. Olkoon w = fdt € X*(E') ja olkoon h: [c,d] — [a,b] kasvava diffeo-
morfismi. Tdllgin
J h*w = J w.
[e,d] [a,b]

Todistus. Olkoon s kanoninen koordinaatti valilla [c, d]. Yhtalon nojalla

(h*w)s = (f o h)(s)dh(s) = (f o h)(s) ?;(S)ds,

joten véite seuraa yhden muuttujan analyysin muuttujanvaihtolauseesta:

. @ B h(b) B
ﬁwhw_ﬁwu ) (s) G (s)ds = f@ﬁ—ﬁmw. 0

h(a)

30. marraskuuta 2023 105



106 Suunnistus ja integrointi monistoilla

Alkukuvan maéritelmén nojalla monistolla M maééritellyn 1-muodon integraali si-
leédn polun yli voidaan palauttaa reaalilukuvélilla maaritellyn muodon integrointiin. Nain
saatava integraali ei riipu polun parametrisoinnista.

Olkoon 7: [a,b] — M siled polkif] ja olkoon w € X*(M). Siledn 1-muodon w integraali

polun ~y yli on
J W= J Y*w.
¥ [a,b]

2y on jollain vilin [a, b] siséltavéilla avoimella valilla mééritellyn siledin polun rajoittuma vélille [a, b].

Propositio 10.2. Olkoon ~y: [a,b] — M siled polku ja olkoon w € X*(M). Olkoon
h: [c,d] — [a,b] kasvava diffeomorfismi. Talloin

J wsz.
~yoh vy

Todistus. Maaritelméan ja Propositioiden [6.20] ja [I0.1] nojalla

h=1(b) h=1(b) b
J wzf (yoh)*wzj h*y*wzf Y*w. O
~oh h=1(a) h=1(a) a

Propositio 10.3. Olkoon v: [a,b] — M silei polku ja olkoon w € X*(M). Téllgi{]

[1o= Lovsorn

Todistus. Olkoon ty € R. Talloin

d d : .
(’}/*CU) r . = wv(to)<d’7> r . wv(to)f}/(tO) = ww(to)fY(tO)
joten vaite seuraa, koska %’ " virittdd tangenttiavaruuden Ty EL. O]

Esimerkki 10.4. Olkoon w = % = df € X*(E* — {0}) Esimerkeiss [6.22 ja

tarkasteltu siled 1-muoto. Olkoon 7: [0,27] — E2, v(0) = (cos,sin #). Peittamalla
monisto E? — {0} kahdella napakoordinaatilla saadaan

21
Jw=f df = 27 .
o 0

Kanonisissa koordinaateissa polkuintegraalin maaritelmén nojalla lasku on hieman pi-
dempi mutta lopulta aivan sama:

27 27
J w = f (costd(sint) — sintd(cost))dt = J dt =27.
o 0

0

Propositio 10.5. Jos v: [a,b] — M siled polku ja olkoon f € F(M), niin

j df = F(2(8)) — F(2(a)).

'Muista, ettd (t) on polun v nopeusvektori hetkelli ¢, katso luku

30. marraskuuta 2023



10.2. Korkeimman asteen muotojen integrointi euklidisessa avaruudessa 107

Todistus. Proposition [10.3] differentiaalin mééritelmén, nopeusvektorin mééritelmén ja
jélleen differentiaalin méaaritelman nojalla saamme

b b

b
sOfdt= [ o= | Lo,

[ar= [ wepioa- | i

a

josta vaite seuraa analyysin peruslauseen nojalla. O]

Propositio 10.6. Olkoon M silei monisto. Jos 1-muoto w € QY (M) on eksakti, niin
va = 0 katkille suljetuille sileille poluille ~v: I — M.

Todistus. Olkooin f € F(M) ja olkoon v: [0,1] — M suljettu polku. Proposition [10.5]
nojalla

‘[#=fWGD—fW®D=0' 0

Esimerkki 10.7. Esimerkeissé ja tarkasteltu muoto df € Q'(E?* — {0} on
suljettu, silla

=0.

d<x1d:c2 — xQd:I:1> (@) = (2")?)dat A da® + ((27)% — (2)?)da® A da!
] J]*

Olkoon v: [0,27] — S' = E2—{0} siled suljettu polku y(¢) = (cost,sint). Esimerkissi[10.4]
laskimme integraalin Sﬂ{ df = 27 # 0. Proposition nojalla muodot df € Q*(E? — {0})
ja df € Q'(S') eivit ole eksakteja. Siis monistojen E? — {0} ja S! ensimméinen de Rhamin
kohomologiaryhm#P| ei ole triviaali.

10.2 Korkeimman asteen muotojen integrointi
euklidisessa avaruudessa

Olkoon U < E". Olkoon w = fdx' A -+ A dx™ € Q*(U). Muodon w integraali kompaktin

joukon B < U yli on
J w=J fdat - da™.
B B

Propositio 10.8. Olkoot U,V < E™ avoimia joukkoja ja olkoon F: U — V diffeomor-
fismi siten, ettd kuvauksen F Jacobin determinantin merkki ¢ € {1} on vakio. Tdlldin
jokaiselle kompaktille joukolle K < V' ja jokaiselle w € Q"(U) pdtee

f F*wzef w.
F-1(K) K

2Katso luku
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Todistus. Olkoon w = fdxz! A --- A da™. Seurauksen ja Lebesguen integraalin muut-
tujanvaihtokaavan nojalla

J F*(fdxl/\--~Adx”):J foFdet(gF;)é._ldxl/\---Ada:”
F-1(K) F-1(K) o=

zef foF‘det(gZ)mzl‘dwl---dx”
F~1(K)

=5J fdx1~-d:1:”=ffdxl/\--~/\dx". O
K K

Olkoot U,V < E™ avoimia joukkoja ja olkoon F': U — V diffeomorfismi. Kuvaus F' sdi-
lyttad suunnistuksen, jos sen Jacobin determinantti on positiivinen.

Seuraus 10.9. Olkoon M silei monisto. Olkoot (U, ¢) ja (V, ) karttoja, joille potp™ on
suunnistuksen sdilyttava, ja olkoon w € Q™(M) siten, ettd suppw < U n'V. Talloin

| e wiye.
#(U) ¥(V)
Todistus. Propositioiden [10.§ ja 8.7 nojalla

f (6w = f (o) (6 ) w = f W )w, m
o(U) (pop=1)op(V) (V)

10.3 Suunnistus

Seuraus antaa vihjeen siita, miten korkeimman asteen muotojen integrointi sileall&
monistolla saadaan maariteltya karttojen valinnasta riippumattomalla tavalla.

Siledn moniston M siled kartasto % on suunnistettu kartasto, jos sen kaikki kartanvaih-
tokuvaukset ovat suunnistuksen sailyttavia. Jos monistolla M on suunnistettu kartasto,
niin M on suunnistuva monisto.

Silean moniston M maksimaalinen suunnistettu kartasto on suunnistus. Jos % on mo-
niston M suunnistus, niin pari (M, %) on suunnistettu monisto.

Jos % on moniston M suunnistus ja (U, ¢) € %, niin (U, ¢) € % on positiivisesti suun-
nistettu kartta.

Propositio 10.10. Jokainen suunnistettu kartasto sisdltyy yksikdasitteiseen suunnistuk-
seen.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio [1.13| Harjoitustehtavé [10.3 n

Olkoon M suunnistettu monisto. Olkoon w € Q"(M) siten, ettd on positiivisesti suunnis-
tettu kartta (U, ¢), jolle suppw < U. Muodon w integraali on

JMW B L(U)@l)*w.
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Jos korkeimman asteen silein muodon kantaja siséltyy yhteen koordinaattiympéris-
toon, niin sen integraalin méaritelma on riippumaton positiivisesti suunnistetun kartan
valinnasta Seurauksen nojalla.

Monet talla kurssilla ja johdatuskurssilla késitellyt sileat monistot ovat suunnistuvia.

Esimerkki 10.11. (1) Euklidisen avaruuden yhdesté kartasta koostuva kanoninen kar-
tasto {(E",id)} on suunnistettu kartasto, joten E™ on suunnistuva monisto.

(2) Harjoitustehtavisséi osoitetaan, ettd S™ on suunnistuva monisto.

(3) Saannollinen tasa—arvohyperpintaﬂ on suunnistuva, katso [Lee2, Prop. 15.21].

(4) Harjoitustehtavissa osoitetaan, etta n-torus T" on suunnistuva.

(5) Projektiivinen avaruus P" on suunnistuva, jos ja vain jos n on pariton. Katso Propositio
10.23]

Propositio 10.12. Olkoon M sileq monisto. Tdlloin monistot TM ja T* M ovat suun-
nistuvia.

Todistus. Olkoot (U, ¢) ja (V, ) sileitd karttoja monistolla M ja olkoot @ ja ¥ luvussa[4.1]
mééritellyt kartat tangenttikimpulla 7M. Yhtalon (4.2) nojalla kartanvaihdon W o !
Jacobin determinantti toteuttaa

deeD(w e 07 =t (P75 )

= (det D(y 0 ¢7")(y))* > 0,

koska derivaattamatriisi on lohkokolmiomatriisi ja kartanvaihto 1) o ¢! on siled diffeo-
morfismi.
Kotangenttikimpun tapaus késitellian samaan tapaan, Harjoitustehtéava [10.8 O

10.4 Ykkosen ositus

Laajennamme integraalin maéritelméan sellaisillekin korkeimman asteen muodoille, joiden
kantajat eivat valttamatta sisally suunnistetun moniston yhteen koordinaattiymparistoon.
Tassa luvussa todistettava Lause on oleellinen apuvaline n-muotojen integraalin
maarittelyssa.

Olkoon (U, )aea sileéin moniston M lokaalisti darellinen avoin peite.ﬁ] Olkoon p, € §(M) si-
ten, etta p, = 0, supp p, < U, kaikilla o € A ja

Zpazl.

a€A

Talloin (pa)aca on peitteen (Uy)aca kanssa yhteensopiva siled ykkosen ositus.

“Maaritelmé on luvussa

Ykkosen osituksen maééritelméasséd oleva summa Y 4 po(p) on éérellinen jokaisella
p € M, koska peite (U,)aeca on lokaalisti aarellinen.

3Katso luku
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Esimerkki 10.13. Olkoon h,, € F(E') yhtdlossi madritelty siled positiivinen
funktio, jolle patee hapl|-coa] = 0 ja haplpeof = 1. Jos @ < b < ¢ < d, niin funktio
fa,b,c,d € 3(E1>7

Paped(l) = hap(t) + h_g_c(—1),
on toyssyfunktio, jonka kantaja sisiltyy valiin |a,d[. Kuvassa esitetddn kolmen
toyssyfunktion avulla tehty ykkosen ositus valilla |—2, 2[.

1 2

1 2

1 2
Kuva 10.1 — Ylimmalld rivilld vasemmalla toyssyfunktio p_; _ 11, ja oikealla kolme

toyssyfunktiota, joiden kantajat peittaviat avoimen valin |—2,2[. Toisella rivilla vasem-
malla kolmen toyssyfunktion summa ja sen jélkeen summafunktiolla skaalattujen toyssy-
funktioiden kuvaajat.

Néaimme luvussa [2.5] esimerkkejé sileista positiivisista toyssyfunktioista, joiden kanta-
jat sisdltyvat tarkasteltaviin koordinaattiympéristoihin.

Olkoon M siled monisto. Koordinaattipallo B < M sddnndéllinen koordinaattipallo, jos on
moniston M siled kartta (U, ¢), jossa B = ¢~ *(B(0,r)) jollain r > 0 ja on 7’ > r siten,
etta B(0,r") < ¢(U).
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Lemma 10.14. Sdadnnolliset koordinaattipallot muodostavat siledn moniston topologian
kannan.

Todistus. Harjoitustehtava [10.7] O

Lause 10.15. Olkoon (U,)aea silein moniston M peite koordinaattiympdristoilla. Talloin
on peitteen (Uy)aea kanssa yhteensopiva ykkosen ositus.

Todistus. Lauseen ja Lemman nojalla on peitteen (U, )aeca lokaalisti darellinen
hienonnus (B;);es siten, etta joukot B; ovat sdénnollisia koordinaattipalloja. Télloin jokai-
sella B; < U, on suurempi koordinaattipallo B; < U, siten, etté palloilla B; ja B; on sama
keskipiste joukon U, koordinaateissa. Olkoon p{ silei toyssyfunktlo,l jolle supp 0 = B;.

Sulkeumien kokoelma (B;);; on lokaalisti aarelhnenl joten funktio p = Y., p¥ on silea.

Lisdksi p(p) > 0 jokaisella p € M, koska joukot B; muodostavat peitteen. Olkoot p; = %
kaikilla ¢ € 1. Talléin ), p = 1. O

10.5 Korkeimman asteen silein muodon integraali

Jos (pa)aca on ykkosen ositus silealld n-ulotteisella monistolla M ja w € Q"(M), niin

w=2paw.

a€eA

Maarittelemme muodon w integraalin tdmén yhtélon ohjaamana:

Olkoon M suunnistettu n-monisto ja olkoon w € Q"(M) kompaktikantajainen siled n-
muoto. Olkoon ((Us,, gf)a))ae ,, Adrellinen kokoelma positiivisesti suunnistettuja karttoja
siten, ettd suppw < |J,cq Ua- Olkoon (pqa)aeca peitteen (U, )qea kanssa yhteensopiva siled
ykkosen ositus. Muodon w integraali on

JMW = O;JM Pl . (10.1)

Lause 10.16. Olkoon M suunnistettu n-monisto ja olkoon w € Q"(M) kompaktikantajai-
nen muoto. Muodon w integraali on riippumaton positiivisesti suunnistettujen karttojen
ja niiden kanssa yhteensopivan ykkosen osituksen valinnasta.

Todistus. Olkoot ((Ua,¢a))a€ 4 Ja ((Vg,@bg)) feB muodon w kantajan peittavia aérellisia

kokoelmia positiivisesti suunnistettuja karttoja ja olkoot (pa)aeca ja (X3)gep ndiden peit-
teiden kanssa kanssa yhteensopivia ykkosen osituksia Téalloin

f pat = J ZX,B Pt
acA BeB

acA

= J XBPaW = f Zpa ﬁW_ZJ XpW -
a€cA, BeB BEB acA BEB M

4Katso Lemma 2.16}
5Jos avoin joukko leikkaa toisen joukon sulkeumaa, se leikkaa myds itse joukkoa.
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Laskun keskimmaisen summan muodon xgp.w kantaja sisaltyy koordinaattiympéristoon
Ua N V3 jokaisella ae € A ja § € B. Siis integraali SM XBPaw on riippumaton karttakuvauk-
sen valinnasta. O

Integraalin késite voidaan laajentaa myos muodoille, joiden kantaja on rajoittamaton
tai jotka ovat vihemman saannollisid kuin avaruuden 2"(M) muodot. Integraalin laskemi-
nen niin, ettéd integraali jaetaan osiin ykkosen osituksen avulla ei ole kaytannollisté, koska
integroitavat lausekkeet ovat niin hankalia toyssyfunktioilla kertomisen vuoksi. Kaytan-
nossa laskut tehdadn jakamalla monisto sopiviin erillisiin paloihin, joissa lasku tehdain
ilman ykkosen ositusta. Se, ettd néin voi tehda, perustellaan esimerkiksi Leen kirjassa,
katso [Lee2, Proposition 16.8].

Esimerkki 10.17. Olkoonf|
w = 2'dr® A da® + 22da® A dat + 2Pdat A da? e QP (EP).
Pallokoordinaateissal’l
2tda? A da® + 22dad A det + 23dat A da? = —sinfydfy A dbs

kun —7m < 6; < 7 ja 0 < 6y < m. Napakoordinaattikuvauksen Jacobin determinantti on
—sinfy, < 0, joten jattdmaélla huomioimatta pallon pinnan nollamittainen joukko, jossa
napakoordinaatteja ei ole maéritelty, saamme

f w = 27TJ sin 0y dfy = 47 .
S2 0

Helppo lasku osoittaa, etta
dw = 3dx' A dz? A da?,

joten
J dw = 3vol(B(0,1)) = 47 = f w. (10.2)
B(0,1) s?

Yhtélo (10.2) on erikoistapaus Stokesin lauseesta, katso [Lee2, Theorem 16.11].

10.6 Suunnistusmuoto

Olkoon M siled monisto. Jos w € 2"(M) on siled n-muoto, jolla ei ole nollakohtia, niin se
on siledn moniston M suunnistusmuoto[’]

% Joskus suunnistusmuotoa kutsutaan tilavuusmuodoksi.

Esimerkki 10.18. (1) dz' A --- A dz™ on silein moniston E" suunnistusmuoto.

(2) Olkoon N = S5 ak-2 € X(E™*!) ja olkoon w € Q"*!(E"!) kuten kohdassa (1).
Asetetaan kaikille vy, vy, ..., v, € Tp(M) = pt kaikilla p € S

0p(V1, V2 ..., V) = Wy(Np, U1, V2, ..., Uy).

6Ttse asiassa w on pallon pinnan S? pyéreid Riemannin metriikkaa vastaava pinta-alamuoto, katso
[Lee2, sivu 388-].
"Katso Harjoitustehtéva
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Talloin o € Q*(S™) ja Proposition nojalla
0p(V1, V2, ..., 0y) = det(Ny, v1,09,...,0,) # 0,

kun tangenttivektorit vy, va, . . ., v, muodostavat avaruuden 7},(S™) kannan. Siis o on suun-
nistusmuoto.

Lause 10.19. Siled monisto M on suunnistuva, jos ja vain jos silla on suunnistusmuoto.

Todistus. Olkoon M suunnistettu monisto. Olkoon (p,)aca ykkosen ositus, jonka kan-
tajat sisdltyvit moniston M positiivisesti suunnistettuihin sileisiin karttoihin (U,, x,),
Supp pa € Uy. Muoto

W= Zpadﬂﬁi/\'“AdIZ

acA

on hyvin méaritelty, koska ykkosen ositus on lokaalisti darellinen. Se on siled, koska se on
sileiden muotojen &darellinen summa. Oletuksen nojalla kaikkien kartanvaihtojen Jacobin
determinantit ovat positiivisia, joten Seurauksen nojalla jokaisessa kartassa (Uy, 7o)
pitee w = fdxl A -+ A dz” positiivisella f € F(U,).

Oletetaan, ettd monistolla M on suunnistusmuoto. Harjoitustehtédvassa [10.11] osoite-
taan, etta

% = {(U, ¢) kartta, jossa w = fdx' A --- A dz™ jollain f > 0}.
on suunnistus. O

Ykkosen osituksen avulla voidaan myos todistaa etta jokaisella siledlla monistolla on
Riemannin metriikka kiayttamatta Whitneyn upotuslausetta.

Lauseen [S11] toinen todistus. Kaytetaan Lauseen[10.19 ykkdsen ositusta. Olkoon gg eukli-
dinen Riemannin metriikka. On helppo tarkastaa, etté

9= palzs")ge
acA

on Riemannin metriikka. OJ
Lause 10.20. Yhtendaiselld siledlld monistolla on 0 tai 2 suunnistusta.

Todistus. Olkoon M yhtendinen siled n-monisto. Olkoon f € F(M), f > 0 ja olkoon w
muoto, jolla ei ole nollakohtia. Lauseen todistuksessa nahdaan, ettd muodot w ja
fw maardavat saman suunnistuksen. Jos taas f < 0, niin muodot w ja fw madraavit eri
suunnistukset. Muita suunnistuksia ei ole, koska dim A™(T,(M)) = 1 kaikillape M. O

Propositio 10.21. Olkoon F': M — N siled lokaali diffeomorfismi. Olkoon w suunnis-
tusmuoto monistolla N. Talloin F*w on suunnistusmuoto.

Todistus. Harjoitustehtava O

Jos M ja N ovat suunnistettuja monistoja ja F': M — N on siled lokaali diffeomor-
fismi, niin F' on suunnistuksen sdilyttdvd, jos sen Jacobin determinantti on positiivinen
positiivisissa kartoissa.
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Propositio 10.22. Olkoon wy; suunnistusmuoto monistolla M ja olkoon wy suunnistus-
muoto monistolla N. Lokaali diffeomorfismi F': M — N on suunnistuksen sdilyttivd, jos
F*wy = fwyr jollain positiivisella funktiolla f € §(M).

Todistus. Viite seuraa Lauseesta [0.12] O

Propositio 10.23. Projektiivinen avaruus P" on suunnistuva, jos ja vain jos n on pari-
ton.

Todistus. Olkoon n parillinen. Oletetaan, ettd P on suunnistuva. Olkoon w € Q™ (P™) suun-
nistusmuoto. Olkoon 7: S™ — P™ peitekuvaus kuten Esimerkissa |1.23| Proposition [10.21
nojalla 7*w on suunnistusmuoto monistolla S™. Kuitenkin 7mo(—id) = =, joten (— id)*m*w =
m*w. Témé on mahdotonta, koska Harjoitustehtévén [10.5| nojalla —id: S* — S™ ei ole
suunnistuksen sailyttava, kun n on parillinen.

Parittomat ulottuvuuden késitelldén Leen kirjan [Lee2] esimerkissé 15.37. O]

Harjoitustehtavia
10.1. (1) Olkoot

w = dz® e Q'(S?),

n = 2*r’dat + 2'atda® + 2t 2 da® e O1(S?)
ja olkoon 7: [—1,1] — S?

v(t) = (V1 —t2cos(t), V1 — t2sin(t),t) .

Maarita Sﬂ/w ja Sv n.
10.2. Olkoon V € F(E?),

ja olkoon v: [0, 27| — E2,
v(t) = (cos(t), sin(t) cos(t)) .
(1) Osoita, ettd V(y(t)) = 0 kaikilla ¢ € [0, 27].
(2) Maarita | dv.ﬂ
v

(3) Olkoon
w = —2r%dz' + (4(2')? — 22")dz?* € Q'(E?)

Laske Sv w.
10.3. Todista Propositio [10.10]

10.4. Anna esimerkki pallon pinnan S™ suunnistetusta kartastostaﬂ

8Harjoitustehtivista, voi olla apua, mutta yksi kohta vaatii huolellisuutta.
9Esimerkissi (3) tarkastellut stereograafiset projektiot pohjois- ja etelinavalta muodostavat kah-
desta kartasta koostuvan siledn kartaston.
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10.5.

(1) Osoita, ettd kuvaus —id: E" — E" on suunnistuksen séilyttava, jos ja vain jos

n on parillinen.

(2) Osoita, ettd kuvaus —id: S" — S™ on suunnistuksen séilyttévé, jos ja vain jos n on

pariton

10.6.
10.7.
10.8.
10.9.

Osoita, ettd n-torus T" on suunnistuvaE
Todista Lemma [10.14]
Olkoon M siled monisto. Osoita, ettd siled monisto T*M on suunnistuva.

Olkoon G: T? — E? Esimerkissi[5.17)(1) tarkasteltu 2-toruksen upotus avaruuteen

E3. Laske

10.10.
n = 2.

10.11.
10.12.

G*(z*dxt A da?).

T2
Méarita Esimerkin [10.18(2) muodon o lauseke 2-muotojen dz’ A dz? avulla, kun

Osoita, ettd Lauseen [10.19] todistuksessa méaritelty kokoelma % on suunnistus.
Todista Propositio [10.21}

K &Hytd tehtivin suunnistettua kartastoa.
HKatso Esimerkki :
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