Renkaat ja kunnat 2025

Harjoitus 4: ratkaisuja
1. Osoita, etta ei ole kuntahomomorfismia ¢: R — Q.

Ratkaisu. Proposition 4.7 nojalla kuntahomomorfismi ¢: R — @Q olisi injektio. Talloin
kuvajoukko ¢(R) < @ olisi numeroituvan joukon ylinumeroituva osajoukko, miki on
mahdotonta.

Ratkaisu (Toinen ratkaisu). Tunnetusti luvulla 2 ei ole rationaalista neliGjuurta. Jos
¢: R — Q olisi kuntahomomorfismi, niin koska ¢ on homomorfismi ja \/52 =2,

d(V2 =(2) =p(1+1)=1+1=2.

Siis luvulla 2 olisikin rationaalinen nelijuuri.
2. Osoita, etta ei ole kuntahomomorfismia ¢: C — R.

Ratkaisu. Kaikille z € R pétee tunnetusti 22 = 0. Jos ¢: C — R olisi kuntahomomorfis-
mi, niin koska ¢ on homomorfismi ja i> = —1, ja Lemman 3.18 nojalla

o(i)* = ¢(i%) = ¢(—1) = =1 <0,
miké on ristiriita.

3. Olkoon d € N luonnollinen luku, joka ei ole neli6. Osoita, etté @(\/&) on reaalilukujen
kunnan alikunta ja ettd Q(iv/d) on kompleksilukujen kunnan alikunta.

Ratkaisu. Jokaisella d € N pitee Q = Q(v/d) ja Q = Q(in/d), joten joukoissa Q(+v/d) ja
Q(i+/d) on vihintiin kaksi alkiota.
Jos a + bvd,a' + b+/de Q(+/d), niin

(a+bVd)— (d +VVd) = (a—d)+ (b—)Vde Q(Wd).
Jos a’' + ¥'\/d # 0, niin
(a' + VVd)(d —¥Vd) = (a')? = (¥)*d # 0,
koska oletimme, etti d ei ole nelié. Talloin myos o’ — ¥'v/d # 0 ja saamme

(a+ bvVd)(a' — b'+/d)
(@) — (v)2d

aa’ — bb'd ba' — ab
= (@) — (v)2d + (@)% = (b’)Qd\/g e Q(Wd).

(a + bVd)(a' + b'Vd)™* =

Siis Q(+/d) on kunnan R alikunta Proposition 4.6 nojalla.
Jos a + biv/d,a' + b'iv/d € Q(ir/d), niin

(a + bivd) — (d + Vivd) = (a—d') + (b—V)ivd e Q(Wd).
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Jos @' + b'iv/d # 0, niin Lemman 1.25 nojalla

1 (a + bivd)(a' — b'ivd)
(a)? + (b')%d
_ aa’ + bb'd N a'b—ab
@2+ 0)2d " ()2 + (b)2d

(a + biv/d)(d' + b'ivVd)

ivd e Q(iVd) .

Siis Q(v/d) on kunnan R alikunta Proposition 4.6 nojalla.
4. Maarita Gaussin kokonaislukujen yksikéiden ryhma.

Ratkaisu. Huomataan ensin, ettd +1 44 ovat yksikoité, koska (£1)? = 1 ja —i -7 = 1.
Olkoon u € Z[i]*. Kuvaus n: (Z[i],-) — (Z,-) on homomorfismi, joten

1=n(1) =n(uu™") =n(un(u1).
Siis n(u),n(u™t) € Z* N [0,00[ = {1}. Siis, jos u = a + ib, pitee a* + b* = 1. Tamén yhté-

16n kokonaislukuratkaisut ovat (+1,0) ja (0, £1), joten Gaussin kokonaislukujen renkaan
yksikot ovat +1 ja £1.

5. Osoita, ettd Z[v/2]* on ddreton.

Ratkaisu. Huomataan, etti v/2 + 1 € Z[v/2] ja
V2+1)(vV2-1) =1,

joten v/2 + 1 € Z[v/2]* . Proposition 4.1 nojalla (/2 + 1)* on yksikké kaikilla k& € N. Jono
(V2 + 1)"3);;:1 on aidosti kasvava, koska v/2 + 1 > 0, joten Z[v/2]* sisiltdi ddrettoméin
joukon {(v2+ 1)* : k e N}.

6. Osoita, ettd Hamiltonin kvaterniot muodostavat renkaan.

Ratkaisu. Sovelletaan alirengastestia: Olkoot <_% Z) , (_2— i) e H. Talloin

Ja _
a b c d ac —bd  ad+ be
= _ - _ ] = - — - ]eH
b a)\—-d c —bc —ad —bd +ac
.. (=1 0 : , . .
Lisaksi ( 0 _1> = —lmyc) € H, joten alirengastestin nojalla H on renkaan M,(C)
alirengas.

7. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Osoita, ettéa
(1) a | a kaikille a € K.

(2) Josa|bjab|c, nin a]|c.

(

3)Josal|bjaalc ninalb+ec.



Ratkaisu. (1) Seuraa siitd, ettd a = la.
(2) Jos a | b, niin on z € K, jolle b = xa. Jos b | ¢, niin on y € K, jolle ¢ = yb. Siis
¢ =y(za) = (yz)a, joten a | c.

(3) Josa|bjaa|c niinon ze K, jolle b =za jaye K, jolle ¢ = ya. Siis
b+ c=uza+ya=(xr+vy)a,

joten a | b+ c.
8. Todista Propositio 5.5.

Ratkaisu. Olkoon K kokonaisalue. Olkoot a,b,c € K siten, ettd a # 0 ja ab = ac.
Distributiivisuuden nojalla a(b — ¢) = 0. Koska kokonaisalueessa K ei ole nollan jakajia,
patee b — c = 0, joten b = c.

Oletetaan sitten, ettd kommutatiivisessa renkaassa K péatee renkaan supistussdanto.
Olkoot a,b € K siten, ettda ab = 0. Jos a # 0, niin ab = a0, joten supistussadnnoén nojalla
b = 0. Siis kommutatiivisessa renkaassa K ei ole nollan jakajia, joten se on kokonaisalue.



