Renkaat ja kunnat 2025

Harjoitus 3: ratkaisuja

1. Todista Lemma 1.26: Osoita, ettd kaikilla z,w € C pétee

2. Todista Propositio 3.15.

Ratkaisu. Olkoon R rengas ja olkoon S — R alirengas. Talloin S on laskutoimituksella
varustettujen joukkojen (S, +) ja (S,-) vakaa osajoukko. Siis (1) pétee. Koska jokaisella
s € (S,+) on vasta-alkio, erityisesti tdméa pétee alkiolle 1 = 1g € S. On siis alkio
x €S c R, jolle patee z+ 1z = 0g = Og. Vasta-alkion yksikésitteisyyden nojalla x = —1g.
Siis ehto (2) péatee.

Oletetaan, ettd S < R on osajoukko, jolle pétee ehdot (1) ja (2). Ehdon (1) nojalla S
on laskutoimituksella varustettujen joukkojen (S, +) ja (.5, ) vakaa osajoukko. Siis + ja -
indusoivat laskutoimitukset joukkoon S. Molemmat laskutoimitukset ovat assosiatiivisia,
koska ne ovat assosiatiivisia renkaassa R, jonka osajoukko S on. Samasta syysta + on
kommutatiivinen ja - on distributiivinen yhteenlaskun suhteen. Oletusten (1) ja (2) ja
Proposition 3.9(2) nojalla 1z = (—1g)(—1g) € R. Siis laskutoimituksella varustetussa
joukossa (S, -) on neutraalialkio.

Olkoon s € S. Oletusten (1) ja (2) nojalla (—1g)s € S ja patee s + (—1gr)s = Og = Og,
joten alkiolla s € (S, +) on vasta-alkio —s = (—1g)s € S. Samalla ndimme myos, etta
Og € S, joten (S, +) on kommutatiivinen ryhmaé. Siis S on rengas, jolle pitee 15 = 1g.
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on rengas, joka ei ole kommutatiivinen. Montako alkiota renkaassa Y on? Milld renkaan
Y alkioilla on kédanteisalkio kertolaskun suhteen?
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3. Osoita, etté
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joten alirengastestin nojalla Y on alirengas ja siis rengas.
Esimerkin 3.7 lasku osoittaa, ettd Y ei ole kommutatiivinen, silla
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Renkaassa Y on 8 alkiota, koska jokaiselle paikalle voidaan valita alkio 2 eri tavalla.

Yhtalon nojalla matriisi (661 cl) on kdantyva vain, jos a; = ¢; = 1. Ainoat
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mahdolliset kdantyvat matriisit ovat siis (O (1)>, joka on neutraalialkiona oma kéantei-

salkionsa, ja ((1) D, jolle péatee
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joten téasmélleen kahdella alkiolla on kéanteisalkio.

4. Osoita, ettd Esimerkin 3.16(b) rengas C' on isomorfinen kompleksilukujen renkaan C
kanssa. Miké renkaan C' kuvaus vastaa kompleksikonjugointia?

Ratkaisu. Olkoon f: C — C,
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Homomorfismin f ydin on {Oc}, joten f on injektio. Se on surjektio, koska

<m y) = f(z +1y)

Lisaksi f(1) = 1¢, joten f on rengashomomorfismi.

kaikille ( v y) eC.

Lasku osoittaa, etta

1@ = (Tal Tpel) -,

Im z

Siis transpoosin muodostaminen vastaa kompleksikonjugointia.
5. Ovatko funktiorenkaat .% ([0, 1], R) ja .Z([0,2],R) isomorfisia?

Ratkaisu. Maéritellddn kuvaus ®: .7 ([0,1],R) — .#([0,2],R) asettamalla

Kuvaus @ on bijektio, koska silli on kidnteiskuvaus, jonka lauseke on ®~1(g)(s) = g(2s).
Jos fi, f2 € Z([0,1],R), niin

a(fi+ 1)1 = (h 1) (5) = £i(5) +1(5) = U@ +BR)) = (B(5)+ (1) (1)

kaikilla ¢ € [0, 2], joten ®(f1 + f2) = ©(f1) + ®(f2). Vastaavasti

t
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kaikilla t € [0, 2], joten ®(f1f2) = ®(f1)P(f2). Lisdksi

‘I’(l[o,l])(t) = <;) = L= l[0,2] (t)

kaikilla ¢ € [0,2], joten ®(1jo1y) = Ljgo;- Siis . ([0, 1], R) ja .7 ([0,2],R) ovat rengasiso-
morfisia.

6. Todista Propositio 3.24(2).

Ratkaisu. Olkoot z,y € ¢~ 1(S"). Téllsin ¢(x), p(y) € S’. Siis

Pz +y) =o(x)+d(y) €S ja ¢(xy) = o(x)d(y) € S,

koska ¢ on rengasisomorfismi ja S’ on renkaan R’ alirengas. Siis x + y, zy € ¢~1(5").
Lemman 3.18 nojalla ¢(—1g) = —1g. Koska S’ on renkaan R’ alirengas, pitee —1g €
S'. Siis —1p € ¢~1(S’). Alirengastestin| nojalla ¢~'(S’) on renkaan S alirengas.

7. Osoita, etta renkaalla Z ei ole muita alirenkaita kuin Z.

1Propositio 3.15



Ratkaisu. Olkoon S renkaan Z alirengas. Méaritelman mukaan 1 € S, Lemman 3.14
nojalla 0 € S ja esimerkiksi alirengastestin nojalla —1 € S. Alirenkaana S on vakaa
yhteenlaskun suhteen, joten kaikki lukujen 1 ja —1 monikerrat kuuluvat alirenkaaseen S.
Siis Z < S, joten S = Z.

8. Olkoon ¢ € N—{0, 1}. Osoita, etté ei ole rengashomomorfismia jaannosluokkarenkaalta
7,/qZ renkaaseen Z.

Ratkaisu. Jos olisi rengashomomorfismi ¢: Z/qZ — 7, niin Proposition 3.24(1) nojalla
&(Z/qZ) olisi renkaan Z alirengas. Tehtavén [7| nojalla siis ¢(Z/qZ) = 7Z mutta tdma on
mahdotonta, koska ¢(Z/qZ) on aarellinen joukko.

Ratkaisu (Toinen tapa). Oletetaan, etti ¢: Z/qZ — Z on rengashomomorfismi. Télloin
®(1 + ¢Z) =1 ja Lemman 3.18 nojalla ¢(0 + ¢Z) = 0. Siis

0=0(0+qZ) =d(qg(1 +qZ)) = d((1 +qZ) + (1 + qZ) + - + (1 + qZ))
=o0(14+qZ)+ (1 +qZ)+ -+ (1 +qZ) =141+ ---+1=gq,

miké on ristiriita.



