Renkaat ja kunnat 2025

Harjoitus 2: ratkaisuja

1. Olkoon X joukko. Onko joukon Z(X) laskutoimitus n distributiivinen laskutoimituk-
sen U suhteen? Onko laskutoimitus u distributiivinen laskutoimituksen n suhteen?

Ratkaisu. Joukkojen leikkaus ja yhdiste ovat potenssijoukon & (X) kommutatiivisia las-
kutoimituksia. Olkoot A, B,C' € #(X). Joukko-opin alkeista tiedimme, etté

An(BulC)=(AnB)u(AnC)

ja
Au(BnC)=(AuB)n(Au(C),

joten molemmat vaitteet pitavat paikkansa.

Avaruuden R? wvektoritulo eli ristitulo on laskutoimitus, joka maédritelliin asettamalla
kaikille @ = (ay, as, az) ja b = (by, by, b3) € R3

B as by ai b ai b
axb= (det (a3 b3) ,—det (a3 b3) ,det (a2 b2> ) .

2. Osoita, etta

(a) x on antikommutatiivinen: b x a = —a x b kaikille a,b € R3.
(b) x on distributiivinen vektorien yhteenlaskun suhteen.
(

c) x ei ole assosiatiivinen.

Ratkaisu. Olkoot a, b, c € R3.



(a) Lasku osoittaa

a x b= (agbs — asby, asby — aibs, a1by — ash;)

= —<b2a3 — bgag, b3a1 — b1a3, blbag - b2a1> =-bxa.

(b) Lasku osoittaa

X (b4 c¢) = (aa(bs + ¢3) — az(by + ¢2), az(b1 + 1) — a1(bs + ¢3), a1(ba + c2) — az(br + 1))
= (agbs — asby, azby — arbs, ar1by — ashy)

+ (agscs — ascq, azcy — a1c3, a1 — azcy) =a x b+a xc.
Kohdan (a) nojalla

(b+c)xa=—-ax(b+c)=—(axb+axc)=—-axb—axc=bxa+bxc=(b+c)xa

(c) Lasku osoittaa, etta
((1,0,0) x (1,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,0) x (0,1,0) = (0,0,0)
ja
(1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0,—1,0).
Siis
((1,0,0) x (1,0,0)) x (0,1,0) # (1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) .

3. Todista Lemma 1.23(1): Kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku ovat assosiatiivisia ja
kommutatiivisia. Yhteenlaskun neutraalialkio on 0 = (0,0) ja kertolaskun neutraalialkio
on 1 = (1,0). Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen

Ratkaisu. Kompleksilukujen yhteenlasku on sama kuin tason R? vektoreiden komponen-
teittainen yhteenlasku. Sen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus nahdaan helposti: Olkoot
(x1,11), (2, y2), (z3,y3) € C. Téll6in madritelmén, reaalilukujen yhteenlaskun assosiatii-
visuuden ja maéritelmén nojalla

((331,?/1) + (xzyyz)) + (z3,y3) = (21 + 22, y1 + y2) + (23,93)
= ((&1 + @2) + 3, (Y1 + y2) + y3)
(51?1 + (w2 +x3), 91 + (Y2 + y3))
= (21,91) + (22 + 73,92 + ¥3)
= (x1,11) + ((f2,y2) + ($37y3)) ;

joten yhteen lasku on assosiatiivinen. Se on myos kommutatiivinen, silla

(w1, 91) + (72,92) = (v1 + T2, 91 +¥2) = (T2 + 21,92 + y1) = (72,92) + (21, 51) -

Selvisti 0 = (0,0) € C on yhteenlaskun neutraalialkio ja (z,y) + (—z, —y) = 0 kaikille
(z,y) € C.

Laskemalla

((fﬁbyl)(ﬂ?% yz))($3>y3) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Y172) (T3, Y3)
= (212203 — Y1YoT3 — T1Y2Y3 — Y1Z2Y3, T1T2Y3 — Y1YalYs + T1Y2l3 + Y12223)



ja
(71, yl)((%,yﬁ(ﬂ?s,y:a)) = (w1, y1) (@223 — Y2Y3, T2Y3 + Y23)
= (T1@2%3 — T1Y2Ys — Y1T2Y3 — Y1Y2T3, T1T2Y3 + T1Y2Ys + Y1T2T3 — Y1Y2ys3)

havaitsemme, etta kertolasku on assosiatiivinen. Lisédksi

(21, 1) (72, ¥2) = (2122 — Y1Y2, V1Yo +y172) = (D221 — Yoy, Tay1 +yor1) = (T2, y2) (71, 41)

joten kertolasku on kommutatiivinen ja

(1,0)(z,y) = (12 —=0-y,1-y+0-2) = (z,y),

joten (1,0) on kertolaskun neutraalialkio.
Osoitimme, etta kertolasku on kommutatiivinen, joten distributiivisuus riittaa tarkas-
taa toiselta puolelta:

(551,3/1)((952,?/2) + (35373/3)) = (21, 91) (22 + 23,92 + Ys3)
(1’ Ty +x3) — y1(y2 + Y3), 11 (y2 + y3) + ya (w2 + fES))
= ((z122 — y1ya) + (2173 — Y1y3), (L2192 + Y1%2) + (T1y3 + Y123))
= (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y1T2) + (123 — Y13, T1Y3 + Y123)
= (z1,91)(22,92) + (21, 51)(23,Y3) -

4. Todista Lemma 1.23(2): Olkoot z,w € C. Talloin zw = 0, jos ja vain jos z = 0 tai
w = 0.

Ratkaisu. Kertolaskun méaritelmén nojalla (0,0)(z,y) = (0,0) = (z,y)(0,0).
Olkoot z = a +ib,w = ¢ +id € C. Talloin zw = (ac — bd) + i(ad + bc) = 0, jos ja vain

jos
ac—bd =0 . (1)
ad +bc =0

Kerrotaan ensimmainen yhtélo luvulla ¢ ja toinen luvulla d. Laskemalla néin saatavat
yhtélot yhteen saadaan a(c? + d?) = 0. Jos ¢ + d*> = 0, niin w = ¢ + id = 0. Muutoin
taytyy olla @ = 0. Tall6in yhtalopari on

bd =0
{bCZO ' @)

Siisb=0taic=d=0.Josb=0,niin z = a+1tb = 0. Muuten yhtéléparin molemmat
yhtalot voidaan jakaa luvulla b ja saadaan ¢ = 0 = d. Talloin w = ¢+ id = 0.

5. Muodosta yhteen- ja kertolaskun laskutaulut kongruenssiluokilla modulo 3 ja modulo

9.

Ratkaisu.




+/0 1 2 3 45 6 7 8 0123456 78
010123456 738 0/j0 0O0OO0OO0O0O0O0O0
11123 456780 1101 2 3 45 6 7 8
212 3 45673801 2/0 2 46 81357
3134567801 2 3/0 36 0360 36
41456 780123 410 4 8 3726135
5156 78 0123 4 5(0 516 27 3 8 4
6/6 78 012345 6/0 6 306 306 3
7178 012 3456 710 75 3186 4 2
818 01 2345 67 80 8 76 543 21

6. Olkoon R rengas. Osoita, etté
(1) z(—y) = (—x)y = —(zy) kaikilla x,y € R,

(2) z(y—2) =2y — 2z ja (y — 2z)x = yr — zx kaikilla z,y, z € R.

Ratkaisu. (1) Olkoot z,y € R. Distributiivisuuden ja Proposition 3.9(1) nojalla

vy +a(~y)=z(y—y)=20=0.

Koska yhteenlasku on kommutatiivinen, tastd seuraa xz(—y) = —(xy). Samalla tavalla
niahdéan, etta

ry+ (—2)y=(r—2)y=0y =0,

joten (—z)y = —(zy).
(2) Olkoot z,y, z € R. Distributiivisuuden ja kohdan (1) nojalla

x(y —z2) =ay+a(—z2) = vy —az
ja
(y—2)z =yr + (—2)r = yxr — 2x.

7. Todista Propositio 3.11(2).

Ratkaisu. Jos r € R on alkio, jolle patee r 0 = 1, niin Proposition 3.9(1) nojalla
0=r0=1.
Tamé on mahdotonta Proposition 3.11(1) nojalla.
8. Olkoon (R,®,-) kahdella laskutoimituksella varustettu joukko siten, ettd @ ja - ovat
assosiatiivisia ja
(1) (R,®) on ryhma,
(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja
(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 15 € R.

Osoita, ettd (R,®, ) on rengas.



Ratkaisu. Olkoot x,y € R. Talloin distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden nojallaﬂ

lel)zey) =(1lelze(lel)y=(ledls)®(lydly) =28 ((tDy) DY)

ja toisaalta

1o)(z@y) =1z@y) @1z Dy) =@ ((y®z) Dy) .
Yhtalosta
1@ ((20y)Dy) =2@ (@) DY)

saadaan kayttamaélla kahdesti supistussdantod x @y = y @ x. Siis yhteenlasku on kom-
mutatiivinen, joten R on rengas.

! Assosiatiivisuuden nojalla (a +b) + (c+d) =a+ (b+ (c+d)) =a+ ((b+¢c) +d)



